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Hoc erat in votis. 
{Horace, liv. II, sat. vi.) 


Pappus d’Alexandrie est le dernier representant du genie 
mathematique au debut de la periode de decadence de la science 
hell&ie. 

Une traduction integrate en langue vulgaire de la Collection 
mathematique de cet eminent g£ometre etait attendue depuis la 
Renaissance, epoque k laquelle cet ouvrage fut revele dans une 
version latine encore incomplete et pleine d’obscurit^s, mais d6j;i 
suffisante pour avoir inspire le puissant interet qui ne tarda pas 
a faire surgir des theories g6om6triques nouvelles, et k provoquer 
de savantes reconstitutions de travaux perdus des Anciens. 

Bien qu’ayant fait Fob jet d’une excellente edition critique 
depuis plus d'un demi-siecle, le texte grec originaire de Pappus 
est reste jusqu’ici lettre morte pour la plupart des mathematiciens 
qui ne connaissent cet auteur qu’en raison de quelques propo- 
sitions qui lui sont attribuees couramment dans les ouvrages de 
geometric. 

C’est pourquoi, en presence de 1' efflorescence de travaux qui 
marquent actuellement une reaction en faveur de l’histoire de la 
science dans tous ses domaines, et a fin de combler une lacune 
dans la litterature scientifique, nous avons pense que F oeuvre 
de Pappus, laquelle, independamment de sa haute valeur intrin- 
seque, constitue le document le plus predeux que l'on possede 
pour retude de l’histoire des mathematiques dans TAntiquite, 
meritait d’etre remise en lumiere dans une traduction frangaise. 

La Collection mathematique nous offrant en grande partie un 
savant commentaire des travaux d’Archimede, d’ Apollonius de 
Perge et de Theodose de Tripoli, la traduction que nous presentons 
est pour ainsi dire la suite obligee de nos traductions anterieures 
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des oeuvres de ces grands geometres. Nous Tavons done eiaboree 
dans les memes principes, e’est-a-dire qu’elle est absolument 
litter ale, de maniere a conserver 1’ expression meme de la pens6e 
mathematique chez les Anciens, et qu'elle est accompagnee de 
notes nombreuses donnant la transposition moderne des passages 
obscurs ou arides des demonstrations. 

Au moment d’abandonner au fiddle editeur de nos precedents 
travaux un manuscrit qui nous a coute bien des veilles en 
surcroit d’une fonction absorbante, nous fermons cette preface 
sur un temoignage de reconnaissance envers ceux dont les 
encouragements et les conseils ne nous ont jamais manque : les 
mathematiciens et historiens des mathematiques Ettore Bortolotti, 
a Bologne, et Gino Loria, a Genes, et les helienistes J. Bidez, k 
Gand, et l’abbe A. Rome, a Louvain. Nous remercions enfin 
notre ami l’ingenieur G. Hertsens, qui a bien voulu nous prefer 
son talent pour etablir, d’apres nos esquisses, les figures justes 
qui regissent en grand nombre le texte de cet ouvrage. 



Anvers, decembre, 1932. 
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Grandiaqne effossis mirabitur ossa sepulcris* 
(Virgile, Georgiques, liv. II, v. 497.) 

On ignore en quel lieu des pays grecs le geomfctre Pappus 
a vu le jour, et on en est reduit aux conjectures en ce qui 
conceme l’epoque ou il a vecu. Une premiere indication, faisant 
remonter cette epoque tout au plus avant la fin du II® si&cle de 
notre &re, resulte de ce que Pappus s’av&re lui-meme posterieur 
a Claude Ptolemee (*), non seulement en invoquant son autorite k 
plusieurs reprises dans la Collection mathematique, mais en ayant 
4 crit un commentaire sur YAlmageste que ce grand astronome 
composa en l’annee 140 aprfcs J.-C. Une autre indication, qui 
vise une limite inferieure, nous est donnee par Suidas (*), lexico- 
graphe grec du V e siecle, dont la notice sur Pappus nous renseigne 
que ce g£om&tre aurait ete le contemporain de Theon d'Alexandrie. 
Or, si l'on consid&re que Theon a observe deux eclipses, Time 
de soleil, 1' autre de lune, en l’ann^e 364, comme le declarent deux 
passages releves dans ses ceuvres par Delambre ( 1 2 3 ) ; qu’on doit, 
d’apr&s Usener ( 4 ), lui attribuer des prolegomenes que l’on poss&de 
sur le Canon de Ptolemee, et enfin, que Theon vivait encore sous 
Theodose l’Ancien, qui regna de 379 a 395, la notice de Suidas 
entrainerait le recul de l’epoque de Pappus jusqu'a la fin du 


1. Claude Ptolemee, La Composition mathematique, traduite pour la premiere 
fois du grec en frangais sur les manuscrits de la Bibliotheque Impdriale de Paris, 
par Halrna (avec le texte grec en regard ), et suivie des notes de Delambre. Paris, 
1813-1816, 2 vol. in-4 0 . 

2. Suidas, Lexicon graece, ex recognitions J. Bekkeri. Beroli, 1854, in-8°. Voir 
vocable : Iletititoc aXe^avopeu?. 

3. J.-B. Delambre, Histoire de V Astronomic ancienne. Paris, 1817, 2 vol. 
in-4 0 . Voir vol. II, pp. 590-591. 

4. H. Usener, Vergessene III, dans Rheinisches Museum, 1873, vol. XXVIII, 
pp. 403-404. 
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IV® siecle. Un recul aussi prononce souleve cependant des objec- 
tions assez serieuses pour croire a une erreur chronologique de la 
part de Suidas, dont le Lexique est considere par la critique modeme 
comme une compilation de materiaux pris chez differents ecrivains 
avec negligence et defaut de jugement. En effet, Pappus et Th4on 
etant tous deux les auteurs d’un commentaire sur r Almagest* 
de Ptol4m4e, et ayant l’un et 1* autre enseigne a Alexandrie, il 
est difficile d’admettre, ainsi que Hultsch (*) et Cantor (*) l'ont 
successivement fait remarquer, que, s'ils ont 4te contemporains, 
ils aient ecrit en meme temps sur un sujet identique sans faire 
aucune allusion a ce qui pouvait les rapprocher ou les separer 
dans la maniere de le traiter. Au contraire, si on observe, en 
outre, que le commentaire de Th4on a tout l’air d’etre une com- 
pilation de celui de Pappus, on incline a croire que ces ouvrages 
ont 4te composes a des epoques differentes, et que Pappus, par 
consequent un peu anterieur a Theon, n'appartient pas a la seconde 
moitie du IV® sifccle. 

Une troisieme indication, qui corrobore du reste les objections 
qui precedent, permet finalement d'assigner a Pappus une epoque 
determinee entre les deux limites considerees. C'est celle que 
fournit un manuscrit de la fin du X® siecle, conserve a la biblio- 
thfeque de Leyde, contenant des gloses historiques et litt4raires, 
et dans lequel une annotation marginale, placee en regard d’un 
passage relatif & Diocletien, fait remarquer que Pappus aurait 
4crit sous cet empereur ( s ). Or, Diocletien ayant r4gne de 284 
a 305, il en result erait que Pappus aurait vecu et probablement 
enseigne a Alexandrie pendant la demiere periode greco-romaine. 

Enfin, si l'on rapproche cette demiere indication de ce que 
nous apprend encore le passage de son commentaire sur Y Almageste, 
dans lequel Pappus calcule « le lieu et 1’ instant de la conjonction 
donnant une Eclipse arrivee en Tybi 1068 de l’ere de Nabonas- 


1. Pappi Alexandrini CoUectionis quae super sunt e libris manu scriptis edidit , 
latina interpretations et commentariis instruxit Frtdericus Hultsch. Berolini, 1876, 
1878, 3 vol. in-8°. Voir vol. Ill, preface, p. VII. 

2. M. Cantor, Zeitschrift fur Mathematik und Pkysik. Historisch-literarische 
Abteilung, vol. XXI, p. 72. 

3. L’annotation marginale du manuscrit est : toutou b Ilanno? sypa^sv, 

Pappus a dcrit sous lui (Diocletien). 
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sax » (*■), c’est-a-dire arrive e en octobre 320, conform6ment au 
calendrier julien (*), on peut raisonnablement admettre que Pappus 
vecut entre la fin du III e si&cle et la premiere moitie du IV e si&cle. 

Les oeuvres de Pappus qui nous ont ete conservees par le 
temps ne nous apprennent rien au sujet de sa personne et des 
circonstances de sa vie, sinon qu’il eut un fils Hermodore auquel 
il s'adresse dans les preambules de deux de ses livres, et qu’il 
fut en relation d'amitie avec deux geom&tres, Pandrosius et 
Megethius, qu’il mentionne incidemment, mais qui sont restSs 
completement inconnus ; de sorte que, le silence absolu des auteurs 
de son temps ne permettant pas davantage de reconstruire sa 
biographie, le souvenir et la reconnaissance des generations ne 
peuvent plus s’adresser qu’a un grand nom attache a d'illustres 
travaux. Pappus partage d’ailleurs en cela le sort de tous les 
math6maticiens de l'Antiquite, dont 1 ’ existence, enti&rement vouee 
a l'etude et aux decouvertes, s’est ecoul£e a l'ecart de la foule 
qui consacre les renommees et les agremente parfois des mensonges 
innocents de la 16 gende, ou dont la carri&re, a l'exception peut-etre 
de celle d’Archim&de, a ete parcourue en marge des 6venements 
du temps qui conf&rent d'habitude aux hommes qui les ont menes 
ou subis cette gloire bruyante que celebre l'histoire ordinaire. 
Sans doute, il a voyage ; mais on ignore quels sont les foyers 
scientifiques qu’il a visites, quelles sont les ecoles savantes qu’il 
a frequences, quels sont les maitres dont il a pu suivre les lemons 
orales, et quels sont enfin les depots de manuscrits, d£ja vieux 
de plusieurs siecles avant lui, ou il a pulse les renseignements 
infiniment precieux qu’il nous a transmis pour 1'histoire des 
mathematiques. On a en somme tout dit a son sujet quand on 
se borne a rappeler qu'il professa pendant un certain temps au 
Mus6e d'Alexandrie, qu'il jeta sur cette ecole, celebre depuis 
Euclide, un dernier eclat dans un dernier effort pour enrayer 
un irremediable declin, et qu’il occupa sans doute ses derni&res 


1. Cl. Ptolemaei opera quae extant omnia edidit J.-L . Heiberg Lipsiae, 1898- 

1903, t. I, p. 472 : olov, lay i-rcb tou itpuTOU e?OU? Na 3 ovaT<yapou T7\q h -zu, a^Ti eat 
xaT'A^UTt-rtou; TuSt (Tuvoo’.xrj<; ixXetimxf^ tov ts roitov xxl tov iv 'AXetjavopeiat 

^povov e 9 sXo)(x«v ini'fvojvau. 

2. A. Rome (abbe), Sur la date de Pappus d’Alexandrie. (Annales de la Societe 
Scientifique de Bruxelles, t. XLVII, 1927, serie A, p. 46.) 
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ann4es a ecrire des legons dont il ne vonlut pas que le fruit perisse 
avec lui. 

Suidas accorde k Pappus le titre de philosophe, qui se justifiait 
probablement par des vues et des principes 4 mis dans d’autres 
ouvrages, Grangers aux mathematiques, qui lui sont attribues, 
notamment sur la geographic et sur l’interpretation des songes. 
Mais, si la perte regrettable de ces ouvrages nous prive des 
renseignements qu’ils pouvaient foumir sur les tendances philo- 
sophiques de leur auteur, les Merits des alchimistes grecs, publics 
au si&cle dernier, sont cependant venus repandre quelque lumiere 
sur les opinions religieuses de Pappus, et completer ce que Ton 
savait deja de la religion des demiers mathematiciens de l’Anti- 
quite (*■). Ces Merits contiennent, en effet, un serment attribue 
a Pappus et, la curiosity de son esprit s’4tant portee sans doute 
aussi sur cette science hermetique des Anciens qui est a rorigine 
de notre chimie, e’est dans les termes suivants qu’il aura 6te 
amen4 a le preter au seuil d’une initiation a la formule secrete 
de quelque alliage metallique ou d’une composition m4dicinale : 
« Je te jure, qui que tu sois, que je declare le Dieu unique quant 
k l’esp&ce, mais non quant au nombre, qui a fait le ciel et la terre, 
ainsi que la t4trade des 414ments et les choses qui en 4manent, 
qui a alli4 nos imes dou4es de raison a des corps, qui est port£ 
sur les chars des cherubins et c414br4 par les legions des anges » (*)v 
Ce serment present un singulier melange de christianisme et de 
paganisme ; car, k cot 4 d'une affirmation monoth4iste, jointe a 
une allusion voilee au myst&re de la Trinity, laquelle exclut un 


1. Paul Tannery, Sur la religion des derniers mathematiciens de VAntiquiti. 
(Annales de Philosophic chrdtienne, t. XXXIV, 1896, pp. 26-36 ; ou bien : Memoir es 
scientifiques de P. Tannery, publiis par J.-L. Heiberg et H.-G. Zeuthen. Paris, 
vol. II, 1912, pp. 527 - 539 )- 

2. Collection des anciens Alchimistes grecs, publics sous les auspices du ministers 
de V Instruction Publique, par M. Berthelot, avec la collaboration de C.-Em. Ruelle. 
Paris 1887-1888, 3 vol in-4 0 . Voir vol. I, p. 27 : "Opxcp ouv opivufu oral tov [xeyov 
opxov, So rtq ov ou p, 0eov cpTjjAt tov fva tu $t8et xat ou T(j> aptOpup, tov Ttonfcavra 
tov oupavov xat tt|V prjv, tuv t* arotyetuv t^v TeroaxTuv xat Ta 2? aiiruv, ert 8c xat Ta? 
^(UTcpa^ <^uya$ Tvoytxa; tc xat voepa<; ippoaavTa aupuzTt, tov 2iti apputruv yepou^txuv 
iwoyoujxcvov xat into Taypurruv ayycXtxuv avupvoup.tvov. 

Voir aussi : Isidis, Christiani et Pappi philosophi Iusjurandum chemicum 
nunc primum graece et laiine editum. Accedit historia sodalitatis chemicorum ar canoe 
ex actis eruta. Scripsit Ch. Godf. Gruner. Jenae, 1807, in-8°. 
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emprunt au judaisme, il contient une adhesion paienne k la 
conception pythagorienne de la tetrade des Aments que Ton 
trouve a la base d’un premier essai d’une philosophic de la nature 
dans le Timee de Platon. II nous apparalt done comme ayant 
ete redige dans le but de pouvoir etre prete indifferemment par 
un chretien ou par un paien selon les circonstances, et il ne nous 
apprend rien de plus au sujet de la religion de Pappus, sinon 
qu’il aurait a un moment de sa vie ete 1’ adept e de l'une des sectes, 
manicheenne ou autre, qui divisaient encore le christianisme au 
IV e siecle, tout en ayant conserve personnellement des attaches 
paiennes. Cette supposition repond en quelque sorte k la crise 
morale qui regnait a l’epoque oh Pappus a vecu, durant laquelle 
Saint Augustin deplore en propres termes « que les idoles chassees 
d[es temples soient restees dans les coeurs », et elle se justifie 
plus ou moins par le milieu dans lequel Pappus resida assez 
longtemps, e’est-a-dire la ville d’Alexandrie, oh le paganisme con- 
serve, meme dans les chaires de l’Ecole, des partisans fid&es qui 
purent le pratiquer ouvertement jusqu’i l’epoque des lois pro- 
hibitives de Thdodose, en 399, et oh beaucoup de ceux qui 
l’avaient abjure gardaient une propension secrete pour le culte 
aboli, en consultant les devins et en pratiquant l'astrologie. 


L’oeuvre capitale de Pappus est celle qui nous est parvenue 
sous le titre de Collection mathematique. (}) Elle constitue un vaste 
recueil de propositions extraites d’un grand nombre d’ouvrages, 
presque tous perdus aujourd’hui, lequel, loin de presenter le 
caractere d’une compilation ordinaire, depasse le cadre d'uu 
simple commentaire. Pappus ne s’y borne pas, en effet, a nous 
exposer de remarquables propositions dues k ses devanciers en 
les accompagnant d’une foule de lemmes destines a eclaircir les 


I. La plupart des manuscrits, et surtout les plus anciens, sont intitules 
simplement La Collection (fruvaywyTi), tandis que les copies post6rieures portent 
un titre plus complet, au pluriel : Les Collections mathematiques ({lafl^jAanxai 
(xuvaywyal). Il y a lieu cependant de s’en tenir au singulier en raison de ce que 
Pappus l’emploie lui-m^me dans ses renvois aux divers livres de son ouvrage, 
comme par exemple dans la phrase : fcv -cpitij) touTtp avvaywy t\? 
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passages difficiles de leurs demonstrations, mais il en donne 
frequemment des demonstrations diiferentes ; il les etend a des 
cas particuliers ou analogues, les applique a la solution de pro- 
blemes nouveaux ou deja resolus anterieurement d’une autre 
manure, et complete le tout au moyen de nombreuses propositions 
entierement nouvelles tirees de son propre fonds, lesquelles 
indiquent des recherches deja fort avancees dans ce que nous 
appelons maintenant la geometric superieure. L’ouvrage ne parait 
pas avoir ete con$u suivant un plan determine. Bien qu’une partie 
soit consacree exclusivement a des questions astronomiques, 
qu’une autre afiirme l'idee de traiter methodiquement des 
proprietes comparatives des surfaces planes de meme perimetre 
et des figures solides de meme surface, et qu’une troisi&me partie 
vise particuliCement des questions de mecanique pure et appliqu6e, 
tout le reste se pr6sente comme une juxtaposition de questions 
g6om4triques les plus diverses n’ayant presque aucun lien entre 
elles. Ce d^faut d’unit6 dans l’ouvrage, et cette absence de 
coordination entre ses diverses parties, donnent l’impression qu’il 
a 6te ecrit au cours de plusieurs ann6es, en souvenir durable des 
lemons que le dernier maitre ayant illustr6 l’Ecole d’Alexandrie 
fut appel6 a donner devant un auditoire chez lequel la tradition 
scientifique commengait d6j& a se perdre, et auquel il fallait done 
rappeler la f6condit6 des m6thodes des anciens geom&tres, exposer 
leurs principals d6couvertes, et en faciliter Intelligence au moyen 
de nombreux lemmes auxiliaires, non demontr£s explicitement 
dans l’ouvrage classique des Elements d’Euclide. 

La Collection nuithdmatique se composait originairement de 
huit liyres ; le premier est enticement perdu ; le second ne nous 
eot parvenu qu'en partie et dans un Cat fort altCe, et les six 
derniers seuls nous ont 6t6 int^gralement conserves. 

Le second livre est consacrS, comme l’Cait probablement 
aussi le premier, a la pratique du calcul ; art que les Grecs 
design aient sous le nom de logistique pour le distinguer de la 
science proprement dite des nombres, a laquelle ils r6servaient 
le nom d’arithmCique. 

Le fragment qui nous reste du second livre constitue tout 
a la fois une analyse et un commentaire d’un ouvrage actuellement 
perdu, dans lequel Apollonius de Perge avait etabli une numeration 
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nouvelle des nombres eleves. On sait que, bien avant lui, Archim&de 
avait deja etendu l’ancien systeme numeral des Grecs en procedant 
par p^riodes de dix mille myriades, c’est-a-dire en adoptant une 
succession de nombres par octades ou groupes de huit chiffres, et 
que sa methode, exposee dans un ouvrage malheureusement perdu 
adress6 k Zeuxippe, nous est toutefois revel^e dans son Arenaire y 
ou elle est appliquee au calcul du nombre immense de grains de 
sable que pourrait contenir la sphere celeste (*). La methode 
d’ Apollonius, qui triompha dans 1’ Anti quite au point que 1’ ouvrage 
dans lequel il l’avait exposee acquit une autorit6 analogue k celle 
dont les Elements d’Euclide jouissaient en geom6trie, procfcde,. 
au contraire, par periodes de myriades simples, c’est-a-dire qu’elle 
adopte une succession de nombres par t6trades ou groupes de 
quatre chiffres. Le fragment du second livre de Pappus commence 
au milieu d’une proposition, la quatorzifeme, et ne nous prSsente 
plus que onze lemmes, qui reprennent certains theorfcmes parmL 
les vingt-six sur lesquels Apollonius avait fonde son systeme, et 
les v&ifient num^riquement, c'est-&-dire les dSgagent de l'intuition 
effective qu’ils tiraient de la representation g6ometrique utilise 
encore partiellement dans les demonstrations d' Apollonius. Ces 
propositions d’ Apollonius reglaient, d’une part, la multiplication, 
des unites, des dizaines, des centaines entre elles et, d’ autre part, 
la multiplication d’un nombre par des dizaines, des centaines et 
des milliers de myriades d’un ordre quelconque, apres avoir etabli 
que, dans la multiplication de deux myriades d’ ordre quelconque, 
les ordres s’ajoutent. Pappus termine son analyse en reproduisant 
les longs calculs d’une esp&ce de recreation mathematique, 
qu’ Apollonius presente, comme exemple d'application de sa. 
m&hode, en se proposant de trouver le produit form6 en multi- 
pliant ensemble les trente-huit lettres d’un vers grec prises pour 
leur valeur numerique. Enfin, le livre se ferme sur une seconde 
application de la methode a un autre vers grec ; simple exercice 
qu’il n’y a plus lieu d’attribuer k Apollonius, mais a Pappus lui- 
meme, ou a quelque scoliaste interpolateur. La lecture du second 


i. Les (Euvres completes d’Archimede traduites du grec en frangais, avec une 
introduction et des notes, par Paul Ver Eecke. Desctee De Brouwer et O*, Paris— 
Bruxelles, 1921, gr. in-8°.Voir 1 'Arenaire, pp. 353-377. 
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livre est assez penible en plusieurs endroits, et la redaction de 
certaines propositions laisse assez a dfesirer pour avoir provoqufe 
le doute sur leur authenticity notamment de la part de 
P. Tannery ( 1 ). Quant a la partie perdue du second livre, sa 
reconstitution a donne lieu a certaines conjectures de la part 
de Nesselman ( 2 ). 


Le troisieme livre se compose de plusieurs parties. La premiere 
s’ouvre sur un long prfeambule adressfe k Pandrosius, geomfetre 
reste inconnu, et dont l'enseignement devait etre assez mediocre, 
puisque Pappus attire son attention sur l’ignorance de certains 
de ses elfeves au sujet de la nature des probifemes consideres au 
point de vue des constructions gfeomfetriques permettant de les 
resoudre d’une manifere absolument rigoureuse. II lui expose, en 
effet, que les probifemes sont de trois espfeces different es : ceux de 
la premifere sont appeles problfemes plans, parce que leur solution 
n’exige que l’emploi de la rfegle et du compas, c’est-a-dire de 
lignes qui trouvent leur origine dans le plan ; ceux de la seconde 
espfece, qu’il appelle problfemes solides, parce que leur solution 
exige rintervention de sections de solides, c'est-i-dire de sections 
coniques ; enfin, ceux de la demifere espfece, qu’il nomine pro- 
blfemes linfeaires ou grammiques, parce que leur solution fait 
intervenir des lignes autres que les courbes du second degrfe, 
c'est-a-dire des lignes qui trouvent leur origine dans des surfaces 
irreguliferes ou dans des mouvements combines, telles que les 
spirales, les quadratrices, les conchoides et les cissoldes. Pappus 
part de ces observations pour exposer une sferie de solutions, les 
unes approchees, les autres rigoureuses, du problfeme, celfebre dans 
l’Antiquite, des deux moyennes proportionnelles entre deux droites 
donnfees ; problfeme dfeja pose, mais non rfesolu, quatre cents ans 
avant J.-C., par Hippocrate de Ohio, qui lui avait subordonnfe 


1. Paul Tannery, V arithmitique des Grecs dans Pappus. ( Memoires de la 
SociiU des Sciences physiques et natureUes de Bordeaux , 1880, t. Ill, pp. 351-371 ; 
ou bien : Memoires scientifiques de P. Tannery , vol. I, pp. 80-105). 

2. G.-H.-F. Nesselman, Die Algebra der Griechen. Berlin, 1842, p. 129. 
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la solution du fameux probl&me deliaque de la duplication du 
cube, en enongant que, si l’on pouvait inserer deux lignes droites 
moyennes proportionnelles entre le cote du cube donne et le 
double de ce cote, la premiere de ces deux lignes serait le c6te 
du cube cherche. Pappus commence toutefois par router l’exacti- 
tude d’une solution par la regie et le compas soumise a son examen 
par un geometre assez inexperimente, dit-il, pour avoir tente une 
solution plane de ce probleme dont la nature est tout a la fois solide 
et lineaire, et pour lequel il y avait done lieu d’invoquer des 
sections coniques ou certaines courbes transcendantes ( 1 ). 

La longue critique que Pappus fait de cette solution, et a 
laquelle il nous dit avoir ete amene sur les instances de ses amis, 
notamment du philosophe Hierus, egalement rests inconnu, exige 
subsidiairement la demonstration de quatre petites propositions 
concemant des relations d’inSgalite et d’identite entre des droites 
donn^es ( 2 ), pour montrer que, si les constructions employees ne 
permettent pas de determiner les deux moyennes proportionnelles 
d’une manifcre rigoureuse, elles en donnent cependant une mesure 
indefiniment approximative. Cette critique montre, de plus, ce 
qui parait avoir echappe a Pappus et probablement aussi a ses 
devanciers, que ces constructions, dues a im auteur qu'il ne 
nomme malheureusement pas, portent en germe la methode du 
calcul graphique, en pr6sentant la correspondance arithmetique 
remarquable de permettre, comme l’a montre Paul Tannery (*), 
de calculer des valeurs indefiniment rapprochees de racines cubiques 
de nombres. 

Pappus poursuit la premiere partie du livre en exposant les 
solutions des deux moyennes proportionnelles dues a quatre 
geometres ayant reconnu necessaire l’intervention de courbes du 


1. L'impossibilite de resoudre les problemes de la duplication du cube et de la 
trisection de Tangle d’une maniere entierement rigoureuse par la r&gle et le com- 
pas a ete demontree pour la premiere fois par P.-L. Wantzel dans son memoire : 
Recherches sur les moyens de reconnaitre si un probleme de geometric pent se resoudre 
par la regie et le compas. (Journal de Mathematiques, t. II, 1837, pp. 366-372). 

2. La premiere de ces quatre petites propositions demontre geom etriquement 

a (n — 1) a n 

» a ~ a 
3 - 


1’identite 


a (n — 2 ) + i a a (n — 1)' 

Voirl’etude de Paul Tannery mentionnee k la page pr^cedente, intitule: 
V Arithmetique des Grecs dans Pappus, pp. 87-90. 
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second degre ou de degre superieur, mais qui, en presence de la 
difficult 6 de tracer convenablement ces courbes dans le plan, ont 
cependant invents des solutions « en faisant usage d’instruments 
pour exScuter manuellement et commodement la construction ». 

La premiere de ces solutions instrumentales ou mecaniques, 
c’est-a-dire partiellement empiriques, est celle que Pappus 
emprunte k Eratosthene de Cyrene dans la lettre que ce gSometre 
adresse au roi Ptolemee au sujet de la duplication du cube. Le 
materiel utilise se compose d’un petit cadre indeformable, en 
forme de parallSlipipede rectangulaire oblong, dans lequel sont 
disposes trois triangles rectangulaires Sgaux dont le premier est 
fixe et les deux autres mobiles dans les rainures des cotSs longs 
du cadre. Le dSplacement par tatonnement des triangles mobiles 
donne lieu a la formation d’une serie de triangles semblables et 
de droit es en progression geomStrique. II y a lieu de remarquer 
que I’ expose de Pappus differe assez bien de celui d’ Eratosthene 
tel que nous l'a conserve Eutocius d'Ascalon dans son commen- 
taire sur le traits De la Sphere et du Cylindre d’ArchimMe, oil 
l'ordre dans lequel sont disposes le triangle fixe et les deux 
triangles mobiles n’est pas le meme (*). 

La seconde solution instrumental est celle de Nicomede. EUe 
fait intervenir une courbe, la conchoide qui porte son nom, pour 
le trac6 de laquelle il inventa un appareil compost de deux regies 
k stylets, et dont Eutocius nous a laiss6 une description ( 1 2 ). 

La troisieme solution est celle de H6ron d’Alexandrie, bas6e 
sur le trace empirique, au moyen de la regie, d’une droite qui, 
passant par un point determine, coupe les deux cot 6s d’un angle 
droit de telle sorte que les distances d’un autre point donne aux 
extr6mit6s des segments decoup6s sur les cot6s de 1’ angle droit 
soient egales. 

Enfin, la quatrieme solution est celle que Pappus propose 
lui-nieme pour trouver, non seulement le cube double d’un cube 
donne, mais plus generalement le cube multiple quelconque d’un 


1. Archimedis of era omnia cum commentariis Eutocii, itcrum cdidit J.-L. Heiberg , 
Lipsiae, 1913, 3 vol. in-8°. Vol. Ill : Eutocii Commentarii in libros de Sfhaera 
et Cylindro, pp. 89-98. 

2. Eutocius, ibidem, p. 99. 
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cube donne. La solution de Pappus n’est cependant pas entice- 
ment originale ; car Eutocius, qui la reproduit dans son com- 
mentaire mentionne plus haut (*), fait remarquer qu’elle differe 
peu de celle de Sporos qu’il nous rapporte, et que toutes deux 
semblent d'ailleurs deriver de celle de Dioclfcs, egalement rapportee 
par Eutocius ( a ), obtenue au moyen de la courbe qui porte son 
nom, la cissoide ( 3 ). 

La seconde partie du troisieme livre appartient a 1’ arithmetique 
speculative, et est entierement consacree a la theorie pythagorienne 
de la mediete ( 4 ), ou ensemble de trois nombres tels que deux 
de leurs differences soient dans un meme rapport que deux de 
ces nombres. Cedant a la tendance archalsante qui caracterise 
ses travaux. Pappus trait e des dix medietes considerees jusqu’& 
lui au moyen de Tappareil geometrique qui, enveloppant Parith- 
m6tique theorique pendant toute la premiCe periode de la science 
grecque, revet particuliCement les propositions arithmetiques du 
septieme livre des Elements d’Euclide. II deroge cependant quelque 
peu k cette discipline en donnant k la suite de chacune des 
demonstrations geometriques des medietes quelques exemples 
exprimes au moyen de series de trois nombres concrets. II com- 
mence par definir d’une double maniere les trois premieres medie- 
tes deja connues par Pythagore, Platon et Aristote sous les noms 
de mediete arithmetique, mediete geometrique et mediete sous- 
contraire ( 5 ) a la mediete arithmetique ; cette demiere n’ ay ant 
ete denommee mediete harmonique que plus tard par Philolaos 
d’apres 1' opinion que Nicomaque de Gerase emet dans son 
Introduction arithmetique (*), ou par celles d’Archytas de Tarente 
et d’Hippias d’apres ce que Jamblique nous rapporte dans son 
commentaire sur l’ouvrage de Nicomaque que nous venons de 
mentionner (’). 


1. Eutocius, ibidem, p. 71. 

2. Eutocius, ibidem, p. 67. 

3. Courbe definie par liquation : y 2 (R + *) = (R — x)*. 

4. peroriy;. 

5. UTtryavrta. 

6. Nicomachi Geraseni Pythagorei Introduction is Arithmeticae libri II. Recen- 
suit Ricardus Hoche. Accedunt codicis cizcncis froblemata arithmetica. Lipsiae, 
1866, in-8°. Voir liv. II, chap. XXVI, p. 135. 

7. Jamblichi in Nicomachi Arithmeticam Introductionem liber edidit H. Pistelli. 
Lipsiae, 1894, in-8°, p. 141. 
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Apres les definitions vient un ensemble de propositions pr£li- 
minaires Telatives a la construction geometrique du terme moyen 
de chacune de ces trois medietes ; propositions qui permettront 
de resoudre d’abord la proposition 15, dans laquelle il s’agit de 
determiner une serie de cinq droites de longueurs decroissantes, 
comportant simultanement les medietes arithmetique, geometrique 
et harmonique, et de resoudre ensuite la proposition 16, dans 
laquelle il faut trouver six droites minima qui, tout en ayant 
leur origine dans un demi-cercle, etablissent egalement les trois 
medietes. Le chapitre suivant s’occupe du second groupe de trois 
medietes inventees, d’ apres Jamblique, par Eudoxe de Cnide, et 
qui correspondent par consequent, conjointement avec les trois 
medietls precedentes, aux six combinaisons possibles lorsqu’on 
considfcre dans un ensemble de trois nombres les differences du 
nombre moyen avec chacun des nombres extremes. Ces trois 
medietes s’appellent la quatrifeme ou sous-contraire par rapport 
a la mediete harmonique, la cinquieme ou sous-contraire a la 
mediete geometrique, et la sixi^me ou egalement sous-contraire 
£1 la mediete geometrique. Le calcul du terme moyen de ces deux 
dernier es medietes exige la solution numerique de 1’ equation du 
second degre ; ce qui implique done la connaissance de cette 
solution des l'epoque d’Eudoxe. D’apres les renseignements vagues 
que Pappus nous donnera plus tard dans son septieme livre, ces 
six premieres medietes faisaient l’objet de deux livres composes par 
Eratosthene sous le titre : Des Medietes (*) ; livres actuellement 
perdus dans lesquels Paul Tannery suppose qu'il etait traite des 
lieux des points tels que leurs distances a trois droites donnees 
torment une mediete, et que ces lieux devaient done etre consti- 
tues par des coniques (*). Le chapitre se poursuit dans un expose 
des quatre dernieres medietes denommees simplement la septieme, 
la huitieme, la neuvieme et la dixieme, inventees plus tard par 
les neo-pythagoriciens Temnonides et Euphranor, mais en tout 
cas avant l’epoque de Nicomaque, puisque ce dernier les expose 
au moyen de simples verifications numeriques dans son Introduc- 


1. TCEpt JAfiffOT^TUV. 

2. P. Tannery, L’ Arithmetique des Grecs dans Pappus. ( Memoires scientifiques 
de P. Tannery, vol. I, p. 91). 
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tion arithmetique ( 1 ). Reprenant enfin l’ensemble des dix medietes. 
Pappus se propose de faire ddriver chacune d’eiles de la progression 
geom^trique ; mais, les huit longues propositions qu’il presente 
dans ce but ne resolvent la question que pour huit medietes, 
s’etant aper$u sans doute au cours de son travail que le probleme 
ne se pose ni pour la medi6t6 arithmetique, ni pour la septieme 
mediate dans lesquelles la relation entre les termes est lineaire. 
D’autre part, les formules qui tendent a obtenir trois nombres 
entiers constituant une mediete donn6e, et que Pappus etablit en 
proc^dant, suivant les cas, par permutation, composition, division 
et conversion de la proportion qui d^finit la m£di£te, presentent 
pour ces huit propositions des solutions interessantes d’ analyse 
indetermin^e du second degre. 

La troisifcme partie du troisieme livre a le merite historique 
de nous avoir conserve, sinon en entier, du moins dans un large 
extrait, 1 ’ oeuvre du g6omfctre Erycinus dont rien, pas meme le 
nom, ne nous est autrement parvenu. Les quinze propositions 
(prop. 28 a 42) que Pappus nous rapporte sous la denomination 
de paradoxes ( 2 ) d’Erycinus, ne constituent en r£alit£ qu’une 
petite contribution a la geometrie du triangle, en etendant singu- 
li&rement la portae de la proposition XXI du premier livre des 
Elements d’Euclide, laquelle demontre que la somme des droites 
qui relient un point interieur du triangle aux extr6mit£s d’un 
cote est plus petite que la somme des deux autres cdtes ( 3 ). C’est 
ainsi que, dans leur ensemble, les propositions 29, 30 et 31 
demontrent que dans tout triangle non equilateral, ou isoc&le 
ayant la base plus petite que les cdtes egaux, on peut determiner 
une zone triangulaire, a partir du sommet, dans laquelle tous les 
points trouvent sur la base deux points correspondants tels que 
la somme des deux droites menees a l’interieur du triangle d’un 


1. Nicomaque, 6dit. precitee de Hoche, liv. II, chap. XXVIII, pp. 142-144. 

2. TOxadSo^o*;, ce qui est etrange, etonnant ou contraire k l'opinion commune. 

3. La proposition 21 du premier livre des Elements d’Euclide est exprimee 
comme suit : « Si des extremites d’un cdte d'un triangle on m&ne deux droites 
qui se rencontrent dans ce triangle, ces deux droites seront plus courtes que les 
deux autres cdtes du triangle, mais elles comprendront cependant un angle plus 
grand ». (Les (Euvres d’Euclide, en grec, en latin et en franfais, d’apres un manuscrit 
tres ancien qui etait reste inconnu jusqu’d nos jours, par F. Peyrard. Paris 1814- 
1818, 3 vol. in-4 0 . Voir vol. I, p. 36. 
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point cL ses deux correspondants soit 6gale ou superieure a la 
somme des deux autres cotes du triangle ; et la demonstration 
s’etend ensuite au cas du triangle isocMe dont la base est plus 
grande que les cotes egaux. Rencherissant maintenant sur ces 
propositions, et presentees comme etant encore plus paradoxales, 
les propositions 32 et 33 demontrent que ce n’est pas settlement 
la somme des deux droites interieures qui peut etre egale ou 
superieure k la somme des autres cdtes du triangle, mais que 
les deux droites interieures peuvent aussi etre determinees de 
mani&re k etre respectivement egales ou superieures aux deux 
aiitres cotes du triangle ; tandis que la proposition 34, revenant 
sur les propositions precedentes, qui comparent des droites inte- 
rieures et exterieures en tant que soznmes, demontre que les droites 
interieures peuvent etre determinees de man i ere que leur somme 
soit dans un rapport donne avec la somme des droites exterieures. 
lies propositions suivantes etendent au quadrilatere, et en general 
au polygone quelconque, les considerations de droites interieures 
qoi ont ete faites pour le triangle. C’est ainsi que la proposition 35 
montre qu’il est possible d’etablir sur un cdte d'un quadrilatere 
dsux et trois droites interieures dont la somme est plus grande 
q ie la somme des trois autres cdtes, et que 1’ ensemble des propo- 
sitions 36 et 37 montre la possibilite d' avoir une somme de droites 
interieures egale k la somme d’un nombre quelconque de droites 
qui les entourent. Les propositions 38 et 39 reviennent sur les 
trois propositions precedentes au moyen de nouvelles demonstra- 
tions plus elegantes, n’appartenant probablement plus a Erycinus, 
mais k Pappus lui-meme, qui termine cette partie de son troisieme 
livre au moyen de trois propositions assez interessantes, en 
correlation avec les propositions paradoxales d’ Erycinus. En 
effet, la premiere proposition (prop. 40) demontre la possibilite 
de construire un parallelogramme constituant une partie deter- 
minee d’un parallelogramme donne et dont les cdtes soient 
respectivement dans un rapport donne avec les cdtes de ce 
dernier. La seconde proposition (prop. 41) resout le probieme 
de construire un triangle plus petit qu’un triangle donne et dont 
les cdtes soient respectivement plus grands que les cdtes de ce 
dernier triangle. Enfin, dans la troisieme proposition (prop. 42), 
il s'agit de trouver un triangle constituant une partie determinee 

1 
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d'un triangle donne et dont les cdtes soient respectivement dans 
un rapport donne avec les cotes du triangle donne. 

La quatrifeme partie du livre III est consacree aux cinq corps 
reguliers : le tetra^dre, le cube, Toctafedre, l'icosaedre et le dod€- 
caedre pentagonal. La plupart des propriet^s individuelles et 
certaines proprietes comparatives de ces poly&dres, congus par 
l'ecole pythagorienne, et qui tiennent la place que Ton sait dans 
la philosophie de la nature du Titnee de Platon, etaient connues 
depuis longtemps, et leur etude au point de vue de leur inscrip- 
tibilite dans la sphere devait deja apparaitre comme 6puis6e 
compietement dans les propositions 13 a 17 du treizi^me livre 
des Elements d’Euclide ; de sorte que Ton se demande au premier 
abord ce que Pappus peut y avoir ajoute. En reality, il n'ajoute 
rien d’essentiel aux propositions du maitre de l’Ecole d'Alexandrie ; 
mais, comme l’a fait remarquer pour la premiere fois l'orientaliste 
Woepcke ( 1 ), il les reprend dans une conception absolument dif- 
ferente, constituant ainsi une oeuvre originate d'une valeur remar- 
quable. En effet, chez Euclide, le poly&dre est une construction 
donn€e, et son inscription dans la sphere se ram^ne a etablir la 
relation metrique entre le c6ti du polyfedre et le diam&tre de la 
sphere ; tandis que chez Pappus, c’est, au contraire, la sphere qui 
est donn€e, et rinscription du polyedre consider^ se ramfene a 
determiner dans la surface de la sphere le petit cercle parallele 
dans lequel peut s'inscrire le polygone regulier facial du polyedre. 

La methode inauguree par Pappus l’am&ne a exposer au 
prealable quelques propositions subsidiaires (prop. 43 k 53) rela- 
tives aux petits cercles par alleles egaux de la sphere et aux 
relations que les droites menees dans ces cercles poss&dent entre 
elles ; propositions eiementaires dont les demonstrations fort 
condses sont generalement basees sur les Spheriques de Theodose 
de Tripoli ; ouvrage classique pour le lecteur de repoque. Des 
lors, la proposition 54 resout le probieme de l’inscription de la 
pyramide dans une sphere donnee en subordonnant sa solution 
k celle du probieme qui consiste a decrire deux petits cercles 
paralieies egaux tels que le carre du diametre de la sphere soit 


1. Woepcke, Journal Asiatique, sdrie 5, t. V, fevrier-mars 1855, pp. 238-240. 
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de moitie plus grand que le carre dif diametre des petits cercles. 
La proposition 55 est relative a l’inscription du cube dans la 
sphere donnee. La proposition 56 resout le probleme de l’inscrip- 
tion do l’octaedre dans la sphere donnee, et demontre tout a la 
fois que le meme petit cercle circonscrit le carre du cube et le 
trianglej de l’octaedre inscrits dans la meme sphere. La propo- 
sition 37, relative a l'icosa^dre inscrit dans la sphere, est resolue 
d’une manure longue et compliquee en se basant sur plusieurs 
propositions d’ Euclid e : notamment sur la proposition 10 du 
douzi&me livre des Elements, etablissant que le carre du cote du 
pentagone inscrit equivaut a la somme des carr6s des cotes de 
l’hexagone et du decagone inscrits dans le meme cercle. Enfin, 
la proposition 58 expose la synthase de l’inscription du dodecaedre 
dans une sphere donnee k la suite d’ une longue analyse invoquant, 
entre autres propositions d’Euclide, la proposition de son treizi&me 
livre qui demontre que les droites qui sous-tendent deux angles 
successes d'un pentagone regulier se coupent en moyenne et 
extreme raison en ayant leurs grands segments egaux au cot6 
de ce pentagone, et la proposition 9 du meme livre qui demontre 
que, si l'on ajoute le cote de l'hexagone au cote du decagone 
regulier? inscrits dans le meme cercle, la droite entiere est d£coup6e 
en moyenne et extreme raison en ayant son grand -segment egal 
au cdte de l’hexagone. 

La cinqui&me partie du troisi&me livre comporte la seule pro- 
position 59 qui reprend, dans une demonstration excessivement 
longue, la proposition 10 du meme livre dans laquelle Pappus 
expose sa propre methode instrumentale de la determination des 
deux moyennes proportionnelles en vue de la solution du probleme 
de la duplication du cube. Cette cinquieme partie n’appartient 
certainement pas a Pappus, car on n’y reconnait ni son style ni 
sa maitrise, et elle presente plusieurs negligences et meme quelques 
erreurs. Elle doit done avoir ete introduite a la fin du troisieme 
livre par un comment at eur reste inconnu, et on ne la rencontre 
d'ailleuirs que dans un seul des manuscrits que l'on poss&de (*), 
d'apr&s lequel elle fut publiee, d'abord separement par Bredow, 



1. Codex Guelferbytanus. 
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oi 1812 f 1 2 3 ), puis pax F. Hultsch dans son edition critique de 
1’ oeuvre entire, avec une version latine abreg6e au moyen de 
notations modernes (*). 


Le quatri^me livre a perdu son preambule dans lequel Pappus 
donnait probablement des renseignements sur quelques auteurs 
dont les ouvrages ne nous sont pas parvenus, et auxquels il 
emprunte certaines propositions qu'il reproduit, commente ou 
generalise. La premiere partie de ce livre debute par une propo- 
sition isolee concernant la determination du cote du parallelo- 
gramme qui, decrit sur la base d'un triangle quelconque, equivaut 
k I’ ensemble des parallelogrammes quelconques decrits sur les 
deux c6tes du triangle. Cette proposition constitue une belle 
generalisation, non seulement du theor^me de Pythagore sur le 
carre de l'hypothenuse, formant l’objet de la proposition 47 du 
premier livre des Elements d’Euclide ( s ), mais aussi et surtout de 
la proposition 31 du sixi&me livre d’Euclide, demontrant que, si 
Ton construit des figures semblables et semblablement placees 
sur les c6tes d’un triangle rectangle, la figure construite sur l’hypo- 
thenuse equivaut k l’ensemble des figures construites sur les c6tes 
de T angle droit ( 4 5 6 ). Pappus fait d’ailleurs remarquer expressement 
k la fin de sa demonstration, qu’il s’agit d’une generalisation 
d’une proposition d’Euclide (®) ; mais, comme il ne la revendique 
pas formellement pour lui-meme, Tannery a emis des raisons de 
croire qu’elle aurait ete empruntee a Heron d’Alexandrie (•). Quoi 
qu’il en soit, on peut supposer, en outre, que Pappus reproduit 
ici isoiement cette proposition pour marquer l’interet particulier 


1. Epistolae Parisienses. Lipsiae, 1812, pp. 187-200. 

2. Hultsch, loc. tit., vol. I, pp. 164-176. 

3. Euclide, Elements. Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 78. 

4. Euclide, ibidem. Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 368. 

5 . xal e<m toGto xadoXixurspov i»XXcj> too iv tou;, <Jp9oy umoi? £tci twv Trrpayuvwv 
iv toii; <rcoiytioi<; SeSetyptevou. (Hultsch, loc. tit., vol. I, p. 178, 11. n- 13 ), c’est-i- 
dire : et cette (proposition) est beaucoup plus generate que celle qui est 
d£montr£e dans les Elements pour les carres dans les triangles rectangles. 

6. Paul Tannery, Sur les Fragments de Heron d’Alexandrie conserves far 
Proclus. (Bulletin des Sciences mathematiques, 2 e serie, t. VI, 1882, pp. 99-108, 
ou bien : Memoir es scientiftques de P. Tannery, vol. I, pp. 156-167). 
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qu’il y attache, apr&s l’avoir dej& publiee, avec d’autres genera- 
lisations de propositions d'Euclide, dans le commentaire perdu 
qu’il a 6crit sur les Elements de cet auteur. 

Passant sans transition a des propositions sur le cercle, Pappus 
en d6montre cinq sur les diverses relations qui existent entre des 
tangentes, des s6cantes et des droites interieures aux cercles. Ces 
propositions sont d’une lecture assez penible pour les modernes, 
parce qu’elles sont exclusivement basees sur certaines propositions 
<iu dixieme livre d’Euclide, de venues elles-memes d’une assimi- 
lation difficile, en raison de certaines notions qui ne nous sont 
plus familiferes, notamment celles de droites mediates et d’espaces 
m^diaux, de droites irrationnelles majeures et mineures, de droites 
dites de deux noms ou bindmes (*) d’ordre un k six, et de droites 
apotomes egalement d’ordre un k six. Toutes ces propositions, 
pour autant qu’elles soient dnoncdes en langage modeme et 
ddmontrees par nos mdthodes actuelles, restent intdressantes. 

Les propositions 8, 9 et 10 suivantes se rattachent k la throne 
des cercles tangents qui faisait l’objet de l’ouvrage perdu 
d’ Apollonius sur les Contacts dont il sera question plus loin, et 
leur ensemble tend k r&oudre le probl&ne du cercle tangent k 
trois cercles indgaux tangents entre eux. La proposition 10 deter- 
mine le centre du cercle cherchg en faisant d&ouler cette deter- 
mination de la proposition 8, qui resout au pr6alable la question 
de trouver un cercle passant par deux points donnds et tangent 
A ur cercle donne. Or, comme la solution de ce dernier problfcme 
n’est pas poussee au dele, de condure que le diam&tre du cerde 
chenffie est donn6, et que cette condusion ne se justifie elle-meme 
qu’ei i assumant tadtement un ou plusieurs lemmes connus sans 
doutu k l’epoque de Pappus, on doit supposer que ce dernier 
probl&me avait deje re$u dans 1’ Antiquity une solution satisfaisante 
qui ne nous a pas 6te rapport6e (*). 

x. La droite dite de deux noms (ix Suo dvopuxTtov) designe une droite irrationnelle 
composee de deux segments commensurables en puissance seulement. L’expression 
-a etl rendue dans les vieilles versions la tines par le mot a binomium », et elle a 
6t6 traduite en fran$ais par le mot « bindme », qui a pris maintenant un sens 
differexit. 

2. Une solution modeme du probl&me du cercle passant par deux points 
donnes et tangent k un cercle donn6 est due k G. Amthor. Cherchee k la demande 
de F. Hultsch, en 1875, ce dernier la publia en annexe dans son Edition critique 
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La solution du probl&me du cercle tangent k trois cercles 
tangents entre eux etait necessaire pour pouvoir passer k la s6rie 
des belles propositions (prop. 13 a 18) relatives a la figure curvi- 
ligne, en forme de griffe de feiin, comprise entre les arcs de trois 
demi-cercles tangents entre eux en ayant leurs diametres sur la 
meme droite et le plus grand enveloppant les deux autres. Cette 
figure, qu’Archimede appelle YArbelon ( 1 ), avait deja fait l'objet 
de trois propositions (prop. IV, V et VI) de son Livre des Lemmes (*) : 
la premiere demontrant que son aire equivaut au cercle dont le 
diametre est 6gal a la perpendiculaire elev£e sur le diametre du 
demi-cercle enveloppant, au point de contact des deux demi-cercles 
enveloppes, jusqu’a l’arc du demi-cercle enveloppant ; la seconde 
demontrant que les deux cercles decrits de part et d’ autre de 
cette perpendiculaire, tangents a cette perpendiculaire et k deux 
des demi-cercles, sont egaux, et enfin, la troisifeme demontrant 
que les diametres du demi-cercle enveloppant et du cercle qui, 
decrit k l’interieur de la figure, est tangent aux trois demi-cercles, 
sont entre eux comme 19 est k 6. Ce sont ces belles propositions 
d’Archim&de que Pappus complete en demontrant quelques autres 
propridtes de VArbelon, notamment que (prop. 16), si, k partir 
du cercle de la proposition VI d’Archim&de, decrit k rinterieur 
de la figure curviligne, tangent aux trois demi-cercles, on decrit 
indefiniment des cercles decroissants tangents entre eux et tangents 
a deux des trois demi-cercles de la figure, les centres de ces cercles 
s’eievent au-dessus du diametre du grand demi-cercle k des hauteurs 
respectivement egales au diametre du premier cercle, au double 
du diametre du second cercle, au triple du diametre du troisieme 
et ainsi de suite dans l’ordre naturel des nombres; et que (prop. 18), 
si, par modification de la figure Arbelon, on considere le demi- 
croissant determine par deux demi-cercles tangents interieurement, 
et si Ton inscrit indefiniment dans cette figure mixtiligne des 


du texte de Pappus. (Cfr. loc. cit., vol. Ill, Appendix, p. 1226). Une autre solution 
est donnee par £. Catalan dans son ouvrage : Theoremes et Problemes de Geometrie. 
Paris, 1870, septi&ne edition, p. 199. 

1. v Ap^7\Xo<;, tranchet de cordonnier, ddsignant ici la figure en forme de griff e, 
ou Arbelon. Voir sur 1' Arbelon l'6tude de F. Buchner, intitul£e : De Arbdo 
Archimedeo (Elbinguae, 1824, in-4 0 ). 

2. ArchimAde, Le livre des Lemmes. Voir trad, de P. Ver Eecke : prop. IV, 
p. 526 ; prop. V, p. 528 et prop. VI, p. 530. 
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cercles tangents entre eux et aux denx demi-cercles, les centres 
de Ces cercles seront elev£s au dessus du diametre du grand demi- 
cercle a des hauteurs respectivement egales au rayon du premier 
cercle, au triple du rayon du second cercle, au quintuple du rayon 
du troisieme cercle et ainsi de suite dans l’ordre naturel des 
nombres impairs ( x ). 

La seconde partie du livre IV est presque enticement consacree 
aux courbes transcendantes. Elle debute par quelques propositions 
sur l’helice plane ( 2 ) ou spirale, qui constituent un petit commen- 
taire sur le prestigieux traite Des Spirales d’ Archimede ( 3 ), dans 
lequel la plupart des proprietes de la courbe sont deja degage es 
au cours de vingt-huit propositions qui apprennent a mener les 
tangentes a la spirale, k comparer ses spires aux cercles corres- 
pondants et, finalement, k mesurer son aire. En commengant par 
exposer la generation de la courbe spirale. Pappus nous declare 
que la premiere invention doit en etre attribuee a Conon de Samos, 
geometre et astronome du troisieme siede avant J.-C., qui en 
aurait propose l’etude a Archimede, et que ce dernier en a etabli 
la tjheorie « en faisant usage d’un procede admirable », c’est-i-dire 
en employant sa ceiebre methode d' exhaustion, source lointaine 
de notre calcul integral. Or, Pappus est deja si eioigne de l’Opoque 
d’ Archimede qu’il peut tres bien n' avoir conml certains de ses 
ouyrages que dans des copies partielles, ou dans des resumes 
pretisement prives du preambule du traite Des Spirales ( 4 ) dans 
lequel Archimede, s’adressant au geometre Dosithee, k qui il dedie 
ce traite, declare, au contraire, avoir soumis lui-meme ses propo- 
sitions sur la spirale a Conon, aux fins d’un examen critique avant 
leur publication, et deplore que Conon soit mort avant d’ avoir 
pu lui rendre le service d’ami eclaire qu’il lui avait demande. 
La spirale appartient done bien a Archimede, tant dans sa premiere 
conception, que dans l’eiaboration de sa theorie. D’ailleurs, les 
quatre propositions (prop. 19 a 21) que Pappus consacre a la 


ij. Ce curieux theorem e a reproduit et d^montre au moyen de 1 ’ inversion 

dan? l’ouvrage de Casey : A Sequel to Euclid, Book IV, section VI, prop. 9, cor. I, 
p. 103, cinquieme edition, 1888. 

2. iv Yp*©o(xevri, l'helice decrite dans le plan, ou spirale. 

3. ARCHiMiDE, Des Spirales. Voir trad, de P. Ver Eecke, pp. 239-299. 

4. ARCHiMiDE, Des Spirales, Preambule. Voir trad, precitee, pp. 239-243. 
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spirale n’ajoutent que peu de chose k 1 ’ ensemble des propositions 
dans lesquelles Archimede semble avoir deja epuise la theorie de 
cette courbe, au point que les modemes, sans la completer d’une 
maniere importante, se sont pour ainsi dire bornes a la condenser 
dans les formules de la geometrie analytique. C'est ainsi que la 
proposition 21 de Pappus ne fait que reprendre la proposition XXIV 
d’ Archimede (*) en enongant d’une maniere plus concise que « la 
figure comprise entre la spirale et la droite initiate de revolution 
est la troisieme partie du cercle qui entoure la spirale », et il la 
demontre d’une maniere plus abregee et un peu differente, en ce 
sens que, 1 £ ou Archimede fait intervenir des differences de droites 
et de surfaces, Pappus invoque au contraire la consideration de 
cylindres et de cones de revolution, tout en empruntant mani- 
festement k Archimede sa methode feconde d' exhaustion. Seule 
la proposition 22 de Pappus constitue une petite contribution a 
l’oeuvre d’ Archimede en enongant en d’autres termes et en demon- 
trant que l’aire engendree par un rayon vecteur de la spirale est 
proportionnelle au cube de ce rayon ( 1 2 ). 

Le chapitre suivant (XXVI) expose la generation de la ligne 
cochloide ou concholde ( 3 ), dont Pappus attribue l’invention k 
Nicomede, geometre grec du deuxieme siecle avant J.-C., qui 
rechercha les proprietes de cette courbe du quatrieme degre, 
composa un instrument pour la tracer et en preconisa l’usage 
pour trouver les deux moyennes proportionnelles entre deux 
droites donnees, aux fins de resoudre le probleme de la dupli- 
cation du cube. Pappus designe la courbe utilisee pour ce probleme 
comme etant la premiere concholde, visant ainsi la courbe supe- 
rieure, regnant au-dessus de sa directrice par rapport a son pole, 
pour laquelle la distance interceptee sur le rayon vecteur entre 


1. Archimede, Des S fir ales, proposition XXIV. Voir trad, de P. Ver Eecke, 
p. 282. 

2. Outre le petit commentaire de Pappus, le traite Des Sfirales d’ Archimede 
a fait l’objet des prindpaux ouvrages suivants: Ism. BuUialdi de lineis spiralibus 
demonstrationes novas. Parisiis, 1657, in-4 0 ; E.-A.-Lud. a Teuben, De Lineis 
Spiralibus. Lipsiae, 1790, in-4 0 > Junge, Die Spirale des Archimedes. Zeitr, 1926, 
in-4 0 > Lehman, Die Archimed. Spirale m. Rucksicht auf ihre Geschichte. Freiburg, 
1862 ; Sherling, Die Archimed. Spiralling. Lubeck, 1865, in-4 0 . 

3. xoy\otilr,i YpatjAph la ligne en forme de coquille, c'est-k-dire la cochloide ou 

concholde ayant pour equation polaire p = a -f- ~~ • 


XXX 


PAPPUS d'alexandrie 


la courbe et la directrice est positive, et il la distingue de cette 
manure, parce que, dit-il, « il s’en ttablit encore une seconde, 
une troisitme et une quatrieme qui sont utiles pour d’autres 
thtortmes » ( x ). Les trois autres especes de concholdes auxquelles 
Pappus fait allusion ttaient sans doute les trois concholdes inft- 
rieures qui regnent entre le pole et la directrice de la courbe et 
qui, suivant que la distance constante intercepts sur le rayon 
vecteur entre la courbe et sa directrice est plus petite, la meme, 
ou plus grande que la distance du pole a la directrice, sont 
respectivement la premiere conchoide inftrieure, la conchoide a 
point de rebroussement et la conchoide nouee (*). Il est d’ailleurs 
probable que ces trois demitres formes de la courbe avaient 
egalement ete considtrees par Nicomede ; car Eutocius, qui 
reproduit la dtmonstration de Pappus relative a la construction 
des deux moyennes proportionnelles au moyen de la conchoide 
dite premiere, nous apprend que Nicomtde avait ecrit un ouvrage 
particulier sur les concholdes qui ne nous est pas parvenu, et 
qu’il avait mis son instrument propre a les tracer en concurrence 
avec le Mesolabe d’Eratosthtne pour la determination des deux 
moyerines proportionnelles ( 1 2 3 ). Au reste, en faisant remarquer, 
dans la phrase que nous reproduisons plus haut, que la conchoide 
et les diverses formes qu’elle admet peuvent etre utilisees pour 
d’autres theortmes encore que celui des moyennes proportionnelles. 
Pappus nous laisse entendre, qu’en raison de la facility de la 
tracer,! cette courbe avait deja ete substitute aux coniques par 
certains gtomttres, sinon par Nicomtde lui-meme, pour resoudre 
des problemes solides. 

En fait d’ application de la conchoide. Pappus se borne a nous 
donner trois propositions. La proposition 23 resout le probleme 
de trouver une droite qui, partant d’un point donne en dehors 
d’un ahgle donne, soit interceptee sur une longueur donnee entre 


1. xat 7i oauripa xal t\ Tptrr\ xat i) TtTaprrj IxrtOrrat cC; a/vXa 9 ciopr||xaTa 
^7i<n.|A£uouaai. (Clr. edit. Hultsch, vol. I, p. 244, 1. 19). 

2. Les concholdes ont fait 1 objet des trait6s particuliers suivant s : De con - - 
choidibus et cissoidibus exercitationes geometricae, autore Petro Nicolas e Soc. Jesu. 
Tolosae, 1697, in-4 0 Concholdes Nicomedeae aequatio et indoles a Car. Witte. 
Goettinguae, 1813. 

3. Voir i’^dition critique prtcitte de l’Archimtde de Heiberg, vol. Ill, Eutocii 
commentarii in libros de Sfhaera et Cylindro, p. 99. 
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les droites qui comprennent cet angle. La proposition 24 d^montre 
la construction, que Nicomfcde n’aurait fait qu’indiquer, par 
laquelle on determine les deux moyennes proportioimelles entre 
deux droites donnees au moyen de la conchoide. Enfin, la propo- 
sition 25 d^montre, comme consequence de la proposition pr6ce- 
dente, non seulement comment on obtient la duplication du 
cube, mais comment on trouve un cube qui soit dans un rapport 
donne avec un autre cube donne. 

La seconde courbe transcendante dont Pappus s’occupe est 
la quadratrice (*), communement attribute k Dinostrate, parce 
qu’elle aurait et£ preconis£e par ce dernier, k l'epoque de Platon, 
avec Nicomede et d’autres geomfctres, pour obtenir la quadrature 
du cercle, en montrant que celle-ci dependait de la determination 
du point d’intersection de la courbe avec le rayon deiimitant le 
premier quadrant du cercle dans lequel elle est decrite. II est 
cependant probable que l’invention de cette courbe remonte a un 
contemporain de Socrate, le sophiste Hippias d’Elis, qui vecut 
dans la seconde moitie du cinquieme siecle avant J.-C., le meme 
que Platon fait intervenir dans ses dialogues, et qui aurait d’abord 
propose la quadratrice pour resoudre le probl&me de la division 
d’un angle ou d’un arc donne dans un rapport donne. 

Pappus commence par reproduire certaines critiques qui 
avaient ete faites contre l’emploi de la quadratrice pour la qua- 
drature du cercle. Elies portent d’abord sur l’impossibilite de 
determiner mathematiquement le point d’intersection de la courbe 
avec l’axe des abcisses sans se donner au prealable le rapport 
de la circonference au rayon du cercle, et ensuite sur la difiiculte 
de determiner mecaniquement ce point en 1’ absence d’un procede 
permettant de tracer la courbe d’un mouvement continu. Pappus 
attribue ces critiques k un certain Sporos, et il les aura done 
puisees dans une compilation qui ne nous est pas parvenue, mais 
dont Paul Tannery a cependant cherche a etablir l’existence sous 
le titre de Rucher Aristotelique ( 1 2 ), contenant des extraits sur la 
quadrature du cercle et sur la duplication du cube, composee 
par Sporos de Nicee, vers la fin du troisi&me siecle apres J.-C., 


1 . xrrpaywvt^ouffa ypapipi^, la ligne t4tragonisante ou la quadratrice. 

2. ’AptaxoxeXcxa xripta. 
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c’est-k-dire par un contemporain dt Pappus un peu plus &g6 que 
lui C 1 2 ). 

Les deux premieres propositions (prop. 26 et 27) consacr6es 
a la quadratrice envisagent sa generation par l'intersection d’un 
rayon du cercle qui tourne autour du centre et d’un diam&tre 
qui se meut parallelement a lui-meme. Pappus, qui emprunte 
probablement ces propositions a Sporos, considere, comme lui, 
que cette generation est « trop mecanique » P), et c’est a cette 
generation en quelque sorte vulgaire qu’il oppose, dans les pro- 
positions suivantes, deux modes de generation geometrique au 
moyeji de combinaisons de surfaces plectoides ( 3 ), c’est-a-dire de 
surfaces reglees. 

Le premier de ces modes de generation est donne par la 
proposition 28, dans laquelle il est demontre que, si, des points 
d’une h 61 ice decrite sur un cylindre droit circulaire, on abaisse 
des perpendiculaires sur l’axe du cylindre, lesquelles forment une 
surface helicolde rampante, et si, par Tune de ces droites, on 
mene un plan convenablement incline sur le plan de la base du 
cylindre, ce plan coupe la surface helicolde suivant une courbe 
dont la projection orthogonale sur la base du cylindre est une 
quadratrice de Dinostrate. Cette proposition remarquable a fait 
reconnaitre a Michel Chasles que, lorsque le plan secant, au lieu de 
passer par une generatrice de la surface helicolde, est mene 
arbitrairement, la projection orthogonale est une quadratrice 
allongee ou raccourcie, c’est-a-dire une conchoide de la quadratrice 
de Dinostrate ( 4 ). 

Le second mode de generation geometrique fait l’objet de la 
proposition 29 qui expose que, si l’on congoit une surface cylin- 


1. Paul Tannery, Sur Sporos de Nicee. ( Annales de la Faculte des Lettres 
de Bordeaux, n° 3, 1882, t. IV, pp. 257-261 ; ou bien : Memoires scientifiques de 
P. Tannery, vol. I, pp. 178-184). 

2. {ATiyavixwTSpa yeveaiq. 

3. i&txTosi&fc (emoaveta), surface plectoide ; expression derivant du mot it)ixetv, 
tresser. et qui designait probablement d'une mani^re generate toutes les surfaces 
regimes ;en raison de l’enchevetrement des lignes droites qui sont a la surface. 
Le motj plectoide a parfois 4 t 4 employ^ chez les modemes pour designer toutes 
les surfaces engendrees par une droite, notamment par Flauti, dans son ouvrage: 
Geometria di sito sul piano e nello spazio. Naples, 1821. 

4. Michel Chasles, Apergu historique sur Torigine et le developpement des 
methods en geometric, etc. Paris, 1875, in-4 0 , P- 30. 
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drique droite, ayant pour base une spirale d’Archimede, et un 
cone de revolution ayant comme axe r arete de la surface cylin- 
droide menee par l’origine de la spirale, ce cdne coupe la surface 
cylindroide suivant une courbe a double courbure qui est l’helice 
conique (*). D&s lors, les perpendiculaires abaissees des differents 
points de cette courbe sur 1* arete precitee de la surface cylindroide 
formeront une surface heiicoidale rampante, et un plan, conve- 
nablement mene par une arete de cette surface heiicoidale, coupera 
celle-ci suivant une courbe dont la projection orthogonale sur le 
plan de la spirale sera une quadratrice de Dinostrate. Cette 
proposition peut etre consider^ sous un double aspect. En effet, 
elle demontre, sans l’^noncer, une autre propriete de la surface 
helicoide rampante, a savoir, que son intersection avec un c6ne 
de revolution de meme axe est une ligne k double courbure dont 
la projection sur le plan perpendiculaire k l’axe est une spirale 
d’Archimede, et ensuite, elle resout le probifeme de construire 
geometriquement la spirale par les Lieux en Surfaces de la meme 
maniere que le probl&me a £te resolu par la quadratrice dans la 
proposition 28. 

La proposition 30, qui a trait a l’h£lice spherique (*), est parti- 
culifcrement remarquable en ce sens qu’elle nous apporte un 
premier exemple de quadrature d’une surface courbe chez les 
Anciens. Pappus y enonce en d’autres termes et y demontre 
magistralement au moyen de certaines propositions du traite 
De la Sphere et du Cylindre d'Archim&de ( 1 2 3 ), que, si un point mobile 
part ant du pdle d’un hemisphere parcourt un quart de circon- 
ference, tandis que ce quart de circonference fait une revolution 


1. L'helice conique est mentionnde dans le commentaire de Proclus sur le 
premier livre d’EucUde ( Procli Diadochi in primum Euclidis elemcntorum librum 
commentarii, recognovit G. Friedlein. Leipzig, 1873, in-8°) ; Pascal s'en est occupy 
dans son ecrit intitule : De la dimension d’un solide forrni par le moyen d’une 
spirale autour d’un cdne ( (Euvres de Pascal, t. V, p. 422), et Garbinsla a donne 
une construction graphique des tangentes k l’helice conique {Annales de Mathi - 
matiques, t, XVI, pp. 167-376). 

2. L’helice decrite sur la sph&re a pour equation en coordonn6es polaires : 
d = \ l, dans laquelle d est la distance polaire et l la longitude. La propriete 
caracteristique de l’helice spherique d'etre une developpante de petit cercle a 
ete demontree par P. Serret dans son ouvrage : Theorie nouvelle geomitrique et 
mecanique des lignes & double courbure. 

3. Archim£de, Traiti de la Sphere et du Cylindre, liv. I, prop. 33 et 42. Voir 
trad, de P. Ver Eecke, pp. 63 et 82. 

Pappus d’Alexandrie. — I 
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entiere autour de l’axe de la sphere, l’aire courbe comprise entre 
l’equateur et la spirale a double courbure decrite sur la surface 
sph&ique par le point mobile equivaut au carre du diamfctre de 
la sphere. Cette aire spherique carrable est done equivalente a 
a celite autre aire carrable de la sphere, constitute par la voute 
de Viviani, ou l'intersection d’une sphere et d’un cylindre circu- 
laire droit tangent interieurement, dont le diamttre de la section 
droit e est egal au rayon de la sphere, determine une courbe 
delimitant dans 1' hemisphere une surface qui est aussi equivalente 
au cirrt du diamttre de la sphere. Bien que l'on puisse admettre 
que 11a belle demonstration de la proposition 30 appartienne k 
Pappus, il n’en est pas de meme de l’invention proprement dite 
de lal quadrature qui y est donnee ; car celle-ci peut fort bien 
avoir ttt envisagte avant l’tre chretienne en presence de la mention 
d’htlices spheriques et coniques que l’on trouve deja dans les 
fragments du traite : Des Mathematiques de Ge minus de Rhodes i 1 } 
qui nous ont ete conserves par Proclus. 

Une digression, qui precede immtdiatement les propositions 
relatives au partage de l’angle et de l’arc en parties egales ou 
dans un rapport donne, reprend un sujet deja abordt dans le 
livre til : celui de la distinction qu’il y a lieu de faire entre les 
problemes plans, solides et grammiques, suivant que leur solution 
exige I’intervention de la droite et du cercle, des sections coniques, 
ou de; courbes transcendantes. Pappus nous enseigne que, outre 
les spirales, les quadratrices, les concholdes et les cissoldes dont 
il a dm a pari 6 anterieurement , les Anciens avaient etudie beaucoup 
d’autres courbes de degr^s superieurs. Il nous r6vele qu’Euclide 
leur avait consacre un ouvrage particulier qui ne nous est pas. 
parvenu, intitule : Les Lieux d la Surface , dans lequel ces courbes 



1. Geminus de Rhodes, astronome qui vecut environ soixante-quinze ans- 
avant jt.-C. Il avait ecrit une espdee d'encyclopedie matbematique dont on ne 
connaitjque des fragments mis a profit par Proclus dans son commentaire sur 
le premier livre d’Euclide (6dit. pr6citee de G. Friedlein, Leipzig, 1873). Il nous 
est parvjenu de Geminus un trait6 d'astronomie &£mentaire intitule : Introduction 
aux -phenomenes (Etaotyw-pi el? ®aivoixeva), dont l'abbe Halma a donn6 la 
traductibnfrangaise en annexe de son ouvrage: Table chronologique des Regnes etc. 
Paris, 18119, in-4 0 . La premiere edition grecque du traite de Geminus est due k Edo- 
Hilderic (Altorf, 1590, in-8°). Une Edition critique a 6t6 publiee sous le titre : 
Gemini Elemcnta astronomiae, ed. Manitius. Lipsiae, 1898. 
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paraissent avoir ete d6termin£es par les seules intersections de 
cones, de cylindres et de spheres ; que D^metrios d’Alexandrie 
avait consacre anx courbes un ouvrage, egalement perdu, intitule : 
Considerations sur les lignes, et que Philon de Tyane avait invents 
des courbes determinees par les intersections de certaines surfaces 
nominees plectoides, probablement en raison de l’entrelacement 
des lignes droit es que present ent des surfaces r6gl6es k plan direc- 
teur dont une directrice est rectiligne et l’autre une courbe ; de 
sorte qu’il y a lieu de supposer que la surface de la vis a filet 
carre fut aussi consider pour la generation de ces courbes. II 
cite une courbe qui aurait joui de proprietes remarquables, attri- 
buee a Menelaiis sous le nom de ligne paradoxale ( L ), sans nous 
en indiquer malheureusement la nature, mais que le context© 
fait conjecturer comme etant egalement engendree par l’inter- 
section de deux surfaces, et il nous dit que sa propriete singulifere 
etait relative a une quadrature. Tannery a d'ailleurs emis 1* opinion 
que cette courbe, a laquelle il conserve le nom grec de ligne 
paradoxos, devait etre identique ou du moins analogue a la courbe 
de la voute de Viviani, menant aussi a une quadrature, ou bien 
a l’hippopede, variante de cette demi^re lorsque le diamfetre 
du cylindre qui coupe la sphere n'est plus 6gal au rayon de la 
sphere ( 1 2 ). Pappus t ermine ce passage en r6prouvant chez certains 
geom&tres Temploi subsidiaire de problfemes solides pour r^soudre 
une proposition susceptible de recevoir neanmoins une solution 
plane. A Tappui de sa critique, il mentionne le cas d’une propo- 
sition sur la parabole dans le cinqui&me livre des Coniques 
d’ Apollonius ; mais, comme il ne designe pas cette proposition 
explicitement parmi le grand nombre de celles que ce livre 
consacre k cette conique, la determination de la proposition vis£e 
a donne lieu a diverses conjectures. Une premiere determination, 
avait deja ete proposee par Christian Huygens ( 3 ), et elle fut adoptee 


1. itapetSoijoc iiro tou MevtXaou xATiOetaa ypa{x(x^, la ligne proclam^e paradoxal e 
par M6n61aus. 

2. Paul Tannery, Pour Vhistoire des lignes et des surfaces courbes dans 
V Antiquiti. (. Bulletin des Sciences mathematiques, 2« serie, 1883, t. VII, pp. 278- 
299, ou bien : Memoir es scientifiques de P. Tannery, vol. II, pp. 1-47). 

3. CEuvres completes de Christian Huygens, publiees par la Societi hollandaise 
des Sciences. La Haye, t. Ill, p. 61. 
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par Zeuthen (*) ; mais P. Tannery a cru reconn aitre au moins 
deux propositions d’ Apollonius auxquelles puisse s’appliquer la 
critique de Pappus (*), qu’il trouve du reste trop rigoureuse et 
concemant plut6t la forme que le fond des demonstrations, notam- 
mentj: la proposition 8 du cinquieme livre dans laquelle il s’agit 
de mener une normale a la parabole par un point pris sur l'axe ( 1 2 3 ), 
et la proposition 62 du meme livre relative k la normale menee 
a la parabole par un point int6rieur pris en dehors de l’axe ( 4 5 6 ). 
Pappus mentionne d’ailleurs un second cas d’une maniere plus 
explicite : celui de la proposition 18 du traits Des Spit ales 
d’Archim&de (®), et sa critique y vise l’emploi auxiliaire du problfeme 
solide de la secante du cercle interceptee sur une longueur donn^e 
dans une direction donnee Or, il y a lieu de remarquer 
qu’Archimede ne se pr6occupe pas du moyen de rSsoudre le 
probl^me de la secante dans les propositions 7 et 8 de ce meme 
trait£ Des S pit ales (•), mais qu’il se borne k Stablir la possibility 
de la construire en faisant lSgitimement appel au principe de 
continuity. Sa dSmonstration reste done plane en fait, et cache 
en quelque sorte le probleme solide dont Pappus bl&me l’inter- 
vention. Tannery a cependant fait voir que 1* observation de 
Pappus se justifie jusqu’& un certain point, en raison de la pos- 
sibility de dSmontrer la proposition 18 d’Archimyde sur la spirale 
sans faire appel au principe de continuity, mais au moyen des 
questions dites planes par les Anciens ( 7 ). 

Ces considerations sur les probtemes plans, solides et gram- 
miques, dont il recommande essentiellement de reconnaitre le 
caract£re qui doit diriger la recherche de leur solution, amfcnent 


1. Die Lehre von den Kegelschnitte im Altertum, von D T H. G. Zeuthen. Deutsche 
Ausgabe bezorgt von D T R. V. Fischer-Benzon. Kopenhagen, 1886, p. 286. 

2. Paul Tannery, Sur une critique ancienne d’une demonstration d’ Architnide. 
{Memoir es de la Sociiti des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux , 2 e s 4 rie, 
1883, tL V, pp. 49-61, ou bien : Memoir es scientifiques de P. Tannery, vol. I, 
PP- 302-304). 

3. Les Coniques d’ Apollonius de Perge, oeuvres traduites pour la premiere fois 
du grec\ en frangais avec une introduction et des notes, par Paid Ver Eecke. Bruges, 
1923, gk in-8°, p. 345. 

4. Apollonius, ibidem, p. 396. 

5. Archim£de, Les Spirales, prop. 18. Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 269. 

6. Archim£de, Les Spirales, prop. 7 et 8. Voir trad. pr6cit6e, pp. 249-251. 

7. Paul Tannery, Sur une antique ancienne d’une demonstration d’Archimede. 
{Memoir es scientifiques, vol. I, p. 314.) 
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naturellement Pappus k faire pour ainsi dire l’histoire de la 
trisection de Tangle. Le cdte pratique de ce probl&me a certaine- 
ment dii preoccuper tres tot les anciens geom&tres, et sa nature, 
qui est plane dans le seul cas de Tangle droit, leur avait permis 
de le r^soudre facilement pour cet angle au moyen de la rfcgle 
et du compas en construisant, sur un cote de Tangle, un triangle 
equilateral dont on divise Tangle adjacent k ce cdte en deux 
parties egales. Mais, une construction aussi eiementaire ne per- 
mettant plus de resoudre le cas de Tangle aigu, dont la nature 
est solide, sa solution resta en suspens pendant assez longtemps, 
parce que, dit Pappus, « les sections coniques n’6taient pas encore 
familifcres ». 

La premiere solution de la trisection de Tangle aigu que 
Pappus nous expose est done celle qui a pu etre etablie apres 
la ddcouverte, tres ancienne d’ailleurs, des courbes du second 
degre. En effet, la proposition 31 pose au prealable le probieme 
de mener, dans un parall£logramme rectangle, une sec ante issue 
d’un sommet et interceptee sur une longueur donn6e entre les 
cotes de ce par all&logr amine ; et la solution qu’il nous donne, 
fournie par T intersection d’une circonference de cerde et d’une 
hyperbole, est probablement empruntee a Touvrage particulier 
d’ Apollonius : Les Inclinaisons, qui ne nous est pas parvenu. 
Cette intervention de l’hyperbole dans la determination d’un point 
singulier am&ne Pappus k rdsoudre subsidiairement le probl&me 
de construire une hyperbole passant par un point donne dans 
Tangle de deux asymptotes donnees ; mais on constate que sa 
solution est moins simple que celle qui avait dej& ete donnee 
par Apollonius dans la proposition 4 du livre II des Coniques f 1 ). 
Des lors, la proposition 32 resout le probieme de la trisection 
de Tangle aigu en men ant, d’un point pris arbitrairement sur 
un cote de Tangle, deux droites. Tune perpendiculaire, Tautre 
parallele a Tautre cote de Tangle, puis, en menant du sommet 
a Tinterieur de Tangle une secante qui soit interceptee entre ces 
deux dernieres droites sur une longueur double de la distance 
qui separe le sommet et le point choisi sur Tun des cotes de Tangle. 


1. Apollonius, Les Coniques, liv. II, prop. 4. Voir trad, de P. Ver Eecke, 
p. 121. 
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Le problfcme de la trisection de 1 * angle obtus est traits des lors 
conune corollaire, en separant de cet angle un angle droit dont 
la trisection est elementaire, et en effectuant la trisection de 
Tangle aigu rest ant i 1 2 3 ). 

Apr&s avoir fait allusion a une autre solution du probl&me 
de l|a trisection de Tangle au moyen de la concholde de Nicomede, 
solution que Pappus aurait publide anterieurement dans un com- 
mentaire actuellement perdu, compost sur un ouvrage egalement 
perdu de Diodore d’Alexandrie intitule YAnalemme, il passe k 
deux: autres solutions, donndes dans la proposition 34, oil il 
considfere qu’il revient au meme de tripartir Tare de cerele ou 
Tangle que cet arc mesure. La premiere solution, bas6e sur 
pluiiieurs propositions des Coniques d’ Apollonius, est fournie par 
Tinner section d’une hyperbole et d'une droite ; tandis que la 
seconde solution, Egalement intdressante, mais d'une lecture un 
peu difficile pour ceux qui ne sont pas familiarises avec les 
mdthodes d’ Apollonius, est donnde par Tintersection d’une hyper- 
bole avec l’arc k partager en trois parties dgales. Passant main- 
tenant du probl&me solide de la trisection k sa generalisation, 
c'est-oL-dire k la division d’un angle ou d’un arc donne dans un 
rapport donne, qui devient ainsi un probleme grammique, exigeant 
Tintjervention de courbes plus complexes que les coniques, la 
proposition 38 nous presente deux belles solutions que Pappus 
attiibue k des auteurs plus recents, mais qu'il ne nomme pas P) : 
la premiere au moyen de la quadratrice de Dinostrate, et la seconde 
par jla spirale d’ArchimMe en invoquant la proposition 14 du 
traite Des Spirales (®), laquelle demontre la proportionnalite du 
rayon vecteur aux arcs correspondants du cercle generateur de 
la spfirale ( 4 ). 



1. On pourra consulter k ce sujet : La trisection de V angle, par 
L.-P.-y.-M. Azemar. Paris, 1809, in-8°. 

2. U7c6 twv vewxjpwv, 

3. Archim&de, Les Spirales, prop. 14. Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 263. 

4. L'histoire du probldme de la trisection de Tangle et de sa generalisation 
au paittage de l’angle ou de Tare dans un rapport donne a trouve une contribution 
intlressante dans la partie geometrique de 1 ’ oeuvre de Raphael Bombelli, restee 
jusqu’ici inedite, et qui vient d’etre publiee avec de savants commentaires par 
Ettore Bortolotti : L’ Algebra. Opera di Rafael Bombelli da Bologna, libri IV e V 
comprendenti « La parte geometrica » inedita tratta dal manoscritto B 1569 della 
biblioteca dell’ Archiginnasio di Bologna, publicata a cur a di Ettore Bortolotti . 




INTRODUCTION 


XXXIX 


Les deux solutions qui precedent, et probablement d’autres 
qui ne nous sont pas parvenues, ayant fait intervenir des courbes 
transcendantes differentes, ont done mis les anciens geom&tres 
tres tdt en mesure de diviser la circonference du cercle en un 
nombre donnd de parties egales dans tous les cas oil cette division 
ne peut etre realisee avec la r&gle et le compas, e’est-a-dire les 
cas autres que ceux oil, d’aprfes le theor&me modeme enonc£ par 
Gauss, les facteurs premiers du nombre donne de divisions diffe- 
rents de 2 sont de la forme 2*+ I , et s’ils entrent seulement 
k la premiere puissance dans ce nombre (*). 

Les propositions suivantes presentent encore quelques applica- 
tions de la quadratrice. Ainsi, la proposition 36 rdsout le probleme 
de retrancher des arcs egaux de deux cercles inegaux en le 
ramenant au probleme precedemment resolu de la division d’un 
arc donnd dans un rapport donne au moyen de la quadratrice. 
La proposition 37 resout le probl&me de construire un triangle 
isoc&le dont chacun des angles dgaux k la base ait un rapport 
donn6 avec Tangle au sommet, en le ramenant aussi au probl&me 
de la division de Tare de cercle dans un rapport donne. La pro- 
position 39 resout le probl&me de ddcrire un cercle dont la circon- 
fdrence soit egale a une droite donn^e, en utilisant la reciproque 
d’une proposition prdeedente (prop. 26) ayant dej& resolu, au 
moyen de la quadratrice, le probleme de trouver la droite egale 
k la circonfdrence du cercle. La proposition 40 resout par la 
quadratrice le probleme de decrire sur une corde donnee un arc 


Bologna, 1929, in~8°. Voir pp. 265-267. On tronve develop pee dans cet ouvrage 
la relation que presente la resolution de liquation cubique dans le cas irrdductible 
avec la tri section de l'angle ; relation que Bom belli avait dejd. simplement 
annonede dans son celdbre traite d'algdbre publie en 1572. Voir aussi k ce sujet : 
E. Bortolotti, La trisezione dell ' an golo ed il caso irreducibile della equazione cubica 
nett’ Algebra di Rafael Bombelli. (Rendiconto delle Sessioni della R. Accademia 
delle Scienze dell’Istituto di Bologna. — Anno Accademico 1922-23. Bologna, 1923). 

1. C. F. Gauss, Disquisitiones Arithmeticae. Le theordme sur la division de 
la circonfdrence de cercle en parties egales enonce par Gauss a dtd donne d'une 
manidre fort simple par P.-L. Wantzel dans son memoire : Recherches sur les 
tnoyens de reconnaitre si un probleme de geometrie peut se resoudre avec la regie 
et le compas . ( Journal de Mathematiques, t. II, 1837, pp. 366-372). La possibilite 
de partager la circonference en dix-sept parties egales au moyen de la rdgle et 
du compas, demontrde d’abord par Gauss dans son ouvrage precitd, a dte demontree 
ensuite geometriquement par Ampdre d’une manidre qui a dtd reproduite par 
Catalan dans son ouvrage : Theoremes et Problemes de Geometrie elementaire, 
sixieme edition. Paris 1879, PP* 267-269. 
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de cercjle qui soit a cette corde darts un rapport donn4. Enfin, 
la proposition 41 montre que la quadratrice permet de construire 
un angle incommensurable avec un angle donne. 

Le l|vre IV se termine par un retour sur la critique que Pappus 
avait deja faite de la proposition 18 du traite Des S fir ales 
d’Archimde, dans laquelle la solution d'un probl4me subsidiaire 
d’inclinaison est simplement admise comme possible par intuition 
et en vertu du principe de continuity. Ce problfcme, invoque par 
Archim^de, consiste a consid4rer un cercle, une secante de ce 
cercle, et a mener une droite qui, inclin4e vers un point pris sur 
la circdnference, soit intercept4e sur une longueur donn4e entre 
la s4cante et l’arc de cercle qu’elle d4coupe. La proposition 44 
de Pappus resout ce probleme d’une maniCe elegante par 1’ inter- 
section de deux lieux : une hyperbole et une parabole dont la 
construction est 4t ablie au pr4alable dans deux propositions qui 
pr4c4dent (prop. 42 et 43 ). 


Le cinqui4me livre est enticement consacr4 aux propri4t4s 
comparatives des figures isometres (*), e'est-a-dire des figures 
planes isoperim4tres ( 1 2 ) et des figures solides de meme surface ( 3 ). 
Pappus adresse le pr4ambule de ce livre au geom4tre M4g4thius, 
que nous ne connaissons que par cette simple mention de son 
nom ; il lui fait observer que le plan ne pouvant etre couvert 
sans intervalles que par trois figures regulieres 4quilat4rales et 
4quiangles : le triangle, le carr4 et l’hexagone, e’est ce principe 
qui doijnine 1 ’ architecture des abeilles, auxquelles il attribue une 
espdee d’intuition naturelle qui, d4passant l’instinct sans atteindre 
la raison, d4termine leur choix de l’hexagone r4gulier comme 
base du prisme constituant les alv4oles de leur rucher, parce que 
ce soli 4 e peut contenir plus de miel que ceux a base de triangle 
ou de jcarr4 de meme contour dont la construction entraine la 
meme depense de cire ( 4 ). 


xa 


1. iaajirrpa e^patra. 

2. Cctmpijirrpa ryrf\p.a.vx. 


icrriv m«p«vtifltv e^orra artpea u-^riixa-ra. 


3* 

4; La forme des cellules des abeilles et leur mode de construction cbez les 
apiaires en general ont doim4 lieu k une literature tr6s abondante de la part des 
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La premiere partie du cinquieme livre nous presente dix pro- 
positions qui aboutissent a demontrer que, parmi toutes les figures 
planes ayant meme perim&tre, le cercle possede la surface la plus 
grande. Ces propositions n’etaient pas nouvelles a l’dpoque de 
Pappus ; car elles ne font que reprendre, tout en les remaniant 
et en rendant leurs demonstrations plus claires, les quatorze 
propositions du geometre Zenodore ( 1 ), dont l’ouvrage intitule : 
Des Figures isometres ( a ), avait pour but de faire revenir certains 
philosophes sur la fausse opinion que la grandeur d’une aire depend 
de la longueur de son p6rimetre ; ouvrage qui ne nous est parvenu 
que sous la forme d’un resume que Theon d’Alexandrie nous en 
donne dans son commentaire sur YAlmageste de Ptolemee (*). Une 
critique superficielle ayant fait vivre Zenodore au cinquieme si&cle 
avant J.-C., on en a conclu que son ouvrage 6tait le plus ancien 
qui nous ait ete transmis sur la geometrie. Or, 1'dpoque de Zenodore 
peut etre determinee entre deux limites beaucoup moins reculdes. 
En effet, les demonstrations de plusieurs propositions de cet auteur 
se basent sur des theorfcmes d’Archimede, et il reproduit meme 
la demonstration de l’un de ces thdoremes d’une maniere plus 
explicite ; de sorte qu’il est certainement posterieur a Archimfcde 


philosophes, des naturalistes et des math4matidens. On la trouvera excellemment 
resumee et enrichie d'une contribution interessante par V. Willem dans deux 
etudes intitulees : V Architecture des Abeilles. ( Bulletin de la Classe des Sciences de 
VAcadbnie Royale de Belgique, 5® s6rie, t. XIV, n° 12, 1928, et t. XVI, n° 7, 1930). 

1. L'epoque du geomltre Zenodore est incertaine. II est posterieur ^Archimlde, 
car il le cite dans son traitd et il invoque k plusieurs reprises ses demonstrations. 
Bien qu’il n’y ait pas de preuves qu’il soit anterieur k la seconde moitie du premier 
sidcle de notre ere, on incline k croire qu’il a vecu aux environs de l’an 200 avant 
J.-C. (Voir sur Zenodore : M. Cantor, Vorlesungen, etc., deuxieme edition, vol. I, 
P- 340). 

2. itepl Gro|xrrpu>v ar^purTtov. 

3. Le commentaire de Theon d'Alexandrie sur YAlmageste a 6te donne pom- 
la premiere fois dans l’edition de ce dernier ouvrage soignee par Simon Grynaeus 
et Joachim Camerarius sous le titre : Claudi Ptolemaei Magnae Construction is, 
id est, perfectae coelestium motuum pertractationis libri XIII. Theonis Alexandrini 
in eosdem commentariorum libri XI. Basileae, 1538, in-folio. Le resume de l’opuscule 
de Zenodore par Theon se trouve dans cette edition au livre I, pp. 11-17. Le 
commentaire de Theon a ete publie pom la seconde fois sdpardment avec une 
traduction fran^aise par l'abbe Halma sous le titre : Commentaire de Theon 
d'Alexandrie sur le premier livre de la Composition matiUmatique de Ptolemee, 
traduit pour la premiere fois du grec en franqais sur les manuscrits de laBibliotheque 
du Roi. Paris, 1821. Voir pp. 33-49. Une version latine des propositions deZdnodore 
d’aprds Theon a dte donnde par Hultsch en annexe de son edition critique prdcitee 
de Pappus. (Vol. Ill, pp. 1189-1211). 
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qui pferit tragiquement en l’an 212 avant notre fere. D’autre part, 
renjeur relative a l’aire fevaluee en fonction du pferimfetre que 
I’ opuscule avait pour but de detruire, non pas sans doute chez 
les geomfetres dignes de ce nom, mais chez le vulgaire, est relevee 
incidemment par Quintilien dans un passage de son Institution 
oratoire (*), ouvrage que Ton sait avoir etfe fecrit k Rome, vers 
Tan 94 aprfes J.-C., de sorte que Zfenodore doit avoir vfecu au 
plus tard avant cette date et au plus tdt au cours du deuxifeme 
sifecle avant notre fere. 

lies deux premiferes propositions fetablissent que l’aire du 
cercle est plus grande que celle de tout polygone rfegulier de 
meme pferimfetre, en invoquant le thfeorfeme d’Archimfede qui 
dfemontre que le rectangle compris sous le pferimfetre du cercle 
et le rayon fequivaut au double de l'aire du cercle. C’est en 
renvoyant k ce dernier thfeorfeme que Pappus nous apprend 
qu’Archimfede avait fecrit un ouvrage intitulfe : De la Circonference 
du Cercle, dont la perte est feminemment regrettable ; car la 
faible partie de cet ouvrage qui nous a fetfe conservfee sous le 
titre | ; De la Mesure du Cercle ne contient que trois propositions 
qui, en fetablissant le rapport de la circonfference au diamfetre, 
constituent le principal titre de gloire d'Archimfede, et dont la 
premifere est prfecisfement celle que Pappus utilise (*). II y a lieu 
de remarquer que la proposition 3 de Pappus fenonce le thfeorfeme 
d’Arcnimfede d’une manifere plus libre, et que la dfemonstration 
apagogique qu'il en donne, afin, dit-il, « qu’on ne doive pas recourir 
a 1' ouvrage d’Archimfede pour ce seul thfeorfeme », est plus explicite, 
parce qu’elle s'adiesse sans doute k des lecteurs moins instruits 
que qeux auxquels Archimfede destinait des propositions plus 


1. CEuvres completes de Quintilien, traduction de la collection Panckouke, par 
M. C. C. Ouizille, nouvelle edition revue par M. Charpentier. Paris 1865, 3 vol. 
in-8°. Voir vol. I, chap. XIII, p. 104 : « La geombtrie demontre aussi, par la 
method^, la faussete de quelques propositions vraies en apparence,... parexemple, 
qui ne croirait a l’exactitude de cette proposition : Soient donnes deux lieux 
dont les lignes extremes renferment la meme mesure, l’espace contenu entre 
ces lignels sera egal. Eh bien, cela est faux ; car il reste k savoir quelle est la forme 
du contbur, et des historiens ont etb repris par les geometres, pour avoir cru 
que la dimension des lies etait suffisamment indiquee par le circuit de la navi- 
gation. » 

2. Archimf.de, De la Mesure du Cercle, prop. 1. Voir trad, de P. Ver Eecke, 
p. 127. 




INTRODUCTION 


XLIII 


concises. D'ailleurs, amene de nouveau a invoquer la meme pro- 
position d’Archimede au cours de sa proposition 22 du livre VIII, 
Pappus ajoute qu’il en a deja donn£ une demonstration lui-meme 
dans son commentaire sur le premier livre de Y Almageste de 
Ptol 6 m 4 e ( l 11 ), et, comme ce commentaire est perdu, et que la 
demonstration intercalee ici en a ete tiree par lui ou par un 
copiste interpolateur dans un but plutot utile que necessaire, elle 
constituerait done le seul fragment qui nous ait ete conserve de 
ce commentaire. 

Une seconde serie de propositions (prop. 4 k 10) demontre 
ensuite assez laborieusement, dans un texte frequemment altere 
et qui presente une lacune s’etendant sur tout un lemme neces- 
saire a la demonstration, que l'aire du polygone regulier est plus 
grande que celle du polygone irregulier de meme p6rimfctre et, 
qu’en vertu de la premiere serie de propositions ayant dejk 
demontre la propriete comparative du cercle et du polygone 
regulier, l'aire du cercle est done plus grande que celle du polygone 
irregulier de meme perimetre. Enfin, une troisifeme serie de 
propositions (prop. 13 a 17) demontre que l'aire du demi-cercle 
est plus grande que tout segment de cercle ayant meme peri- 
metre d’arc. 

La seconde partie du livre V s’ouvre sur un petit preambule 
oil, partageant le determinisme des philosophes de son temps, 
Pappus considfere que le monde revet la forme de la sphere parce 
que cette figure est la plus parfaite, et il constate que, si la plupart 
des proprietes de la sphere ont deja ete degagees depuis longtemps 
par les geometres, il y en a cependant une qu'ils n'ont pas encore 
demontree et qu'ils se boment a affirmer, a savoir que le volume 
de la sphere est plus grand que celui de toute figure solide ayant 
meme surface qu'elle. Avant de nous exposer la maniere dont 
il va tenter lui-meme de demontrer cette proposition difficile. 
Pappus mentionne les solides auxquels il y aura lieu de comparer 
la sphere et, designant en premier lieu les cinq polyedres reguliers 


I. (In; ev tu eiq to irptoTov twv pix97)|Axnx(3v Tyo\iut SiSeixTxi xat 6®' r t {xuv oi* evi? 
9 eu>p^{xaTo<;, ainsi que cela a ete demontre aussi par nous-meme au moyen d'un 
theor 4 me particulier dans le commentaire sur le premier (livre) des Mathematiques 
(e’est-k-dire de Y Almageste de Ptolemee). Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. 1106, 

11. 13-15. 
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d£ja connus de Platon, lesquels *font l’objet des propositions 
classiques 13 k 18 du livre XIII des Elements d'Euclide Q), k 
savoit : le tdtraedre, l’hexaedre, l’octa^dre, le dodecaedre et 
l’icosaedre, il etablit successivement pour ces solides, tous inscrip- 
tibles dans la sphere, la croissance du volume, a egalite de surface, 
an fur et a mesure de l’accroissement du nombre des faces. La 
mention qu’il fait ensuite d'une autre serie de solides, egalement 
inscriptibles dans la sphere, et dont les volumes pourront aussi 
etre compares, a egalite de surface, avec celui de la sphere en 
vue du theoreme a demontrer, constitue un renseignement pre- 
cieux sur le perfectionnement qu’Archimede avait apporte a la 
theorie des poly&dres dans l'ouvrage particulier, malheureusement 
perdu| qu'il avait compose sur les treize polyfedres semi-rdguliers 
de sop invention. Pappus ne nous dit pas par quelle methode 
de trOncature ou autre ces solides auraient 6 t 6 dtablis, ni quelles 
proprietes autres que leur inscriptibilite dans la sphere auraient 
6te dSmontrees dans l’ouvrage d’Archimede ; mais il se borne 
k les decrire, c’est-a-dire a indiquer pour chacun d’eux l’espece 
des faces, ainsi que le nombre des faces, des angles et des aretes. 
Ce sont d’ailleurs les noms que Pappus donne k ces solides d’une 
manifere adequate au nombre de leurs &dments que nous avons 
conserves pour designer l’octaedre semi-regulier ‘ compris sous 
quatre triangles et quatre hexagones, les trois ddcatdtrafcdres, les 
deux icohexa&dres, les trois triacontadoedres, le triacontaoctafcdre, 
les deux hexecontadoedres et, enfin, l’ennecontadoedre. 

La premiere proposition qui suit ce prdambule (prop. 18) 
apporte plutot une deception ; car, demontrant seulement, d’une 
maniere d’ailleurs peu rigoureuse, que la sphere est plus grande 
que les cinq corps reguliers de meme surface, cette proposition 
n'est pas generale, c’est-a-dire qu’elle ne s’etend pas a la com- 
paraison, k egalite de surface, avec tous autres corps solides quel- 
conques. Cet echec dans la tentative de demontrer la proposition 
qu'il ajnnonce n’atteint cependant pas la renommee de Pappus ; 
car cette meme proposition a d^fie ses successeurs jusqu’a nos jours 
oh elle a 6te demontrde d'une maniere absolument rigoureuse. 

1. Euclide, Elements, liv. XIII, prop. 33 et 34. Voir trad, pr^citee de Peyrard, 
voL III, pp. 257-300. 
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La proposition 19 compare la sphere avec le cdne et le cylindre 
de meme surface, et, bien qu’elle soit elementaire. Pappus la 
demontre d’une maniere interessante en se basant sur les propo- 
sitions 33 et 34 du traits : De la Sphere et du Cylindre d’ArchimSde^). 
II y a lieu cependant de remarquer que cette demonstration ne 
remedie pas a l’insuffisance de la demonstration de la proposition 
precSdente. 

Suivent maintenant vingt-trois lemmes dont la lecture donne 
l’impression d’un resume de lemons orales que Pappus aurait 
faites k l'Ecole d'Alexandrie sur le traite : De la Sphere et du 
Cylindre, a une Spoque oil la tradition de cet ouvrage d’ArchimMe 
commensait k se perdre au point de ne plus pouvoir etre compris 
dans la concision originaire de ses propositions. Ces lemmes 
reprennent, en effet, tantdt d’une maniere plus explicite, en ren- 
voyant frequemment aux Elements d'Euclide, tantdt d’une maniere 
un peu differente, les plus belles propositions de ce traits, pour 
aboutir k demontrer dans la proposition 37, comme ArchimSde, 
le rapport sesquialtere en surface et en volume que possSde avec 
la sphere le cylindre qui lui est circonscrit. On sait du reste que 
ce sont les emblSmes gSomStriques de cette proposition celSbre 
qu’ArchimSde voulut avoir graves sur son tombeau, en souvenir 
sans doute de la double gen&se dont elle avait ete l’objet : d’abord 
par la consideration du levier, dans cette methode mecanique 
f 4 conde qui fut le secret de plusieurs autres de ses decouvertes, 
et qui ne fut revelee que de nos jours dans le palimpseste de 
Jerusalem ( 1 2 ), ensuite par la consideration purement geometrique 
basee sur une longue serie de propositions originales preiiminaires. 

La troisieme partie du cinquieme livre revient sur les cinq 
polyedres reguliers que Pappus avait deja traites dans son troisieme 
livre au point de vue de leur inscription dans la sphere, mais, 
comme nous l’avons fait remarquer, d’une maniere tres differente 
de celle d’Euclide, et il les etudie maintenant au point de vue 
de leurs proprietes comparatives. Les demonstrations qu’il consacre 


1. Archimede, De la Sphere et du Cylindre, prop. 33 et 34. Voir trad, de 
P. Ver Eecke, pp. 63-69. 

2. Archimede, La Methode rdaiive aux Theor ernes mecaniques, prop. II. Voir 
trad, de P. Ver Eecke, pp. 484-488. 
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k chacun de ces solides sont precedees de seize petits lemmes 
n^cessaires que l'on ne rencontre pas, du moins explicitement, 
dans les Elements d’Euclide, et, bien qu’ils soient pour la plupart 
peu importants, leurs demonstrations rigoureuses et claires con- 
servent encore de l’interet pour le lecteur moderne. C'est ainsi 
que le premier lemme (prop. 38) demontre que le carre construit 
sur le cote du triangle equilateral est plus grand que le double 
et plus petit que le quadruple de ce triangle. Le second lemme 
(prop. 39) demontre de deux manures differentes que le carre 
de hi perpendiculaire menee, du centre de la sphere circonscrite 
k l’octafedre, sur la face de l’octaedre vaut le tiers du carre du 
rayon de la sphere. Le septieme lemme (prop. 43) demontre que 
le dodecuple du carre de la perpendiculaire menee, du centre de 
la sphere circonscrite k l'icosaedre, sur une face de l'icosaedre 
est plus grand que le quintuple du carre de 1’ arete de l’icosaedre. 
Le onzieme lemme (prop. 47) demontre que, si le c6te de 
l'hexagone regulier est decoupe en moyenne et extreme raison, le 
grand segment est le cdte du decagone regulier inscrit dans le 
m6mu cercle. Enfin, un douzieme lemme (prop. 48) demontre 
de d;ux manieres differentes que le meme petit cercle de la 
spher ; circonscrite au dodecaedre et a l’icosaedre circonscrit le 
penta jone du dodecaedre et le triangle de l’icosaedre. Les six. 
demieres propositions (prop. 52 k 57) utilisent des lors les lemmes 
qui precedent pour demontrer dans quel ordre de grandeur se 
rangent les volumes des cinq polyedres reguliers consideres comme 
ayant I meme surface, et pour demontrer que ces solides inscrip- 
tibles dans la sphere ne peu vent pas etre au nombre de plus 
de cinq. 


Pappus n’a pas attache son nom a quelque progres marquant 
de l'astronomie ancienne ; mais il a certainement ete tres au 
courant de cette science dans l’etat ou elle etait parvenue a son 
epoque. Nous verrons en effet plus loin, lorsque nous mention- 
nerons ses autres ouvrages perdus ou dont on possede des frag- 
ments, qu’il avait ecrit un commentaire sur 1 ’ Almageste de Claude 
Ptoiemee, et c’est dans le sixieme livre de sa Collection qu'il 


j 
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rassemble de petits commentaires sur certains ouvrages appar- 
tenant ci ce qae l'Ecole d'Alexandrie avait appeie La petite 
Astronomic (*), par opposition avec La Grande Composition oil 
Almageste de Ptolemee, et qui comprenait notamment : les 
Donnees, YOptique, la Catoptrique et les Phenomenes d'Euclide ; les 
Spheriques, le traits Des Habitations et le traits Des Jours et 
des Nuits de Theodose de Tripoli ; le traite De la Sphere en 
mouvement et celui Des Couchers et des Levers des Astres 
d'Autolycos de Pitane ; le traite Des Ascensions d’Hypsiclfes, le 
traits Des Grandeurs et des Distances du Soleil et de la Lune 
d’Aristarque de Samos et, enfin, Les Spheriques de Menelaiis. 

Les quatre premieres propositions du sixi^me livre se boment 
a demontrer quelques proprietes elementaires du triangle spherique 
qui devront etre utilisees dans la suite. Elies sont probablement 
empruntees a 1 ’ ouvrage particulier que Menelaiis avait 4 crit sur 
ce triangle sous le titre : Les Spheriques ( 1 2 ) ; ouvrage qui ne nous 
est parvenu que dans une version arabe plus ou moms rexnaniee, 
et d’aprfcs le texte grec duquel Pappus designe encore notre 
triangle spherique du nom de trilatfere ( 3 ) pour le distinguer du 
triangle rectiligne. Les six propositions suivantes (prop. 5-10) 
demontrent d'une mani&re diff^rente, et surtout gen^ralis^e, une 
des propositions des Spheriques de Theodose. Comme cet ouvrage 
etait alors classique et sans doute suffisamment repandu. Pappus 
ne donne pas l'enonc^ de la proposition qu'il designe simplement 
comme etant la cinquieme du troisieme livre de Theodose. Cette 
proposition s'enonce comme suit dans la traduction que nous 
en avons donnee ailleurs : « Si le pole de cercles paralleles est 
situe sur la circonf&ence d’un cercle le plus grand ; si deux cercles 
les plus grands, dont Tun est un des paralleles, et dont l'autre 
est oblique sur les paralleles, coupent ce grand cercle k angles 
droits ; si Ton de coupe, sur le cercle oblique, des arcs egaux 
consecutifs, du meme cote du plus grand des paralleles, et si, 
par les points ainsi determines, l’on decrit des cercles paralleles* 


1. (x ocpo< £crrpovo(xou(Jicvoc. 

2. Voir dans le corps de l’ouvrage, k l’endroit de ces propositions, la note 
relative k Menelaiis et aux editions de son traits. 

3. TpwrXrjpov. 
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ceux-ci ddcouperont, dans leur intervalle, des arcs in£gaux sur 
le cercle le plus grand primitif, et Tare plus rapproche du plus 
grandi des paralieies sera continuellement plus grand que celui 
qui en est plus eloigne » ( 1 2 3 ). La generalisation que Pappas nous 
donnei de cette proposition consiste k demontrer les deux cas 
non tifaites par Theodose : celui des deux arcs non consecutifs et 
celui des deux arcs non commensurables. 

Pappus commente encore la sixieme proposition du livre III 
de Theodose, laquelle s’enonce : « Si le pdle de paralieies est situe 
sur la circonference d’un cercle le plus grand ; si deux cercles 
les plus grands, dont l’un est un des paralieies, et dont 1* autre 
est oblique sur les paralieies, coupent ce grand cercle k angles 
droits ; si Ton decoupe, sur le cercle oblique, d’un meme cote 
du plus grand des paralieies, des arcs 6gaux consecutifs, et si, 
par le$ points ainsi determines et par le pdle, on decrit des cercles 
les plus grands, ceux-ci decouperont, dans leur intervalle, des 
arcs iuegaux sur le plus grand des paralieies, et l’arc plus rapproche 
du cercle le plus grand primitif sera continuellement plus grand 
que celui qui en est plus eioigne » (*). L’examen de cette propo- 
sition porte principalement sur le cas, non envisage par Theodose, 
dans lequel le grand cercle equateur et le grand cercle oblique 
ne coupent pas k angles droits le grand cercle qui passe par les 
poles des paralieies, et la longue demonstration de ce cas s’etend 
sur six propositions (prop. 21 k 27), precedees elles-memes de 
neuf petits lemmes subsidiaires (prop. 14 a 40) relatifs k certains 
rapporjts que possedent entre eux des segments determines d’arcs 
de grands cercles de la sphere. 

Un second commentaire concerne l’ouvrage d’astronomie heliene 
intitule : Sur la Sphere en mouvement (*), compose au quatrieme 
siede avant J.-C. par Autolycos de Pitane ( 4 ). Get ouvrage, qui 


1. Les Spheriques de Thiodose de Tripoli. (Euvres traduites pour la premiere 
fois du grec en frangais, avec une introduction et des notes, par Paul Ver Eecke. 
Bruges, 1927, gr. in-8°. Voir p. 93. 

2. Theodose, Les Spheriques, liv. Ill, prop. 6. Voir Edition pr6cit£e, p. 96. 

3. itepl xivoupivT\q <rpaipas. 

4. Voir, dans le corps de l’ouvrage, la note relative k Autolycos de Pitane 
et k ses; travaux astronomiques. Voir aussi l'gtude de Paul Tannery intitule : 
Autolycos de Pitane. ( Mimoires de la Societe des Sciences physiques et naturelles 
de Bordeaux, 3® serie, t. II, 1886, pp. 173-199, ou bien : Memoir es scientifiques 
de P. Tannery, voL II, pp. 225-255, et vol. XI, pp. 264-274). 
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comporte douze propositions, constitue, avec le traits Sur les 
Levers et les Couchers des astres (*) du meme auteur, une thSorie 
des levers et des couchers vrais et apparents des 6toiles fixes, 
laquelle suppose d’abord que l'arc de retard, considere sur l'eclip- 
tique, est independant de l’inclinaison de l'ecliptique sur l’horizon 
et ind6pendant done de la distance du soleil k l'horizon ; ensuite, 
que l’arc de retard est le meme pour toutes les etoiles ; puis, que 
cet arc peut etre estime ci la moitie d'un signe du zodiaque, done 
k 15 degres ; enfin, que l’anomalie du mouvement du soleil peut 
etre negligee. Pappus ne discute pas cette theorie qui ne pouvait 
mener qu’a des approximations en raison des hypotheses adoptees, 
et qui avait du reste deja 6te abandonnee par Ptol6mee ; mais 
il se borne a mentionner quelle est la position de perpendicularite 
k l’axe, ou d'inclinaison sur cet axe, ou de passage par les pdles 
consid£r6s pour le grand cercle de la sphere dans chactme des 
douze propositions d’Autolycos, et il termine ce petit commentaire 
en examinant ce qui se present e a la surface de la sphere en 
mouvement lorsqu'un point de cette surface reste fixe, ou bien 
se meut dans le meme sens avec une vitesse 6gale, sup6rieure 
ou inferieure a celle de la sphere. 

Le troisi&me commentaire se rapporte a l’ouvrage astronomique 
de Theodose de Tripoli intitule : Des Jours et des Nuits (*), dans 
les deux livres duquel, conform6ment k la conception de l’epoque, 
le soleil se meut uniformement, dans un sens contraire au 
mouvement diurne apparent de la sphere celeste, le long du 
cercle du zodiaque ( 1 2 3 ). Pappus se livre a une discussion tres 
etendue de la quatrieme proposition du premier livre de cet 
ouvrage. Comme il n’enonce pas cette proposition, conformement 
a son habitude lorsqu’il s’agit d'un ouvrage qu’il suppose connu 
du lecteur, nous devons done nous en rapporter k l’ouvrage meme 
de Theodose ou cette proposition est enoncee dans les termes 
suivants d’apres la traduction qui en a ete donnee par Delambre : 


1. icept, ’EjcctoXwv xsd kuvstov. 

2. iwpt 'Hpiepwv xat Nuxtwv. Voir, au cours de l’ouvrage, la note que nous 
consacrons k ce traite de Theodose et aux Editions qui en ont ete donnees. 

3. xuxXo< Ttov ^tpouuv, ou ailleurs xuxXo; ^(pStxxd^, litt^ralement : le cercle des 
petits animaux, c’est-^i-dire le cercle des constellations principales en forme 
d’animaux auquel nous avons donne le nom grec de cercle zodiaque. 

Pappss d’Alexandrie. — I 4. 
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« Si le soleil s'est lev6 ou couche sur deux parall&les inegalement 
61oignes du tropique, le solstice n’aura point lieu k midi du jour 
qui tient le milieu, le jour du solstice sera encore le plus long de 
l’annee. Les jours qui seront dans le demi-cercle oil le soleil £tait 


plus pres du tropique seront plus longs que les jours de 1' autre 


demij-cercle. Ce sera le contraire pour le solstice d’hiver » (*). C’est 


cette proposition que Pappus estime ne pas avoir 6te achev£e 
par Theodose, en ce sens qu’elle neglige de s’6tendre k la dur€e 
des : emits qui pr6cfedent et qui suivent imm^diatement les deux 
jour:; consid£r6s, et il la complete en y rattachant dix autres 
propositions astronomiques dont les demonstrations g6om6triques 
se bi Lsent sur quelques th6or&mes prdliminaires relatifs aux gran- 
deurs g6om6triques susceptibles de croitre et de d6croltre k l’infini, 
de croitre k l'infini sans d^croftre k l’infini, de d6croitre k l’infini 
sans croitre k rinfini, et enfin, non susceptibles de croitre et de 
d&rrttre i l'infini. 

l.e quatrifcme commentaire se rapporte k l'ouvrage intitule : 
Sur les Grandeurs d ies Distances du Soleil d de la Lune (*), dans 
leque l Aristarque de Samos ( 8 ), qui vecut deux cent soixante ans 
avan t J.-C., expose, au cours de dix-neuf theorfcmes demontr^s 
avec une rigueur toute euclidienne, une m£thode, empruntee 
probablement a Eudoxe, qui fut la seule que les Anciens ont 
jamais connue pour la determination du rapport des distances et 
des diametres du soleil et de la lune ( 1 2 3 4 ). Pappus ne nous expose 
pas la methode d' Aristarque pour la determination des distances 
du soleil et de la lune ; il la suppose connue chez ses lecteurs 
commp etant basee sur la possession de deux elements : l’un, le 


1. Le traits Des Jours et des Nutts, de Theodose n’a pas 6 t 6 traduit jusqu’ici 
en fran^ais ; mais les seuls 6nonc6s des propositions des deux livres de ce traits 
ont ete traduits par Delambre dans son Histoire de V Astronomic ancienne. (Paris, 
1817, 2 vol. in-4 0 , pp. 237 et suiv.). 

2. mp l jjiiycTuv xai ano<mrijjLaT(OV ^Xiou xeal ffiXiiv7|{. 

3. Voir dans le corps de l’ouvrage, k l’endroit du commentaire de Pappus, 
la note {relative aux diverses Editions du traits d' Aristarque. 

4. Aristarque aurait expose pour la premiere fois le systdme h£liocentrique 
de notreimonde dans un ouvrage intitule : Les Hypotheses, qui ne nous est pas par- 
venu. On incline cependant k croire que Pythagore, initio k la science des Mages 
pendant: sa captivity a Baby lone, avait emis dej 4 l'idee de ranger notre terre 
parmi les plandtes en la faisant tourner autour du soleil, et que, d&s lors, Aristarque 
n’aurait {fait que reprendre cette hypothdse en 1’appuyant sur certains arguments. 
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diamfctre du cercle d’ ombre de la Terre, qui pouvait etre obtenu 
d’une fagon plus ou moins precise par 1' observation des eclipses 
lunaires, et l'autre, la distance angulaire du Soleil et de la Lune 
au moment de la dichotomie, laquelle ne pouvait etre mesuree 
que trfes approximativement faute de moyens encore suffisamment 
perfectionnes. II se borne done a rappeler k peu pres textuellement 
les six hypotheses d’Aristarque, a reproduire les limit es dans 
lesquelles les calculs de ce dernier determinent les rapports des 
distances et des volumes du Soleil et de la Lune, et k comparer 
ces rapports avec ceux que nous donne Ptolemee dans le cinqui&me 
livre de sa Composition mathematique ( 1 ), oh ils sont d£ja compris 
dans des limites moins exager£es malgr£ les erreurs qui affectent 
les donn£es sur lesquelles les calculs sont bases. C'est k la suite 
de ces pr^liminaires que Pappus commente une seule des dix-neuf 
propositions d’Aristarque, qu’il n’6nonce pas, mais se borne a 
designer comme etant le quatrifcme theor&me ; ce qui oblige de 
recourir k l’ouvrage d’Aristarque meme, ou ce theor&me est enonce 
comme suit dans la traduction donnee par Fortia d* Urban : 
« Dans la lune, le plus petit cercle possible s6pare la partie obscure 
de la partie eclairee, lorsque le edne qui comprend le soleil et la 
lune a son sommet a notre vue » (*). Le commentaire de cette 
proposition comporte trois lemmes (prop. 39 k 41) qui, destines 
k dclaircir un passage de la demonstration d’Aristarque, d&nontrent 
d’une manidre rigoureuse et elegante les differences de grandeur 


Les Merits d’Aristarque, accuses d’impiete envers les dieux protecteurs de l’univers 
par C 16 anthe le Stolcien, ne firent qu’6branler le syst&me g^ocentrique ; car 
Ptolemee devait le consolider encore pour une longue periode dans son Almageste, 
jusqu’k ce qu’il fut renverse par Copemic, en 1543, dans son c£l£bre ouvrage: 
De revolutionibus coelestibus. Plutarque, qui mentionne plusieurs foisAristarque, 
lui attribue encore, ainsi qu ’4 Seleucus, l’idee de la revolution de la terre autour 
de son axe, et il ajoute : « II est vrai que le premier de ces philosophes l’a seulement 
suppose, et que l'autre l'a affirme d’une maniere positive ». (Plutarque, Les (Euvres 
morales, traduction de Ricard. Paris, 17 vol. in-12. Voir vol. XIII, Questions 
platoniques, p. 484). 

1. Composition mathematique de Claude Ptolemee, ou astronomie ancicnnc, 
traduite pour la premiere fois du grec en franqais sur les manuscrits de la Biblio - 
theque du Roi, par Halma (avec le texte grec) et suivie des notes de M. Delambre. 
Paris, 1816, 2 vol. in-4 0 . Voir chap. XV et suiv. 

2. Traite d’Aristarque de Samos sur les grandeurs et les distances du Soleil 
et de la Lune, et fragments de Heron de Bizance sur les mesures. Traduits du grec 
pour la premiere fois avec des commentaires et des observations, far M. le comte 
de Fortia d‘ Urban. Paris, 1823, in-8°. Voir p. 11. 
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des angles sous lesquels certains arcs de grand cercle sont vus 
d’un point exterieur a la sphere. 

Un cinqui^me commentaire conceme le traite d’Optique com- 
munehient attribue a Euclide (*), mais que la critique modeme 
incline k attribuer a un g6ometre posterieur. Une premiere serie 
de nenf lemmes preliminaires (propr. 42 k 50) prepare la demon- 
stration de la proposition 51, enoncee : « Si une droite tombant 
de l'ceil au centre d’un cercle n’est pas perpendiculaire au plan 
de ce cercle, ni 4 gale a son rayon, les diametres du cercle paraitront 
inegaux ». Cette proposition n'est autre que la proposition 35 du 
traite d’Optique ( 1 2 ), que Pappus enonce un peu plus librement 
et demontre d’une maniere differente. La demonstration consi- 
derant les deux cas du rayon visuel plus grand ou plus petit que 
le rayon du cercle contempie, la proposition de Pappus peut etre 
rapproch 4 e de deux autres propositions de ce meme traite d’Optique, 
a savoir : la proposition 36 qu’ Euclide enonce : « Les roues des 
chars paraissent tantot de forme circulaire, tant6t contractees »( 3 ), 
et la proposition 37, enoncee : « II y a un lieu oh, l’ceil restant 
fixe et la chose regardee se deplagant, la chose regardee parait 
toujours 4 gale » ( 4 ). Les propositions de Pappus, de meme que 
celles du traite d’Euclide, appartiennent done a la perspective 
ancienne, qui se borne k observer les formes sous lesquelles l’ceil 
voit les corps places dans des positions differentes ou affectees 
de mouvements divers, et ces propositions sont done fort eioignees 
de la perspective modeme qui construit geometriquement sur une 
surface plane ou courbe les formes des corps telles qu’elles se 
present ent k la vue ( 5 ). 


1. Euclidis Optica, Opticorum recensio Theonis, Catoptrica cum scholiis anti- 
ques edidit J. L. Heiberg. Lipsiae, 1895, in-8°. 

2. Ibidem, p. 64. 

3. Enonce que nous traduisons sur le texte suivant (edit, precitee, p. 80) : 
tuv ip [licet uv ot tpo^ol Tcots [* ev xuxXoeioeii; epatvovtsu, -reots Se rapeatcaafxtvot. 

4. Voir 6dit. pr6cit6, p. 80 : "Earn toicos ou tou o[a[x<xtoc [livovtos tou os opwp^vou 
(leOiarxkevou taov aet to Spwfzevov. 

5. Une premiere traduction de YOptique d’Euclide a 6t6 donnee sous le titre : 
Euclide r La Perspective, traduite sur le texte grec original de I’autheur, et demonstree 
par Rdland Freart de Chantelou, Sieur de Chambray. Le Mans, 1663, in-4 0 . 

Voir au sujet de l'Optique des Anciens, l’ouvrage de Poudra : Histoire de 
la perspective ancienne et modeme, contenant V analyse d’un tres grand nombre 
d’ouvrages sur la perspective et la description des procid&s divers qui s'y rapportent. 
Paris, J864, in-8°. 
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Les deux dernifcres propositions de ce commentaire mSritent 
de retenir 1’ attention. En effet, la proposition 53, en dSmontrant 
que, lorsque la circonf£rence du cercle apparait sous la forme 
d’une ellipse, un point autre que le centre du cercle peut apparaitre 
comme centre de cette ellipse, fait intervenir une relation qui 
montre que les propri6t6s du p61e et de la polaire dans le cercle 
etaient d6ja connues chez les geom&tres de 1* Antiquity ; tandis 
que la proposition 54 resout d’une maniere elegante le problfcme 
de trouver le lieu geom£trique d’oh l’ceil verra const amment un 
cercle donn£ de position sous la forme d’une ellipse ayant comme 
centre un point donne a l’interieur du cercle. 

Le sixi&me et dernier commentaire conceme le traits Des 
PhinonUnes d’Euclide qui constitue une exposition Element aire, 
sous forme geometrique, des lois du mouvement diume (*). Les 
deux premieres propositions (prop. 55 et 56) 6tendent la demon- 
stration d’une proposition, mentionnSe simplement comme 4tant 
la seconde de ce traits, au cas ou le cercle horizon est situ£ sur 
l’un des tropiques. Si l’on s’en rapporte au texte du traite d’Euclide 
qui nous a heureusement 6 t 6 conserve, cette seconde proposition 
est enoncee : « Dans une revolution du monde, le cercle qui passe 
par les pdles de la sphere sera deux fois perpendiculaire k 1’ horizon, 
et le cercle du zodiaque sera deux fois perpendiculaire au meridien ; 
mais il ne le sera jamais k l’horizon si le pole de l’horizon est situe 
entre le tropique d’ete et le p61e apparent » (*). 

Viennent ensuite cinq propositions (prop. 57 a 61) destinies 
a completer une proposition que Pappus designe comme 4tant 
la douzi&me du traits Des Phenotnenes, et dans laquelle, d’apres 
lui, Euclide aurait etabli d’une manure imparfaite ce qui se 
rapporte aux levers et aux couchers des douze signes du zodiaque. 
Si nous nous en rapportons au texte grec d’Euclide, nous tradui- 
sons cette douzi&me proposition comme suit : « Les arcs 6gaux 
du demi-cercle qui vient apres le Cancer se couchent dans des 


1. Euclidis Phaenomena et Scripta Musica edidit Henricus Menge. Fragmenta 
coUegit et disfostiit J. L. Heiberg. Lipsiae, 1916, in-8°. — Euklid’s Phaenomcne. 
Ubersetzt und erlautert von A. Nokk. Freiburg, 1850, in-8°. 

2. Fnonce que nous traduisons d’apr&s le texte grec de l’edition critique 
(p. 12) mentionnee dans la note pr6cedente. Voir aussi le texte grec de cet 6nonce 
en note dans le corps de l’ouvrage, liv. VI, preambule. 
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temps inegaux ; ceux qui sont pr£s des points de contact des 
tropiques, dans des temps plus longs ; ceux qui suivent ces derniers, 
dans des temps plus courts ; ceux qui sont pres du cercle equi- 
noxiajl, dans des temps les plus courts, et ceux qui sont egalement 
eloignes du cercle equinoxial se couchent et se levent dans un 
meme temps » (}). C’est au cours de ces derni&res propositions 
que Piappus nous apprend incidemment que l'astronome Hipparque, 
qui vi^cut ci Rhodes et a Alexandrie vers le milieu du deuxieme 
si&cle avant J.-C., avait compost un ouvrage particulier, malheu- 
reusement perdu, sur les signes du zodiaque intitule : Sur les 
Ascensions des douze signes ( 1 2 ). 


Le livre VII de la Collection est infiniment precieux pour 
rhistoire de la g^ometrie grecque ; car il constitue la source 
unique de ce que nous savons au sujet d'un ensemble de travaux 
perdus relatifs k la geometrie superieure que les Anciens 
appelaient le lieu resolu ( 3 ), c’est-a-dire le champ de 1' analyse 
g4ometrique. Un long preambule, que Pappus adresse k son fils 
Heimddore, nous renseigne sur ce qu’il faut entendre par analyse 
et synthase chez les anciens geometres. Us ont pratique deux 
genres! d' analyse : Tune, 1’ analyse zetetique ayant pour objet 
l’invention de solutions, et qui repond assez bien k la m£thode 
analytique modeme oh l’on suppose la question rdsolue et oh 
l’on etablit les relations des conditions entre quantites connues 
et inconnues pour aboutir k une relation finale, l’autre, l’analyse 
poristique ayant pour but 1' invention, non pas d'une solution, 
mais d’une demonstration pour une solution ou pour une propo- 
sition enoncee, en supposant vraie cette solution ou cette propo- 
sition, et en transformant la relation qu’elle donne jusqu’a obtenir 
une identite ou k arriver k une proposition deja connue. Ces deux 


1. Voir 6dit. pr6cit6e, p. 63. Voir aussi le texte grec de cet enonc6 en note 
dans le corps de l’ouvrage, liv. VI, chap. LV. 

2 . itepc rrj? tuv i{ 3' £(j>§ iwv ivowpopas. 

3. Tono? ivaXuof/4vos, le lieu resolu, analyse. 
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genres d/ analyses constituent done la methode analytique propre- 
ment dite des Anciens, et les nombreuses demonstrations apago- 
giques, ou par reduction a l’absurde, que l’on rencontre a partir 
d'Euclide, ne sont en realite que des cas particuliers de cette 
methode. Quant a la synthase ou construction des solutions, elle 
consist ait essentiellement dans le renversement de 1' analyse (*). 

Pappus nous indique les titres des ouvrages appartenant au 
champ de 1’ analyse qui font partie de ce qu’on appelle la Collection 
analytique des Anciens. Ces ouvrages, dont il nous donne un 
sommaire pour les uns et un commentaire pour les autres dans 
les nombreuses propositions de son septi&me livre, sont : les 
Medietes d’Eratosth&ne, les Donnies et les Porismes d’Euclide, 
les traites d'Apollonius sur la Section de Rapport, la Section d’Aire, 
la Section diterminie, les Lieux plans, les Contacts, les Inclinaisons 
et les Coniques ; enfin, les Lieux solides d’Aristee l’Anden et les 
Lieux d la Surface d'Euclide. 

L'ouvrage d’Eratosthene sur les Medietes (*) est entierement 
perdu. Pappus se borne k le mentionner comme etant compost 
de deux livres appartenant k 1' analyse geometrique ; de sorte 
que, dans l'ignorance oil nous sommes sar son contenu, on incline 
a croire qu’Eratosthfcne y avait resolu des probl&mes de lieux 


1. Les proc6d£s d’analyse et de synthase des anciens g6o metres ont 6 t 6 
excellemment exposes par Paul Tannery dans deux etudes : l'une, l’ Education 
platonicienne, chap. VII, V Analyse giometrique ( Revue philosophique, 1880, t. X, 
pp. 517-530 ; 1881, t. XI, pp. 283-299, et t. XII, pp. 151-168 ; pp. 615-636, ou 
bien : Memoir es scientifiques de P. Tannery, t. VII, pp. 1-102) ; l'autre, Notions 
historiques, chap. II, Du sens des mots analyse et synthese chez les Grecs et leur 
al gk.br e geometrique ( Mimoires scientifiques , t. Ill, pp. 158-187). 

2. Eratosth^ne, fils d'Aglaos, n 6 k Cyr6ne en 276 avant J.-C., mort vers 195 
k Alexandrie ou PtolSmee Evergfcte l’avait appel6 vers 226 k la direction de la 
biblioth^que de cette ville. D’apr^s les nombreux titres d'ouvrages qui lui sont 
attribu6s par les auteurs anciens, Eratosth^ne aurait enor moment 6crit. II ne 
reste presque rien de ses oeuvres litt^raires, et quant k ses oeuvres scientifiques, 
on a sous son nom mi petit commentaire sur les Phenomenes d’Aratus et un ouvrage 
intitule : Catasterismes, dans lequel il est question des origines fabuleuses des 
noms des constellations, et qui fut publi6 par Fell, k Oxford, en 1672. Comme 
mathematicien, il a attache son nom au procede 616 mentaire pour l'invention 
des nombres premiers, connu sous le nom de crible d’Eratosth^ne. Sa lettre k 
Ptolemee, conservee par Eutocius, nous fait connaitre son proc6d6 empirique 
pour r^soudre le probl&me des deux moyennes proportionnelles au moyen d'un 
instrument ing&iieux. Outre son ouvrage sur les Mddittes mentionne par Pappus, 
on lui attribue encore d’avoir d^veloppe les moyens d'observations astronomiques 
en 6tablissant des armilles au Musee d 'Alexandrie. 
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geometriques constitues par des piints dtablissant des medietes 
arithmetiques, geometriques ou harmoniques entre des points 
correspondants de deux lignes donnees. 

Le livre de Donnees d’Euclide a probablement precede la 
plupart des autres travaux d’ analyse geometrique dont il sera 
question plus loin ; car il a pour objet de faciliter cette analyse 
en traitant un grand nombre de cas auxquels peut etre ramene 
un pifobieme determine. Pappus nous apprend que cet ouvrage 
contient quatre-vingt-dix thdorfemes, dont les vingt-trois premiers 
concement les grandeurs en general, tandis que les autres traitent 
successivement de droites proportionnelles donnees de grandeur 
et nob de position, de triangles et autres aires rectilignes donnes 
d’espice et non de position, de paralieiogrammes, d’ applications 
de certaines aires donnees d'esp&ce sur des lignes droites, et, enfin, 
de cercles donnes de grandeur seulement ou aussi de position. 
Ces renseignements correspondent au contenu de 1' ouvrage tel 
qu'il nous est parvenu en entier, sauf que les manuscrits, d’aprfes 
lesquels nous devons a F. Peyrard la traduction franqaise des 
Donnies annexde a sa traduction des Elements d’Euclide, pre- 
sent ent quatre-vingt-quinze propositions, et que d'autres manus- 
crits sur lesquels H. Menge a base son edition critique du texte 
grec |>r6sentent quatre-vingt-quatorze propositions.- Ces differences 
peuvent etre attribuees au fait que Pappus aurait tire ses renseigne- 
ments d'une copie incomplete de quatre ou cinq propositions, 
ou que les copies que nous possedons auraient ete interpolees 
au moyen de quelques propositions compiementaires (*). 

Les deux notices suivantes se rapportent a deux ouvrages 
d’ analyse d’ Apollonius : celui de la Section de Rapport et celui 


i. Les Donnees d’Euclide ont publiees pour la premiere fois en grec, avec 
une version latine par Cl. Hardy sous le titre: Euclidis Data , Cl. Hardy e biblioth. 
Paris, graece nunc primum edidit, latine vertit, sckoliisque illustravit; adjectus 
est Mdrini commentarius gr. et lat. Lutetiae Parisiorum, 1625, in-4 0 . U ne autre 
edition est intitule : Euclidis Datorum liber cum additamento, necnon tractatus 
alii dd geometriam pertinentes curavit et edidit Sam. Asaphensis. Oxonii, 1803, 
in-8°. La premiere traduction fran^aise a 4t£ donnee par Francois Peyrard dans 
le volume III de l'edition pr6cit6e de sa traduction des Elements d'Euclide. Une 
Edition critique du texte grec des Donnees a ^te publiee sous le titre : Euclidis 
Data | cum commentario Marini et scholiis antiquis edidit H. Menge. Lipsiae, 1896, 
in-8°J Cet ouvrage forme le volume VI de l'edition : Euclidis opera omnia ediderunt 
et latine interpretati sunt J. L. Heiberg et H. Menge. Lipsiae, 1883-1898, in-8°. 
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de la Section d’ Aire. Pappus nous renseigne que le premier de 
ces ouvrages est divis 6 en deux livres et qu’il contient cent quatre- 
vingt et une propositions traitant des nombreux cas qui peuvent 
etre consideres dans la solution d’un probleme unique qu’il enonce 
comme suit : « Mener par un point donne une ligne droite qui 
d 6 coupe sur deux droites donn4es de position, et jusqu’a des 
points donnes sur ces droites, des segments ayant meme rapport 
que celui qui est donne ». Pappus fait cependant remarquer 
que, d’apr&s le geometre Pericles, le nombre de propositions de 
Touvrage serait meme encore plus grand que celui qu'il vient 
d'indiquer, faisant ainsi sans doute allusion k quelque copie dont 
il n’a pu disposer, et dans laquelle un commentateur aurait ajoute 
quelques propositions en 6 tendant la discussion du probl&me k 
d’autres cas possibles. Si Ton rapproche la solution g4nerale de 
ce probleme de la proposition XLI du troisieme livre des Coniques. 
d’ Apollonius (*), laquelle d4montre que, lorsque trois tangentes 
cL une parabole se rencontrent mutuellement, elles sont coupees 
dans le meme rapport, il est clair qu’ Apollonius 6 tait d4s lors 
en mesure de mener un nombre quelconque de tangentes k la 
parabole, et que, par suite, il pouvait avoir resolu d 6 ja le probleme 
de la construction de la parabole au moyen des tangentes. 

Le texte originaire du trait4 de la Section de Rapport est 
perdu ; mais une version arabe de cet ouvrage plus ou moins 
r4sumee fut decouverte a la fin du XVII e si4cle dans la biblio- 
th4que bodleienne, a Oxford, par Ed. Bernard qui en entreprit 
une traduction latine qu’il ne put achever en raison de l’extreme 
incorrection du manuscrit. L’astronome Edmond Halley reprit 
ce texte difficile apres s’ etre adonne expr&s a l’ 4 tude de la 
langue arabe pendant sa campagne astronomique dans Hie de 
Saint e- Hel&ne, et en donna une version latine, en 1706 ( 1 2 ), sur 
laquelle A. Richter basa sa traduction allemande, 4dit4e a Elbing 


1. Les Coniques d' Apollonius de Perge. CEuvres traduites pour la premiere 
fois du grec en frangais, avec une introduction et des notes, par Paul Ver Eecke. 
Bruges, 1923, gr. in -8°. Voir liv. Ill, prop. XLI, p. 256. 

2. Apollonii Pergaei de Sections Rationis libri duo ex arabico manuscripto 
latine versi. Accedunt ejusdem de Sections Spatii libri duo restituti. Praemittitur 
Pappi Alexandrini praefatio ad septimum Collectionis mathematicae, nunc primum 
graece edita : cum lemmatibus ejusdem Pappi ad hos Apollonii libros. Opera et 
studio Edmundi Halleii. Oxonii, 1706, in-8°. 
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en 1836 ( 1 2 ). La version arabe ne paraissant pas avoir tout le 
developpement que la notice de Pappus fait prosumer, la version 
latine de Halley fut reprise librement par 'W. A. Diesterweg qui 
publia, en 1824, un essai de reconstitution du traits de la Section 
de Rapport dans lequel tous les cas possibles du probleme sont 
rencontres (*). 

Le commentaire dont Pappus fait suivre sa notice sur le traite 
de la Section de Rapport se compose de vingt et une propositions. 
Les vingt premieres ne sont que de petits lemmes qui demontrent 
geom^triquement des transformations d’egalites et d’inegalites 
de rapports entre des quantites determinees, et qui sont destines 
A eclaircir d’une maniere generate les demonstrations des diverses 
propositions du traite ; tandis que la proposition 21 resout un 
probleme de segmentation d’une droite dans un rapport un peu 
plus complique, et sur lequel se base une proposition designee 
du second livre du traite. Dans ces conditions, le fait que la notice 
declare que les deux livres de la Section de Rapport comportent 
encore vingt lemmes en plus des 181 propositions renseignees, 
laisse supposer que les vingt premiers petits lemmes n’appartiennent 
pas en propre A Pappus, et que, si leur caractere eiementaire ne 
les designe pas comme ayant fait partie integrante du traite 
d’ Apollonius, ils ont probablement ete puises dans un petit ouvrage 
particulier qu’on avait 1’ habitude d’annexer A ce traite dans un 
but d’ eclair cissement . 

Quant au traite de la Section d’ Aire, qui est enticement 
perdu, la notice de Pappus nous renseigne qu’il se composait de 
deux livres dont le premier comprenait quarante-huit propositions 
et le second livre soixante-seize, lesquelles se rapportaient toutes 
aux divers cas possibles d’un probleme unique enonce : « Mener par 
un point donne une ligne droite qui decoupe sur deux droit es 
donnees de position, jusqu’A des points donnes sur ces droites, 
des segments comprenant une aire equivalent e A une aire donnee. » 


1. Apollonius von Perga. Zwei Bucher vom V erhaltnisschnitt (de sectione 
rationis). Aus dem Lai. des Halley Ubersetzt und mit Anmerkungen begleitet und 
mit einem Anhang versehen von Aug. Richter. Elbing, 1836, in-8°. 

2. Die B ticker des Apollonius von Perga de Sectione Rationis nach dem 
lateinischer des Ed. Halley frei bearbeitet, von D T W. A. Diesterweg. Berlin, 1824, 
in-8®. 
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Si Ton rapproche la solution de ce probleme des proposi- 
tions XLII et XLIII du troisieme livre des Coniques d’ Apollonius (*), 
on voit aussitdt qu'elle permettait deja de construire un nombre 
quelconque de tangentes a l’ellipse et k l’hyperbole, et, par suite, 
de construire ces deux coniques au moyen de tangentes. 

Pappus ne presente aucune proposition particuliCe k titre de 
commentaire sur le traite de la Section d’ Aire. Les seules indica- 
tions qu’il nous donne sur le nombre de propositions, de lieux 
et de determinations maxima et minima qui decoulent du probleme 
fondamental de ce traite ont cependant ete suffisantes pour 
provoquer quelques essais de restauration qui presentent un reel 
interet pour le fond, mais dont la forme ne revet plus la pensee 
math^matique des Anciens. Une premiere reconstitution fut 
donnee par W. Snellius k Leyde, en 1609, dans un ouvrage 
intitule : Apollonius Batavus, fort apprecie en son temps (*). La 
seconde reconstitution, qui ne s'etend qu’& un petit nombre de 
cas du probl&me, fut publiee par Halley, en 1706, en annexe de 
sa version latine du traite de la Section de Rapport mentionnee 
plus haut ( 1 2 3 ). La troisieme fut donnee d'une maniCe tr&s et endue 
par W.-A. Diesterweg, en 1827 ( 4 ) ; la quatrieme est due k A. Richter, 
en 1828 ( 5 6 ), et la demiCe a ete donnee par M.-G. Grabow, en 
1834 («). 

Le troisieme ouvrage enticement perdu d’ Apollonius etait 
intitule : De la Section determinee. Pappus nous indique que 
cet ouvrage se composait de deux livres ; qu’il contenait neuf 
problemes dont les nombreux cas particuliers faisaient l’objet de 
quatre-vingt-trois theoremes demontres a l’aide de vingt-sept 
lemmes dans le premier livre et de vingt-quatre lemmes dans le 


1. Apollonius, Les Coniques. Voir trad, precitee : prop. XLII, p. 259, et 
prop. XLIII, p. 260. 

2. W. Snellius, Apollonius Batavus, seu exsuscitata Apollonii Pergaei 
geometria. Lugduni Batavorum, 1608, in-8°. 

3. Voir l'ouvrage de Halley mentionne dans une note precedente. 

4. Die Bucher des Apollonius von Perga de Sections Spatii wiederhergestellt 
von D T W. A. Diesterweg, mit funf Steintafeln. Elberfeld, 1827, in-8°. 

5. Apollonius von Perga. Zwei Bucher vom Raumschnitt. Ein Versuch in der 
alten Geometrie von Aug. Richter. Halberstadt, 1828, in-8°. 

6. Die Bucher des Apollonius von Perga « de Sections Spatii » analyt. bearbeitet, 
und mit einem Anhang von mehrern Aufgaben ahnl. Art versehen von M. G. Grabow. 
Frankfurt, 1834, gr. in-8°. 
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second livre, et que l’ensemble d£ toutes les propositions consti- 
tuait la resolution complete du problfeme unique qu'il 6nonce : 
« Cotiper une droite indefinie en un point, de mani&re que le carre 
construit sur une des droit es ainsi decouples, jusqu’a des points donnas 
sur Cette droite, ou le rectangle compris sous les droites decoupees, 
ait un rapport donne soit avec le carre d'une des droites decoupees, 
soit avec le rectangle compris sous Tune des droites decoupees 
et uhe droite donnee ailleurs, soit avec le rectangle compris sous 
deuX droites decoupees de l'un ou de l'autre cote qu’on voudra 
des points donnes ». II resulte done de cet enonce que le titre : 
De la Section ddterminee donne a l'ouvrage d’ Apollonius repond 
en quelque sorte aux different es positions des points donnes et 
du point cherche qui peuvent etre envisages dans le probieme. 

Pappus demontre quarante-trois lemmes destines a edaircir 
les demonstrations des differents cas du probieme ; mais il ne 
nous donne malheureusement pas les enonces de ces cas, et se 
borne k les designer simplement par le numero d’ordre qu’ils 
occupaient dans le traite d’ Apollonius. Ces lemmes montrent 
clairement que les propositions du traite appartenaient k une 
theoirie dont le role chez les anciens geometres pourrait etre 
compare k celui de 1’ involution chez les modemes. Ainsi, parmi 
les dix-neuf lemmes consacres au premier livre de la Section 
deter minie, Pappus en demontre deux (prop. 37 et 38) qui con- 
cement une involution de quatre points, a savoir : le point central, 
un point double et deux points conjugues ; puis, il en demontre 
deux autres (prop. 39 et 40) qui etablissent une meme propriete 
d'une involution de cinq points en considerant deux syst ernes 
de deux points conjugues et un point double. D’ autre part, parmi 
les vingt-quatre lemmes consacres a certaines propositions du 
secotid livre du traite, Pappus en demontre trois (prop. 41, 42 
et 43) qui etablissent une relation entre deux systemes de deux 
points conjugues et leur point central ; puis douze autres (prop. 45 
a 56) qui etablissent une relation entre deux systemes de deux 
points conjugues, leur point central et un autre point quelconque. 
Enfln, les quatre demiers lemmes (prop. 61 a 64) etablissent la 
projtriete de maximum et de minimum relative a deux systemes 
de joints conjugues et un point double, et ils construisent geome- 
triqiiement 1* expression du rapport des produits des distances 
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du point double aux points conjugues ; en sorte que les relations 
d6montr6es dans la plupart de ces lemmes peuvent etre consi- 
derees comme des cas particuliers de la relation generate dans 
la theorie de l’involution de six points telle qu'elle a 6te creee 
par Desargues. 

Le traits de la Section deter mince a fait Fob jet de travaux 
de reconstitution de la part de plusieurs habiles geom&tres. Une 
premiere reconstitution fut domtee par W. Snellius, en 1609, 
dans son ouvrage intitule : Apollonius Batavus, mentionne plus 
haut comme contenant deji les reconstitutions des deux premiers 
ouvrages perdus d' Apollonius (*). Une seconde reconstitution fut 
donnee a Londres, en 1772, par J. Lawson (®) qui, d&s 
l'amtee suivante, r^edita la reconstitution de Snellius avec de 
notables ameliorations ( 1 2 3 4 ). Une troisteme reconstitution, due k 
W.-A. Diesterweg, en 1822 (*), est bas6e sur la reconstitution 
d’un certain nombre de propositions publiees dans un ouvrage 
posthume de Robert Simson ( 5 6 7 8 ). Une quatrteme reconstitution, 
augmentee d’un grand nombre de propositions trait6es analy- 
tiquement, a et£ donnee, en 1828, par M.-G. Grabow (*) ; une 
demiere reconstitution, visant tout k la fois les trois ouvrages 
perdus qui precedent, fut publiee par G. Paucker, en 1837 
Ct, enfin, une simple etude sur les propositions relatives a la 
Section determinee est due a J.-F. Ley, en 1845 (®). 

Le quatrieme ouvrage perdu d’ Apollonius sur lequel Pappus 


1. Edition mentionnee dans une note pr6cedente. 

2. The two books of Apollonius Pergaeus concerning determinate sections, etc., 
by J. Lawson. London, 1772. 

3. The two books of Apollonius Pergaeus concerning determinate sections as 
they have been restored by WiUebroidus Snellius, by J. Lawson. London, 1773. 

4. Die Bucher des Apollonius von Perga de Sectione determinata, wiederher- 
gesteUt von Rob. Simson und die angehangten Bucher des Letzteren, nach dem Lot. 
frei bearbeitet von A. W. Diesterweg. Mainz, 1822, gr. in-8°. 

5. Roberti Simsoni opera quaedam reliqua post auctoris mortem in lucem edita 
cura Jacobi Clow. Glasguae, 1776, in-8°. 

6. Die Bucher des Apollonius von Perga de Sectione determinata analyt. bearbeitet 
und dutch einen Anhang von vielen Aufgaben dhnl. Art verm, von M. G. Grabow. 
Frankfurt, 1828, gr. in-8°. 

7. Geometrische Analysis, enthaltend : des Apollonius von Perga sectio rqtionis, 
spatii et determinata, nebst Aufgaben zu Letzteren. Neu bearbeitet von G. Paucker. 
Leipzig, 1837, gr. in-8°. 

8. J. F. Ley, Ueber die Aufldsung der Aufgaben des Apollonius von dem 
bestimmten Schnitte. Programm des Kathol. Gymn. Coin, 1845. 
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nous donne des renseignements 6tait intitule : Des Inclinaisons, 
et avait trait au probleme general de la secante qu’il 6nonce r 
« Deulx lignes (droites ou cercles) etant donnees de position, poser 
dans ileur intervalle une droite de longueur donnee et inclinee 
vers tin point donne ». Les deux livres qui composaient cet ouvrage 
contejiaient trente-huit lemmes, cent-vingt-cinq th6or£mes et 
cinquante-qnatre problemes dont la plupart presentaient un 
certaid nombre de cas differents. II est probable que toutes les 
propositions de cet ouvrage n’appartiennent pas en propre a 
Apollonius ; car le probl&me de la secante etait connu depuis 
longtemps avant lui, du moms dans certains cas particuliers. II 
apparait deja dans le plus ancien fragment de la geometrie grecque, 
notaniment dans la troisieme lunule d’Hippocrate de Chio, et il 
est mentionne par Aristote, bien que ce dernier n’ait vise sans 
doute que des solutions mdcaniques ou empiriques, attendu qu’il 
n’a pis connu les sections coniques. D’autre part, Archim&de, 
qui vecut environ un demi-si&cle avant Apollonius, invoque plusieurs 
fois a titre subsidiaire des cas particuliers du probleme de la secante, 
et prduve ainsi que des solutions planes, a l’aide de la rfcgle et 
du compas, ou bien solides a l’intervention de sections coniques, 
ou meme grammiques, au moyen de courbes transcendantes telles 
que la concholde de NicomMe, etaient dej^. acquises k la science 
de sod temps. Ce ne sont d’ailleurs pas des constructions meca- 
niques' de la secante, mais bien celles qui presument ime solution 
connue plane, solide ou grammique qu'Archimede fait intervenir, 
notamment dans les propositions preliminaires de son prestigieux 
trait e : Des Spirales f 1 ), au cours d’une proposition du second 
livre de son traite : De la Sphere et du Cylindre ( 2 ), et dans la 
huitieme proposition de son livre Des Lemmes ( 3 ). 

Les travaux anterieurs d’ Apollonius sur les coniques devaient 
naturellement avoir attir6 1' attention de ce geometre de genie 
sur le probleme general de la secante dont la solution analytique, 
menani a des equations du second degre, aboutit a la determina- 


1. Archim£de, Des Spirales, prop. 5, 6, 7, 8 et 9. Voir trad, de P. Ver Eecke, 
pp. 246-253. 

2. Archim£de, De la Sphere et du Cylindre, liv. II, ibidem, p. 101. 

3. Archim£de, Le livre des Lemmes, prop. 8, ibidem, p. 532. 
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tion de points d’intersection de coniques. On devait done s’attendre 
a ce que le traite particulier Des Inclinaisons constituat, sinon 
un ouvrage enticement original, du moins un recueil de solutions 
obtenues par Apollonius et par ses predecesseurs au moyen de 
sections coniques ou de courbes transcendantes. Or, il semble au 
contraire resulter des renseignements sommaires de Pappus, 
qu’Apollonius avait consacre son ouvrage specialement k l’etude 
des cas oil le problfcme de la secante est plan, lesquels sont en 
reality moins nombreux et parfois plus difficiles a resoudre que 
les cas oil le probl&me est solide. En effet, les quatre problemes 
que la notice de Pappus nous indique comme exemples de ceux 
qui, dans le traite Des Inclinaisons, etaient « les plus utiles pour 
beaucoup de questions », sont exclusivement plans. Ainsi, le 
premier probleme, faisant partie du premier livre et comportant 
cinq cas, consistait a mener une droite issue de l’extr 4 mite d’un 
diametre et interceptee sur une longueur donnee entre l'arc du 
demi-cercle et une perpendiculaire elevee sur le diam&tre ; le 
second probl&me, faisant aussi partie du premier livre et com- 
portant deux cas, consistait a mener par un point donne une 
secante interceptee sur une longueur donnee dans un cercle ; le 
troisieme probleme, faisant encore partie du premier livre et 
comportant aussi deux cas, consistait k mener, par le sommet d’un 
rhombe, une secante interceptee sur une longueur donnee dans 
1’ angle extCieur oppos6 ; enfin le quatrieme probl&me, faisant 
partie du second livre et comportant dix cas, consistait a mener, 
de l’extremite du diametre d’un demi-cercle, une secante inter- 
ceptee sur une longueur donnee entre ce demi-cercle et un autre 
demi-cercle dont le diametre est dans le prolongement du diametre 
du premier demi-cercle. Ce qui semble d’ailleurs confirmer que 
les problemes du traits : Des Inclinaisons Staient pour la plupart, 
si pas tous, de nature plane, e’est le fait que la serie des trente 
et un lemmes (prop. 65 a 95), que Pappus nous expose dans le 
but d’Sclairer les passages difficiles des demonstrations d’ Apollonius, 
ne font intervenir ni les sections coniques ni les courbes trans- 
cendantes. 

Quel que puisse avoir ete le contenu d’un ouvrage irreme- 
diablement perdu, auquel le commentaire de Pappus ne renvoie, 
suivant son habitude, qu’en indiquant le nombre ordinal attribue 
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aux propositions dans les manuscAts, on peut encore admettre 
qu' Apollonius n’avait pas exclu de son traits les solutions meca- 
niqueS preconisees par certains de ses prtdecesseurs pour quelques 
probltmes sur la secante ; d’autant plus que lui-meme n’avait pas 
dtdaigne d’imaginer une solution toute empirique du probltme 
des deux moyennes proportionnelles ; solution pratiquement satis- 
faisante, du reste, qui nous a ttt conserve dans les comment aires 
d’Eutpcius sur les oeuvres d’Archimtde (*). 

Parmi les dix propositions (prop. 65 a 74) du commentaire 
de Pappus sur le premier livre Des Inclinaisons, il y a lieu de 
remarquer la proposition 70 qui dtmontre que, si l’on choisit 
un point sur le prolongement de la diagonale d’un rhombe, si 
l’on decoupe a partir de ce point, sur la diagonale, la droite 
moyehne proportionnelle entre la diagonale prolongee et la droite 
qui la prolonge, la circonftrence de cercle dtcrite du point choisi 
comme centre et avec la droite moyenne proportionnelle comme 
rayon coupera un des cotes du rhombe et un autre de ses cotts 
prolong^ en deux points qui seront en ligne droite avec l’extrtmite 
de la diagonale. Pappus nous dit que sa proposition est en 
correlation avec la huititme proposition du premier livre du 
traite ; ce qui fournit done ime indication sur la manitre dont 
Apollbnius avait resolu le probltme plan de la secante issue du 
somndet d'un rhombe et intercept 6e sur une longueur donnte 
entre un cot 6 et un autre cote prolong^ de ce rhombe. La solution 
de ce beau probltme fut reconstitute avec quelques variantes 
au cours du XVII® si tele, d’abord par Marino Gethaldi ( 1 2 ), puis 
par Christian Huygens ( 3 ), et enfin par Hugo de Omerique ( 4 ). 

Bien que la solution d’ Apollonius pour le rhombe s'applique 
au cak particulier du carrt, Pappus s’arrete cependant a ce dernier 
cas pour nous exposer, moyennant la demonstration preliminaire 


1. Archimedis opera omnia cum commentariis Eutocii, iterum edidit J. L. Heiberg. 
Lipsiae, 1910-1913, 3 vol. in-8°. Voir vol. Ill, p. 64. 

2. Marini Gethaldi de resolutione et composition mathematica libri V. Romae, 
1630, in-folio. 

3. Christ. Hugenii de circuli magnitudine inventa. Lugduni Batavoram, 1654, 
petit in-folio. 

4. Analysis geometrica, sive nova et vera methodus resolvendi tarn problemata 
geometrica quam arithmeticas questiones, authore Ant. Hugone de Omerique. Gadibus, 
1698, petit in-4 0 . 
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d'un lemme (prop. 70), la solution Elegante (prop. 71), donnee 
par Heraclite, de la secante issue du sommet d'un carre et inter- 
cepts sur une longueur donnee entre un cot6 et l'autre cote 
prolong^ de ce carrA 

Parmi les vingt et un lemmes se rapportant au second livre 
des Inclinaisons (prop. 75 a 95), la proposition 75 d&nontre que 
les perpendiculaires, abaissees des extremity du diam&tre sur 
une secante du cercle ne coupant pas le diam&tre k l'interieur 
du cercle, d6terminent sur cette secante des segments egaux en 
dehors de la circonference. II y a lieu de remarquer que cette 
proposition ne constitue qu’un cas particulier de la proposition 13 du 
livre des Lemmes d’ Archim&de, laquelle consid&re la secante du cercle 
coupant le diametre k l’interieur du cercle Q). Les vingt lemmes 
suivants concernent tous di verses proprietes des secantes du cercle. 

Le grand interet que les g6ometres des siecles demiers atta- 
chment aux questions r£solues par Apollonius dans son traite 
des Inclinaisons eut comme consequence des essais de reconsti- 
tutions plus ou moins etendus, notamment de la part de Marino 
Gethaldi dans son ouvrage intitule : Apollonius Redivivus (*) qui 
contient, en outre, le premier resume qui ait ete donne du traite 
de Serenus d’Antinoe : La Section du Cdne et du Cylindre ( 1 2 3 ) ; 
puis de la part d’ Alexandre Anderson ( 4 5 ), dont l’essai reprend 
et developpe considerablement celui de Gethaldi ; ensuite de la 
part de Samuel Horsley ( 6 ) et de Reuben Burrow dont l’essai 
de reconstitution fut publie conjoint ement avec son ouvrage de 
balistique ( 6 ), et enfin, de la part de W.-A. Diesterweg dont 


1. Archim£de, livre des Lemmes , prop. 13. Voirtrad.de P. Ver Eecke, p. 538. 

2. Marini Gethaldi Apollonius redivivus, seu restituta A pollonii Pergaei inclinatio- 
num geometria, ejusdem variorum problematum collectio. Venetiis, 1607, petit in-4 0 . 

3. Serenus d’Antinoe. Le livre de la section du Cylindre et le livre de la section 
du Cdne, oeuvres traduites pour la premiere fois du grec en frangais, avec une intro- 
duction et des notes, par Paul Ver Eecke. Paris-Bruges, 1929, gr. in-8°. 

4. Alexandri Andersoni Aberdonensis supplementum Apollonii redivivi, sive 
analysis problematis hactenus desiderate ad Apollonii Pergaei doctrinam icspi 
Neuaewv, a Marino Gethaldi Patricio Ragusino hucusque non ita pridem restitutam 
Parisiis, apud Hadrianum Beys, 1612, petit in-12 0 . (Volume rare, sorti des presses 
d'Adrien Beys, gendre de Christophe Plantin. Exemplaire consults au Mus6e 
Plan tin, k Anvers). 

5. Apollonii Pergaei inclinationum libri duo. Restituebat Sam. Horsley. Oxonii 
1700, in-4 0 . 

6. A restitution of the geometrical treatise of Apollonius Pergaeus on inclinations. 
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l'essai ne constitue qu'un remaniement de celui de Horsley ( x ). 

Le| cinquieme ouvrage perdu d' Apollonius sur lequel Pappus 
nous donne des renseignements et une serie de lemmes auxiliaires 
est le traite des Contacts. Cet ouvrage etait divise en deux livres; 
il contenait vingt et un lemmes, soixante th6or^mes et onze probie- 
mes,et Pappus en resume toutela mature dans une seule proposition 
en enon^ant que trois elements quelconques etant donnes de position 
parmi des points, des droites et des cercles, il s'agit de mener un 
cercle qui passe par les points, dans le cas de points donnes, et 
tangent aux droites et aux cercles. Enumirant ensuite les dix cas 
dans lesquels Apollonius avait r^solu le probleme. Pappus nous 
fournitt ainsi le premier et seul indice d’une analyse combinatoire chez 
les Aniciens, soit qu'elle n'ait pas d6passe les limites d'une simple ve- 
rification, soit qu’elle eut d^j A atteint un certain stade th£orique 
chez Apollonius meme k l'occasion de la discussion d'un probleme 
dont les cas correspondent, en effet, aux dix combinaisons possibles 
des trois elements considers pris trois cl trois avec repetition. 

Parmi les huit cas renseignes comme faisant partie du premier 
livre, les deux premiers, relatifs aux trois points donnes et aux 
trois droites non parall&les donnees, n’etaient en realite pas 
nouveaux ; car ils avaient deja ete resolus par Euclide, dans les 
propositions 4 et 5 du livre IV de ses Elements, au moyen des 
cercles circonscrit et inscrit au triangle ( 2 ). Quant aux deux derniers 
cas, celui du cercle tangent cl deux droites et k un cercle donnes 
et celui du cercle tangent a trois cercles donnes, qui est le plus 
remarquable et le plus difficile, ils faisaient partie du second livre. 
Bien que ce dernier prohl&me soit regarde maintenant comme 
eiementaire, la reconstitution de la solution perdue d’ Apollonius 
a excite la curiosite des plus grands geometres des derniers siedes, 
tels qiie Viete, Descartes et Newton. Viete s'en occupa le premier 
en proposant la solution, a titre de defi, au geometre beige Adrien 
Romain ( 3 ) qui venait de lui communiquer sa ceiebre resolution 


also the theory of gunnery or the doctrine of projectiles in non resisting medium, 
by Reuben Burrow. London, 1779, petit, in-4 0 . 

1. Apollonius von Perga «Dc Jnclinationibus » wiederhergestellt von Sam. Horsley 
nach derh lateinischen frei bearbeitet von D T W. A. Diesterweg. Berlin, 1823, in-8°. 

2. Euclide, Elements, trad. prdcit6e de Peyrard, vol. I, pp. 202-204. 

3. Adrien Romain (Van Roomen), mddecin et math^maticien beige, ne 
k Louvain, en 1361, mort k Mayence, en 1615. Il enseigna successivement les 
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de l’equation du quarante-cinquieme degr£ ( x ). La solution trans- 
mise par Andrien Romain situait le centre du cercle cherch6 au 
point d’ intersection de deux hyperboles (®), mais elle ne satisfit 
pas Viete qui en donna une autre, plus simple et plus conforme, 
d’apres lui, a la maniere des anciens geom&tres qui n’admettaient 
que Intervention de la droiteetducercle dans ce qu’ils appelaient les 
problemes plans. Vifcte fit paraitre sa solution dans son Apollonius 
Gaulois, ouvrage remarquable, public en 1600 ( 3 ), dans lequel il 
reconstitue quelques autres propositions du traits d’Apollonius. 

Descartes traita le probleme par l’analyse algdbrique, et il 
resulte de sa Correspondance que ses laborieux calculs aboutirent 
a une premiere expression si compliquee, qu’il 6valuait a trois 
niois le temps qu’il lui aurait fallu pour en r£aliser la construction 
geometrique, et a une seconde solution qui ne fut pas achev6e ( 4 ). 
Cette dtude amena Descartes a consid6rer le probleme d’Apollonius 
dans l’espace, et a le proposer sous l’enonce general suivant a 
Fermat qui nous en a laisse de belles solutions dans ses oeuvres ( 5 ) : 


mathematiques k Louvain et la mededne k Wurzbourg. Une analyse de ses 
nombreux ouvrages a ete donnee par H. Bosnians, dans la Biographic nationals, 
publi^e par l'Academie Royale des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de 
Belgique, t. XIX, col. 848-689. 

1. Liquation du quarant e-dnqui^me degre, connue sous le nom de « Equation 
d’ Adrien Romain », laquelle se confond avec la formule generale determinant la 
corde de la quarante-cinquieme partie de l'arc sous-tendu par une corde donnee, 
est exposee dans 1 ' ouvrage : Ideas mathematicac pars prima, sive methodus poly go- 
norum, qua laterum perimetrorum et arearum cujuscumque polygoni investigandorum 
ratio exactissima et certissima; una cum circuit quadratura continentur. Authors 
Adriano Romano Lovaniensi medico et mathematico. Lovanii, 1593, in-4 0 . C’est 
dans ce meme ouvrage que le rapport de la circonference au diametre est donne 
avec seize dedmales. 

2. La solution d'Adrien Romain est exposee dans l’ouvrage : Problema 
Apolloniacum quo datis tribus circulis, quaeritur quartus eos contingens, antea 
ab illustri viro D. Francisco Vieta consiliaro Regis Galliarum, ac libsllorum sup - 
plicum in Regia Magistro, omnibus mathematicis sed potissimum Belgii ad con - 
struendum propositum, jam vero per belgam Adrianum Romanum constructum. 
Wirceburgi, 1596, in-4 0 . Cet ouvrage a ete analyse par H. Bosnians S. J. dans 
les Annales de la Societi scientifique de Bruxelles, t. XXIX, i er fasicule, janvier 1905. 

3. Francisci Vieta Apollonius Gallus, seu exsuscitata Apollonii Pergaei rapt 
etcotowv geometria. Ad. V. C. Adrianum Romanum belgam. Parisiis, 1600, in-4 0 . 

4. Descartes, Lettres, edit, de Paris, 1725, t. Ill, lettres 72-73. Voir aussi : 
(Euvres de Descartes publiees par Charles Adam et Paul Tannery. Paris, 1897- 
1908, 11 vol. in-4 0 . 

5. Varia Opera mathematica D. Petri de Fermat. Tolosae, 1679, in-folio. On 
trouvera la traduction fran^aise des oeuvres de Fermat dans l'ouvrage : (Euvres 
de Fermat, par P. Tannery et C. Henry (texts latin et traduction frangaise). Paris v 
1891-1896, 3 vol. 
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« Quatre elements etant donnes psfrmi des points, des plans et 
des spheres, decrire une sphere passant par les points, dans le 
cas de points donnas, et tangents aux plans et aux spheres ». 

Apr&s Descartes, le probl&me du cercle tangent a trois cercles 
donnes fit encore l’objet de nombreuses solutions algebriques, 
notamment de la part d’ Elisabeth, fille de Frederic, roi de 
Boh&me, laquelle transmit k Descartes une solution analytique 
non moins compliquee que celle qu’il avait trouvee lui-meme. 
Newton donna, dans son Arithmetique universelle ( L ), des solutions 
analytiques de quelques cas du probl&me d’ Apollonius, lesquelles 
aboutissent aux constructions gdometriques qui avaient deja ete 
indiquees par Vi&te. D’autre part, les solutions analytiques du 
marqpis de 1* Hospital ( 1 2 ) considfcrent le problfcme successivement 
dans les cas de trois cercles donnes 6gaux, de deux cercles 6gaux 
sur trois cercles donnes et de trois cercles donnas inegaux. Enfin, 
on trouve encore des solutions analytiques interessantes de cas 
particuliers du probl&me d’ Apollonius chez Thomas Simpson ( 3 ), 
Robert Simson ( 4 5 6 ), J. Lawson (*), Woldike (*), Lambert de Mul- 
house ( 7 ), Hollandius ( 8 ), Oberreit ( 9 ), Tempelhof ( 10 II. ), Schwab f 31 ), 

1. Newtoni Arithmetica universalis , cum commentariis Joh. CastiUionei. 
Amstelodami, 1760, 2 voL in-4 0 . Voir aussi la traduction fran^aise de cet ouvrage 
donn6e par N. Beaudeux. Paris, 2 vol. in-4 0 (probl&mes XLII et XLVII). 

2. Traiti analytique des sections coniques par L‘ Hospital. Paris, 1776, in-4 0 , P* 374 - 

3. Voir les ouvrages suivants de Thomas Simpson : Treatise of algebra. London, 
1745 ; ■ Elements de gionUtrie , traduits de V anglais de Th. Simpson. Paris, 1771, 
2 vol. in-8° ; Select exercises for young proficients in the mathematics. Londmi, 
1752 (voir probl&me XIII). 

4. Rob. Simson. Opera quaedam reliqua mathematica, etc. Glasguae, 1776, in-4 0 . 

5. The two books of Apollonius Pergaeus concerning tangencies as they have 
been restored by Fr. Vieta and Marinas Gethaldus, with a supplement by J. Lawson. 
Cambridge, 1764, in-4 0 . Cet ouvrage fut r6imprim6 une premiere fois k Londres, 
en 1771, in-4 0 , sotls le m6me titre, et une seconde fois, k Londres, en 1781, in-4 0 , 
sous un titre un peu abrtge. 

6. Woldike, Problema de describendo circulo, qui tresdatos extrinsecus occurrendo 
tangat. Hauniae, 1793. 

7. J. H. Lambert, Deutscher Gelehrter Briefwechsd. Berlin, 1781-1787, 5 vol. 
in-8 0 .. Voir vol. I, pp. 310 et 325, et voL IV, p. 425. 

8. | Ibidem, vol. I, p. 308. 

9. ! Ibidem, vol. IV, p. 256. 

iq. Les cas particuliers traites par G. F. Tempelhof se trouvent dans la 
seconde Edition de sa traduction allemande des Elements d’algebre de Clairault. 
Berlin, 1778. Voir : pp. 209 et suivantes. 

II. Euclidis Data, verbessert and vermehrt von Robert Simson, aus dem Englisch 
ubersttzt, und mit einer Sammlung geometrischer, nach den analytischen Methoden 
der Alten aufgdOster Probleme begleitet von J. C. Schwab. Stuttgart, 1780. Voir 
probljgmes 16, 18, 19, 22 et 29. 
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Frisi ( 1 2 ), Torelli f), Fuss ( 3 ), Euler ( 4 ), C. Hellwig ( 5 6 ), W. Berkham (*) 
et Ahrens ( 7 ). Quant k la solution par la geomStrie pure du cas du 
cercle tangent k trois cercles inegaux, elle fut donnee par Newton 
dans son ouvrage : Les Principes de la Philosophic naturelle ( 8 ), 
oh il ramene a l'intersection de deux droites la solution qu’ Adrien 
Romain avait donnee au moyen de deux hyperboles ( 9 ). 

La fin de la notice de Pappus fait prosumer qu’il avait donne 
une recension du traite d’ Apollonius sur les Contacts ; car il dit 
avoir ajoute en tete des deux livres des probifemes du meme 
genre recueillis chez des geomfetres posterieurs, et il nous resume 
ces probifemes complementaires dans l’enonce general suivant : 
« Deux Aments quelconques fetant donnes parmi des points, des 
droites et des cercles, decrire un cercle donne de grandeur qui 
passe par un point donnfe ou par les points donnes, dans le cas 
de points donnes, et qui soit tangent respectivement aux droites 
et aux cercles donnes ». Pappus ajoute que ce probleme presentait 
six cas differents qui repondent, en effet, au nombre des combi- 
naisons possibles des trois felfements considers pris deux a deux 
avec repetition. 

Le traite des Contacts d' Apollonius a fait l’objet de plusieurs 
essais de reconstitution qui visent tout a la fois les dix cas du 
probifeme general d’ Apollonius et les six cas du probleme general 
que Pappus avait annexe au traite. Le premier essai, celui de 
Vifete, est entierement constitufe par son Apollonius Gaulois dont 
il a dfejfe. ete question plus haut. Il ne rfepond guere a l’fet endue 
que semble avoir eue T ouvrage d’ Apollonius ; car les problfemes 


1. Pauli Frisi Operum tomus primus Algebram et geometriam analytical 

complectens. Mediolani, 1782. Voir : p. 64. / 

2. Josephi Torelli geometrica. Veronae, 1769, in-8°. Voir : pp. 1 4 74 et pi £15. 

3. Novi commentarii Academiae Scientiarum Petropolitanae. Petropolf, 3^747- 

I 775 * Voir : vol. VI, pp. 95 et suiv. i D t£MA t 

4. Ibidem. \ 

5. C. Hellwig, Das Problem des Apollonius. Halle, 1856. \ * 

6. W. Berkham, Das Problem des Pappus von den Berdhrungen. Halle, y gc857. 

7. Ahrens, Ueber das Problem des Apollonius von Perga von den Beruhrungeiv. 3 j 

Augsburg, 1836. ^ 

8. Newioni Philosophiae naturalis principia maihemaiica. Londini, 1725, in-4 0 . 

Voir liv. I, lemme XVI. Voir aussi : Les Principes mathimatioues de la philosophic 
naturelle de Newton, traduits par M me du Chastelet. Paris, 1759, 2 vol. in-4 0 . 

9. Une solution moderne du probleme du cercle tangent 4 trois cercles donnes 
se trouve dans l’ouvrage de Catalan : Theoremes et Problimes de geomitrie elemen~ 
taire. Sixi&me Edition. Paris, 1879, in-8°, p. 206. probl. 28. 
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de Vi&te, bien que choisis parmi les plus difficiles, sont en beau- 
coup plus petit nombre que ne le renseigne Pappus pour l'ouvrage 
d' Apollonius, et leurs solutions Elegantes, entierement obtenues 
par 1$. ggometrie pure, ne correspondent sans doute pas a celles 
d' Apollonius, parce qu’elles sont basees sur une sOrie de lemmes 
trOs jdifferents de ceux que Pappus nous expose comme ayant 
etO utilises par le geometre grec. Le second essai, ne comportant 
que quelques cas particuliers du probleme general d' Apollonius, 
est celui que Marino Gethaldi publia, en 1607, en annexe de son 
essai de reconstitution du traite des Inclinaisons que nous avons 
mentionne plus haut. Un troisifcme essai, publie par J. Lawson, 
en 1764, reprit et completa notablement les essais precedents 
de Vi&te et de Gethaldi (*). En 1795, Guillaume Camerer fit paraitre, 
k Gotha, un petit ouvrage qui donne successivement : le texte 
grec de la notice et des lemmes que Pappus consacre au traite 
des Contacts d' Apollonius, public pour la premiere fois d'aprOs 
deux jmanuscrits de Paris et de Strasbourg, ensuite la reconsti- 
tution du traits telle que Vi&te l'avait essaySe dans son Apollonius 
Gaulois et, enfin, une reconstitution par l’analyse algebrique du 
probleme du cercle tangent k trois cercles donnes (*). Les deux 
derniSres reconstitutions furent donnSes par C.-G. Haumann, en 
1817 ( 1 2 3 ), et par W.-L. Christmann, en 1826 ; celle-ci comportant, 
en outre, une Stude critique sur la reconstitution de Vifete ( 4 ). 

Pappus fait suivre sa notice sur le traite des Contacts d’un 
commentaire comportant vingt-trois lemmes (prop. 96 k 118) 
destines k eclaircir les solutions des divers cas du problfcme general 
d’ Apollonius. Si rien ne permet d’etablir que ces propositions 
appartenaient deja k Apollonius, qui les aurait ainsi placees k 
titre subsidiaire en tete de son traite, il est probable qu’elles 
n’appartiennent cependant pas toutes en propre a Pappus qui 


1. Voir le titre de cet ouvrage k la note 5, page lxviii,. 

2. Apollonii de Tactionibus quae supersunt, ac maxime lemmata Pappi in 
hos libras graece nunc primum edita e codicibus manuscripts, cum Vietae librorum 
Apollonii restitutione, adjectis obseroationibus, computationibus ac problematic 
Apolloniani historia, a Joanne Guilielmo Camerer. Gothae, 1795, petit in-8°, fig. 

3. Versuch einer Wiederherstellung der Bucher des Apollonius von Perga von 
den Beriihrungen, von C. G. Haumann. Breslau, 1817, in-8°. 

4. Apollonius suevus, sive tactionum problema nunc demum restitutum, accedente 
censura in Vietam, auctore G. Lud. Christmann. Tubingae, 1821. 
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peut en avoir recueilli une partie chez des commentateurs ante- 
rieurs. Ce sont toutefois ces propositions qui ont mis sur la trace 
des solutions d’ Apollonius et ont permis les travaux de restau- 
ration mentionnes plus haut. 

Bien que la plupart des propositions du commentaire de Pappus 
soient 616mentaires, l'une d’elles (prop. 117) m6rite cependant de 
retenir 1’ attention, parce qu’elle resout le probieme de mener, 
par deux points pris sur une droite donnee de position, a un 
cercle donne de position, deux s4cantes qui se rencontrent sur la 
circonf4rence du cercle en un meme point, tel que la droite reliant 
les deux autres points d’intersection des s4cantes du cercle passe 
par un troisieme point pris sur la meme droite. Ce probieme, 
que les propositions precedentes 105, 107 et 108 resolvent d’ailleurs 
deji dans les cas ou le troisieme point est report 4 k l'infini, revient 
done, si on l'enonce d'une mani4re plus intuitive, k inscrire dans 
un cercle donne de position un triangle dont les cdt4s passent par 
trois points donn4s sur une meme droite donnee de position, et 
il se range, des lors, parmi les probl&mes historiques en raison 
des generalisations auxquelles il a donne lieu de la part de plusieurs 
eminents geometres du XVIII e siecle. Une premiere generalisation 
fut envisagee, en 1742, par r analyst e genevois G. Cramer qui 
enon^a le probieme d'inscrire dans un cercle donne un triangle 
dont les cotes prolonges passent par trois points donn4s arbi- 
trairement, et qui le proposa au geometre Castillon en l'engageant 
a le resoudre par l’analyse des anciens plutdt que par l'analyse 
des modernes. Les essais de Castillon n'aboutirent d’abord qu’a 
etablir quelques tbeoremes qui, d’apres lui, devaient mener a 
une solution, et il reprit ses recherches, en 1755, sur les instances 
du mathematicien Bouquet, k la suite d’un defi lance par un 
anonyme, en Hollande, au sujet de ce meme probieme. Ce ne 
fut cependant que longtemps apres, trop tard pour relever un 
defi oublie, que Castillon arriva a une solution au moyen de 
certains lemmes, et celle-ci fut publiee dans les Memoires de 
I’Academie des Sciences de Berlin, en 1776 f), en meme temps 


1. Castillon, Sur un probieme de geometric qu'on regarde comme fort difficile. 
(. Nouveaux Memoires de V Academic des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, annee 1776). 
Berlin, 1779. 
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qu’une solution analytique tr&s prolixe de Lagrange (*). D'autres 
solutions analytiques, mais appuyees sur les principes des Anciens, 
au point de pouvoir etre considerees comme des solutions synthe- 
tiques, avaient ete publiees successivement dans les A des de 
V Academie de Saint-Petersbourg, par Euler ( 1 2 ), Fuss ( 3 ) et Lexell ( 4 ); 
ce dernier ayant examine specialement si la solution de Lagrange 
etait susceptible d’une construction geometrique, lorsqu’une solu- 
tion par la g6om6trie pure, uniquement basee sur les lemmes 
dont Pappus fait preceder la solution de son probleme particulier, 
fut donnee par Annibale Giordano di Ottajano, napolitain age 
alors de seize ans. Cette solution fut publiee d’abord, en 1787, 
dans les Memoires de la Societe italienne des Quarante par A. Lorgna, 
president de cette societe, en meme temps que la solution donnee 
par ce dernier d’une autre generalisation consistant k inscrire 
dans un cercle donne une figure rectiligne d’un nombre donne 
de cotes assujettis k passer par autant de points arbitrairement 
donnes ( 5 6 ). Ce dernier probl&me attira l’attention de Francesco 
Malfatti, professeur de mathematiques k Ferrare, qui en donna 
une nouvelle solution, conjointement avec une variante de la 
solution d’ Ottajano, dans le meme volume des Memoires de la 
Societi italienne des Quarante. Quant a la demiere generalisation 
de ce meme problfcme de Pappus, qui consist e a' inscrire dans 
une cbnique donnee un polygone dont les cot£s passent respec- 
tivement par des points donnas, sa solution plus recente appartient 
a la g^ometrie projective ( # ). 

Le sixieme ouvrage perdu d’ Apollonius au sujet duquel 


1. Lagrange, Sur une nouvelle profriete des sections coniques. (Ibidem.) 

2. Euler, Problematis cujusdam Pappi Alexandrini constructio . (Actes de 
V Academie des Sciences de Saint-Pdtersbourg pour I’annee 1780, i re partie, Saint- 
Petersbourg, 1783). 

3. Fuss, Solutio problematis geometrici Pappi Alexandrini. (Ibidem.) 

4. Lexell, Solutio problematis geometrici in Actis Accademiae Scientiarum 
Berolmensis pro anno 1776 a Celeb. Castillon propositi. {Actes de V Academie 
des Sciences de Saint-Petersbourg pour I’annee 1780, 2® partie, Saint-Peters- 
bourg, 11784). 

5. Anton-Maria Lorgna, Considerazioni sintetiche sopra di un celebre pro- 
blema piano e risoluzione di alquanti altri problemi affini (presentata dal Signor 
Cavalier Lorgna). ( Memorie delta Societd italiana dei XL. 1787). 

6. Une solution du probleme, indiff6remment dit de Cramer, de Castillon 
ou d'Ottajano, a ete donnee dans l'ouvrage de E. Catalan : Theoremes et ProbUmes 
de Geometrie Hementarire, sixieme edition. Paris, 1879, p. 222. 
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nous devons quelques renseignements k Pappus est le traite des 
Lieux Plans. La notice relative k cet ouvrage commence par 
nous definir ce que les Anciens entendaient par lieux plans, lieux 
solides et lieux grammiques. Les premiers etaient constitu^s par 
des lignes engendrees dans le plan, c’est-4-dire les lignes droites et 
les cercles; les lieux solides par des sections de c6ne, c’est-a-dire par 
les trois sections coniques, et les lieux grammiques par des lignes 
engendrees par des surfaces plus irreguli&res et par des mouvements 
plus compliques, c'est-a-dire constitues par des courbes transcen- 
dantes. La notice expose ensuite que T ouvrage d' Apollonius classait 
les lieux geometriques en lieux ephectiques ou restreints, quand un 
point est lieu d’un point, une ligne lieu d'une ligne, une surface 
lieu d'une surface et un solide lieu d’un solide, et en lieux diexo- 
diques ou progressants, quand une ligne est lieu d'un point, une 
surface lieu d’une ligne, un solide lieu d'une surface, enfin en lieux 
anastrophiques ou enveloppants, quand une surface est lieu d’un 
point et un solide lieu d’une ligne. Quant a l’importance de 
l’ouvrage d’ Apollonius, il etait divis6 en deux livres et contenait 
cent-quarante-sept theories et huit lemmes. Ces theorfemes 
appartenaient k divers genres, parmi lesquels Pappus choisit, k 
titre d’exemples, certains enoncSs tr&s explicites, et il resume 
meme en grande partie les propositions d’un meme genre du 
premier livre dans l’enonce general suivant : « Si, d’un point 
dornfe ou de deux points donnas, on mfene deux droites ; si, issues 
du point domfe, ces droites sont coincidentes, ou si, issues des 
deux points donnas, elles sont par alleles, ou comprennent un 
angle domfe ; si ces droites sont dans un rapport domfe, ou bien 
comprennent une aire donnee, et si 1’ extremity de l'une d'elles 
appartient a un lieu plan donne de position, 1'autre extremity 
appartiendra aussi a un lieu dornfe de position, du meme genre 
que le premier, ou d’un genre different, et qui sera place 
semblablement au premier par rapport a la droite reliant les 
deux points donnSs, ou dispose d'une maniere opposee ». 

Apres avoir donne les enonces de trois autres propositions 
sur les lieux plans, analogues a celles qui constituaient le dSvelop- 
pement de l'enonce general qui precede, et qu’il nous dit avoir 
ete ajoutees au traite d’ Apollonius par un geometre Charmandros, 
connu seulement par cette citation. Pappus d6montre huit lemmes 
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(prop. 119 a 126) qui semblent presentes comme ayant fait partie 
integrante du traite. Ces lemmes se rapportent en realite a certaines 
relations assez simples qu’ Apollonius assume sans demonstrations 
au cdurs de ses propositions ; et il est done possible que ces lemmes 
aient ete ajoutes par des commentateurs a certaines copies du 
traite et pas a d'autres ; de sorte que Pappus les aura recueillis 
dans son ouvrage dans le but de faciliter l'etude des Lieux Plans 
a un plus grand nombre de lecteurs. 

Ces huit lemmes presentent un double interet au point de 
vue de l'histoire de la g£ometrie. Un premier interet est celui 
qu’ils conservent de pouvoir etre rapproches d'une proposition 
generjale appartenant aux modernes ; car les quatre premiers 
lemmas, qui concernent L- triangle, peuvent etre consideres comme 
une consequence facile a tirer de la proposition connue sous le 
nom de theor&me de Stewart (*), et les quatre lemmes suivants, 
qui demontrent les relations entre les segments determines par 
quatre points pris arbitrairement sur une droite, constituent 
egalement des transformations trfcs simples de cette proposition 
generale. Le second interet est celui que ces lemmes presentment 
momentanement lorsque, examines en correlation avec les enonces 
generaux des propositions d’ Apollonius foumis par la notice de 
Pappus, leur caractere de commentaire mit certains geometres 
des siecles demiers sur la voie des restaurations du traite des 
Lieux Plans d’ Apollonius. 

Un premier essai de restauration fut compose par Fran$ois 
Van Slchooten, qui le publia a Leyde, en 1656, conjointement avec 
un traite sur le jeu de hasard de son eieve Christian Huygens (*) ; 
essai lj>ient6t suivi de celui que le Pere Gaspar Schott donna a 
Wurzbjourg, en 1658 ( 1 2 3 ). Bien que ces deux ouvrages contiennent 

1. S-j Matthew Stewart, Some general theorems of considerable use in the 
higher parts of mathematics. Edinburgh, 1746, in-8°. Voir le second theorfcme 
general de Stewart relatif k quatre points pris arbitrairement sur une droite. 

2. Franc, a Schooten. Exercitationum mathematicarum libri V, quibus accedunt 
Christ. Hu genii tractatus de rationiciis in aleae ludo. Lugduni Batavorum, ex 
officina Joh. Elzevir, 1656-1657, in-4 0 . (Voir : Liber III, Apollonii Pergaei Loca 
plana reStituta, pp. 191-292). Cet ouvrage fut traduit par Van Schooten lui- meme 
en n^erlandais sous le titre : Mathematische Oeffeningen. Waerby gevougt is een 
tractaet, kandelende van reeckening in speelen van geluck door Christianas Hugenius. 
Amsterdam, 1659-1660, in-4 0 . 

3. Magiae Universalis Naturae et Artis, pars III, Mathematica sive Thauma- 
turgus mathematicus, a P. Gaspare Schotto. Herbipoli, 1658, in-4 0 . 
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4 e nombreuses propositions analogues k celles que Pappus nous 
renseigne pour le traits d’ Apollonius, ils ne sauraient etre acceptes 
comme restaurations veritables, attendu que toutes les demon- 
strations font usage du calcul algebrique de Descartes.et s’ 61 oignent 
ainsi essentiellement de l’analyse geometrique des Anciens. La 
reconstitution de Van Schooten n’est a vrai dire la premiere que 
par la date de sa publication ; car l’illustre Fermat s'etait deji 
occupy des Lieux Plans d'Apollonius, et la copie de son essai 
de reconstitution, qui fut d’ailleurs l’un de ses premiers travaux, 
avait ete envoy4e par le Pere Mersenne k Huygens, qui en donna 
connaissance dans un milieu scientifique dont Van Schooten 
faisait partie en Hollande. La reconstitution de Fermat, entice- 
ment elaboree par la geometrie pure, et qui se rapprochait done 
fort de la maniCe d'Apollonius, ne fut publiee qu’en 1679 (*), 
et Van Schooten doit probablement s'en etre inspire avant cette 
<iate, sinon pour la forme qui, chez lui, est exdusivement analy- 
tique, du moins pour le fond, puisqu’un passage des oeuvres de 
Fermat temoigne de son deplaisir de ne pas voir sa priority 
reconnue dans l’ouvrage du g6omfetre batave (*). Un troisi&me 
essai de reconstitution fut publie par le g6omfctre anglais Robert 
Simson, en 1749. Ecrit en latin et accompagne d'une excellente 
etude sur les methodes des geometres anciens, l’ouvrage de Simson 
s’efforce de retablir les deux livres d’Apollonius par la g6om6trie 
pure, et il d^veloppe, notamment au cours de seize propositions 
dans le premier livre, les principales circonstances resum^es dans 
l’enonce general de Pappus que nous avons reproduit plus haut ( 1 2 3 ). 
La reconstitution de Simson fut traduite plus tard en allemand 
pax Guillaume Camerer, et publiee k Leipzig en 1796 ( 4 ). Mention- 
nons enfin les reconstitutions partielles du traits des Lieux Plans 
qu'on trouve dans les travaux publics par F. Woepcke, en 1856 ( 5 ), 


1. V aria opera mathematica D. Petri de Fermat (ApoUonii libri duo de locis 
plants restituti.) Tolosae, 1679, in-fol. Ou bien : CEuvres completes de Fermat par 
Paul Tannery, 3 vol. in-8°. Paris, 1891-1896. Voir voL I, pp. 3-51. 

2. CEuvres completes de Fermat, edit, de 1891, vol. I, p. 356. 

3. Apollonii Pergaei locorum planorum libri II restituti a Roberto Simson. 
Glasguae, 1749. 

4. Apollonius von Pergen ebene Oerter. Wiederhergestdlt von Robert Simson. 
Aus dem Lateinischen ubersetzt von Johann Wilhelm Camerer. Leipzig, 1796, in-8®. 

5. F. Woepcke, Essai de restitution de travaux perdus d’ApoUonius. Paris, 1856. 


■4 



LXXV1 


PAPPUS d'alexandrie 


et pat M. Gardiner, en i860 (*), iesquels constituent d’ailleurs 
des e&sais de restitution de l'ensemble des cinq trails perdus 
d’ Apollonius. 

La notice de Pappus relative au Traite des Porismes d’Euclide 
constitue, avec une courte notice de Proclus, les seuls renseigne- 
ments que Ton possede sur un ouvrage dont la perte nous a derobe 
une partie import ante du champ de 1* analyse explore par les 
Anciens. 

Cette notice nous rappelle d’abord que la tradition la plus 
ancienne distinguait les propositions en theoremes, problemes et 
porismes suivant qu’il s’agit de demontrer, de faire ou de construire 
et de se procurer ou de trouver une chose proposee. Cette dis- 
tinction entre les trois genres de propositions semble cependant 
avoir ete toujours plutot formelle ; car Pappus ajoute que, parmi 
les anciens geometres, les uns consideraient le porisme comme 
un theor&me, d’autres comme un probleme, et il incline lui-meme 
a considerer le porisme comme une proposition intermediate 
entre le theorfeme et le probleme, ou comme pouvant etre con- 
fondue, suivant les cas, avec l’un ou V autre de ces deux demiers 
genres de propositions. La definition antique du porisme donn6e 
par Pappus concorde d’ailleurs avec celle que l’on trouve un peu 
plus tard dans le commentaire de Proclus sur le premier livre 
des EUments d’Euclide. Un premier passage de ce commentaire 
nous dit, en effet, que les porismes sont un genre de propositions 
dans lesquelles il n’y a rien ni a demontrer ni a construire, mais 
oh il y a quelque chose a trouver, et un second passage ajoute 
que les porismes tiennent le milieu entre les problemes et les 
theoremes, parce qu’ils ne se rapportent pas a des choses que 
l’on doit construire ou considerer theoriquement, mais a ceUes 
qu'il laut se procurer et faire voir, c'est-i-dire a des choses dont 
on doit determiner certains etats, tels que ceux de position et 
de grandeur ( 1 2 ). 

A jla suite de la definition ancienne du porisme. Pappus nous 
en rapporte une seconde, d’apres laquelle « le porisme est ce 


1. The Three Sections, the Tangencies and a loci problem of Apollonius and poris- 
matic developments, by M. Gardiner. Melbourne, i860, in-8p. 

2. Procli Diadochi in primum Euclidis librum commentarii, recognovit 
G. Friedlein. Leipzig, 1873, in-8°. 
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qui est en defaut d’une hypotMse par rapport a un theor^me 
de lieu » ; ce qui signifie que, lorsque l’e nonce d’une proposition 
relative aux lieux geometriques omet quelque determination de 
grandeur ou de position necessaire pour que cette proposition 
soit un theoreme de lieu, elle devient un porisme. Cette definition 
nouvelle n’est accompagnee d'aucun developpement ; elle est 
cependant blamee par Pappus comme etant en contradiction 
avec la definition ancienne, et il la considfcre comme ayant ete 
introduite par des « auteurs recents » d’une manure accidentelle ; 
ce qui veut sans doute indiquer qu'elle ne s'appliquait qu’i une 
classe de porismes. Le fait que le porisme aurait ete considere 
par certains geometres comme un th6or^me sur les lieux incom- 
pietement formula, permet de supposer que l’emploi de la forme 
speciale de proposition appel6e porisme aurait varie dans 1’Anti- 
quite meme pour se restreindre aux seuls lieux g6om6triques. 
Toutefois, si l’on observe que le terme porisme n’apparait pas 
avant Euclide, et que la seconde definition ne correspond pas 
k ce que Pappus nous apprend sur les ^nonces des porismes 
d’Euclide, lesquels, loin de se rapporter tous aux lieux g6ome- 
triques, se rapprochent en majeure partie des propositions du 
trait e des Donnees du meme auteur, on doit admettre que c’est 
la definition antique seule qui s’ applique aux propositions du 
Traiti des Porismes , et que, des lors, parmi les differents essais 
de retablissement de ce traite perdu que nous mentionnerons 
plus loin, ceux qui s’inspirent de la seconde definition ne sauraient 
en aucune maniere repondre au caractere originaire de 1' oeuvre 
d’Euclide. Tous ces essais sont d'ailleurs anterieurs k l’epoque 
ou la critique modeme s’ est exercee sur les remaniements et les 
alterations apportes au texte de Pappus par les scoliastes et les 
commentateurs, et, depuis que cette critique a rejete tout le pas- 
sage de la notice relatif a la seconde definition comme ayant ete 
interpole a une epoque indeterminee dans les manuscrits de la 
Collection mathematique, la controverse qui rfegne continuellement 
dans ces essais, vis ant tantot 1’ accord, tantot les divergences des 
deux definitions des porismes, a perdu son principal interet. 

La notice nous rapporte que le Train des Porismes d’Euclide 
etait divise en trois livres contenant ensemble cent soixante et 
onze porismes, et comportant, en outre, trente-huit lemmes des- 




PAPPUS d’alexandrie 


lxxvhi 


tin6s k eclaircir les demonstrations. Pappus groupe tous ces 
porismes sous vingt-neuf Cnonces, dont quinze sont attribues au- 
premie^* livre, six au second livre, dans lesquels ils avaient trait 
aux figures rectilignes, et dont les huit derniers sont attribues 
au troisi&me livre dans lequel ils se rapport aient au cercle, au 
demi-cercle et aux segments de cercle. Ces enonces sont laconiques 
et obscurs au point de constituer autant d’enigmes ; car ils ne 
decrivent que les choses cherchees qui constituaient les divers 
genres de porismes, et omettent les hypotheses qui donnaient 
lieu autx propositions memes d’Euclide, exception faite pour le 
premier 6nonc6, qui forme la seule proposition complete qui soit 
restee du trait 4 perdu, en disant en d’ autres termes que : « si de 
deux pjoints donnes on mene deux droites se coupant sur une 
droite donnee de position, dont Tune decoupe sur une droite 
donneei de position un segment determine a partir d'un point 
donne, 1 1* autre decoupera aussi sur une autre droite un segment 
ayant avec le premier un rapport donne ». Cette proposition n’est 
toutefois pas l'unique element qui, k defaut des autres enonces 
enigmaiiques, permette de penetrer le sens qu’Euclide a voulu 
attribuer au terme porisme ; car, apr&s avoir reconnu qu’un certain 
nombre de propositions du commencement du premier livre 
peuvent etre renfermees en une seule, visant ce que nous appelons 
le quadrilatfcre complet. Pappus l’6nonce d’une manifere que l’on 
peut rendre librement en disant que : « si l’on donne quatre 
droites se coupant deux a deux ; si trois des points d'intersection 
situes sur l’une d’elles, ou deux seulement en cas de parallelisme, 
sont donnes, c’est-&-dire restent fixes, et si, des trois autres points, 
il y en| a deux qui soient lies chacun a une droite donnee de 
position, le dernier sera aussi li6 a une droite donnee de position ». 
Consider ant ensuite que cette proposition a quatre droites constitue 
elle-meme un cas particulier d’une proposition plus generale, et 
aj out ant dans un sentiment de justice qu’elle ne doit sans doute 
pas avoir echappe k Euclide qui aura voulu ne deposer dans ses. 
porismes que les germes de propositions plus importantes. Pappus, 
enonce cette proposition generate comme lui appartenant en propre, 
en disaht que : « Si tant de droites qu’on voudra se coupent entre 
elles sans etre plus de deux k passer par le meme point ; si tous 
les points situes sur l’une d’elles sont donnas, et si, parmi les 
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points d’intersection des autres, lesquels torment un nombre 
triangnlaire, il y en a autant qu’il y a d’ unites dans le cot6 de ce 
nombre triangulaire qui soient lies chacun a une droite donnee de 
position, sans qu’il y ait trois de ces points qui soient les sommets 
d'un triangle formd par les droites memes dont ces points sont les 
intersections, chacun des autres points sera lie aussi a une droite 
donnee de position » (*). 

Onavu plus haut, qu’apres avoir indique le nombre de pro- 
positions contenues dans les trois livres des Porismes d’Euclide, 
la notice de Pappus mentionne que ces livres comportent en 
outre trente-huit lemmes. II ne result e cependant pas d’un ren- 
seignement formule de cette mani&re que ces lemmes faisaient 
partie integrant e de l'ouvrage d'Euclide ; mais le fait que Pappus 
demontre precisement ce meme nombre de lemmes k la suite de 
sa notice indique, au contraire, qu’ils constituaient un commen- 
taire posterieur se rattachant particuli&rement a ces trois livres 
en vue de leur enseignement, et que, s’ils n’appartiennent pas 
tous en propre a Pappus, il en aura recueilli une partie chez divers 
auteurs qui se sont occupes du meme sujet avant lui. 

Les lemmes I, II, IV, V, VI et VII (prop. 127, 128, 130, 131, 
132 et 133) sont relatifs au quadrilat&re coup6 par une tranversale 
consid^ree dans des positions differentes, et ils 6tablissent la 
relation qui existe entre les segments formas sur cette transversale 
par les quatre cotes du quadrilat&re et ses deux diagonales. Dans 
les lemmes I et II (prop. 127 et 128) la transversale est parallele 
a un cote du quadrilatfcre ; dans le lemme IV (prop. 130), la trans- 
versale a une position quelconque, et la relation demontr6e exprime 
l’involution de six points ; dans le lemme V (prop. 131) la trans- 
versale passe par les points de concours des c6t6s opposes du 
quadrilat&re, et la relation demontree exprime qu’une diagonale 
du quadrilatfcre est coupee harmoniquement jpar la seconde diago- 
nale et par la droite qui relie les points de concours des c6t6s 
opposes ; dans le lemme VI (prop. 132) la transversale passe par 
les points de concours des cotes opposes du quadrilat&re comme 
dans le lemme precedent, mais elle est, en outre, parallele a une 


1. Une demonstration analytique de ce theoreme general de Pappus a ete 
donnee par Chasles ( Les trois livres de porismes, etc., pp. 130-133). 
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diagonale ; enfin, dans le lemme VII (prop. 133) la transversale 
passe Spar un seul point de concours des cotes opposes du quadri- 
latferej et est parallele a une diagonale ; de sorte que la relation 
demontree constitue nn cas particulier des relations devolution 
a huit segments. 

Lei lemme VIII (prop. 134) consid&re la figure plane constituant 
la projection du bomisque, c’est-a-dire de la figure solide comprise 
sous deux faces quadrilateres par alleles et huit faces triangulaires 
passant par le sommet de Tun des quadrilateres et par un cote 
de T autre. L’enonce de ce lemme peut se traduire librement en 
disant que, si, consid£rant deux angles ayant leurs cotes par alleles 
deux a deux, on m&ne par le sommet de chacun de ces angles 
une droite coupant les deux cdtes de l’autre, les quatre points 
d’ intersection ainsi ddterminds sont situes deux a deux sur deux 
droite^ parallfeles. 

Le lemme IX (prop. 135) ddmontre que, si, par le point de 
rencontre des deux cdtes non par alleles d’un trapeze, on m&ne 
une tfansversale parall&lement aux deux autres cdtes, coupant 
en quatre points les droites qui, issues d’un meme point, passent 
par lefe quatre sommets du trapeze, le produit des distances du 
point de rencontre des deux cdtds non parall&les du trapeze k 
deux des quatre points d’intersection est egal au produit des 
distances du meme point aux deux autres points d’intersection. 

Le$ lemmes III, X, XI, XIV, XVI et XIX (prop. 129, 136, 
137, 140, 142 et 145) sont tous relatifs aux syst&mes de trois 
droites coupees par deux transversales menees d’un point quel- 
conque, et ils ddmontrent chacun dans un cas particulier la relation 
qui existe entre les segments formes sur les deux transversales. 

Les lemmes XII, XIII, XV et XVII (prop. 138, 139, 141 
et 143) dnoncent en d’autres termes et demontrent chacun dans 
un cas particulier que, lorsque les six sommets d’un hexagone 
sont situes trois a trois sur deux droites, les trois points de con- 
cours des c6t6s opposes de l’hexagone sont situes en ligne droite. 
Ces propositions demontrent done ddj& pour l’hexagone inscrit 
a deux droites la propriety que Pascal demontre pour l’hexagone 
inscritj a une conique quelconque. 

Le$ lemmes XX et XXI (prop. 146 et 147) enoncent en d’autres 
termes que, lorsque deux triangles ont deux angles egaux ou 
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supplementaires, leurs aires sont entre elles comme les rectangles 
des cdtes qui comprennent ces angles. 

Les lemmes XXII k XXVII (prop. 148 a 153) et le 
lemme XXXIV (prop. 160) sont relatifs au rapport harmonique 
de quatre points situEs sur une meme droite. 

Les lemmes XXXII et XXXVIII (prop. 158 et 164) terminent 
la sErie de ceux qui sont relatifs aux figures rectilignes. Le premier 
demontre une propriete de deux triangles equivalents ayant un 
angle commun, et le second resout le probleme qui consiste a 
mener dans un parallelogramme, par un point donnE sur un de 
ses cotes, une droite formant avec deux autres cdtEs un triangle 
Equivalent a ce parallelogramme. 

Les lemmes XXVIII et XXXV (prop. 154 et 161) Etablissent 
la propriete du p61e et de la polaire dans ie cercle. 

Le lemme XXIX (prop. 155) resout le problEme d’inscrire 
dans xm segment de cercle deux cordes qui soient dans un rapport 
donnE. 

Le lemme XXX (prop. 156) dEmontre que les droites qui 
relient les extrEmitEs d'une corde k un point quelconque de la 
circonfErence du cercle divisent harmoniquement le diametre 
prolongE perpendiculaire cl cette corde. 

Le lemme XXXI (prop. 157) Enonce en d’autres termes et 
dEmontre que la corde perpendiculaire k une droite reliant un 
point fixe du diamEtre a un point quelconque de la circonfErence 
du cercle intercepte, sur les tangentes aux extrEmitEs de ce 
diamEtre, deux segments dont le rectangle Equivaut au rectangle 
des segments dEterminEs par le point fixe sur le diamEtre. 

Le lemme XXXIII (prop. 159) Enonce en d’autres termes 
qu'un point Etant donnE sur le diamEtre d'un cercle, si l’on prend 
sur le prolongement du diamEtre un point tel que le produit de 
ses distances aux deux extrEmitEs du diamEtre soit Equivalent 
au carrE de sa distance au point donnE sur le diamEtre, et si, par 
le point ainsi dEterminE, on ElEve une perpendiculaire sur le dia- 
metre, toute droite menEe par le point donnE sur le diamEtre 
rencontre le cercle en deux points et la perpendiculaire en un 
troisieme point tel que le carrE de sa distance au point donnE 
Equivaut au rectangle compris sous ses distances aux deux points 
du cercle. 
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Ije lemme XXXVI (prop. 162) demontre simplement que les 
perpendiculaires abaissees des extr^mites d’une corde parallfcle 
au diam&tre d’un cercle sur ce diam&tre y decoupent des droites 
egalejs 4 partir des extremites de ce diametre. 

Lorsqne la notice de Pappus sur le Traite des Porismes 
d’Euclide eut ete rSvelee dans la version latine de Commandin, 
publi£e presque en meme temps 4 Pise, en 1588, et 4 Venise, 
en 1389, elle excita aussitdt la curiosity des g6ometres, et ouvrit 
la longue pdriode de controverses durant laquelle on essaya de 
rStablir un ouvrage que Montucla estime avoir ete « le plus pro- 
fond de tous les ouvrages d’Euclide, et celui qui lui ferait le plus 
d’honneur s’il nous 6tait parvenu » { 1 ). Celui qui s’occupa le premier 
de p6n6trer le sens des propositions d’Euclide, sur lesquelles 
Pappus ne nous renseigne qu’en termes concis et obscurs, fut 
le savant g6ometre Albert Girard, au debut du XVII® siecle. 
Bien que n’ayant rien public sur les porismes, on sait qu’il avait 
entrepris un travail dans le but de les retablir, et il en annonce 
4 deux reprises differentes une mise au jour que les circonstances 
l’empecherent sans doute de rlaliser. On trouve une premiere 
allusion 4 ses travaux de restauration dans un passage de son 
TraiU de Trigonometric ou, aprfes avoir fait remarquer le caract&re 
poristique d’une certaine proposition, il ajoute : « Comme jadis 
estoyent les Porismes d’Euclides, qui sont perduz, lesquels j’esp&re 
de mettre bien tost en lumifere, les ayant restituez il y a quelques 
annees en $4 » ( 2 ). Une seconde allusion est faite assez longtemps 
aprfesi dans un passage de son Edition complete des oeuvres de 
Simon Stevin ou, apr4s avoir fait remarquer que le rapport com- 
pose n’intervient que rarement dans les Elements d’Euclide, il 
ajoute : « Mais, il est 4 estimer qu’il en a plus escrit en ses trois 
livres de Porismes qui sont perduz, lesquels, Dieu aidant, j'espfcre 
de mettre en lumi&re, les ayant inventez de nouveau » ( 3 ). 

1. Montucla. Histoire des Mathematiques. Nouvelle edition achevee par J. De 
La Laiide. Paris, 1779-1802, 4 vol. in-4 0 . Voir vol. I, p. 215. 

2. Tables des sinus, tangentes et secantes, selon le Raid de 100,000 parties. 
Avec un traicte succinct de la Trigonometric tant des triangles plans que sphtricques. 
etc., pdr Albert Girard, samiclois. La Haye, 1626, in-24 0 . 

3. Les GEuvres mathdmatiques de Simon Stevin de Bruges, oil sont insert es les 
Memoir ts mathematiques. Esquelles s’est exerce le Prince Maurice de Nassau. Le 
tout reveu, corrige et augments par Albert Girard, Samielois Mathematicien. A Leyde, 
chez Bonaventure et Abraham Elzevier, 1634, in-folio. 
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Le premier ouvrage dans lequel on trouve des considerations 
sur la nature et l'objet du Traiti des Porismes d'Euclide est celui 
que Fermat composa presque dans le meme temps oh Girard 
projetait d’ecrire sur le meme sujet. Cet ouvrage fut recueilli 
dans les oeuvres de Fermat sous le titre : Porismatum Euclidoeorum 
Renovata Doctrina et sub forma isagoges recentioribus Geometricis 
exhibita. (*). L’illustre g£om&tre n’y retablit cependant pas les 
propositions d’Euclide telles que les £nonc£s de Pappus les font 
prevoir ; mais, assimilant les porismes a des propositions de lieu, 
il se borne, a titre d’exemple, a exposer cinq porismes dont le 
caractere se rapproche effectivement des propositions ordinaires 
de lieu, et semble n’abandonner que provisoirement le sujet en 
annon9ant son pro jet de retablir un jour les trois livres perdus 
d’Euclide, et en marquant son intention de faire connaitre, en 
outre, « d’autres porismes admirables ou encore ignores dans les 
sections coniques et dans certaines autres courbes » ; propositions 
qui se seraient done fort ecart^es des porismes d’Euclide, attendu 
que ceux-ci ne s’etendaient qu’a la droite et au cercle. 

Apres l’ouvrage de Fermat, l’ordre des temps nous apporte 
deux ouvrages dans lesquels on ne trouve encore que des conside- 
rations plus ou moins judicieuses inspirees par la lecture de la 
notice de Pappus, et de louables efforts pour p£n£trer la doctrine 
euclidienne des porismes. L’un de ces ouvrages est le traite de 
geometric publie par Ismael Bouillau a Paris, en 1657, ( a ) dans 
lequel l’auteur consacre deux premieres parties k des demonstra- 
tions au moyen de figures inscrites et circonscrites et k certaines 
propositions sur les sections coniques ; une troisi&me partie aux 
porismes, et une demifcre partie aux theories astronomiques du 
pythagoricien Philolaus de Crotone qui passe pour avoir le premier 
enseigne le mouvement de rotation de la terre. L’ autre ouvrage 
est le traite de mathematiques que Renaldini fit paraitre k Padoue, 
en 1668 ( 1 2 3 ). 


1. Fermat. Varia opera mathematica, edit, pr^citee, p. 119. 

2. Ism. Bullialdi exercitationes geometricae tres. Astronomiae philolaicae funda- 
menta clarius explicata et asserta, adversus Sethi Wardi impugnationem. Parisiis, 
1657, in-4 0 . Voir : Exercitatio III, de Porismatibus. 

3. Renaldini. De resolutione et compositione mathematica libri duo. Patavii, 
1668, in-folio. 
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Un sifecle s’etait ecoule depuis les premieres investigations 
de Girard et de Fermat, lorsque Halley publia pour la premiere 
fois, en 1706, le texte grec de la notice de Pappus, conjointement 
avec une nouvelle version latine, peu differente cependant de 
celle de Commandin, en annexe de sa traduction latine, faite 
d’aprfcs une version arabe, du traite perdu d' Apollonius sur la 
Section de Rapport (*). Halley n'accompagne ce texte d’aucune 
consideration sur les porismes, stetant, comme il le declare, laisse 
rebuter par la grande concision des ^nonces de Pappus, et surtout 
par leS alterations qu’il suppose avoir ete introduces dans l’enonce 
de la proposition generate au moyen de laquelle la notice resume 
toute ; une serie de porismes du premier livre d'Euclide ; de 
sorte que l’on s’etonne que, malgre sa science profonde de la 
geometric des Grecs, Halley n'ait ainsi apporte aucune contri- 
bution k la question controversee des porismes ( 1 2 ). 

Le texte abandonne par Halley comme etant trop difficile, 
fut repris, des 1720, par Robert Simson, professeur de mathe- 
matiques k l’Acaddmie de Glasgow, a qui l’on doit un premier 
essai de retablissement de l’ouvrage d’Euclide. Ses travaux 
menerent a la divination de dix porismes dont six concement 
des figures rectilignes et quatre autres le cercle , mais qui ne 
repondent qu’a sept d’entre les vingt-neuf enonc6s concis sous 
lesquels la notice de Pappus nous resume tout l’ouvrage d'Euclide. 
Simson exposa les premiers result ats de ses recherches dans un 
ntemoire qui fut insure dans les publications de la Societe Royale 
de Loindres en 1723 ( 3 ) ; mais l’ensemble de ses travaux sur la 


1. Halley, Pappi Alexandrini praefatio ad Vllmum Collectionis Mathematicae 
(in Apallonii Pergaei de Sectione Rationis libri duo, ex arabico manuscripto latine 
verst. Oxoniae, 1706). 

2. Halley critique le texte de la notice de Pappus dans les propres terraes 
suivants : « Hactenus Porismatum descriptio nec mihi nec lectori profutura, 
neque aliter fieri potuit : tam ob defectum schematis cujus fit mentio ; unde 
rectae satis multae, de quibus hie agitur, absque notis alphabeticis, ullove alio 
distinctionis charactere inter se confunduntur : quam ob omissa quaedam et 
transposita, vel aliter vitiata, in propositionis generalis expositone ; unde quid 
sibi velit Pappus baud mihi datum est conjicere. Hisce adde dictionis modum 
nimis cpntractum, ac in re difficili, qualis haec est, minime usurpandum. » (Voir 
ouvrage mentionne dans la note pr^cedente, p. XXXVII.) 

3. pappi Alexandrini Propositiones duae generates, quibus plura ex Euclidis 
Porismqtis complexus est, restitutae a Viro Doctissimo Roberto Simson. Math. Prof. 
Glasg. {Philosophical Transactions of the Royal Society of London, for the year 1723). 
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matiere, constituant son Traite des Porismes (*•), ne fut publie, 
avec quelques antres travaux restes inedits, que huit ans apres 
sa mort, en 1776 ( 1 2 ). 

L'ouvrage de Simson ne tarda pas a provoquer des travaux 
nombreux et importants, dont les uns adoptent ses vues sur la 
forme des porismes, et dont les autres s’en ecartent de diverses 
manieres, mais sans retablir pour la plupart un plus grand nombre 
de porismes repondant a ceux des enonces de Pappus qui avaient 
ete delaisses par Simson a cause de leur obscurite. Ces travaux 
se succederent dans l’ordre suivant : En 1777, J. Lawson publia 
un ouvrage qui ne constitue qu'une traduction en anglais de 
l’ouvrage de Simson ecrit en latin ( 3 ). En 1792, Playfair lut a 
la Societe Royale d’Edimbourg un memoire, insere en 1794 dans 
les publications de cette society, qui fait suite k l’ouvrage de 
Simson, et dans lequel 1 ’ auteur emet des considerations nouvelles 
sur l’origine probable et la nature des porismes ( 4 ). En 1798 
parurent le memoire de Wallace relatif a quelques porismes 
geometriques ( 5 6 ) et celui de Lord Brougham dans lequel certains 
porismes sont consideres au point de vue de la geometrie supe- 
rieure ( 8 ). En 1809 parurent l’ouvrage de John Leslie, qui traite 
des porismes au point de vue de la geometrie analytique ( 7 ), et 
celui de Lhuillier qui traite du meme objet au point de vue de 
1 ' analyse geometrique et algebrique ( 8 ). En 1820 parut le memoire 
de Babbage sur 1 ’ application de 1 ' analyse dans 1 ’ invention des 
theoremes de lieux et des porismes ( 9 ). En 1832, Jakob Steiner 


1. Le titre complet de ce traite est : De Porismatibus tractatus ; quo doctrinam 
Porismatum satis explicatam, et in posterum ob oblivions tutam fore sperat Auctor. 

2. Roberti Simsonii opera quaedam reliqua post auctoris mortem in lucem edita 
cura Jacobi Clow. Glasguae, 1776, in-4 0 . Voir p. 347 et suiv. 

3. A treatise concerning porisms by Robert Simson, translated by J. Lawson . 
Canterbury, 1777, in-8°. 

4. Playfair, On the Origin and Investigation of Porisms. transactions of 
the Royal Society of Edinburgh, vol. Ill, part II, 1794, pp. 154-204). 

5. Wallace, Some geometric Porisms, etc. ( Transactions of the Royal Society 
of Edinburgh, 1798). 

6. Lord Brougham, General Theorems, chiefly Porisms, in the higher geometry. 
(Philosophical Transactions of the Royal Society of London for the year 1798.) 

7. John Leslie, Geometrical Analysis. Edinburgh, 1809, in-8°. 

8. Elements d' Analyse geornetrique et d’analyse algebrique par S. Lhuillier 
Paris, 1809, in-4 0 . 

9. Babbage, On the application of Analysis to the Discovery of Local theorem and 
Porisms (Transactions of the Royal Society of Edinburgh, vol. IX, 1820, p. 337). 
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publia son ouvrage sur le developpement systematique de la 
dependance r6ciproque des figures g6ometriques, avec citation 
des travaux des g6om£tres anciens et modernes sur les porismes ( 1 ), 
et enfijn, en 1837, A. Richter publia une traduction allemande 
libre et comment6e de 1 ’ ouvrage de Simson (*). 

Cetjte premiere serie de travaux fut completee par deux etudes 
importantes : d’abord celle que Michel Chasles consacra aux 
porismies euclidiens dans un chapitre de son Afiergu Historique, 
publie en 1837 ( 3 ), oh il donne deux propositions generates qui 
tendent a comprendre dans leurs corollaires les quinze ^nonces 
que Pappus nous renseigne comme appartenant au premier livre 
des Porismes d'Euclide, et ensuite, le m£moire dans lequel Stephen 
Davies donna, en 1845, les demonstrations de dix-huit porismes pris 
dans les ouvrages de Simson et des divers auteurs que nous venons 
de mefitionner ( 4 ). 

Dei progrfcs plus importants furent apportes dans la divina- 
tion des porismes par une seconde serie de travaux qui s’ouvre 
sur deux memoir es publics par Breton de Champ, Pun en 1849 ( 6 ), 
1’ autre en 1853 (•), donnant des aper^us succincts sur la question 
des porismes, et completes en 1855 par son travail plus important 
intitule : Recherches nouvelles sur les Porismes d’Euclide, dans 
lequel, aprfes avoir donn6 une traduction libre de la notice et 
des lemmes de Pappus, ainsi que du texte de Proclus sur les 

— 


x. Jakob Steiner. Systematische Entmcklung der Abhangigkeit geometrische 
Gestalten von einander, etc. Berlin, 1832, in-8°. 

2. A. Richter, Porismen nach Simson bearbeitct. Elbing, 1837, in-8°. 

3. Apergu historique sur Vorigine et le divdoppcment des methodes en Geometric, 
particulierement de cedes qui se rap-portent d la giomitrie modeme, suivi d’un mimoire 
de geomitrie sur deux principes generaux de la science, la Dualiti et l' Homo graphic, 
par Michel Chasles. Bruxelles, 1837, in-4 0 . U Qe seconde edition a ete donnee k 
Paris, eik 1875. 

Cet ouvrage forme le tome XI des Memoir es couronnes par V Academic Royale 
des ScieHces de Belgique. Une traduction allemande de cet ouvrage (moins la 
troisi&me partie) a paru sous le titre : Geschichte der Geometric, hauptsachlich 
mit Bezug auf die neueren Methoden von Chasles. Aus dem Franzdsischen iibertragen 
dutch D* L. A. Sohncke. Halle, 1839, in-8°. 

4. Th. Stephen Davies, On the algebraical analysis of Porisms. ( The Mathma- 
tician, viol. I. London, 1845, pp. 42-64). 

5. Memoire sur les Porismes d’Euclide. {Comptes rendus de l' Academic des 
Sciences , t. XXIX, 1849, PP- 479-462). 

6. Note sur un point important de la question des Porismes. ( Comptes rendus 
de V Academic des Sciences, t. XXXVI, 1853, pp. 1008-1012). 
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porismes d’Euclide, il . expose les opinions de divers g6omfctres 
et ses propres conjectures sur le meme sujet ( x ). 

Les interpretations donnees par Breton aux notices de Pappus 
et de Proclus provoquerent aussitot de nouveaux travaux, 
quelques-uns contradictoires, notamment de la part de Ch. Housel, 
en 1856 ( 1 2 ), de Cantor, en 1857 ( 3 ) et de Vincent, en 1859 ( 4 5 * * )- 
Enfin, la question des porismes d’Euclide fut reprise en vue d’un 
retablissement conjectural complet dans le magistral ouvrage 
que Michel Chasles publia, en i860, sous le titre : Les trots livres 
de Porismes d’Euclide ( 8 ). Si cet ouvrage marque incontestablement 
une date dans l’avancement de certaines theories geometriques, 
il ne constitue cependant pas une reconstitution r6elle du traits 
perdu d’Euclide ; il delimite sans doute la mati&re de ce traitd 
dans son ensemble, mais il s’en ecarte au point de vue de la forme 
et de l’ordonnance. Il comporte du reste deux cent vingt pro- 
positions, alors que Pappus n’en assigne que cent soixante et onze 
a l’ouvrage d’Euclide, et il s’inspire d’un concept du porisme, 
conforme au fond a celui de Simson, mais qui tend k concilier 
les deux definitions assez differentes de Pappus, dont la seeonde, 
d’apr&s laquelle le porisme serait un th6or£me sur les lieux 
incompletement formule, est consid6r6e par la critique modeme 
comme ayant ete interpose dans la notice de Pappus. Enfin, 
les propositions de Chasles d£passent certainement la pens£e 
mathematique de 1’ Antiquity, parce que, bashes sur les trente- 
huit lemmes que Pappus d4montre k titre de commentaire des 
porismes d’Euclide, elles utilisent ces lemmes au point de vue 
de certaines proprietes dont Chasles y a d6couvert les germes, 

1. Recherches nouvelles sur les Porismes d'Euclide pur M. P. Breton ie Champ. 

( Journal de Mathematiques pures et appliqudes publii par J. LiouviUe, t. Xa, 
annee 1855, pp. 209-304). 

2. Ch. Housel, Les Porismes d'Euclide. (Journal de Mathematiques pures 
et appliquees public par J. Liouville, t. I, serie II, 1856, pp. 193-209). 

(3) Moritz Cantor, liber die Porismen des Euklid (in SchOmilchs Zeitschrift 
fttr Mathematih und Physik, 1857, PP* x 7 sqq.). 

4. Considerations sur les Porismes en general et sur ceux d’Euclide en parti - 
culier. Examen et refutation de V interpretation donnee par M. Breton de Champ 
aux textes de Pappus et de Proclus relatifs aux Porismes par A.-J.-H. Vincent 
( Journal de Mathematiques pures et appliqtUes publii par J. LiouviUe, serie II. 
t. IV, annee 1859, pp. 9-46). 

5. Les trois livres de Porismes d’Euclide retablis pour la premiere fois d’apres 

la notice et les lemmes de Pappus, et conformem$nt au sentiment de R. Simson sur 

la forme des inonces de ces propositions par M. Chasles. Paris, 1860, in-8°. 
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ma|s qui n'ont cependant jamais et£ degagees d’une maniere 
explicite par les anciens geom&tres, notamment celle du rapport 
harmonique de quatre points, celle d’une relation d’in volution 
dans le quadrilat&re complet coupe par une droite et, enfin, celle 
du rapport anharmonique de quatre points se conservant en 
perspective qui resulte des demonstrations de l'ensemble de six 
d'entre les trente-huit lemmes de Pappus ; de sorte que, sans 
avoir le caractere d’un retablissement veritable de l’ceuvre 
d’Euclide, les propositions de Chasles font plutot ressortir les 
analogies profondes de l’ouvrage antique avec les theories qui 
fornjient les bases de la geometrie moderne, et c’est en ce sens 
seulement qu’elles etendent les limites qui semblaient devoir etre 
assignees a la geometric des Grecs. 

L’ouvrage de Chasles n’a d’ailleurs pas epuise la controverse 
soulevde depuis le XVII e sifecle par la question de la restitution 
des trois livres de porismes d’Euclide ; car un memoire de 
P.-D. Marianini, public en 1863, expose encore soixante-quinze 
porismes nouveaux, demontr6s par une methode que 1' auteur, 
a la suite de certaines considerations, estime avoir ete probable- 
men^ celle d'Euclide meme (*) ; puis, parurent, en 1863, une etude 
de Th. Leidenfrost sur les porismes d'Euclide ( 1 2 ), et, en 1866, un 
mempire de Th. Buchbinder traitant tout a la fois des Porismes 
et des Donnies d'Euclide ( 3 ). Enfin, les porismes d’Euclide font 
encore l'objet de considerations diverses dans les travaux plus 
recents de Cantor ( 4 ), de Heiberg ( 5 6 ), de Zeuthen (®) et de Tannery ( 7 ). 


1. P. D. Marianini, Settantacinque porismi tratti quasi tutti dalVopera del 
Chasles intitolata « Les trois livres des porismes d’Euclide, etc. » e demonstrata la 
maggiore parte con metodo che, dietro certe consider azioni, sembra probabile essere 
stato m sato da Euclide. Modena, 1863, in-4 0 ( Memorie della Societa Italiana delle 
Scienze, t. II, sene II). 

2. Th. Leidenfrost, Die Porismen des Euklid. (Programm der RealschtUe 
zu Weimar, 1863). 

3. Th. Buchbinder, Euklids Porismen und Data. (Programm der Kgl. Landes- 
schulei Pforta, 1866). 

4. M. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik. Leipzig, 1907- 
1908, vol. I, pp, 278-282. 

5. Heiberg J. L., LiterargeschichUiche Studien iiber Euklid. Leipzig, 1882, 
PP- 5%9- 

6. Zeuthen, Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum. Kopenhagen, 
1886, pp. 160-184. 

7. bulletin des Sciences mathematiques, 1882, t. VI, pp. 145-152, ou bien : 
Memoir es scientifiques de Paul Tannery, vol. XI, 1931, pp- 140-147. 
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La notice que Pappus consacre au cel&bre ouvrage d’ Apollonius 
intitule : Les Coniques presente un interet historique tout parti- 
culier. Elle nous revele qu’Aristee l'Ancien avait public cinq 
livres sur les Lieux solides « en correlation avec les coniques », 
c'est-a-dire en considerant sans doute la parabole, l’ellipse et 
l’hyperbole a une branche, la seule encore consideree j usque-la, 
en tant que constituant des lieux de points dont les distances, 
soit a des points fixes, soit a des droites fixes, sont en certaines 
relations, et que, plus tard, Euclide avait compose quatre livres 
sur les Coniques, bases sur 1 ’ ouvrage d'Aristee ; ce qui fait pre- 
sumer que les propositions d’Euclide ne s’etendaient pas au dela 
des proprietes strict ement necessaires ou utiles cl 1* analyse des 
Lieux solides d’Aristee. L’ouvrage d’Aristee ne nous est pas par- 
venu, et sa perte doit avoir 6te assez precoce en presence de celui 
d’Euclide qui l’avait pour ainsi dire absorbe. Ce sont toutefois 
les faibles renseignements de Pappus qui donnerent lieu a la 
divination de Vincent Viviani sur les Lieux solides d’Aristee, 
publi6e a Florence, en 1701 ( 1 ). II y a cependant lieu d’admettre, 
avec G. Loria ( 2 ), qu’il n’y a gufcre que les problfemes du second 
livre de l’essai de restauration de Viviani qui aient pu figurer 
dans l’ouvrage d’Aristee, notamment ceux qui rentrent dans le 
probl&me general de trouver le lieu d’un point tel que le carre 
de la perpendiculaire abaissee de ce point sur une droite fixe 
determinee soit une fonction du second degre des segments de 
cette droite determines par le pied de la perpendiculaire. 

Quant a l'ouvrage d’Euclide sur les Coniques, il ne nous est 
pas parvenu non plus, neglige lui aussi k 1’ apparition du genial 
trait e d’ Apollonius : Les Coniques, dans lequel les quatre livres 
d’Euclide sont completes et augmentes de quatre livres entice- 
ment originaux. Des huit livres dont se composait le traite 
d’ Apollonius, les sept premiers nous sont seuls parvenus et, encore, 
ne possedons-nous que les quatre premiers en grec, tandis que 
les trois autres nous ont ete transmis dans plusieurs documents 


1. De locis solidis secunda divinatio geometricae in quinque libros injuria tem~ 
forum amisso Aristaei senioris geometrae autore Vincentio Viviani, etc. Florentiae, 
1701, in-4 0 . 

2. Gino Loria, Le Scienze ezatte nell’antica Grecia. Libro 1 : Geometrici greet 
frecursori di Euclide. Modena, 1893, in-4 0 . 
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arabes, dont les uns r£sument plus ou moins ces trois livres, et 
dontjun seul, qui date du IX® siecle, constitue une version com- 
plete, Cette version arabe fut traduite en latin par Halley, et il 
publia les sept livres avec une reconstitution conjecturale du 
huitfeme livre, k Oxford, en 1710 ( x ). 

La notice de Pappus fait remonter a Aristee la consideration 
des trois coniques conune etant obtenues exclusivement par une 
section plane, perpendiculaire a une g6n6ratrice des cones droits 
rectangles, acutangles et obtusangles, et c’est cette conception 
particuliere qui regne encore dans les oeuvres d'Archimede oil 
la parabole est designee par la circonlocution de section de cone 
droit rectangle, l’hyperbole par celle de section de cone droit 
obtusangle, et 1’ ellipse par celle de section de cone droit 
acutangle (?). D' autre part, ce serait Apollonius qui, d’apres 
Pappus, aurait £te le premier k presenter les trois sections coniques 
comme etant obtenues par des sections planes differentes d'un 
meme cdne quelconque. Cette maniere generate d’obtenir les 
courbes du second degre avait 6te attribute k Apollonius antd- 
rieureinent k la notice de Pappus par le geom&tre Geminus de 
Rhodes, dont le temoignage nous est conserve par Eutocius 
d’Ascalon dans le passage suivant de son commentaire sur le 
premier livre des Coniques : « Mais plus tard, Apollonius de Perge 
consid£ra d’une maniere generate que toutes les sections s'ob- 
tienneiit dans tout cdne droit ou scalene, d’apres les different es 
manferes dont le plan recontre le cone ; chose que Geminus rap- 
porte au sixfeme livre de la Science mathdmatique » ( 1 2 3 ). Et Eutocius 
ajoute plus loin : « Apollonius, qui considdra le cone droit ou 
scalene, obtint les differentes sections au moyen d’une inclinaison 
differemte du plan » ( 4 ). Les tdmoignages concordants de Geminus, 
de Pappus et d’Eutocius ne permettent cependant pas d’affirmer 
qu’ Apollonius ait et£ le premier inventeur de la generation des 


1. Afollonii Conicorum libri octo et Sereni Antissensis de Sectione Cylindri 
et Coni libri duo. Edidit Edmundus Halleius. Oxoniae, 1710, in-folio. 

2. Archim£de, Des Conoides et Spheroides. Voir trad, de P. Ver Eecke, 
PP- 137 -^ 36 . 

3. Apollonius, Edition precitee de J. L. Heiberg, vol. II, Eutocii commentarii 
in conica, p. 171, 1. 25. 

4. Ibidem, p. 173, 1 . 15. 
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sections coniques dans le cone quelconque a base circulaire ; 
mais ils indiquent plutot qu’il fut le premier a mettre ce mode 
de generation a la base d’un traite methodique sur les courbes 
du second degre. On sait, en effet, qu’Euclide avait deja men- 
tionne dans ses Phenomenes ( x ) que, si un cone ou un cylindre 
est coupe par un plan non parallele a la base, la courbe engendree 
peut etre une section de cone acutangle, c’est-a-dire une ellipse; 
tandis que, de son c6te, Archimede dit dans les definitions de 
son traite : Des Conoides et Spher aides ( 1 2 ), que les sections planes 
rencontrant toutes les generatrices d’un cone sont des cercles 
ou des sections de cone acutangle. Bien que ces deux allusions 
a la section d’un c6ne quelconque par un plan n’envisagent encore 
que F ellipse, elles revelent toutefois des observations anterieures k 
celles d’ Apollonius, lesquelles peuvent des lors avoir ete deji 
etendues a la parabole et a l’hyperbole k une branche dans un 
ouvrage qui ne nous serait pas parvenu. 

On peut neanmoins admettre avec Pappus que c’est bien k 
Apollonius que l’on doit les denominations imagees de parabole, 
d’hyperbole et d’ ellipse, judicieusement deduites des proprietes 
caracteristiques mises plus tard en evidence par les equations 
cartesiennes de ces trois courbes ; et c’est en substituant ces deno- 
minations aux circonlocutions rappeiees plus haut qu’ Apollonius 
rend le discours de ses demonstrations plus concis et plus clair 
que chez ses predecesseurs. 

Quant au contenu du traite des Coniques, la notice se borne 
a reproduire presque textuellement 1’ expose qu’ Apollonius en 
fait lui-m&me dans la lettre d’ envoi de son ouvrage a son ami 
Eudeme de Rhodes, laquelle constitue le preambule du premier 
livre. Pappus emet cependant des considerations d’un grand 
interet sur le passage de ce preambule dans lequel Apollonius, 
apr£s avoir declare que son troisieme livre renferme ses theoremes 
les plus beaux et les plus nouveaux a utiliser pour la synthese 
des Lieux solides, ajoute : « C’est d’ailleurs en concevant ces 
theoremes que j’ai remarque que, chez Euclide, le lieu n’est 
guere construit par rapport a trois et a quatre lignes, si ce n’est 

1. Euclidis Phaenomena et Scripta Musica edidit Henricus Menge. Fragmenta 
collegit et disposuit J. L. Heiberg. Lipsiae, 1916. 

2. Archimede, Des Conoides et Spheroides. Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 142. 
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dans une mesure accidentelle et d'une fagon qui n'est pas heureuse; 
car il n’etait pas possible d’en epuiser la construction sans mes 
decouvertes complement air es » ( 1 ). Ce passage serait probablement 
restd irremediablement obscur si Pappus ne nous avait pas claire- 
ment explique, en d' autres termes, que le lieu k trois droites est 
celui des points d'un plan tels que le produit de leurs distances 
k deuix droites donn^es dans ce plan soit dans un rapport donne 


avec le carre de leur distance k une troisieme droite donnee 


du plan, et que le lieu k quatre droites est celui des points tels 
que le produit de leurs distances a deux droites donnees soit dans 
un rapport donne avec le produit de leurs distances a deux autres 
droites donnees ( 2 ). 

BiBn que Pappus reconnaisse que ces deux lieux sont 
constitu^s par des sections coniques ( 3 ), il ne nous dit pas quelles 
etaient les proprietes particuliferes de ces courbes qui, d’aprfes 
Apolldnius, faisaient encore defaut a Euclide pour pouvoir realiser 
la synthase complete du lieu k trois et a quatre droites ; et, parmi 
les conjectures Smises k ce sujet, la plus judicieuse parait etre 
celle die Zeuthen ( 4 ) qui suppose, que si les Anciens ne sont arrives 
qu’ct dies solutions generates incompl&tes, ou n'ont pu reussir que 
dans des cas particuliers des lieux en question, c'est qu'ils sont 
restes Strangers a la conception de l'hyperbole a deux branches 
ne formant qu’une seule courbe, dont 1' invention appartient a 
Apollonius, comme le prouvent les propositions trSs nombreuses 
de son ouvrage, lesquelles dSgagent les proprietes de la courbe 
complete rapportee a ses asymptotes, et que ce sont dhs lors ces 
propriStSs nouvellement decouvertes que le passage precite consi- 
derait comme indispensables pour achever la synthase des lieux 
k trois et a quatre droites. 


1. Apollonius, Les Coniques, trad, de P. Ver Eecke, p. 2, 11. 12-16. 

2. On trouvera une excellente exposition du probteme antique du lieu k trois 
et k quatre droites dans l’introduction de l’ouvrage : Apollonius of Perga. Treatise 
on conic sections edited in modern notations by T. L. Heath. Cambridge, 1896, in-8°, 
chap. Vi pp. CXXXVIII-CL. 

3. Le lieu k quatre droites des Anciens, constitud par une conique, fait retomber 
sur le th^oreme d&nontre geometriquement par Newton, enongant une propriety 
genBrale des coniques : Un quadrilatlre quelconque etant inscrit dans une conique, 
le produit des distances de chaque point de la courbe k deux cdtes opposes du 
quadrilatlre, est au produit des distances du meme point aux deux autres cdtes 
dans un i rapport donnd. 

4. ZButhen, Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum. Kopenhagen, 1886. 
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Poursuivant ses considerations sur les memes propositions de 
lieu. Pappus nous rapporte que les anciens geometres se sont 
appliques en vain a la solution des lieux a cinq, a six, a sept et 
a huit droites, lesquels ne sont plus constitues par des coniques, 
mais par des lignes qu’ils ne sont pas parvenus a construire, faisant 
du reste remarquer, qu’a partir du lieu a six droites, on arrive 
deja a des expressions qui appartiennent a une geometric pluri- 
dimentionnelle, dont 1’ application a l’espace physique depasse 
notre faculte representative. Enfin, il termine sur ce sujet en 
enongant le problfcme general du lieu a quantite quelconque paire 
ou impaire de droites, consist ant done a trouver le lieu geome- 
trique d’un point tel, qu’etant donnees plusieurs droites, les 
perpendiculaires abaissees de ce point sur ces droites, ou plus 
generalement les obliques abaissees sous un angle donne sur ces 
droites, satisfassent a la condition que le produit de certaines 
d'entre elles soit dans un rapport donne avec le produit de toutes 
les autres (*), et il aifirme simplement que ce lieu est egalement 
constitue par une ligne transcendante donnee de position. 

Ce probleme general, que Descartes a denomme proprement 
le probleme de Pappus, se range a partir du commencement du 
XVII 6 siecle parmi les propositions ceiebres de la geometric. 
Propose par Golius, d’abord a Mydorge qui ne put le resoudre, 
puis, en 1631, a Descartes ( 1 2 ), celui-ci soumit le probleme & sa 
nouvelle methode analytique qui lui fournit premierement la 
solution du lieu a quatre droites en la ramenant a l’equation 
complete du second degre dont la discussion lui fit reconnaitre 
les differentes coniques ; ensuite les solutions de deux cas parti- 
culiers du lieu a cinq droites, et finalement la solution du cas 
general du lieu a cinq droites pour lequel il determina la nature 
algebrique de la courbe et le degre de son equation ( 3 ). Apres lui, 
vers 1637, Fermat donna une solution remarquable du lieu & 


1. Plus simplement : trouver le lieu des points tels, qu'etant donnees 2 » 
droites, dont deux peuvent se confondre, le produit des distances de chacun 
d’eux i n de ces droites soit dans un rapport donne avec le produit des distances 
aux autres n droites. 

2. (Euvres de Descartes, publiees far Charles Adam et Paid Tannery sous les 
auspices du ministere de V Instruction Publique. Paris, 1891, t. I, p. 232. 

3. Ibidem, 1902, t. IV, p. 410. 
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trois droites a la mani&re des anciens g6ometres (*). Enfin, vers 
1640, Roberval parait avoir fait la synth&se complete des lieux 
a trois et a quatre droites, mais d'une manure fort laborieuse, 
comme il r6sulte d'une de ses lettres a Fermat oil il dit : « Je me 
suis applique aux lieux solides, ad tres et quatuor tineas, lesquels 
j'ai enticement restitu6s, quoique pour n’y rien oublier, il ne 
faille gufere moins de discours qu’aux six premiers livres des 
Elements » ( 1 2 ). Depuis lors, on a publie quelques etudes sur le lieu 
a tiiois et a quatre droites, parmi lesquelles la plus interessante 
est celle qui fut donnee par Giuseppe Scorza dans sa Divination 
de Hi Geometrie analytique des Anciens, publiee en 1815 ( 3 ). 

La notice se poursuit dans un passage qui merite de retenir 
l’attention, non seulement parce qu'il nous met en presence du 
simple enonce d'une proposition de nature impr&vue chez les 
Anciens, contenant en substance une des plus belles propositions 
de la geometrie element aire, mais aussi parce qu’il a donne lieu 
a uiie erreur historique d’attribution. Il ne s’agit, en effet, de 
rien moins que du cetebre theor&me dit de Guldin que l'on attribue, 
erronement selon nous, a Pappus. Pour permettre d’6tablir la 
relation de cause a effet, et se rendre compte de la part que ce 
passage caracteristique peut avoir eue dans l’invention du 
th6or£me modeme de Guldin, rappelons d'abord que ce theorfeme 
6nonce que « le volume engendrS par une surface plane quel- 
conque toumant autour d'un axe extCieur situe dans son plan 
a pour mesure le produit de son aire par la circonference que 
decrit son centre de gravit6 », et que ce theorfeme de cubature 
se base lui-meme sur le theorfeme de quadrature enon^ant que 
« l'aire engendr^e par une ligne polygonale ou courbe plane, tour- 
nant autour d’un axe exterieur quelconque situe dans son plan, 
a pour mesure le produit de sa longueur par la circonference que 
decrit son centre de gravite ». Reproduisons ensuite le passage 
en question qui dit en propres termes dont une certaine obscurite 


1. (Euvres de Fermat, publides par P. Tannery et Ch. Henry. Paris ,1891-1912, 
4 vol. in-4°. Vol. I, p. 105. 

2. tbidem, vol. II, p. 202. 

3. Voir sur les travaux de Giuseppe Scorza, ne k Gimigliano en 1781, mort 
i Naples en 1843, l'ouvrage de Gino Loria : Nicola Fergola e la Scuola di matematici 
che lo ebbe a dttce. Genova, 1892, in-4 0 . 
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affecte moins le fond que la forme : « Le rapport des r6volutionnes 
parfaits se compose du rapport des revolutionnants et de celui 
des droites semblablement abaissees, des points barycentriques 
situ6s dans ces revolutionnants, sur les axes ; et le rapport des 
revolutionnes imparfaits se compose du rapport des revolutionnants 
et de celui des arcs que decrivent les points barycentriques situes 
dans ces revolutionnants, alors que le rapport de ces arcs se 
compose manifestement du rapport des droites abaissees et de 
celui des angles que comprennent les extremites de celles-ci, en 
tant qu’il s’agisse des extremites aupres des axes des revolutionnes . » 
La comparaison de la proposition de la notice de Pappus avec 
la proposition de Guldin montre simplement qu’elles sont basees 
toutes deux sur le principe nouveau de la mesure des figures a 
l'intervention de leur centre de gravite, sans que l’on puisse 
deduire plus ou moins directement la seconde proposition de la 
premiere ; elle exclut l’emprunt pur et simple de Guldin a Pappus, 
et indique tout au plus une conception dirigee ou une intuition 
feconde puisee par le premier chez le second en ce qui concerne 
une proposition dont la gloire d’une demonstration restait encore 
a cueillir. 

D'ailleurs, une liaison d’inspiration ou d’ordre intuitif entre 
le theoreme de Guldin et la proposition antique rencontre une 
grave objection. En effet, n6 en 1577, il est fort probable que 
Guldin ait connu l'ouvrage de Pappus dans la version latine de 
Commandin publiee a Pise, en 1588. Or, soit que Commandin 
efit dejfi consider^ le passage de la notice de Pappus comme une 
interpolation & rejeter, soit qu’il eut etabli sa version d’apres 
l’un des manuscrits qui ne contiennent pas ce passage, il manque 
en tout cas dans cette premiere Edition de 1588. D’autre part, 
Guldin, qui mourut en 1643, n’a pu connaitre la seconde edition 
posthume de la version de Commandin, soignee et augmentee 
du passage en question par Manolessius, a Bologne, en 1660. Des 
lors, pour admettre malgre cela que Guldin se soit inspire de 
Pappus, il faudrait supposer, en 1 ’absence de tout temoignage, 
que, profitant de son sejoux professoral au college de la Compagnie 
de Jesus, k Rome, Guldin ait consulte au Vatican l’un des manus- 
crits de Pappus contenant precisement le passage encore inedit. 

Au reste, si meme la filiation du theor&me de Guldin etait 
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admise, ce serait encore une erreur que de la faire remonter k 
Pappus ; car le passage de sa notice presente tous les caracteres 
d’une interpolation. D6ja fortement suspect par l'emploi d'une 
langue moins pure et d’ expressions que Ton ne rencontre pas chez 
Pappus, le passage traite d'un sujet n'ayant aucun rapport avec 
les considerations que la notice emet en cet endroit sur les Coniques 
d’ Apollonius, et il interrompt meme la suite de ces considerations 
d'une mani&re intempestive. Contrairement a l'opinion re?ue 
pendant longtemps, l’enonce du beau theor&me couramment 
attribue a Pappus ne lui appartient done pas ( L ), et il doit d&s 
lors etre restitue legitimement a un geometre assurement eminent, 
qui e$t malheureusement reste inconnu. Et comme le passage 
interpole ajoute que le thdor&me ainsi enonce a ete dument 
demontre, sans indiquer ni oil ni quand, et qu’un grand nombre 
de propositions du meme genre sur les surfaces et les solides ont 
6t6 demontrees en meme temps, ce qui laisse supposer toute une 
serie de propositions dans lesquelles des quadratures et des cuba- 
tures sont etablies a l’intervention du centre de gravite, le passage 
aura sans doute ete emprunte a ce gdometre inconnu, dont l’ou- 
vrage, ecrit apr&s Pappus, en pleine periode de decadence, sera reste 
sans echo, et n’aura laisse d’autres traces que le simple enonce 
d’une proposition remarquable. 

Qu^nt a la proposition meme k laquelle le Pere Guldin (*) 


1. Il y a d’autres exemples de propositions faussement attributes k Pappus. 
Un ouvrage remarquable d'analyse geometrique a paru rtcemment sous le titre : 
Le Probleme de Pappus et ses cent premieres solutions par A. Maroger. (Paris, 1925, 
in-8°). Il est consacre aux multiples solutions du probltme general : « Par un 
point pris sur la bissectrice d'un angle droit, mener un segment de longueur connue 
et dont les extremites soient sur les cdtts de l'angle ». Or, la Collection mathematique 
ne presente aucune trace de ce probltme. Catalan avait d'ailleurs dej 4 fait la 
meme erreur d’attribution, d'abord k propos de la discussion de ce meme probltme 
dans sou Application d’Algebre & la Geometric (Paris, 1848) ; puis, k propos d’une 
solution du probltme par la rtgle et le compas dans son ouvrage : Theoremes 
et ProbUmes de Geometric elementaire (Paris, 1879, sixitme edit., p. 188). 

2. Paiul Guldin, mathematicien, ne k Saint-Gall en 1577, mort k Gratz en 1643. 
Aprts avoir ete compagnon-orftvre dans sa jeunesse, il abjura le protestantisme 
et entra dans la Compagnie de Jesus, dans les colleges de laquelle il enseigna 
les mathematiques successivement & Rome, ei Vienne et k Gratz. Il a ecrit plusieurs 
dissertations scientifiques et un grand ouvrage en quatre volumes sur le centre 
de gravite, publie entre les annees 1635 et 1647. C’est dans cet ouvrage qu'il 
fait une vive critique de la Doliomitrie de Kepler et de la Giometrie des Indivisibles 
de Cavalieri. 
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a attache son nom, il ne l'a pas r6ellement demontree, et c'est 
dans le second volume de son traite De Centro Gravitatis, publie 
a Vienne, en 1640, qu'il l’enonce et conclut k la v6rit6 de son cas 
general k la suite d’une simple verification de quelques cas parti- 
culiers ( x ). C'est, au contraire, Bonaventure Cavalieri qui en 
donna la premiere demonstration complete et rigoureuse, quelques 
ann 4 es plus tard, dans ses Exercitationes geometricae sex, ouvrage 
public a Bologne, en 1647 ( 1 2 )> dans le but de completer sa ceiebre 
Geometric des Indivisibles, editee en 1635 ( 3 ), et de la defendre 
contre la vive critique dont elle avait ete l'objet precisement de 
la part de Guldin ( 4 ). 

La notice se termine en nous disant que l'ensemble des huit 
livres de Coniques d’ Apollonius s'etend sur 487 theorfemes et 
70 lemmes ; ce qui, en tenant compte des 382 propositions que 
renferment les sept livres qui nous sont parvenus, indique que 
le huitieme livre perdu contenait 105 propositions. La perte de 
ces demiferes propositions est d'autant plus regrettable qu'elles 
doivent avoir ete parmi les plus belles de l'ouvrage ; car on peut 
en juger jusqu'a un certain point d'aprfes l'importance et la 
nouveaute des propositions du septifeme livre, dont le huitieme 
livre semble avoir ete la suite methodique, puisque Pappus destine 
indifferemment les memes lemmes a redaircissement de ces deux 
derniers livres. C'est d’ailleurs dans cette hypothese de la conti- 
nuite quant au genre des propositions, et en s’inspirant de la commu- 
naute de ces lemmes que Halley a etabli une savante restauration 
conjecturale du huitieme livre, laquelle ne contient toutefois que 
trente-trois propositions se rapportant toutes aux memes elements 
des coniques considers dans les propositions du livre precedent, 
notamment les axes, les diametres conjugues et les parametres. 
Cette restauration du huitieme livre fut publiee dans l'edition 


1. Pauli Guldini Sancto- G aliens is e Societate Jesu De Centro Gravitatis trium 
specierum quantitatis continuae. Viennae Austriae, 1635-1640-1647, 4 vol. in-8°. 
Voir vol. II, 1640. 

2. Exercitationes geometricae sex, auctore Bonavent. Cavaliero. Bononiae, 1647, 
in-4 0 , fig- Voir : Exercitatio III, chap. XIV. 

3. Geometria Indivisibilibus continuorum nova quadam rations fromota. Auctore 
P. Bonaventura Cavalieri Mediolanensi... Bononiae, 1635. Reeditei Bologne eni653. 

4. On trouvera une demonstration modeme du theor&me de Guldin dams 
l'ouvrage : Traite de Geometrie far E. Rouche et Ch. De Comberousse. Paris, dnqui&me 
edit., 1883, 2 vol. in-8°. Vol. IT, pp. 228-233. 
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monumentale des sept premiers livres des Coniques d’ Apollonius 
que Halley fit paraitre a Oxford, en 1710 ( 1 ). 

Quant aux soixante-dix lemmes renseignes par la notice, les 
termes un peu ambigus dans lesquels Pappus les rattache aux 
huit livres des Coniques ne doivent pas s'interpreter dans un 
sens 1 impliquant que ces lemmes auraient fait partie int^grante 
du tjraitS d' Apollonius, et que, par suite, ce dernier en serait 
1’ auteur ; car la conservation meme du traite permet de verifier 
le cQntraire. D’autre part, a l’encontre d’une opinion repandue, 
ces lemmes ne semblent pas appartenir a Pappus ; car un passage 
du preambule du septieme livre les designe simplement, et sans 
attribution personnelle, comme 6tant « les lemmes cherches » ( 2 ) ; 
voulant sans doute indiquer qu’ils ont 6te recueillis dans des 
ecrits Spars, annexes parfois a certaines copies des Coniques, et 
publics successivement pax des gSometres qui, voues a l’enseigne- 
ment, les avaient cherches ou mis en Evidence dans le but de 
faciliter l’etude des propositions les plus compliquees dans les- 
quelles Apollonius fait intervenir des relations geometriques resul- 
tant de theorSmes supposes connus, ou dont il abandonne la 
demonstration II la sagacite du lecteur. La necessite de ces lemmes 
et l’utilite qu'il y avait pour Pappus de les recueillir se comprend 
quand on refiechit que les quelques socles qui nous eloignent de 
Leibniz, de Newton et de Descartes rendent dSja la lecture de 
leurs 1 oeuvres difficile autrement que dans des editions chargees 
de notes et de commentaires, et qu'il devait en etre de meme 
a l’epoque de Pappus, oil une periode beaucoup plus longue separait 
alors d’Euclide, d'Archimede et d' Apollonius. 

Ces lemmes se repartissent inegalement sur les huit livres des 
Coniques. Onze lemmes se rapportent au premier livre, treize 
au second et quatorze au troisieme. Aucun lemme ne vise le 
quatriSme livre ; dix lemmes concernent les propositions du 
cinqiiieme ; huit autres visent les propositions du sixieme, et 


1. Voir la seconde partie de l'edition precitee de Halley ayant comme sous- 
titre: A'pollonii Per gad Conicorum libri ires posterior es (Sc. F*"®, VI tm et VII mas ) 
ex ardbico sermone in latinum conversi, cum Pappi Alexandrini lemmatis. Sub - 
jicitur liber conicorum octavus restitutus. Opera et Studio Edmundi Hatteii. Oxoniae,. 
1710, in-folio, pp. 137-171. 

2. TOC A^fJLJXfltTSC TOC ^7JT0U{XEVa (Cfr. HuLTSCH, loC. dt., VOl. II, p. 636, 1 . 28). 
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enfin, les quatorze derniers lemmes commentent tout k la fois 
les propositions des septifeme et huiti&me livres. La plupart de 
ces lemmes sont elementaires ; ils se rapportent k des relations 
de grandeurs lineaires ou rectangulaires planes et k des trans- 
formations d' expressions utilisees sans demonstration par 
Apollonius, mais que Pappus demontre k la mani&re d’Euclide 
au moyen de l’appareil gdometrique ; de sorte qu’ils ne consti- 
tuent plus que de beaux exemples de ce qu’on appelle l'alg&bre 
geometrique des Anciens. Quelques lemmes comblent des lacunes 
qu'on rencontre parfois dans les demonstrations d’ Apollonius, 
notamment celui (prop. 189) qui demontre le parallelisme d'une 
certaine droite avec la droit e de jonction des points de contact 
de deux tangentes k l'hyperbole, et qu’ Apollonius neglige de 
dSmontrer dans la septi&me proposition de son troisi&me livre ( 1 ). 
Un autre lemme rSsout le probl&me (prop. 203) de construire 
l’hyperbole passant par un point donn6 dans Tangle quelconque 
compris sous deux droites donnees de position et ayant ces droites 
comme asymptotes ; probl&me dont Pappus avait d6j& donne 
une analyse et une synthase different es dans la proposition 33 
de son quatri&me livre. Un autre lemme encore (prop. 208) demontre 
que les diverses hyperboles ayant les memes asymptotes ne se 
recontrent pas ; mais la demonstration est alt£r£e et meme faussee 
au point qu’il y a lieu de Tattribuer k un scoliaste interpolates. 
Quelques lemmes (prop. 213 k 220), destines au sixi&me livre 
des Coniques, concement certaines proprietes des triangles sem- 
blables etablis dans des conditions qui se presentent dans des 
propositions d’ Apollonius. Enfin, les derniers lemmes (prop. 221 
k 234), qui mettent quelque peu sur les traces de ce que contenait 
le huitieme livre perdu d’ Apollonius, se rapportent principalement 
aux proportions, et ce sont les trois plus importants d’entre eux 
que Marc Meiboom incorpora en grec avec une version latine 
dans son ouvrage : Dialogues sur les Proportions, publie en 1655, 
a Copenhague ( 2 ). 


1. Apollonius, Les Coniques, liv. Ill, prop. 7. Voir trad, de P. Ver Eecke, 
P- 195 - 

2. M. Meibomii de Proportionibus. Hafniae, 1655, petit in-folio, pp. 154-156. 
Marc Meiboom est surtout connu par son excellente Edition des oeuvres des sept 
ecrivains grecs sur la musique : Antiquae musicae author es seftem : Aristoxenus , 
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Le dernier ouvrage que Pappus fait rentrer dans la Collection 
dnalytique des Anciens est celui qu'Euclide avait ecrit sur les 
Lieux d la Surface ( 2 ), compose de deux livres que le temps ne 
nous a pas transmis. II ne nous donne aucun renseignement sur 
la matilre qui etait traitee dans cet ouvrage, et se borne a demontrer 
quatre lemmes a titre de commentaire sur certaines propositions 
dont U ne reproduit pas les enonces ; de sorte qu'on en est rlduit 
aux conjectures sur le genre des propositions de lieux demontrees 
par Euclide. Cependant, d'aprls Chasles ( 2 ) et Zeuthen ( 3 ), ces 
propositions devaient concemer des surfaces de revolution du 
second degrl et, d’aprls Heiberg ( 4 ), elles auraient plutot dlgagl 
des propriltes de certaines courbes engendrles k la surface du 
cone et du cylindre. II est en tout cas probable qu’ elles abor- 
daient un sujet qui n’ avait pas encore etl traite avant Euclide, 
tel que la generalisation de la thlorie d6j& fort developple des 
Lieux Plans ; et Ton peut admettre, de prlflrence avec Heath (*), 
que l'ouvrage concemait les lieux glomltriques constitues par 
des surfaces de cdnes, de spheres, de cylindres, ou mime par 
des surfaces de degrl suplrieur. Quoi qu’ilen soit de ces conjectures, 
les quatre lemmes (prop. 235 k 238) que Pappus consacre k cet 
ouvrage d’ Euclide presentent le grand intlret de mettre expli- 
citement en Evidence, dans le seul document ancien que nous 
possldions, la propriltl de la directrice dans les sections coniques. 
Ils Itablissent, en effet, que les distances de chaque point d'une 
section conique a un foyer et cl la directrice correspondante sont 
entre piles dans un rapport constant, et le dernier de ces lemmes 
(prop. 238) demontre notamment que le lieu d’un point dont la 
distance k un point donne est dans un rapport donne avec sa 
distance a une droite donnle de position est une section conique 
qui seta une parabole si le rapport donne est Igal k 1’ unite, une 


Euclides, etc. graece et latine M. Meibomius restituit et notis explicavit. Amstelodami, 
1652, 2 |vol. petit in-8°. 

1. -rfiz os. 7rp6< fatcpavtuc. 

2. Michel Chasles, Apergu historique, deuxi&me edit, de Paris, p. 44. 

3. Zeuthen, Die Lehre von den Kegdschnitte im Alter turn, pp. 422-430. 

4. J. L. Heiberg, Literargeschichttiche Studien iiber Euklid. Leipzig, 1882, 
PP- 79 ~? 3 - tt 

5. Tj. L. Heath, Apollonius of Perga. Treatise on conic sections, edited in 
modem notation. Cambridge, 1896, in-8°, p. XXXVIII. 
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ellipse si ce rapport est plus petit que l'unite et une hyperbole 
s’il est plus grand que l'unite. Les demonstrations de ces lemmes, 
donnees par Pappus a titre preiiminaire ou subsidiaire de certaines 
propositions du traite des Lieux d la Surface, montrent done 
que la propriete de la directrice dans les coniques etait acquise 
a la science geometrique assez longtemps avant Euclide, et que 
sa demonstration remontait probablement a l'ouvrage d'Aristee 
sur les Lieux Solides. Pappus a pu trouver utile de rappeler, et 
peut-etre de rajeunir quant k la manure, une demonstration 
ancienne dont la tradition commen9ait sans doute k se perdre, 
d’autant plus qu’on ne trouvait pas trace de la propriete de la 
directrice dans les coniques, ni meme du foyer de la parabole, 
dans l’ouvrage plus recent d' Apollonius sur les Coniques. Le 
silence de ce traite d' Apollonius au sujet de ces deux elements 
importants des courbes du second degre n'est cependant pas fait 
pour surprendre, ni surtout pour etre interprete dans le sens d'une 
ignorance de la part de ce grand geometre ; car il semble, au 
contraire, avoir ecarte systematiquement de son ouvrage une 
theorie qui, en tant que considerant les coniques comme des 
lieux geometriques, avait deja ete abordee par Aristee et Euclide, 
et merit ait done d’etre traitee a part dans une oeuvre qu’il n’ avait 
peut-etre pas renonce a ecrire un jour. 


Le livre VIII est entierement consacre a la mecanique. Pappus 
le dedie a son fils Hermodore dans un long et interessant pream- 
bule oh il definit d’abord la mecanique comme etant la science 
qui considere le repos des corps materiels, leur sollicitation natu- 
relle par la pesanteur et leur translation forcee d'un lieu dans 
un autre « au moyen de theoremes domines par la matiere meme 
de ces corps », et sans faire encore de distinction redle entre la 
Statique dans laquelle les Anciens n’ont pas degage le principe 
fondamental de la composition des forces, et la Dynamique qui 
fut longtemps retardee chez eux par les conceptions erronees 
d’Aristote sur le mouvement des corps. Il divise ensuite la 
mecanique, d'aprfcs les mecaniciens de l’ecole de Heron, en 
mecanique rationnelle comprenant la geometric, rarithmetique, 
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Fastronomie et la physique, et en mecanique appliqute repre- 
sents par divers arts, tels que celui du travail des mttaux, de 
la construction des Edifices, de la construction en bois, de la 
peinture, et englobant tous les moyens pratiques que comporte 
l'exercice de ces arts. Son huitieme livre ne devant s’occuper 
principalement que de la mecanique appliquee. Pappus range les 
mecaniciens qui s'y adonnent dans deux categories. La premiere 
comprend ceux qu’il designe sous le nom d'artificiers (*), et qui 
inventent et construisent des instruments propres k faciliter et 
a renforcer le travail manuel, tels que les fabricants d’appareils 
de leyage, de machines de guerre et d’appareils destines k l’epai- 
sement des eaux ; tous mecanismes qui excluent Fintervention 
des forces naturelles du vent, de l'eau et du feu a une epoque 
oh Fdrganisation sociale du travail, basee sur Fesclavage et la 
puissance des animaux domestiques, n'envisageait pas encore 
l'utilisation systtmatique de ces forces tlementaires. Les mecani- 
ciens de la seconde categorie sont ceux que Pappus appelle les 
illusionnistes (*), et qui fabriquent des machines ttonnantes ou 
admirables ( 8 ), destinies plutot a satisfaire la curiosity sans 
repondre k un reel besoin. Certaines de ces machines ne consti- 
tuaient que de simples jouets plus ou moins extraordinaires, et 
Pappus mentionne trois ouvrages publics a leur sujet par leurs 
inventeurs. Le premier est celui de Heron d’Alexandrie intitule 
Les Automates ( 1 2 3 4 ), qui nous a tte conserve ( 5 6 ), et dans lequel on 
trouve la description de diverses machines imitant les mouvements 
des etres animes. Le second ouvrage, egalement du k Heron, 
etait intitule : Les Equilibres ( 8 ) ; il est enti&rement perdu, et 
l’on si|ippose qu’il se rapportait k de petites machines constitutes 
par des objets places dans certaines conditions d’equilibre et de 
mouvement autour d’un point d’appui ou de suspension. Le 
troisitme ouvrage mentionne par Pappus est le celebre traite 


1. Mayyavaptoi. 

2 . 0ilXU(lflt9lOUpYO{. 

3. 0aii{xaTa. 

4. Alkop-ata. 

5. Les Editions du texte et les diverses traductions de cet ouvrage de Heron 
sont indiquees en notes de notre traduction du preambule du livre VIII. 

6. Ziiyia. 
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Des Corps flottants (*), dans lequel Archimfede expose le premier 
principe hydrostatique qui porte son nom, et l’on s’6tonne au 
premier abord de le voir range ici indument parmi les ouvrages 
de m6canique appliquee. Mais l'erreur de Pappus provient peut- 
§tre de ce qu’il n’a connu de ce traits que le titre, d’autant plus 
qu’& son epoque, comme l’a fait remarquer Ch. Tissot ( 1 2 3 ), certains 
livres d'Archim&de n’etaient plus connus que de reputation a 
Alexandrie. Si, au contraire, il a connu le traite dans toute sa 
teneur, il n’aura certainement voulu viser qu’une application 
vulgaire des belles propositions de son second livre dans lesquelles 
Archimede developpe la thSorie du metacentre, en demontrant 
les conditions d'equilibre de certains segments de parabololdes de 
revolution, moins denses que le fluide dans lequel on les aban- 
donne, et qui, d’aprfes la position de leur centre de gravite et la 
position initiale qu’on leur donne, modifient cette position d'une 
maniere qui semble paradoxale, et presentent ainsi 1’ aspect d’un 
jouet analogue au ludion de la physique amusante. 

Pappus mentionne encore trois autres ouvrages qui se rap- 
portent a des machines etonnantes d’un genre plus releve que 
les prScedentes. Le premier est celui de Heron intitule : Les 
Pneumatiques (®), qui nous a 6te conserve, et qui decrit des machines 
dans lesquelles l’action manuelle s’exerce par T intermediate de 
l’air comprime au moyen de souifiets ou d'un jeu de soupapes 
logics dans des corps de pompe. Le second ouvrage, 6galement 
du k H6ron, mais qui ne nous est pas parvenu, 6tait intitule : Des 
Vaisseaux renfermant de I’eau ( 4 ), et Ton suppose qu’il donnait 
la description et exposait le fonctionnement de machines se 
composant essentiellement de vaisseaux dans lesquels ou d’ou 
s’Scoulait de l’eau, telles que la fontaine dite de H6ron, les 


1. Ttgpl d^o u[i.tvo>v. Voir: Archimede, Les Corps flotlants, trad, de P.Ver Eecke, 
pp. 405-463. 

2. Ch. Tissot, Recherches historiques sur le principe d’ Archimede ( Revue 
Archeologique, nouvelle s£rie, t. XIX, 1869, p. 47). 

3. nveuixarwa. Voir en notes de notre traduction du preambule du livre VIII 
les editions du texte et les traductions qui ont et6 donnees des Pneumatiques 
de Heron. 

4. kb pi jopsloiv, expression que nous traduisons par : Des vaisseaux contenant 
de Veau, et non pas par : Des horloges hydrauliques, comme on l'a propose, d’une 
manidre que nous estimons trop restrictive. 
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horloges hydrauliques, ou clepsydres, avec figurines mobiles 
indiqifiant les heures, et les orgues hydrauliques oil le vent est 
foumi par la pression de l’eau (*). Enfin, le troisifeme ouvrage, 
que pappus ne mentionne que d'apr&s un passage du traits 
d’ Astro logie de Carpos d’Antioche, et qu'il ne semble done pas 
avoir j consults lui-meme, est le seul qu’Archimede aurait, dit-on, 
consenti a Scrire sur la mScanique appliquee sous le titre : La 
Sphiropie ( 1 2 ). C'est dans cet ouvrage entierement perdu 
qu’Archimede avait decrit un appareil pour representer les 
mouvements du soleil, de la lune et des planetes au moyen d’une 
sSrie de spheres concentriques et d’axes diversement inclines ; 
le toiit St ant actionne par de l’eau imprimant des mouvements 
de rotation uniformes de sens contraires et de vitesses diffSrentes, 
d’apr&s le principe du tourniquet hydraulique dSji inaugurS par 
CtSsibius. 

Emettant comme principe que les arts mScaniques tirent leur 
plus grand avantage de la gSomStrie, Pappus subordonne la 
mScanique appliquSe a une mecanique thSorique soumise exclu- 
sivement k l’appareil et au raisonnement gSometriques ( 3 ), telle 
qu’elle a StS con$ue par ses devanciers, et il annonce que son 
huiti&me livre se bomera II dSmontrer d’une maniere plus claire 
et plus concise quelques propositions de ces memes devanciers, 
en y aj out ant toutefois trois propositions qui lui appartiennent. 
La premiere de ces trois propositions Stablit une thSorie du plan 
inclinS ; la seconde presente une solution empirique du probleme 
des deux moyennes proportionnelles entre deux droites donnSes, 
laquelle ne differe que fort peu des diverses solutions du meme 
probleme d6ja exposdes dans les livres precedents, et la troisieme 
proposition conceme la determination du diamfetre d'un pignon 
ayant jun nombre donn6 de dents et qui engrfene une roue dentee 
dont le nombre de dents est donn£ aussi. Les restrictions que 


1. Voir au sujet de l'orgue hydraulique les tnemoires de Paul Tannery : 
i° AthSnie sur CUsibios et I’Hydraults (Revue des Etudes grecques, 1896, pp. 23-27, 
ou bienj : Memoir es scientifiques de P. Tannery, t. IX, pp. 193-198) ; 2° L‘ invention 
de I’Hy raulis (Revue des Etudes grecques , t. XXI, 1908, pp. 326-340, ou bien : 
Memoires scientifiques, t. Ill, pp. 282-298). 

2. £<paipoTCCua, la fabrication de la sphere (cdleste), ou la Spherofiee. 

3. Xoyip YCb>(xrrptx$. 
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Pappus s’ impose ainsi conceraant la mature qu'il traitera dans 
son huitieme livre ne l’empechent cependant pas d’ a j outer a ses 
propositions de statique quelques belles propositions de g£om6trie 
avant que de passer a la seconde partie de son livre, spdciale- 
ment consacrde a ce qu’il appelle les cinq puissances mecaniques 
reconnues par les Anciens : le levier, le coin, la moufle, le treuil 
et la vis, ainsi qu’a certaines combinaisons et applications de ces 
puissances, tiroes pour la plupart des ouvrages de H6ron d’Alexan- 
drie. 

Sans vouloir s’attarder, dit-il, & definir « en quoi consiste le 
lourd et le leger », ni a exposer < la cause de la solicitation des 
corps », parce que ces sujets ont d6jk 6te trails dans les 
Mecaniques de Ptotentee, Pappus insiste toutefois sur rimportance 
de la doctrine barycentrique qu’il met k la base des diverses 
branches de la ntecanique, et il nous donne la definition suivante : 
« Le centre de gravity de chaque corps est un certain point situe 
a l’interieur de celui-ci, tel que, si on imagine le grave suspendu 
a ce point, il reste en repos tout en 6tant sollicite, et conserve 
sa position initiate ». Cette definition est la seule qui nous ait ete 
transmise par 1’Antiquite sur le centre de gravite des corps ; 
car Archimede s’abstient d’en donner une parmi les sept defini- 
tions qui precedent les propositions des deux livres de son traite : 
De I’Equilibre des Plans Q), parce qu’il a sans doute juge plus 
convenable, en faisant voir a priori qu’il y a toujours pour chaque 
corps un centre de gravite, de montrer que ce centre existe au 
lieu d’en donner une definition. 

Pappus appuie d’ailleurs sa definition sur un assez long raison- 
nement, constituant la premiere proposition du huitieme livre, 
laquelle peut se resumer de la mantere suivante : Il imagine qu’un 
corps grave, suspendu a un axe horizontal, a pris sa position 
dtequilibre, et il mfene le plan vertical passant par cet axe, lequel, 
dit-il, « coupera le grave en deux parties equilibrees qui seront 
comme suspendues autour du plan en se faisant equilibre ». La 
trace de ce plan etant conservee comme temoin a l’interieur du 
grave, celui-ci est suspendu de nouveau dans une autre de ses 

i. Archimede, De l’£quilibre des Plans ou du Centre de gravite des Plans . 
Voir trad, de P. Ver Eecke, pp. 303-350. 
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regions k ce meme axe, et le plan vertical, men! de nouveau par 
l’axe let coupant aussi le grave en deux parties Iquilibrees, doit 
certai|nement couper le plan pr6c6dent ; car, si ces plans Itaient 
par alleles «les memes parties seraient Iquilibrles et non Iquilibrles 
entre j elles ; ce qui est absurde ». Imaginant ensuite que le grave, 
suspendu en un point, a pris sa position d'lquilibre, et la trace 
de lajverticale de ce point Itant conservle k l'interieur du grave 
comme tlmoin, le grave est suspendu de nouveau au meme point, 
mais I une autre de ses regions, et la verticale du point menle 
maintjenant coupera certainement la trace de la verticale pr6c6- 
dente i; car, si ces deux verticales Itaient par alleles, les deux plans 
par alleles passant par ces droites feraient retomber sur le cas 
absurde pr6c6dent. En consequence, toutes les verticales trades 
comme temoins k l’interieur du grave se coupent en un point 
qui est le centre de gravity. 

Le raisonnement de Pappus pr£sente tout d’abord une certaine 
contradiction ; car, apr&s avoir declare au debut de la proposition 
que les verticales sont toutes dirigees vers le centre de PUnivers, 
« pouf lequel, dit-il, toutes les choses qui ont du poids paraissent 
avoir de la propension » (*), la demonstration, qui est apagogique, 
traite aussitot ces mimes verticales co mme des paralllles. La 
mime anomalie, peu importante en realite, se presente d’ailleurs 
aussi dans le traite Des Corps flottants d'Archimlde (*), oil les 
propositions du premier livre, qui degagent son dllbre principe 
hydrostatique, considfcrent les verticales dirigees vers le centre 
de la j Terre, tandis que les propositions du second livre, qui 
etablissent la theorie du metacentre, considlrent ces memes 
verticales comme des par alleles. 

Le j meme raisonnement donne encore lieu k une remarque 
qui ayait dej A ete faite par Guido Ubaldo ( 1 2 3 ), a la fin du 
XVI® siecle, des P apparition de l’ouvrage de Pappus dans la 
version latine de Commandin, a savoir que, malgrl son silence 
sur ce | qu'il faut entendre par « parties du grave equilibrees de 


1. e<p’ 5 xal Ta ^dtpo? sfyovra tkcvtoc T7jv e^ttv Soxet (Cfr. HuLTSCH, loc. tit., 
vol. Ill, i p. 1030, 1 . 19). ” 

2. Voir page cm, note 1. 

3. Guidi Ubaldi e Marchionibus Montis in duos Archimedis aequiponderantium 
libros paraphrasis, scholiis iUustrata. Pisauri, 1588, p. 9. 
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part et d' autre du plan passant par le centre de gravite », il semble 
bien que Pappus ne considere pas ces parties comme ayant s6pare- 
ment le meme poids mesure & la balance ; mais qu’il admet impli- 
cit ement que Tune des parties ne doit pas l’emporter sur 1 ’ autre 
dans la situation particuliere occupee par rapport au plan ; ce 
qui revient a supposer que Pappus invoque tacitement la loi du 
levier, et considere done que les deux parties equilibrees possedent 
ce que nous appelons « meme moment » par rapport au plan pas- 
sant par le centre de gravite. 

Parmi les propositions interessantes du huitieme livre, il y a 
lieu de remarquer les suivantes. 

La proposition 2 6nonce en d'autres termes que « le triangle 
interieur ayant comme sommets les points qui divisent les cdtes 
d’un triangle dans un meme rapport a m&me centre de gravity 
que ce triangle ». La premiere partie de la demonstration de cette 
proposition etablit que le centre de gravite d’un triangle est situe 
au point de rencontre des m£dianes, en concluant que ce centre 
est sur une mediane simplement du fait que celle-ci decoupe le 
triangle en deux triangles paxtiels d'aires 6quivalentes comme s’ils 
etaient de poids 6gal, mais en invoquant sans doute tacitement 
la notion du moment 6gal par rapport au plan vertical passant 
par la mediane. Cette demonstration est done fort differente de la 
demonstration plus rigoureuse qui fait l’objet des deux propo- 
sitions 13 et 14 du traite d’Archimede : De I’Equilibre des Plans (*). 
Quant k la seconde partie de la demonstration, elle se base sur 
le theoreme de Ptoiemee concernant les segments determines sur 
les cotes d’un triangle par une transversale ; theoreme que Pappus 
suppose connu, mais qu’il reprend neanmoins a la proposition 3 
pour le demontrer d’une autre maniere que Ptoiemee. La propo- 
sition de Pappus a ete interpretee cinematiquement par Michel 
Chasles en l’enon9ant : « Si trois mobiles places aux sommets d’un 
triangle, partant en meme temps, et parcourant respectivement 
les trois cdtes, en allant dans le meme sens et avec des vitesses 
proportionnelles aux longueurs de ces cotes, leur centre de gravite 


1. Archim£de, De l’£quilibre des Plans, liv. I, prop. 13 et 14. Voir trad, de 
P. Ver Eecke, pp. 316-320. 
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restera immobile » (*). Cette mime proposition a Ite etendue chez 
les modemes k un polygone quelconque plan ou gauche ; il en 
a 6t6 donne des demonstrations par la geometric pure, et Montucla 
l’a d^montree par des considerations mecaniques ( 1 2 ). 

La proposition 6 resout le petit probleme auxiliaire qui con- 
siste k decouper une droite donnee de grandeur en deux segments 
tels que le carre de l’un soit le triple du carre de 1 ’ autre, et que, 
d’une maniere generate, les carres de ces segments soient entre 
eux 4 ans un rapport donne. 

La proposition 9 nous apporte la seule theorie de Tequilibre 
d'un corps grave sur le plan incline qui nous soit parvenue de 
la part des Anciens. Cette theorie appartient incontestablement. 
a Pappus qui la revendique expressement dans son preambule 
avec deux autres propositions de son huitilme livre, et elle rentre 
dans i'histoire des nombreuses erreurs qui marquent les etapes 
du progrls dans la plupart des sciences oh l’intervention des 
mathematiques se base sur des definitions, des axiomes et un 
certain nombre de postulats devant etre choisis tels que 1 ’ expe- 
rience vienne confirmer les conclusions logiques qui en seront 
tirees.| Bien que le preambule de Pappus fasse observer avec 
just esse que « les theorlmes de la mecanique sont domines par 
la matilre meme des corps considers », c'est-h-dire qu’ils sont 
regis par des postulats conformes aux donnees de la physique* 
sa proposition relative au plan incline est faussee des le debut, 
non seulement par la meconnaissance complete de la resistance- 
au froitement qu’un corps eprouve k se mouvoir sur le plan hori- 
zontal^ mais encore par la notion de vulgaire apparence d’une 
puissance determinee necessaire pour mouvoir un poids donne 
sur ce plan horizontal ; notion qui revient a attribuer k un corps 
immobile une certaine gravite de position sur le plan, indepen- 
dante de celle de la direction verticale, et dont la propre direction 
serait en quelque sorte instantanement opposee a celle de la. 
puissadce appliquee. Toute eioignee qu’elle soit de la verite, la 
theorie du plan incline de Pappus etait encore admise sans conteste 



1. Michel Chasles, Apergu historique, etc., edit, precdtee, p. 44. 

2. Recreations mathematiques et physiques par J. Ozanam, nouveUe edition- 
totalement refondue par M (de Montucla). Paris, 1778 et 1790, vol. in-8°. 



INTRODUCTION 


CIX 


dans les ouvrages de la fin du XVI® si&cle, notamment dans le 
Traite de Micanique de Guido Ubaldo ( 1 2 3 ), et elle ne fut aban- 
donee qu’a l’epoque de Galilee, quand il fut reconnu qu’une 
force minime est suffisante pour dSplacer un corps quelconque 
sur un plan horizontal parfaitement poli ( a ). Malgr6 l’erreur dont 
elle est entachee, et bien qu’elle ne reconnaisse pas encore le 
principe de la composition des forces, cette thSorie du plan incline 
conserve cependant un certain int£ret au point de vue de l’analyse 
geometrique, en raison de la m^thode de la balance que Pappus 
y fait intervenir d’une manikre qui semble meme lui avoir fait 
entrevoir la loi de l’6quilibre du levier coudA 

La proposition io a trait au problfeme qui consiste k mouvoir 
un poids donn6 au moyen d’une puissance donnee. Pappus attribue 
formellement la solution micanique de ce probl&me k Archim&de, 
et il nous rapporte que c’est k propos de son invention de cette 
solution que le grand geomfetre aurait prononc6 les paroles 16gen- 
daires : « Donne-moi ou je puisse me tenir ferme, et j'6branlerai 
la terre » (®). Pappus ne dit pas s'il tient cette sentence de la 
tradition orale, ou s’il l'a relev6e dans un ouvrage determine. 
Or, comme on ne la rencontre dans aucun des preambules des 
divers ouvrages connus d’ArchimMe, on peut supposer que ce 


1. Guidi Ubaldi Mechanicorum liber. Pisauri, 1577, in-folio. Cet ouvrage fut 
traduit en Italie sous le titre : Le Mechaniche dell’iUustrissimo Sig. Guido Ubaldo 
de’Marchesi Del Monte, tradotte in volgare dal Sig. Filippo Pigafetta. Venetia, 
1581, in-40. 

2. Voir l’ouvrage de Galilee : Discorsi e Dimostrazioni matematiche intomo 
a due nove scienze, attenenti alia Mecanica ed i movimenti locali. Leyde, 1638. 
Certaines theses de Statique parues au cours du XVII* si&cle discutent le probldme 
de Pappus relatif 4 l’dquilibre d'un grave sur le plan incline sans y relever encore 
Terreur de ne pas tenir compte du frottement. Il en est ainsi notamment pour 
la these intitulde : De Ponderutn gravitate ( Wratislaviae, 1663, in-40), mentionnee 
dans l'ouvrage de Stanislas Wydra sur l’histoire des mathdmatiques en Boh&me 
et en Moravie, parmi celles qui furent publiees k Breslau par le Jesuite beige 
Theodore Moretus, qui enseigna longtemps les mathematiques k Prague et k 
Olmutz {Historia Matheseos in Bohemia et Moravia cultae a Stanislao Wydra. 
Pragae, 1778, p. 48). Cette these donna lieu k une curieuse correspondance du 
Pere Moretus avec deux autres mathematiciens de la Compagnie de Jesus, les 
Peres De Gottignies et Zucchi, dans laquelle la solution de Pappus est critiqude 
k divers points de vue sans qu'il soit cependant tenu compte de la resistance 
du frottement. Voir : Le mathematicien Theodore Moretus, il'apres sa correspon- 
dance et ses manuscrits, par H. Bosnians, S. J. dans : Le Compos d’Or, bulletin 
de la Society des Bibliophiles Anversois, nouvelle serie, sixidme amide, n° 2. 
Anvers, 1928. 

3. (AOt Ttou <rzu> xai xtvw yry. 


cx 


pappus d’alexandrie 


denser l'avait femise dans son traite perdu : Des Balances (*), 
soit a l'endroit de cet ouvrage qui se rapportait spfecialement 
aux proprietes du levier, soit dans le passage oil Pappus nous 
dit qu'Archimfede avait dfemontre que « les grands cercles forcent 
les p|etits cercles quand leur rotation s'effectue autour d’un meme 
centre », c’est-a-dire avait etabli la relation des efforts appliques 
t angentiellement a des cercles concentriques. 

Pappus illustre la solution du probleme en empruntant k 
l’ouvrage : Introduction mdcanique ( 1 2 ) de Heron la description 
du Baroulcon ( 3 ), appareil mecanique constitufe par un Equipage 
de rcjues dentees de diametres differents, montees sur des axes 
logesldans une sorte de b&ti appelfe le glossocome ( 4 ), et oil la 
resistance a vaincre est appliquee tangentiellement k la circon- 
fference de l’axe de la demifere roue dentfee, tandis que la puissance 
a multiplier par le train de roues est appliquee tangentiellement 
a la premiere roue, dont les dents obliques sont entrainfees par 
une vis sans fin actionnfee par l’intermediaire d’une manivelle. 
Comme Pappus n’attribue pas a Archimede la construction du 
baroulcon tel qu’il est decrit dans l’ouvrage de Heron, il est pro- 
bable qu'il constituait cependant une application, ou plutot une 
extension, de l’invention d’Archimfede reprfesentee dans cet appareil 
uniquement par la vis sans fin faisant mouvoir la roue k dents 
obliques. 

Pappus revient ensuite sur des considerations deja femises 
anterieurement a propos de certains instruments permettant de 
resoudre plus facilement des probifemes gfeometriques solides qui 
reclament 1’intervention de courbes du second degrfe dont la 
description par points dans le plan presente quelque difficulty, 
et il corrobore ces considerations dans la proposition n, qui 
reproduit presque textuellement ( 5 ) la cinquifeme proposition du 


1. REjpl Des Balances, ou plut6t : Des Fleaux de balance. 

2. Eijxaywyat jxTfiyavtxat. 

3. BapotAxoc, le Baroulcon, ou \’£ Uvateur, expression derivant de ( 3 apo'<, poids, 
et de Djceiv, tirer. Voir en note de notre traduction du livre VIII pour cequi. 
conceme l'ouvrage de Heron dans lequel cet appareil mecanique est decrit. 

4. rXw<r<rdxo|xov, le glossocome, ou coffret dans lequel le train de roues dentees- 
est loge. 

5. xata Xi£iv. 
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livre III, dans laquelle il a d6ji expose sa propre maniere (*) de 
determiner les deux moyennes proportionnelles au moyen de la 
r^gle mobile en vue de resoudre le probieme deiiaque generalise 
du cube ayant un rapport determine avec un cube donne. 

La proposition 12, dont Pappus preconise la solution k 1 ’ usage 
des architectes, tend &. mesurer la grosseur, c’est-a-dire k deter- 
miner le diametre de la section droite d'un trongon de colonne 
cylindrique dont les deux extremites, irregulierement brisees, ne 
permettent plus de relever directement ce diametre. La solution 
assez remarquable de Pappus consiste k determiner d’abord 
instrumentalement, dans la surface du cylindre, cinq points situes 
successivement dans un meme plan et k egale distance de deux 
points pris arbitrairement dans cette surface ; puis k ramener 
le probieme, dans la proposition 13, k la construction d’une ellipse 
passant par les cinq points, dans laquelle un diametre quelconque 
permet de determiner le diametre conjugue ; enfin, a ramener 
de nouveau le probieme, dans la proposition 14, k trouver les 
deux axes principaux de cette ellipse, dont le plus petit axe sera 
le diametre cherche de la section droite circulaire du tronson de 
colonne. II y a lieu de remarquer que cette solution admet k priori 
la possibility de construire 1' ellipse passant par cinq points donnes, 
et Ton peut done supposer que, connaissant deja la solution 
actuellement perdue du probieme du lieu k quatre droites donnee 
par Apollonius en se basant sur les propositions du troisieme 
livre de ses Coniques, Pappus avait sans doute reconnu que cette 
possibility decoulait de la solution de ce meme lieu qui, rapporte 
au cas d’un quadrilatere quelconque, est constitue par une ellipse 
sur laquelle sont situys les quatre sommets du quadrilatere et 
un cinquieme point pris par mi tous les autres points de la courbe 
dont le produit des distances a deux cdtes opposes du quadri- 
latere, ou bien le produit des droites inclinees sous un angle donne 
sur ces cotes, a un rapport constant avec le produit des distances 
aux deux autres cotes, ou bien avec le produit des droites inclinees 
de la meme maniere sur ces cotes. La solution adoptee par Pappus 
ne s’inspire cependant pas de cette solution du cas particular 


1 . xa9’ 7i{xa$, (la solution) d'aprds nous. 
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du lieu a quatre droites ; elle se base, au contraire, sur une s£rie 
de propositions du quatrifeme livre des Coniques d’ Apollonius 
visant les points d'intersection des coniques entre elles, et invoque, 
en olutre, divers rapports que poss&dent entre eux les rectangles 
compris sous les segments de cordes de l’ellipse menses dans 
certaines directions et se coupant mutuellement. Des lors, apres 
avoir determine deux diametres conjugues de F ellipse construite 
en passant par les cinq points, la proposition 14, qui resout finale- 
ment le probleme de trouver les deux axes principaux de cette 
ellipse, se borne simplement a exposer la construction instru- 
ment|ale de ces axes au moyen de la r£gle et du compas, sans 
l’accompagner d'une demonstration qui se fit attendre jusqu’a 
Eulerl & qui on doit en me me temps plusieurs autres solutions 
de ce! meme probleme ( 1 2 ). 

A la suite de quelques propositions sur la sphere (prop. 15 
a 18), qui, en raison de leur int^ret mediocre et de leur redaction 
neglige, paraissent avoir €t€ interpolees dans son ouvrage. Pappus 
pr^sente la belle proposition 19, qui resout le problfeme de 1' inscrip- 
tion de sept hexagones r^guliers egaux dans un cercle donn6, 
de manifcre que l’un d’eux soit concentrique au cercle, et que 
chacun des six autres soit bas6 sur un cdte de l’hexagone central 
en ayant le cot6 oppose comme corde du cercle. Une solution 
un peu differente de ce problfeme vient ensuite ; elle est plus 
claire, mais probablement apocryphe (*). 

Laj demise partie du huiti&me livre traite des cinq puissances 
de Heron : le coin, le levier, la moufle, le treuil et la vis sans fin ; 
instruments simples, destines k transmettre Faction d'une force 
donnee a un point non situe dans la direction de cette force, de 
telle sbrte que celle-ci fasse mouvoir un corps grave, auquel elle 
n’est pas appliquSe directement, dans ime direction autre que 
celle 4 e cette force. 

Apres avoir decrit ces cinq puissances d’une manifcre sommaire, 


1. Euler, Novi Commentarii . Saint-P6tersbourg, t. Ill, 1750-1751. 

2. E, Catalan a donn6 une solution £ 16 gante du probleme analogue relatif 
au pentagone : « A un cercle donne inscrire six pentagones r^guliers egaux, de 
manure que l’un d'eux soit concentrique au cercle, et que chacun des cinq autres 
ait un sommet sur la circonference » ( Thior ernes et Problemes de Geometric elemen- 
taire, far E. Catalan. Paris, sixi&me 6dit., 1879, p. 306). 
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Pappus s’etend davantage sur la construction de la vis sans fin 
et sur quelques-unes de ses applications ; il expose le trace pratique 
de la vis It une et a deux spires, et renvoie pour les demonstrations 
au traite d’ Apollonius : Sur la Vis i 1 2 3 ). Ce traite ne nous est pas 
parvenu ; mais on sait, par deux passages du comment aire de 
Proclus sur le premier livre des Elements d'Euclide, qu’ Apollonius 
avait demontre que toutes les parties de l'helice cylindrique sont 
similaires et peuvent coincider entre elles (*) ; ce qui fait supposer 
que le traite Sur la Vis presentait deja une theorie assez avancee 
relative k une ligne k double courbure dans laquelle le rapport 
des deux courbures en chaque point est constant (®). Les applica- 
tions de la vis decrites par Pappus sont tirees des Introductions 
mecaniques de Heron. Une premiere application est celle de la 
vis sans fin qui engr&ne tangentiellement une roue dentee ; il 
expose la mani&re de tracer et de tailler les dents obliques de cette 
roue, et demontre son avancement d’une dent k chaque tour de 
la vis. Une autre application consiste dans la vis sans fin qui 
transforme son mouvement circulaire en un mouvement rectiligne 
longitudinal en faisant progresser parallfelement II son axe un 
ergot curseur guide dans une rainure fixe. Ce dernier ensemble 
de petits organes 6tait done bien prfes de constituer la vis tour- 
nant dans un ecrou, dont l’usage domine la construction meca- 
nique chez les modernes, mais que les mecaniciens de l’Antiquite 
ne paraissent pas avoir connu. 

Le huitieme livre s’ach&ve par la description des organes et 
l’expos6 des principaux usages de quelques appareils de levage, 
empruntes aux ouvrages de Heron et de Philon de Byzance, tels 
que le cabestan, le mat de charge et divers genres de grues. Pappus 
fait voir que tous ces appareils sont des combinaisons de quelques- 
unes des cinq puissances dont il a ete question, lesquelles, dit-il, 
« procfcdent toutes d’une structure unique » ( 4 ), c'est-lL-dire qu’ elles 
derivent toutes du seul levier, dont le role primordial en mecanique 


1. Tzepi tou xo^Xiou. 

2. Procli Diadochi in primittn Euclidis Elementorum commentarii edidit 
F. Friedlein. Lipsiae, 1873, p. 105. 

3. Puiseux, Sur la ligne dont les deux courbures ont entre dies un rapport 
constant. {Journal des MathenuUiques, t. XVI, 1851). 

4. pJjxu dcvovraci cptiotv. 
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avait d6ja 6t6 proclame par Aristote, plus d'un siecle avant 
Archim&de, dans le passage du prSambule de ses Questions 
mecaniques oil il dit : « Les proprieties de la balance se ram&nent 
a celles du cercle, celles du levier a cedes de la balance, et la 
plupart des autres propri6tes que presentent les mouvements 
mecaniques se ramknent aux proprietes du levier » P). 

Tede est done dans ses grandes dgnes la Collection mathema- 
tique ; ede n’est certes pas marquee au coin du genie comme les 
oeuvres d’Archimede et d’Apodonius, qui ont jete la science 
mathj&matique dans des sidons nouveaux, mais ede provoque 
toute| 1' admiration de ceux qui restent fideles aux choses de 
I’ esprit pour la richesse de ce qu'ede contient, la maitrise avec 
laquede ede a 6t6 ecrite et rendition dont ede deborde ; en sorte 
que la gloire qui entoure les noms des deux grands predecesseurs 
de Pappus n’enl&ve rien a l’universede renommee qui, au vrai 
sens du terme, rappede son nom presque a chaque pas de l’histoire 
des mathematiques. 


L’ oeuvre de Pappus ne s’est pas limit6e a la Collection matht- 
matique ; mais il a produit d’ autres travaux, dont quelques-uns 
seulement nous sont parvenus dans des fragments plus ou xnoins 
import ants. 

Su|idas mentionne trois ouvrages de Pappus qui sont entice- 
ment Iperdus ( 1 2 3 ) : un traite de geographic (*), un ouvrage sur les 
fleuves de la Lybie ( 4 5 6 ) et un traite sur l'interprStation des 
songeS (®). 

Lai preface du commentaire de Marinus sur le trait6 des 
Donnees d'Euclide (•) presente un passage final qui a fait supposer 
que pappus avait aussi compose un commentaire sur cet 


1. Airistote, Les Questions mecaniques. Voir 6dit. Didot, t. IV, p. 53. 

2. S jidas, Lexicon graece recognovit Im. Bekker. Berolini, 1854, in-8°. Voir 
le vocable : Qairicoc dXcqavopcu^. 

3. Xtopovpatpia o6coup*vucri, la Chorographie universelle, ou description detaill^e 
de tous les endroits de la terre. 

4. itorapiou^ tou? ev Aij3u7|. 

5. dvttpoxptTixa. 

6. Maptvou cptXoancpou U7W[xv7ipa efc t& ocSopiva EdxXcCSou. 
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ouvrage (?) ; mais il y a lieu plutdt de se rallier a 1' opinion de 
Fabricius d'apr&s qui, loin de viser un ouvrage particulier de 
Pappus, Marinus fait simplement allusion k 1 * analyse sommaire 
des Donnies que l’on trouve au dSbut du septi&me livre de la 
Collection mathimatique ( 1 2 3 ). 

Le catalogue arabe, denomme le Fihrist, compose vers l'an 987 
de notre bre, mentionne : « Un commentaire au livre de Ptol6m6e sur 
le Planisphere f), traduit en arabe par Thabit» ( 4 ) ; maiscet ouvrage, 
attribu6 par les Arabes k Pappus, ne nous est pas parvenu. 

On a attribud a Pappus un commentaire sur les Harmoniques 
de Claude Ptolemee ( 5 6 ) en se basant avec quelque vraisemblance 
sur les indications placees en tete de l’un des divers manuscrits 
du Vatican qui contiennent le commentaire de Porphyre sur les 
Harmoniques . D’apr&s ces indications, Porphyre n’aurait pas 
comments entierement cet ouvrage de PtolSmSe, mais settlement 
les quatre premiers chapitres du premier livre, et Pappus aurait 
comments tout le reste a partir du cinquieme chapitre (•). Cette 


1. Euclidis Data, Cl. Hardy graece nunc primum edidit, latinc vertit, scholiisque 
iUustravit ; adjectus est Marini commentarius gr. et lot. Lutetiae Parisiorum, 1625, 
in-4 0 , p. 16 : « u>$ 0 DdncTOK Cxccvuk dWSeifrv ev tov? to j 3 t(SX£ov uitojivTifiavi », 
c'est-i-dire : « comme Pappus l'a suffisamment montrS dans ses commentaires 
sur le livre (des DonnSes) ». 

2. Fabricius, Bibliotheca graeca, editio quarta, curante G. Ch. Harles. Hamburg!, 
1790, in-4 0 . Voir vol. IX, p. 16. 

3. Im^avetac TcpatpaK, le Planisphere, ouvrage de Claude PtolSmSe dont 
le texte grec est perdu, mais qui nous a StS conserve dans la version arabe de 
Maslem ben Ahmed el Magriti. Une traduction latine en a StS publiSe pour la 
premiere fois k Toulouse, en 1544, et pour la seconde fois par Commandin k Venise, 
en 1558. Voir : Ptolemaei Opera astronomica minora, edit . Heiberg . Leipzig, 1907, 
p. CLXXX. L 'ouvrage traite de la representation des cercles de la sphere celeste 
sur le plan, afin de se rendre compte des mouvements diurnes et de trouver l'heure 
par le soleil et les etoiles. Comme cette theorie appartient entierement XHipparque, 
l’ouvrage doit probablement lui Stre attribuS plutdt quA PtolSmSe. 

4. Das Mathematiker V erzeichnis im Fihrist des Ibn Abi Ja’Kub An-Nadim. 
Zum ersten Mai vollstandig ins deutsche ubersetzt und mit Anmerkungen versehen 
von D x Heinrich Suter (Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik. Heft V. 
Leipzig, 1892, p. 22). 

5. 'Appovwa, les Harmoniques ; ouvrage divisS en trois livres, dans lequel 
PtolSmee rSduit k sept les treize ou quinze tons musicaux des Anciens. II fut 
publiS d'abord par Ant. Gogavinus, avec l’ouvrage d’AristoxSne sur la musique, k 
Venise, en 1562 ; puis par J. Wallis sous le titre : Claudii Ptolemaei Harmonicorum 
libri III ( graece et latine), Joh. Wallis recensuit, edidit, versions et notis illustravit, 
etauctarium adjecit. Oxonii, 1682, in-4 0 . 

6. Lucas Holstenius dit k la fin du chapitre VII de son Sdition de la Vie 
de Pythagore par Porphyre, k laquelle il joint quelques autres ouvrages de Porphyre, 
notamment son commentaire sur les Harmoniques de PtolSmSe (Rome, 2630, 
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attribution k Pappus a cependant 6 t& fortement mise en doute 
par Joh. Wallis (*). 

Lei catalogue de la bibliotheque laurentienne, 6tabli par 
Bandini, mentionne un ouvrage d’astrologie present ant des tables 
quotidiennes relatives aux astres qui sont censes regir les 6v6ne- 
ments, lequel serait attribue a Pappus ; mais il s’agit d'une 
attribution qui demanderait encore a etre controlee par des 
arguments historiques et philologiques ( 2 ). 

Nous avons deja fait remarquer plus haut, a propos des 


renseignements que nous donne le preambule du septifeme livre 

i / 1 - i _ x r\ r' j> a n : 


de la 


livres 


Collection sur le trait6 Des Contacts d’ Apollonius, qu’il y a 


lieu de croire que Pappus avait publie une recension des deux 


de ce traite, et qu’il y avait meme ajoute une serie de 
propositions qui se r^sument dans le problfeme general dont il 
nous donne l'enonce, lequel semble bien lui appartenir en propre. 
Rien ne nous est cependant parvenu de ces propositions, qui se 
seront done perdues en meme temps que le traits d’ Apollonius. 

Il resulte des preliminaires de la proposition 23 de son 
quatripme livre, que Pappus a Sent un commentaire sur un 
ouvrage de Diodore d’Alexandrie ( 3 ) intitule : YAnalemme {*), 


in-8°) : « Neque tamen in universum Scpp.ovt.xuv opus scripsit Porphyrius, sed in 
quatuor duntaxat prima capita : cetera dein Pappus pertexuit. Ita enim in alio 
manuscripto Vaticano titulas indicat: Uopoupiou e^Vfpriot? tie S’uptor* xscpaXaia too 
■ jrpurou jrwv iapovtxtov IlToXep.a£ou. Sequitur deinde Harotou 6 ico{jcvt)(juc rot airo tou 
c’xstpaXajLou xai » ; ce que nous traduisons : < Porphyre n’a cependant pas 

£crit 1’ ouvrage sur les Harmoniques en entier, mais seulement dans ses quatre 
premiers chapitres : Pappus acheva ensuite les autres. En effet, le titre indique 
dans un autre manuscrit du Vatican : « Explication de Porphyre sur les quatre 
premiers chapitres du premier (livre) des Hannoniques de Ptolemee ». Vient apr&s 
cela : « Commentate cs de Pappus sur les chapitres d partir du cinquUme et la suite ». 

Le m£me manuscrit du Vatican est d’ailleurs mentionne sous le titre : c Pappi 
de Musica » par Dom Bernard de Montfaucon. ( Bibliotheca bibliothecarum 
manuscripto rum nova. Parisiis, 1739, 2 vol. in-folio. Vol. I, p. n). 

1. Outre l'edition des Harmoniques mentionnee dans la note avant-pr6cedente, 
voir : J. Wallis, Opera mathematica. Oxoniae, 1695-1699, 4 vol. in-folio. Vol. III,p.i87. 

2. Bandini, Catalogus codicum mss. graecorum, lat. et ital. bibliothecae medicae 
laurentianae. Florentiae, 1764-1778, 8 vol. in-folio. Voir vol. II, p. 6. 

3. Diodore n'est connu que par les simples mentions qui en sont faites par 
Pappus] puis par Achilles Tatius qui l’appelle Diodore d'Alexandrie le mathema- 
ticien dans son commentaire sur les Phenomenes d’Euclide, et enfin par Marin us 
dans son commentaire sur les Donnees d'Euclide. 

4. ivaXTijAjjLa, analemme, expression qui, derivant du verbe dvfl»).afi|idvetv pris 
dans le pens de reprendre, s’applique k la reprise ou k la description en projection 
orthographique sur le plan des cercles de la sphere celeste. 
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et que c’est dans ce commentaire qu’il publia d’abord sa solution 
du probl&me de la trisection de Tangle ou de l’arc au moyen de 
la concholde de Nicomfede. Ce commentaire est perdu ainsi que 
Touvrage de Diodore sur le contenu duquel on n’est d’ailleurs 
pas fix6. II est cependant probable que cet ouvrage se rattachait 
k la description ou au trac6 des cercles de la sphere celeste dans 
le plan ; projection orthographique qui constitue proprement 
YAnalemme de Ptol6m6e ( x ), et, comme ce dernier est amene, 
dans la construction de cet analemme, a diviser certains segments 
du demi-cercle du tropique en six parties 6gales, il y a lieu de 
supposer que ce sont precisement ces questions de division d’arcs 
dans Touvrage de Diodore qui auront amene Pappus k inserer 
sa solution de la trisection de Tare dans son commentaire sur 
cet ouvrage. 

Pappus a 6crit un commentaire important sur les Elements 
d'Euclide qui s’etendait probablement a Touvrage entier. Proclus 
apprecie Tautorite des explications et des critiques de ce com- 
mentaire dont il nous donne trois courts extraits dans son propre 
commentaire sur le premier livre d'Euclide (*), et il nous dit, 
en outre, dans un autre passage, que « les disciples de H6ron et 
de Pappus ( 1 2 3 ) ont encore d^veloppe Touvrage d’Euclide k la suite 
de ces derniers en s’effor^ant de donner de nouvelles demonstra- 
tions pour certaines de ses propositions » ( 4 ). Eutocius d'Ascalon 
confirme d’ailleurs Tautorite du commentaire de Pappus dans 
son propre commentaire sur le premier livre du trait£ De la Sphere 
et du Cylindre d'Archimfede, en disant, k propos de la maniere 
d’inscrire dans un cercle donn£ un polygone semblable k celui 
qui est inscrit dans un autre cercle, que cette mani&re a ete 
« indiquee aussi par Pappus dans son commentaire sur les 
Elements » ( 5 ). Enfin, le commentaire de Pappus sur le dixi&me 


1. Ptolemaeus. Liber de analemmate a Fed . Commandino instauratus et com- 
mentariis illustratus. Ejusdem Commanding liber de horologiorum descriptione. 
Romae, 1562, in-4 0 . 

2. Proclus, edit, precise de Friedlein, pp. 189-190, pp. 197-198 et pp. 249-250. 

3. ol Tttpi "Hpwva xai Qamtov. 

4. Proclus, edit. Friedlein, p. 429. 

5. Archimedis opera omnia cum commentariis Eutocii iterum edidit J. L. Heiberg. 
Lipsiae, 1910-1915, 3 vol. in-8° Voir vol. Ill, p. 28, 1 . 21 : « tipcat 8« xal 
QaitRcp ei? to &7couviri(Aa twv Stoi^ciuv. 
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livre id'Euclide nous a ete conserve dans une version arabe, faite 
dans la premiere moitie du X e siecle par Abu Othm&n al-Dimashki, 
signage depuis assez longtemps deja par l'orientaliste F. Woepcke, 
laquelle a 6te publiee il y a quelques annees dans une traduction 
allem nde avec des notes historiques et bibliographiques par 
H. Suter f 1 ), et tout r^cemment dans une traduction anglaise 
par Cr. Junge et W. Thomson ( 2 3 ). 

Sii rien ne nous etait parvenu du comment aire de Pappus sur 
la Composition mathematique ou Almageste de Ptolem6e, nous 
aurions du moins appris de diverses sources qu’il avait reellement 
ete 6crit. Tout d’abord, Pappus lui-meme nous dit incidemment, 
au cours de la proposition 22 de son septieme livre, qu'il a 
demoijitre a sa maniere, dans son commentaire sur le premier 
livre V Almageste, la premiere proposition du traits : De la 

Mesure du Cercle d'Archimfcde, laquelle demontre que l’aire du 
cercle | equivaut k 1’aire du triangle rectangle ayant les cdtes de 
1' angle droit respectivement 6gaux au rayon et au perim&tre du 
cercle ( 8 ). Ce commentaire sur le premier livre de Ptol6mee est 
perdu, sauf un petit fragment precise ment constitue par cette 
proposition d'Archimede d^montree d’une maniere differente, et 
que l’on trouve au rang de proposition 3 dans le cinquifcme livre 
de la Collection, oil elle doit avoir ete introduite par Pappus 
lui-m^me, ou bien par un interpolateur qui l’a empruntee au 
commentaire de Pappus. D' autre part, Suidas nous rapporte 
que Pappus a ecrit « des commentaires sur les quatre livres de 
La Grande Composition de Ptolemee » ( 4 * * ). Or, la critique consi- 
der qUe, dans cette phrase, le sigle qui represente le mot « quatre » 
est une alteration de celui qui devait representer le mot « treize », 


1. Hi Suter, Der Kommcntar des Pappus zutn X. Buche des Euklides, aus 
der arabischen Uebersetzung des Abu ‘Othman al-Dimashki, ins Deutsche uber - 
tragen. Beitrdge zur Geschichte der Mathematik bei den Griechen und Arabern, 
von H. Suter hrsg. von J. Frank, pp. 9-78 dans : Abhandlungen zur Geschichte 
der N aturwissenschaften und der Medizin. Erlangen, Heft IV, 1922. 

2. G.j Junge and W. Thomson, The Commentary of Pappus on book X of 
Euclid's Elements. Harvard Semitic Series N° 8 . Cambridge (Massachusetts), 1930. 

3. Archim£de, De la Mesure du Cercle , prop. 1. Voir trad, de P. Ver Eecke, 
p. 127. 

4. Suidas, Lexicon, edit, precise, voir vocable : Haitiro; atXeijavBpeus, sous lequel 

se presente la mention : at; -rot rtowapa { 3 ij 3 Xta Trj? ITroXapucMU pLcyaXTi? aovra^aux; 

(nt6(xvri(xa. 



INTRODUCTION 


CXIX 


nombre des livres que contient en realite l’ouvrage de Ptolemee (*); 
de sorte que le texte de Suidas ainsi rectifie indiquerait que le 
commentaire de Pappus s’6tendait k l’ouvrage entier. Enfin, 
Eutocius renvoie aux commentaires de Pappus dans son propre 
commentaire sur le traits : De la Mesure du Cercle d’Archim£de, 
en disant, k propos des rapports de racines carries de nombres 
qui interviennent dans la proposition 30 de ce traits (*) : « Com- 
ment on doit trouver la racine (carree) approximative d'un nombre 
donn6, cela a et£ dit par Heron dans ses Metriques ( 1 2 3 ), de meme 
que par Pappus, par Theon et par divers autres commentateurs 
de la Grande Composition de Ptolemee » ( 4 5 ). D'ailleurs, Eutocius 
s’en rapporte encore tacitement au commentaire de Pappus, 
lorsqu'il rapproche ce dernier de Theon, autre commentateur de 
V Almageste, et qu'il les invoque tous deux dans son commentaire 
sur la quatrifeme proposition du second livre De la Sphere et du 
Cylindre, k propos de la composition des rapports qui intervient 
dans cette proposition ( 8 ). Ces references d’Eutocius font sup- 
poser que le commentaire de Pappus existait encore en entier 
au VI e siecle ; mais il ne nous en est parvenu que la partie relative 
aux cinquieme et sixi&me livres de V Almageste. 

Le commentaire sur le cinquieme livre a 6t6 public, conjoin- 
tement avec le commentaire de Th6on, k la suite de la premiere 
edition du texte grec de Y Almageste, donn6e k Bile, en 1538, 
pax Simon Grinaeus et Joachim Camerarius. Bas6e uniquement 
sur le manuscrit de Nuremberg que le cardinal Bessarion avait 


1. Hultsch a propose de remplacer le mot « quatre », qu’il considfcre comme 
une alteration, par le mot « treize », dans la note suivante (Cfr. loc. tit., vol. Ill 
p. VIII, note 1) : « Scriptura ra xio-trapa primos quatuor Ptolemaei operis libros 
significare videtur. At vero nostra aetate etiam commentarii in quintum et 
sextum exstant ; ergo reaarapa, i. e. A, ex ir, qui est plenus librorum avvraijew? 
numerus, corruptum esse videtur. 

2. Archim£de, De la Mesure du Cercle, prop. 3. Voir trad, de P. Ver Eecke, 
p. 130. 

3. Hero Alexandrinus. Opera quae supersunt omnia. Vol. V : Heronis quae 
feruntur stereometrica et de mensuris. Copiis G. Schmidt usus ed. J. L. Heiberg. 
Lipsiae, 1914, in-8°. 

4. Voir edition d’Archim^de par Heiberg, vol. Ill : Eutotii Commentarii, 
p. 232, 1L 13-17 : « 01W04 Be Sei auveyyu<; rr\v 8uvajxev7\v icXevpav tov BoOivxa ipiflpov 
eupetv, eCp7)Tat piv "Hpum iv T0t<; Merptxou;, etp^xat, Be Ilawinp xai 6eom xal fcxepoi? 
7tXeiomv iljTfyyoupivoK; ttjv MeyaAriv aovraijtv too KXaudtou ITroXepatou. ». 

5. Eutocius, ibidem, vol. Ill, p. 120, 11 . 5-11. 
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donn6 k Regiomontanus, cette edition est tres fautive, et la 
versioik latine qui l’accompagne est celle que George de Trebizonde 
avait <16 j a fait paraitre sous la revision de Luc Gauric, a Venise 
en 1528 P). 

Le commentaire relatif au sixieme livre etait connu depuis 
longtemps k l’etat manuscrit ; il vient de faire l’objet d'une 
excellente Edition, dont l’appareil critique se fonde sur dix-huit 
manuscrits, par l’abbe A. Rome ( 2 ). Cette Edition, qui comprend 
6galement le texte revise du commentaire sur le cinquieme livre 
de Ptcjl6m6e, attend desormais un traducteur en langue moderne, 
de maniere k faciliter la nouvelle contribution que ce commentaire 
de Pappus doit apporter a l’histoire de l’astronomie ancienne. 


La nomenclature et la filiation des manuscrits de la Collection 
mathematique qui nous ont ete conserves, et qui paraissent tous 
deriver d’un manuscrit archetype du Vatican ( 3 ), ont 6te exposees 
d’une mani&re magistrale par Frederic Hultsch dans la preface 
de soij edition critique du texte grec de Pappus ( 4 ). 

Lorsque 1 ’ attention des grands humanist es de la Renaissance, 
absorbee jusque-la par les oeuvres philosophiques ‘ et de science 
simplejment latente de Platon et d’Aristote, se fut toumSe vers 
les monuments scientifiques proprement dits de l’Antiquite, elle 
fut attir6e d’abord par les oeuvres d’Euclide, d’Archimede, 
d’ Apollonius, d’Hipparque et de Ptolemee, et plus tard seulement,. 
par celles des epigones et des commentateurs de ces grands 
geometres et astronomes grecs : Pappus, Theon d’Alexandrie, 
Proclus, Eutocius et autres. L’importance de 1 ’ oeuvre de Pappus 
en tant que commentaire de certaines oeuvres mathematiques 
1 .. ■ — 

1. RL ITroXs;a.atou (leyaX-ris <ruvrai;efa>? (ilijft. ty. 0 ewvo? a^e^avSpeox; et? ra au-ri 
u7ro[jLVT|jjLa'rti)v ( 3 t( 3 X. ta. Claudii Ptolemaei Magnae Constructionis, id est, Perfectae 
coelestium motuum pertractationis lib. XIII. Theonis Alexandrini in eosdem 
commemariorum lib. XI. Basilae, 1538, in-folio. 

2. Commentaires de Pappus et de Theon d’Alexandrie sur V Almageste. Texte 
itabli a annoti par A. Rome. Tome I, Pappus d’Alexandrie. Commentaire sur 
les livAs V et VI de l' Almageste. Roma, Bibliotheca Apostolica Vaticana, 1931,. 
gr. in-8®. 

3. Codex Vaticanus graecus 218, saec. XII. 

4. Cfr. Hultsch, edit. pr6cit£e, vol. I, Praefatio, pp. V-XXV. 
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ant&rieures, et sa grande valeur au point de vue de l’histoire des 
math^matiques, avaient a peine et6 entrevues par l'iramaniste 
Vossius, et le savant Scaliger s'etait borne a consigner quelques 
remarques philologiques et g6ometriques en marge du manuscrit 
de Pappus de la biblioth&que de Leyde, lorsque Federic 
Commandin (*) fut amene a traduire quelques passages de 1* oeuvre 
de Pappus pour les introduire a titre de commentaire dans les 
versions latines des ouvrages de deux mathematiciens grecs qu’il 
publia. C’est ainsi que, dans sa traduction des quatre premiers 
livres des Coniques d’ Apollonius, il insera une version des lemmes 
que le septieme livre de Pappus demontre pour 6claircir les pro- 
positions de ce traite ( 2 ), et que, dans sa traduction de 1' ouvrage 
d’Aristaique de Samos : Sur les Grandeurs et les Distances du 
Soleil et de la Lune, il ajouta une version de la notice que le sixieme 
livre de Pappus consacre k cet ouvrage ( 3 ). Ces deux premiers 


1. Federigo Comrnandino, n£ k Urbino, en 1509, mort en 1575 dans cette 
ville dont son p6re, Giovan Battista, architecte, avait elevi les fortifications. 
Aprts de brillantes premieres Etudes dans sa ville natale, il fnt attach^ k la Cour 
du Pape Cl&nent V en raison de ses connaissances 6tendues, jusqu’& la mort 
de ce pontife, en 1534. Aprils s’etre remis pendant dix ans k l'6tude des mathe- 
matiques, k Padoue, et k l’6tude de la m£decine, k Ferrare, oil il conquit le grade 
de docteur, il fut attache quelque temps au due Guidobaldo d'Urbino, general 
des V6nitiens, k qui il enseigna l’architecture militaire ; puis au cardinal Ranucdo 
Famdse. Rentr6 k Urbino apr6s la mort de ce prdat, il s’y confina jusqu'i sa 
mort dans les immenses travaux auxquels les sdences mathdmatiques lui sont 
grandement redevables. 11 publia successivement les premieres traductions latines 
des ouvrages des prindpaux auteurs sdentifiques grecs : le traits du Planisphere 
de Ptol6m6e (Venise, 1558) ; quelques ouvrages d’Archim^de (Venise, 1558) ; 
le trait6 de L’Analemme de Ptol&nee (Rome, 1562) ; le trait 6 Des Corps flottants 
d'Archimfede (Bologne, 1565) ; les quatre premiers livres des Coniques d’Apollonius 
(Bologne, 1566) ; le trait6 d'Aristarque sur Les Distances du Soleil et de la Lune 
(Pise, 1572) ; les XV livres des Elements d’Euclide avec leurs commentaires andens 
(Pise, 1572) ; les Pneumatiques de Heron d’Alexandrie (Urbin, 1575) ; les Pneuma- 
tiques de Ct6sibius (Venise, 1585), et enfin, la Collection mathimatique de Pappus 
. (Pise, 1588). Comme ouvrages particuliers, il publia encore un traits du Centre 
de gravity, insere dans sa traduction pr6tit6e des Corps flottants d'Archim&de ; 
un traite de perspective (Planispherium commentarius, in quo universa sceno- 
graphia ratio, ac demonstrationi bus confirmatur, 1558) ; un ouvrage de gnomonique 
(De Horlogiorum descriptio), et enfin, la traduction latine, faite sur l’arabe, de 
la Geodesic de Mehemet de Bagdad (Pise, 1570). 

2. Apollonii Pergaei conicorum libri quatuor, una cum Pappi Alexandrini 
lemmatibus et commentariis Eutocii Ascalonitae, etc., quae omnia nuper Fed. Com- 
mandinus Urbinas e graeco convertit. Bononiae, 1566, in-folio. (Edition tr&s rare). 

3. Aristarchi De Magnitudinibus et Distanciis Solis et Lunae liber, cum Pappi 
Alexandrini explicationibus quibusdam, a Federico Comrnandino Urbinate in 
latinum conversus, ac commentariis illustratus . Pisauri, apud Camillum Fran- 
dschinum, 1572, in-8°. (Edition trfcs rare). 
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extraits marquent done la date la plus recul6e a laquelle 1’ oeuvre 
de Pappus fut partiellement remise en lumi&re, et e'est k partir 
de ce moment que Commandin se livra a son dernier grand travail 
d’une version latine complete de la Collection qui, entierement 
achev6e k sa mort, en septembre 1575, fut publide aux frais du 
due Francois II d’Urbin, sous le titre : Pappi Alexandrini Mathe- 
maMcae Collectiones a Fed. Cotnmandino Urbinate in Latinum 
conversae et commentariis illustratae. Pisauri, 1588, in-4 0 (*)• 

{Le succfes de la traduction de Commandin fut considerable, 
non seulement en raison des propositions gdomdtriques remar- 
quajbles que contient l'ouvrage de Pappus, mais surtout pour 
ses ^ 4 v 41 ations sur de nombreux ouvrages d* analyse geometrique 
perdus d’Euclide et d' Apollonius, qui donn&rent lieu aussitot k des 
essays de restauration de la part de plusieurs eminents geometres. 
Repandu rapidement, une reimpression textuelle de l'ouvrage 
s’imposait des 1589 (*), et une seconde reimpression fut faite, 
en 1602, sous un titre un peu different ( 8 ). Les exemplaires de 
ces trois tirages etant devenus difficiles k trouver trois quarts 
de siede plus tard, une seconde edition fut donnee par 


1. Une autre traduction de l'ouvrage de Pappus aurait ete entreprise, sinon 
achevee, k la meme dpoque par l’humaniste Anton Pazzi, qui professa les 
math&natiques k Rome de 1567 k 1576 (publico lettore delle Mathematiche in 
Roma) , et qui mourut k Reggio, en 1585. II r6sulte, en eSet, de la notice biogra- 
phique que lui consacre Girolamo Tiraboschi ( Bibliotheca Modenese, 0 Notizie 
della vita e delle opere degli scrittori natii degli stati del Serenissimo Ducadi Modena, 
t. IV, |pp. 71-78), qu’i la suite de l'envoi qu’avait fait l'architecte Gherardo Spini 
de son ouvrage d'architecture : Libri degli omamenti architettonici, qui serait 
rest! manusexit dans la Biblioth&que Nani, k Venise, Pazzi 6crivit k Spini une 
longuej lettre, rapport £e par le biographe Tiraboschi, dans laquelle, apr6s avoir 
montr£ ce que l'architecture des Anciens doit aux math&natiques , U. 1’engage 
k s'en rendre compte dans une s&rie d’ouvrages qu’il enum&re, et notamment dans 
• les inductions qu’il a faites de H6ron et de Pappus, qui ont traits excelleminent 
des machines et des instruments particulars dont l’architecture fait usage », 
(avrete pronto a scoprire quesia veritd, perciocche per le traduzioni che to ho fatto 
del greco Her one, e del Pappo Alessandrino, i quali tratiano tanto maravigliosamente 
delle macchine e strumenti speciale, di che I’Archiietiura si serve...). Ces traductions, 
dont on ne sait si elles ont 6t6 faites en latin ou en italien, n'ont jamais et6 publics. 
Toutefois, d'apr^s Ettore Bortolotti, professeur 4 l’Universite de Bologne, il’amitie 
de qui i nous devons les renseignements qui prudent, il serait utile de faire des 
rechercjhes au sujet de ces traductions manuscrites dans les fonds manuscrits 
des biblioth&ques italiennes. 

2. Venetiis, apud Franciscum de Frandscis Senensem, 1598, in-4 0 . 

3. Fed. Commandini commentaria in libros octo mathematicarum collectionum 
Pappi Alexandrini, ad Seren. Franciscum Mariam II Urbini Ducum. Pisauri, 
apud Hieronymum Concordiam, 1602, in-4 0 . 
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C. Manolessius sous le titre : Pappi Alexandrini Mathematical 
Collectiones a Federico Commandino Urhinate in Latinum conversae 
et commentariis illustratae. In hac nostra editione ah innumeris, 
quibus scatehant mendis et precipud in graeco textu diligenter vindi- 
catae, et Serenissimo Principi Leopoldo Gulielmo Archiduci Austriae 
dedicatae. Bononiae, 1660, in-4 0 . Cette Edition est de beaucoup 
infSrieure k la premiere ; car, contrairement k ce qu’annonce le 
titre, Manolessius introduit dans le texte plus de fautes qu’il 
n’en corrige, et, malgre son prSsomptueux « avis au lecteur », il 
commet de nombreuses erreurs en modifiant les judicieux com- 
ment aires de Commandin ( 1 2 ). Le seul complement interessant 
apportS cL l'ouvrage est le fameux passage, d'une authenticate 
contests, qui se rapporte k la proposition dite de Guldin, et que. 
Commandin n’avait pas rencontrd dans le manuscrit sur lequel 
il a bas6 sa version latine. II y a lieu de remarquer que le fragment 
du second livre de Pappus est encore absent dans les deux Editions 
qui pr6cfcdent, car il ne devait etre decouvert qu’un quart de 
siecle plus tard. 

Le texte grec de la Collection mathematique a d'abord dtd public 
sous la forme d’ extraits plus ou moms import ants qui furent 
annexes k divers ouvrages, ou imprimis k part. 

La partie relative aux propositions 232, 233 et 234 du septi&me 
livre, lesquelles dSmontrent quelques transformations de rapports 
inegaux, a 6te publiee la toute premiere par Marc Meiboom dans 
ses Dialogues sur les Proportions, en 1655 (*). 

La partie publiee en second lieu fut precisSment le fragment 
du second livre, que Commandin n’a pas connu, et qui fut 
decouvert par J. Wallis dans un manuscrit grec que son collogue 
Edw. Bernard, professeur d'astronomie au college de Savile, 
avait copie sur un manuscrit copie lui-meme de la main d’ Henry 
Savile sur un manuscrit du Vatican. Wallis fit paraitre le fragment 
dans son edition de l’ouvrage d’Aristarque intitulee : Aristarchi 
de Magnitudinibus et Distanciis Solis et Lunae liber graece et 


1. L’edition de Manolessius est d’une belle execution typographique. Un 
firontispice in-4 0 presente le portrait equestre de 1 'archiduc Leopold d’Autriche, 
grave par J. Troyen, d'aprfes le tableau de D. Teniers, et le titre porte le cartouche 
armori6 grav6 par Fontana. 

2. M. Meibomii de Proportiontbus. Hafniae, 1655, in-folio. Voir pp. 154-156. 
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latine ex versione F. Commandini editus et notis illustratus a 

Joh. Wallis. Oxoniae, 1688, in-4 0 . Wallis ins6ra encore dans le 
meme ouvrage le texte grec, publie ainsi pour la premiere fois, 
de la notice et des propositions 39, 40 et 41 que le sixieme livre 
de Pappus consacre a l’ouvrage d’Aristarque ( 1 ). 

La partie de la preface du septieme livre, relative aux Donnies 
d’Eudide, a 6te publiee pour la premiere fois, d’apres les manu- 
scrits de la biblioth&que savilienne, dans l’edition des Elements 
d’Eudide donnee par David Gregory a Oxford, en 1703 ( 2 ). 

La preface enti&re du septieme livre et tous les lemmes de 
ce meine livre, c’est-a-dire les vingt et une premieres propositions 
relatives aux deux trails de la Section de Rapport et de la Section 
d’ Aire d’ Apollonius, ont et6 publies par Halley, en 1706, dans 
son ouvrage contenant tout a la fois les deux livres d’ Apollonius 
sur la Section de Rapport , traduits d'apr&s la version arabe dans 
laquelle ils nous sont parvenus, et une restauration conjecturale 
des deux livres perdus d’ Apollonius sur la Section d’ Aire ( 3 ). 

Les soixante lemmes (prop. 165 a 233) du septieme livre, que 
Pappus d&nontre a titre de commentaire des huit livres des 
Coniques d* Apollonius, ont ete publies pour la premiere fois par 
Halley, en 1710, dans son Edition greco-latine des Coniques ( 4 ). 

Les huit lemmes (prop. 119 a 126) du septieme livre, qui dd- 
montrent a titre de commentaire certaines propositions du traitd 
d' Apollonius sur les Lieux Plans, ont 6te publics separement 
dans l'essai de reconstitution de ce traits par Robert Simson k. 
Glasgow, en 1749 ( 5 ). 


1. L’^dition des oeuvTes completes de Wallis {Opera mathematica varia et 
miscdlanaea. Oxonii, 1695-1699) reproduit le fragment du livre II de Pappus 
en grec (vol. Ill, pp. 597-610), ainsi que la notice et les propositions 39 k 41 du 
livre VI| de Pappus (vol. Ill, pp. 570-572 et pp. 578-580). 

2. Euclidis quae super sunt omnia ex recensione Davidi Gregorii, graece et latine. 
Oxoniae 1 , 1703, in- folio. 

3. Apollonii Pergaei de Sectione Rationis libri duo ex arabico manuscripto 
latine versi. Accedunt ejusdem de Sectione Spatii libri duo restituti. Praemittitur 
Pappi Alexandrini praefatio ad septimum Collectionis Mathematicae, nunc primum 
graece edita : cum lemmatibus ejusdem Pappi ad hos Apollonii libros. Opera et 
et studio Edmundi Halleii . Oxonii, 1706, in-8°. 

4. Apollonii Pergaei Conicorum libri IV, priores cum Pappi Alexandrini 
lemmatis ex codd. mss. Graecis edidit Edmundus Halleius. Oxoniae, 1710, in-folio. 

5. Apollonii Pergaei locorum planorum libri duo restituti a Roberto Simson . 
Glasguae, 1749. 
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Les propositions 26 4 29 du quatri&me livre, dans lesquelles 
Pappus demontre les proprietes de la quadratrice de Dinostrate, 
ont StS publiees pour la premiere fois, d’aprSs Tun des manuscrits 
du Vatican, dans le traits de geometrie de Joseph Torelli, a Verone, 
en 1769 (*). 

La partie de la prSface du septiSme livre qui analyse les deux 
livres du traits perdu d' Apollonius sur les Inclinaisons, ainsi que 
la proposition 70 du septieme livre relative au rhombe, ont ete 
publiees d'abord par Samuel Horsley dans son essai de reconsti- 
tution de ce traits, a Oxford, en 1770 ( 1 2 3 ). 

Le passage de la preface du septiSme livre relatif au traite 
perdu d’ Apollonius sur les Contacts, et les vingt-trois lemmes 
(prop. 96 k 118) qui commentent les propositions de ce traitS, ont 
Ste publics pour la premiSre fois par J. G. Camerer, k Gotha, en 1795, 
dans son essai de reconstitution des deux livres de ce traits ( 8 ). 

La partie finale du troisiSme livre, constituSe par la longue 
proposition 59 qui dSmontre, autrement que Pappus, la propo- 
sition du meme livre dans laquelle ce dernier expose sa propre 
mSthode instrumentale pour la dStermination des deux moyennes 
proportionnelles, a StS publiSe pour la premiSre fois par G. G. 
Bredow, en 1812, d’aprSs le seul manuscrit ( 4 ) qui contient ce 
passage, probablement interpolS dans l’ouvrage de Pappus ( 5 6 * ). 

La seconde partie du cinquieme livre, contenant quarante 
propositions sur les polySdres rSguliers et semi-rSguliers, a StS 
publiSe pour la premiere fois en 1824, a Paris, par Hermann 
Jos. Eisenmann, professeur k l’Ecole royale des Ponts et 
ChaussSes (®). Le texte de cette Sdition partielle laisse k dSsirer, 


1. Joseph* Torelli Veronensis Geometrica. Veronae, 1769, in-8 0 , pp. 89-96. 

2. Apollonii Per gad I nclinationum lihri duo . Restituebat Samuel Horsley. 
Oxonii, 1770. 

3. Apollonii de Tactionibus quae supersunt, ac maxime lemmata Pappi in hos 
libros graece nunc primum edita e codicibus manuscriptis, a Joanne Guilielmo 
Camerer. Gothae et Amstelodami, 1795, in-8°. 

4. Codex Guelferbytanus graecus 7 ; manuscrit contenant les livres III, IV, 
V, VI et une partie du livre VII. 

5. G. G. Bredow, Epistolae Parisienses, in quibus de rebus variis, quae ad 
studium antiquitatis pertinent, agitur (de Pappi collectionibus). Lipsiae, 1812, 
in-8°. Voir pp. 187-200. 

6. Uobnrou auvayioyatt. Pappi Alexandrini Collectiones mathematicae nunc primum 

graece edidit Herm. Jos. Eisenmann. Libri quinti pars altera. Parisiis, 1824. 
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parce qu'il a 6t£ dtabli sur un seul manuscrit de Paris fort 
alt^r6 P). 

Une dernifere edition partieUe fut donn6e par C. J. Gerhardt 
4 Halle, en 1871. S’etendant sur les septieme et huitieme livres (*), 
elle est accompagnde d’une traduction allemande qui reproduit 
les nombreux d£fauts d’un texte grec base sur trois manuscrits 
de second rang de Paris et de la bibliotheque ambrosienne de 
Milan ( 8 ). Le titre de l’ouvrage de Gerhardt indique qu’il s’agit 
de la seconde partie d’un travail qui n’a done pas 6t6 achev6 ( 1 2 3 4 ). 

tine Edition critique complete de l’ouvrage de Pappus a dte 
donn6e par F. Hultsch sous le titre : Pappi Alexandrini Collectionis 
quae supersunt e libris tnanu scriptis edidit, latina inter pretatione 
et cOmmentariis instruxit Fridericus Hultsch. Berolini, 1875-1878, 
3 vol. in-8 c . 

C’est sur cette Edition definitive et excellente, dont l’appareil 
critique s’etend sur tous les manuscrits actuellement connus, que 
nous avons eiabore notre traduction frangaise, la premiere en 
langue vulgaire, de la Collection mathematique de Pappus. 

Paul Ver Eecke. 


1. Codex Parisianus 2368. 

2. Die Sammlung des Pappus von Alexandria. Griechtsch und deutsch heraus - 
gegeben von C. J. Gerhardt. Zweiter Band. Halle, 1871. 

3. Codex Parisinus 2368 et Codex Paxisinus 2440 mentionn^s p. 216, en note, 
et Codex Ainbrosianus 266 mentionn^ p. 300 de l'ouvrage de Gerhardt. 

4. tin article intitule : Die Sammlung des Pappus von Alexandrien fut public 
par Gerhardt au sujet de son Edition de 1871 dans : Programm des Gymnasiums 
in Eisleben fur 1875. 
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TABLEAU DES LETTRES GRECQUES 

EMPLOYEES DANS LES FIGURES ET DANS LE TEXTE 


CABACTKBBS 

VALXUB 

APPELLATION 

A a 

t 

alpha 

BM 

b 

beta 

r T 

g (dur) 

gamma 

AS 

d 

delta 

Ec 

e [href) 

epsilonn 

z; 

dz, ds 

dzeta 

Hv 

i (long) 

fita 

685 

th 

theta 

I i 

i 

iAta 

Kx 

c, k 

kappa 

AX 

1 

lambda 

M(i 

m 

mu 

N v 

a 

nu 


C A RAOT &BKS 

VALKUK 

APPELLATION 

as 

X, C s, gs 

xi 

0 0 

o (bref) 

omicronn 

n ic 

P 

P» 

Pp 

r 

rA 

2 <r, < 

a, 9 (dur) 

sigma 

Tt 

t (dur) 

tau 

Tu 

7 » u (W) 

upsilonn 

$ f 

ph, 1 

phi 

xx 

ch, kb 

khi 

Wj, 

ps, bs 

psi 

Q <■> 

& (/ong) 

omlga 

< 7 * 


kophe 

Qb * 


sampi 


PAPPUS D’ALEXANDRIE 


FRAGMENT DU LIVRE II 
DE LA COLLECTION (*> 


Proposition 14. — ( 1 2 ) 

En effet, que ceux-ci ( 3 ) soient plus petits qu’une centaine 
et divisibles par une dizaine, et qu’il faille exprimer le nombre 
solide ( 4 5 ) resultant de ces nombres sans les multiplier eux-memes. 

Soient done les nombres 50, 50, 50, 40, 40, 30. Leurs nombres 
fondamentaux ( 8 ) seront des lors, 5, 5, 5, 4, 4, 3. Le nombre solide 
qui en resulte est done 6000 unites. Et puisque la quantity des 
dizaines est 6 ( 6 ), laquelle, divisee par 4, laisse 2 ( 7 ), le nombre 
solide issu de ces dizaines sera 100 myriades simples ( 8 ). De plus. 


1. Le livre I de la Collection mathematique de Pappas paratt irremediablement 
perdu en grec ; mais 1'espoir d'en decouvrir an jour une version arabe ne doit 
cependant pas etre abandonne. 

2. Le fragment du livre II qui nous est parvenu debute au milieu de la pro- 
position 14. Cette proposition, et celles qui vont suivre, sont des commentaires 
sur les ecrits perdus d’ Apollonius de Perge sur la theorie des nombres, et notamment 
sur les procedes de multiplication des grands nombres. 

3. Sous-entendu : api 9 p.oi, e'est-k-dire les nombres dont il a 6 t 6 question dans 
la premiere partie perdue de la proposition 14. 

4. <n*peov, le (nombre) solide, e’est-i-dire le produit continu de plusieurs 
nombres. 

5. la base, le fondement, e’est-^-dire le nombre fondamental ; expres- 
sion que Paul Tannery rend par le neologisme « pythm^ne » pour designer le 
plus petit nombre qui poss&de une propri£t£ donnee. Le mot affecte cependant 
dans certains cas une autre acceptation qui remonte aux pythagoriciens : celle 
de reste de la division d’un nombre par 9. 

6. C’est-i-dire les six dizaines io, 10, 10, 10, 10, 10 consid6r6es dans les six 
nombres proposes. 

7. {xrrpotijxevov utco rerpaSoc Xeiim 8uo, mesure (divise) par 4, laisse 2, e'est-cL-dire 
que 6 divise par 4 donne 1 comme quotient et 2 comme reste. 

8. jxuptiSwv &7tX<5v exa-ro'v, cent myriades simples, e’est-i-dire 100 myriades & la 
premiere puissance ; de sorte que la quantity des 6 dizaines consider^es donne : 
10 x xo x 10 x 10 x 10 x 10 = 100 x 10,000 = 100 myriades. 
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puisque le nombre solide resultant des dizaines multiplie par le 
nombre solide issu des nombres fondamentaux forme le nombre 
solide issu des nombres du debut, il s’ensuit que ioo myriades 
multiplies par 6000 unites forment 60 myriades doubies ( x ) ; 
de sorte que le nombre solide resultant des nombres 50, 50, 50, 
40, 40, 30 est 60 myriades doublees. 


XV. 


Proposition 15. — Soient de nouveau des nombres, tant 
qu’on voudra, notamment les nombres B ( 1 2 ), respectivement plus 
petits que 1000, divisibles par 100, et qu’il faille exprimer le 
nombre solide qui en result e sans multiplier ces nombres memes. 

Que ( 3 ) le double de la quantity de ces nombres soit, en outre, 
d’abord divisible par 4, et posons une centaine sous chacun des 
nombres B. Dfcs lors, chacun des nombres B 6tant divise par 
une centaine, que Ton obtienne les nombres I\ Les nombres T 
sont done les fondamentaux des nombres B. D'autre part, soit E 
le nombre solide issu de ces nombres fondamentaux [e’est-a-dire 
120 unites] ( 4 ). En consequence, on demontrera au moyen de 
lignes ( 5 6 ) que le nombre solide forme par les nombres B est 
120 myriades doubles (•), parce que le nombre solide forme par 
les nombres B est aussi egal au nombre solide forme au moyen 
des centaines multiplies par le nombre solide issu des nombres 


1. pupiaSos otuXac, 60 myriad es doublees, e’est-k-dire 60 myriades & la 
seconde puissance, ou 60 x 10,000*= 6.000.000.000. 

2. Le nombre B ctesigne ici une serie de nombres concrets envisages dans 
une proposition de l’ouvrage perdu d’ Apollonius sur la multiplication des grands 
nombres. 

3. D’apres Hultsch, le texte pr£senterait une laenne qu’il propose de combler 
par le mot 'ftyoyi'cui, que ce soit (chose) obtenue. ( Pappi Alexandrini collectionis 
quae superunt, e libris tnanu scriptis edid.it, latino, interpretatione et commentariis 
instruxit Fridericus Hultsch. Berolini, apud Weidmannos, 1875-1 878, 3 vol. in-8°. 
Voir vol. I, p. 2, 1 . 18). 

4. La phrase que nous mettons entre crochets a probablement etc interpolee ; 
e’est une remarque de scoliaste basee sur le nombre que le texte mentionne plus 
loin. (Cfr. Hultsch, 6dit. mentionnee dans la note prdeedente, vol. I, p. 4, 1. 3). 

5. C’est-i-dire au moyen des lignes representatives des nombres utilisees 
dans les demonstrations d e l’ouvr age perdu d’ Apollonius. 

6. C’est- 4 -dire : 120 X 10.000 *, ou 12.000.000.000. 
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fondamentaux, c’est-a-dire a i myriade doublee multipli6e par 
120 unites P). 

Mais, que le double de la quantity des nombres B ne soit pas 
divisible par 4. D&s lors, le dividende laissera n^cessairement 
deux unites ( 1 2 ), car cela a 6te d 4 montre pr 4 c 4 demment ; de sorte 
qu’il en sera de meme pour le double de la quantity des centaines 
divis 4 e par 4 ( 3 ). En consequence, la quantity des centaines divis 4 e 
par deux unites laissera une centaine. D 4 s lors, le nombre solide 
form 4 par les centaines sera 100 myriades denommees par le 
nombre Z ( 4 ), c’est-a-dire doubles ( 5 6 ) ; de sorte qu’il est clair 
que le nombre forme par les nombres B est 100 myriades, denom- 
mees par le nombre Z, multipliees par le nombre E [les 120 
unites] (•) ; ce qui est 1 myriade et 2000 myriades doubles ( 7 ). 


XVI. 

Proposition 16. — Soient deux nombres A, B. Posons d’une 
part le nombre A plus petit que 1000 mutes et divisible par 


1. Dans cet essai de generalisation, oil Pappas designe par des lettres les 
series de nombres concrets envisages dans une proposition d’ Apollonius, le nombre 
concret mentionne ici permet de reconstituer ces series d' Apollonius, comme 
l’a montre Wallis ( Iohannis Wallis operum maihematicorum. Oxoniae, 1699, vol. Ill, 
pp. 597-610). En efiet, dans le premier cas considere, celui de la s6rie dont le 
double de la quantite des nombres est divisible par 4, la serie B sera : 200, 300, 
400, 500 ; la serie r sera done : 2, 3, 4, 5, et le nombre solide E sera done : 
2x3x4x5s 120. 

2. Si, dans la seconde hypo these, la quantite des nombres de la serie B est 
impaire, le double de cette quantite divise par 4 donnera 2 comme reste, et le 
quotient indiquera la puissance de la myriade multipliant le produit continu 
des nombres fondamentaux de la serie envisagee. 

3. L’6nonce ayant pose que les nombres de la serie B sont divisibles par 100, 
le double de la quantite impaire des centaines de la serie B, divise par 4, donnera 
aussi 2 comme reste. 

4. ercou p.upia8wv p' 8|xu)vujjiwv T9 Z, sera 100 myriades homonymes au 
(nombre) Z, c'est-4-dire 100 myriades eievees k une puissance ayant mime nom que 
le nombre Z, ou ayant le quotient Z de la division comme indice. 

5. C’est-a-dire au cane. 

6. Les mots to<; px' povaSas sont consideres par Hultsch comme ayant et6 

interpoies. (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 4, 1. 17). 

7. {Aupta? ota^&tai oitcXuv p-upiaoojv, e’est-i-dire 12000 X io.ooo*. Dans le 
second cas considere, celui dont le double de la quantite des nombres de la serie B 
n’est pas divisible par 4, c’est-4-dire dans laquelle la quantite est impaire, la serie B 
sera : 100, 200, 300, 400, 500 ; la serie r sera 1, 2, 3, 4, 5, l'exposant Z de la 
myriade sera le quotient 2, et le nombre E sera : 1x2x3x4x53= 120. 
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ioo unites, soit 500 unites et, d’aut^e part, le nombre B plus petit 
que 100 unites et divisible pax 10 unites, soit 40 unites, et qu’il 
faille exprimer le nombre resultant de ces nombres sans les 
multiplier eux-memes. 

La chose est manifeste en operant par les nombres ( 1 ). En 
effet, 5 et 4 etant les nombres fondamentaux ( 2 ), si on les multi- 
plie entre eux, ils forment 20 unites, et mille fois le nombre 20 
forme 2 myriades ; ce qui constitue le produit des nombres A, B. 
Au reste, le procede lineaire est manifeste d’apr&s les choses 
demontrges par Apollonius ( 3 ). 


XVII. 

Proposition 17. — Sur le theoreme XVIII ( 4 ). Soit une 
quantity de nombres, notamment les nombres A ( 5 ), respective- 
ment plus petits que 100 et divisibles par 10, et une autre quantite 
de npmbres, notamment les nombres B, respectivement plus 
petits que 1000 et divisibles par 100, et qu'il faille exprimer le 
nombre solide resultant des nombres A et B sans les multiplier 
eux-niSmes. 

En effet, que les nombres fondamentaux des nombres de A 
soient les nombres de H, c’est-a-dire 1, 2, 3 et 4 unites, et que 
les nqmbres fondamentaux de B soient les nombres 0 , c’est--a-dire 
2, 3, 4 et 5 unites. Ay ant pris le nombre solide des nombres 
fondamentaux ( 6 ), c’est-a-dire le nombre E, ou 2880 unites, que 
la quantity des nombres de A, augmentee du double de la quantite 
des nombres de B soit d’abord divisible par 4 ( 7 ), et Apollonius 


1. C’est- 4 -dire en consider ant les nombres eux-memes, et non pas leur repre- 
sentation lineaire. 

2. Le texte presente ici la petite interpolation p.o. exact [jlo. 3 ’ c'est-^-dire : 
5 unites et 4 unites. (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 6, 1 . 2). 

3. Les demonstrations g6ometriques d’ Apollonius en matifcre de nombres ne 
nous sont pas parvenues. 

4. C’est-k-dire commentaire sur le th 4 or 6 me XVIII de l’ouvrage perdu 
d’ Apollonius. 

5. C’est-i-dire : Soit une serie de nombres designee par la lettre A. 

6. Le texte a ici la petite interpolation expletive : twv ( 3 ' y 5 ' ( 3 ' y 0 s', c'est-a- 
dire des (nombres) 2, 3, 4, 2, 3, 4, 5. (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 6, 1 . 15). 

7. Le texte a ici l'interpolation xaxa tov Z, [xrrptc Se ocurou?, et (4) mesure 
(ces nqmbres) suivant le nombre Z, c'est-i-dire : et soit Z le quotient de la division 
de la quantity A + 2B par 4. 
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demontre que le nombre solide issu de tons les nombres de A 
et B est constitue d’autant de myriades denomm^es par le 
nombre Z qu’il y a d’unites dans le nombre E, c’est-a-dire 
2880 myriades triplees (*) ( 2 ). 

Mais, que la quantity de nombres dont se compose A, 
augmentee du double de la quantite de nombres dont se com- 
pose B, divisee par 4, laisse d’abord 1 ( 8 ), et Apollonius en conclut 
que le nombre solide issu des nombres dont se composent A et B 
est d'autant de myriades denommSes par le nombre Z que donne 
le decuple du nombre E ( 4 ). 

D’autre part, si la quantity pr6cit6e ( 5 ) divisee par 4 laisse 2, 
le nombre solide issu des nombres dont se composent A et B est 
d’autant de myriades denommees par le nombre Z que donne le 
centuple du nombre E (®). 

Enfin, s’il reste 3 ( 7 ), le nombre solide issu des nombres est 


z. Reprenons explicitement : Soit une sene A de nombres plus petits que 10 o 
et divisibles pax 10, notamment: io, 20, 30,40, et une s6rie B de nombres inf£rieurs 
ci 1000 et divisibles par 100, notamment : 200, 300, 400, 500. Le produit des 
nombres fondamentaux (-ituOpive?) est, comme dans le texte : 1 X 2 x 3 X 4 X 
2x3x4x5s 2880. Si, comme cela se pr£sente dans ces deux series, la 
quantity des nombres de A augmentee du double de la quantity des nombres 
de B, c'est-i-dire si 4 -J- 2 x 4 =* 12 est divisible par 4 avec quotient Z = 3, 
la demonstration d'Apollonius k laquelle Pappus fait allusion, demonstration 
probablement lineaire, donne 3 comme puissance de la myriade qui multiplie 
2880. En sorte que le produit continu des nombres des deu x series A,B est : 
10 x 20 x 30 x 40 x 200 x 300 x 400 x 500 = 2880 x 10.000*. 

2. Cette premiere partie de la proposition se termine par une longue phrase 
interpoiee par un scoliaste. (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 6, 11 . 23-28). Nous 
la traduisons ici pour memoire : En effet, la myriade denommee par le nombre Z, 
c'est-a-dire la myriade tripiee, multipliee par le nombre E, c’est- 4 -dire par 2880, 
forme le nombre solide issu des nombres dont se composent A et B ; done, le 
nombre solide issu des nombres dont se composent A et B est de tant de myriades 
d6nomm£es par le nombre Z qu'il y a d’unites dans le nombre E. 

3. C’est-£-dire : soit 1 le quotient de la division d£sign£ par Z dans le 
texte. 

4. C’est-cL-dire que le produit continu des nombres des series A et B sera la 
myriade 61 ev 6 e k la puissance Z = 1, multipliee par le decuple du nombre E, 
ou decuple du produit des nombres fondamentaux des nombres des series A 
et B. 

5. C’est-i-dire la somme de la quantity des nombres de la s&ie A et du double 
de la quantity des nombres de la serie B. 

6. C’est-&-dire que le produit continu d es nom bres des series A et B sera la 
myriade elevle k la puissance Z = 2, ou io.ooo 2 , multipliee par 100 E, ou le 
centuple produit continu des nombres fondamentaux des nombres des series 
A et B. 

7. C’est-a-dire si le quotient Z de la division par 4 est 3. 
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d'autant de myriades d6nomm6es par le nombre Z que donne 
mille fois le nombre E i 1 ). 


XVIII. 

Proposition 18. — Sur le theor&me XIX ( 2 ). Soit un 
nombre A plus petit que ioo et divisible par io, et soient d’autres 
nombres, tant qu’on voudra, plus petits que io [tels que B, I\ 
A, E[| (®), et qu'il faille exprimer le nombre solide issu des nombres 

A, r, A, E. 

En effet, soit Z le nombre suivant lequel le nombre A est 
divisie par io, c'est-a-dire le nombre fondamental du nombre A ; 
prenpns le nombre solide issu des nombres Z, B, I\ A, E, et que 
ce soit le nombre H ; je dis que le nombre solide form€ par les 
nombres A, B, T, A, E est le decuple du nombre H. 

Cela est manifeste au moyen des nombres (*) ; car si Ton pose 
par exemple que A est 20 unites, B, 3 unites, V, 4 unites, A, 5 unites 
et E, 6 unites, leur nombre solide est 7200 unites. Mais le nombre Z, 
fondamental du nombre A, 6tant 2 unites, le nombre solide issu 
de ce nombre et des nombres B, I\ A, E, pris [dix fois] (*), sera 
7200 unites ; ce qui est 6gal au nombre solide des nombres A, 

B, r, A, E. Or, cela a 6t£ d£montre lineairement par Apollonius. 

XIX. 

Proposition io. — Mais, soient les deux nombres A, B respec- 
tivement plus petits que 100 et divisibles par 10, tandis que 
chacun des nombres T, A, E est plus petit que 10, et qu’il faille 
exprimer le nombre solide issu de ces nombres. 


1. C’est- 4 -dire que le pro duit con tinu des nombres des series A et B sera la 
myriade k la puissance 3, ou 10.000 3 4 5 , multipli^e par 1000 E, ou mille fois le produit 
continu des nombres fondamentaux des nombres des series A et B. 

2. Commentaire relatif 4 la proposition XIX de l'ouvrage perdu d' Apollonius. 

3. Lacune comblee par Hultsch (Cfr. loc cit., vol. I, p. 8, 1 . 15). 

4. C’est- 4 -dire en opposition avec la methode lineaire de la proposition visee 
d' Apollonius. 

5. Lacune combine facilement par owoxxk; (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, 
p. 8, l. 26). 
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En effet, soient Z, H les nombres fondamentaux des nombres 
A, B ; je dis que le nombre solide issu des nombres A, B, T, A, E 
est le centuple du nombre solide issu des nombres Z, H, T, A, E. 

Cela est aussi manifeste au moyen de nombres : A 6tant 
20 unites, B, 30 unites, I\ 2 unites. A, 3 unites, E, 4 unites, 

Z, 2 unites, et H, 3 unites. En effet, le nombre solide forme par 

les nombres A, B, I\ A, E est 14.400 unites ; et celui forme par 

les nombres Z, H, T, A, E est 144 unites, ce qui, pris cent fois, 

donne 14.400 unites. La demonstration au moyen de lignes se 
trouve parmi celles d’ Apollonius. 

XX. 

Proposition 20. — Mais, soient trois nombres A, B, T, et 
que chacun d’eux soit plus petit que 100 et divisible par 10 ; 
tandis que chacun des nombres A, E, Z est plus petit [que 10] ( 1 ). 
Soient H, 0 , K les nombres fondamentaux des nombres A, B, T ; 
prenons le nombre solide issu des nombres H, 0 , K, A, E, Z, et 
que ce soit le nombre E; je dis que le nombre solide issu des 
nombres A, B, 17 , A ,E est egal a mille fois le nombre E. 

La chose est manifeste au moyen de nombres : le nombre A 
etant par exemple 20 unites, le nombre B, 30 unites, le nombre T, 
40 unites, [le nombre A, 2 unites] ( 2 ), le nombre E, 3 unites, le 
nombre Z, 4 unites ; tandis que le nombre H est 2 unites, le 
nombre 0 , 3 unites et le nombre K, 4 unites. En effet, le nombre 
solide forme par les nombres A, B, I\ A, E, Z est 57 myriades 
simples plus 6000 unites ( 3 ), et celui qui est form6 par les nombres 
fondamentaux H, 0 , K et par les nombres A, E, Z sera 576 unites, 
lesquelles, prises mille fois, ce qui sera le nombre solide [issu de 
tous les nombres] ( 4 ), deviennent 57 myriades simples plus 
6000 unit6s. 


1. Lacune comblee par le mot oexa8o$ (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 10, 
1. 17). 

2. Lacune comblee par les mots xal tou A [xovaouv (Cfr. Hultsch, loc. cit., 
vol. I, p. 10, 1. 24). 

3. fxup'.dSwv v£ facAuv xal uovdSwv G, c’est-a-dire 57 X 10.000 -f~ 6000 = 576000. 

4. Lacune comblee par Hultsch (Cfr. loc. cit., voL I, p. 10, 1 . 27). 
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XXI. 

Proposition 21. — Mais, soient des nombres A, B, T, A, E 
en quantite superieure a trois ; que chacun d’eux soit plus petit 
que loo et divisible par io, et que chacun des nombres Z, H, 0 
soit plus petit que 10 ( 1 ). 

Que la quantity des nombres A, B, I\ A, E... soit d’abord 
divisible par 4 suivant le nombre 0 ( 2 ), et que les nombres K, A, 
M, N, S... soient les nombres fondamentaux des nombres A, B, 
T, A; E..., je dis que le nombre solide issu des nombres A, B, 
r. A;.. Z, H, © est 6gal a autant de myriades denommees par 
le nombre 0 qu’il y a d’unites dans le nombre solide issu des 
nombres K, A, M, N... multiplie par celui qui est issu des 
nombres Z, H, 0 . 

La chose est manifeste au moyen de nombres en supposant 
par ekemple que le nombre A soit 10 unites, le nombre B 20 unites, 
le nombre T 30 unites et le nombre A 40 unites, les unites des 
nombres fondamentaux K, A, M, N etant 1, 2, 3 et 4. Des lors, 
le nombre solide issu des nombres A, B, T, A est 24 myriades 
simplps ; celui qui est issu des nombres A, B, T, A, Z, H, 0 est 
144 myriades simples ( 3 ), et celui qui est issu des nombres fonda- 
mentaux K, A, M, N est 24 unites ; nombre qui, multiplie par 
celui qui est issu des nombres Z, H, 0 , c’est-a-dire 6 unites, forme 
144 unites qui sont la quantite de myriades simples du nombre 
solide issu des nombres A, B, T, A, Z, H, 0 , parce que [la 
quantite] ( 4 5 ) des nombres A, B, I\ A est divis6e une seule fois 
par 4 (*). 

Mais que la quantity des nombres A, B, I\ A, E... ne soit 


1. Hultsch a suppose que cette proposition a ete interpolee, k cause des nom- 
breuses negligences qu'elle presente (Cfr. he. cit., vol. I, p. u, en note). 

2. C’est-k-dire que le nombre de termes de la serie A, B, T, A, E... soit d’abord 
divisible par 4, et que le quotient soit O. 

3. Pour obtenir le produit continu des nombres A, B, T, A, Z, H, ©, le texte 
neglige de dire ici que l'on suppose Z = i, H = 2 et 0 — 3. 

4. Lacune comblee par to «A?ifto? (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 12, 1 . 18). 

5. C’est- 4 -dire parce que la quantite 4 des nombres A, B, r. A, divisee par 4 
donne le quotient 1, puissance de la myriade dans le produit continu des nombres 
A, B, IT, A, Z, H, 0 , dont les quatre premiers sont plus petits que 100. Le produit 
est doftc : 144 x 10.000 = 1.440.000. 
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pas divisible par 4. La division laissera done 1 ou 2 ou 3. Des lors, 
si eJle laisse 1, le nombre solide issu des nombres A, B, T, A, E... 
Z, H, © sera d’ autant de myriades denommees par le nombre 0 (*) 
que l’indique le decuple du nombre solide issu des nombres K, 

A, M, N, E multiplie par celui qui est issu des nombres Z, H, 0 . 
Si la division laisse 2, ce sera Jle nombre solide que Ton vient 
de dire pris] ( 1 2 ) cent fois. Enfin, si la division laisse 3, il y aura 
autant [de myriades] ( 3 ) denommees par le nombre 0 que le 
nombre solide issu des nombres K, A, M, N, E multiplie par celui 
qui est issu des nombres Z, H, 0 , pris mille fois, aura d’unites. 
La demonstration par lignes est manifest e d’apres les Elements ( 4 ). 

XXII. 

Proposition 22. — Que le nombre A soit plus petit que 1000 
et divisible par 100 ; tandis que les nombres B, T, A sont respec- 
tivement plus petits que 10, et qu’il faille exprimer le nombre 
solide issu des nombres A, B, I\ A. 

En effet, posons que E est le nombre fondamental du nombre A, 
et que le nombre solide issu des nombres E, B, I\ A est le nombre Z; 
[je dis que] ( 5 ) le nombre solide issu des nombres A, B, T, A est 
le centuple du nombre Z. 

Cela est aussi manifeste au moyen de nombres, en supposant 
par exemple que le nombre A est 300 unites, le nombre B 3 unites, 
le nombre T 4 unites, et le nombre A 5 unites. En effet, le produit 
des nombres A, B, T, A est 18 myriades et le produit des nombres E, 

B, r, A est 180 unites ; nombre qui, pris cent fois, sera 18 myriades. 
La demonstration par lignes est [manifeste] ( 6 ) d’apr&s les Elements. 


1. C'est-a-dire autant de myriades k la puissance indiqu£e par le nombre 0, 
quotient de la division par 4 du nombre de termes de la serie consider^ des 
nombres k multiplier entre eux. 

2. La phrase placee entre crochets est consideree par Hultsch comme ayant 
6t6 interpolee (Cfr. loc. tit., vol. I, p. 12, 1 . 25). 

3. Lacune comblee par le mot [Jiuoiaocov (Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. I, p. 14, 
1. 2). 

4. C’est-a-dire que la demonstration lin&iire de cette proposition est evidente 
d’apr&s le livre des Aliments sur la matiere compost par Apollonius. 

5. Lacune comblee par le mot on (Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. I, p. 14, 1 . 8). 

6. Lacune combine par le mot otjXov (Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. I, p. 14, 

1. 15). 


10 


PAPPUS d’alexandrie 


XXIII 0). 

Proposition 23. — Sur le th 4 or 4 me XXIV ( 1 2 ). Si nous sup- 
posons par exemple que le nombre A est 200 unites, le nombre B 
300 unites, le nombre T 2 unites, le nombre A 3 unites et le nombre E 
4 unites, le nombre solide issu de ces nombres sera 144 myriades 
simples, puisque le double de la quantity des nombres A, B est 
divise une seule fois par 4 [suivant le nombre K] ( 3 ), et que le 
produit des nombres fondamentaux Z, H ( 4 5 6 ) et des nombres T, 
A, E est 144 unites (®). 

D' autre part, si le double de la quantity des nombres A, B... 
n’est pas divisible par 4, il est Evident que s'il est divis 4 suivant 
le nombre K (•), il reste 2 ; car cela a 4 t 4 d 4 montr 4 plus haut f 7 ). 
En cons 4 quence ( 8 9 ), on aura 100 myriades indiqu 4 es par le nombre K, 
et le nombre ©, nombre solide issu des nombres A, B, I\ A, E, 
est [4gal] (®) au [nombre solide issu des nombres Z, H, T, A E] ( l0 11 ) 
multiple par 100 myriades indiqu 4 es par le nombre K ( u ). La 
d 4 monstration se fait comme chez Apollonius. 


1. L'attribution de cette proposition & Pappus est douteuse, du moins dans 
sa forme negligee. 

2. C’est- 4 -dire : Proposition se rapport ant an th6or£me XXIV de l'ouvrage 
d’ Apollonius. 

3. Hultsch a considere les mots places entre crochets comme une interpolation. 
(Cfr. loc. cit., vol. I, p. 14, 1 . 21). Ce nombre K est le quotient de la division par 4 
du double dc la quantity 2 des nombres A, B, c’est-i-dire que K = 1. 

4. C’est-ci-dire les nombres fondamentaux de A et B qui sont done Z = 3 
et H =p 3. 

5. Le texte presente ici tme phrase interpose par un commentateur : & 8 vxzptoq. 
bm\Q>v ouv puipidowv pp.8' eorlv Six twv A, B, r, A, E, <rrepeo$. (Cfr. Hultsch, loc. 
cit.,vo\, I, p. 14, U.22-23). Si Ton rattache cette phrase aux derniers mots du texte 
« est 144 unites » cette interpolation signifie : (lesquelles unites sont) le nombre 
solide 4 . Done, le (nombre) solide issu des (nombres) A, B, r. A, E est 144 myriades 
simplest 

6. C’est-a-dire suivant le quotient de la division par 4, quotient d£signe 
probablement par la lettre K dans la demonstration lin£aire du th6or£me 
d’Apollonius. 

7. Voir proposition 15. 

8. Le texte presente ici Interpolation superflue : ex tou foweedlai ouo. 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 14, 1 . 27). 

9. uros, restauration due & Hultsch. (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 14, 1 . 28). 

10. ix twv ZHTAE <rrepec[», restauration due 4 Hultsch (Cfr. loc . cit., vol. I, p. 16, 

1- i)- 

11. C’est- 4 -dire : 100 x io.ooo*. 


'■-4 
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XXIV. 

Proposition 24. — Sur le theor&me XXV (*). Que chacun 
des nombres A, B, soit plus petit que 100 et divisible par 10 ; 
que chacun des nombres T, A, E soit plus petit que 10, et qu'il 
faille exprimer le nombre solide issu de ces nombres. 

En effet, que les nombres 0 , K soient les nombres fonda- 
mentaux des nombres A, B, et que le nombre A soit 6gal au 
nombre solide issu des nombres 0 , K, T, A, E ; je dis que le nombre 
solide issu des nombres A, B, T, A, E est 6gal a cent nombres A. 

Or, la chose est manifeste au moyen de nombres si le nombre A 
est 20 unites, le nombre B 20 unites, le nombre T 5 unites, le 
nombre A 6 unites, le nombre E 7 unites, et si les nombres fonda- 
mentaux 0 , K sont 2 unites. En effet, le nombre solide des 
nombres 0 , K, T, A, E devient 840 unites ; nombre qui, pris cent 
fois, sera 8 myriades 4000 unites, ce qui est egal au nombre solide 
issu des nombres A, B, T, A, E. 

XXV. 

Proposition 25. — Le theor&me le plus important XXVI ( 1 2 ) 
comporte la proposition et la demonstration suivantes : Soient 
deux nombres ou plus. A, B..., respectivement plus petits que 
1000 et divisibles par 100, et d’autres nombres, tant qu’on voudra 
r, A, E..., respectivement plus petits que 100 et divisibles par 10, 
et, enfin, d’autres nombres, tant qu’on voudra, Z, H, 0 ..., respec- 
tivement plus petits que 10, et qu’il faille exprimer le nombre 
solide issu des nombres A, B... T, A, E... Z, H, 0 . 

En effet, soient A, M... N, S, 0 les nombres fondamentaux 
des nombres A, B... T, A, E. Des lors, le double [de la quantite] ( 3 ) 
des nombres A, B..., conjointement avec le nombre simple des 
nombres T, A, E... est ou n’est pas divisible par 4. 

Qu’il soit d’abord divisible par 4 suivant le nombre K( 4 ), et 


1. Proposition relative au theor&me XXV de l’ouvrage d' Apollonius. 

2. C’est-a-dire le theor^me XXVI de l’ouvrage d’ Apollonius. 

3. Lacune comblee par too icXt\8ou<; (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 16, 1 . 26). 

4. C’est-ci-dire le quotient K. 
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substituons les centaines II, P... aux nombres A, B... et les. 
dizaines 2 , T, T... aux nombres T, A, E... (*). Des lors, il est clair 
que le nombre issu des nombres II, P... 2 , T, Y..., multiplie par 
celui qui est issu des nombres A, M... N, S, O..., [est egal] ( 1 2 ) 
au [nombre solide issu des nombres A, B... T, A, E...] ( 3 ). Prenons 
done ;le nombre solide issu des nombres AM... NHO... ZH©..., 
et que ce soit le nombre ; je dis que le nombre solide issu des 
nombres A, B... TAE... ZH©... comporte autant de myriades 
indiquees par le nombre K ( 4 ) qu’il y a d’ unites dans le nombre <2>. 
Apollonius a d’ailleurs demontre cela d’une maniOre lineaire. 

Mais, si le double de la quantite des nombres A, B..., con- 
jointement avec la quantite des nombres T, A, E..., n’est pas 
divisible par 4, il s’ensuit que, divise suivant le nombre K, il 
restera 1, 2 ou 3 ( 5 6 ). DOs lors, s’il reste 1, le nombre solide issu 
des nombres IIP... STY... comportera 10 myriades indiquees par 
le nombre K; s’il reste 2, il comportera 100 myriades indiquees 
par le nombre K, et s’il reste 3, il comportera 1000 myriades 
indiquees par le nombre K. Et il est Evident, d’apres les demon- 
strations par les lignes (•), que le nombre solide issu des nombres 
A, B... TAE... ZH©... comporte autant de myriades denommees 
par le nombre K que l’indique le decuple du nombre O ( 7 ), ou 
autant de myriades denommees par le nombre K que l’indique 
le centuple du nombre O ( 8 ), ou autant de myriades denommees 


1. Le texte pr&ente ici l’interpolation (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 18, 1 . 3): 
xal 6 dticXio-ioc apa xou itX^Oou? twv HP puta tou «X7\9ou<; twv STY ptexpevrat Otco 
xexpaoo? xaxa xov K. C'est-A-dire : Done, le double de la quantite des (nombres) 
IIP, augments de la quantity des (nombres) STY, est divisible par 4 suivant le 
(nombre) K. 

2 . Lacune combine par Hultsch au moyen des mots Zao<; i<rrl. (Cfr. loc. cit., 
vol. I, p. 18, 1. 6). 

3. Lacune combine au moyen des mots ix xwv ABTAE arepsui par Joh. Wallis 
dans la premiere Edition qu’il donna du fragment du livre II dans son ouvrage 
£dit6 cL Oxford, en 1688, sous le titre que nous avons mentionn£ dans notre 
introduction. Restauration adoptee dans l'edition critique de Hultsch, vol. I, 
p. 18, 11. 6-7. 

4. C’est-i-dire k la puissance K. 

5. C’est-i-dire que la division par 4 aura K comme quotient et 1, 2 ou 3 comme 
reste. 

6. Les demonstrations linlaires d’ Apollonius. 

7. C’est- 4 -dire que dans le cas ou le reste de la division est 1 on aura : 

IO.OOO* X IO <D. 

8. Dams le cas oil le reste de la division est 2 on aura : 10.000* x 100 
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par le nombre K que l'indique mille fois le nombre <I> (*). 

Proposition 26. — Ce dernier theoreme etant considere au 
prealable, on voit clairement comment on peut multiplier un 
vers donne et exprimer le nombre obtenu en multipliant le premier 
nombre affects a la premiere lettre par le second nombre affecte 
a la seconde lettre ; en multipliant le nombre obtenu par le 
troisieme nombre affecte a la troisieme lettre, et en continuant 
ainsi de suite jusqu’ci ce que Ton ait parcouru le vers qu' Apollonius 
enonce originairement ainsi l 1 2 ) : 

' Apre/iuSos icXeire k paros ej~oyov evvea Koupax ( 3 ). (II a dit d’ ailleUTS 

*AetT« au lieu de vvo/unierare) ( 4 5 6 ). D&s lors, puisque le vers possede 
trente-huit lettres qui renferment les dix nombres : 100, 300, 
200, 300, 100, 300, 200, 600, 400 et 100 ( 8 9 ), respectivement 
inferieurs a un millier et divisibles par une centaine, ainsi 
que les dix-sept nombres : 40, 10, 70, 20, 30, 10, 20, 70, 60, 70, 
70, 50, 50, 50, 20, 70 et 10 (*), respectivement inferieurs a une 
centaine et di visibles par une dizaine, et les nombres restants 
[groupe des unites] ( 7 ) : 1, 5, 4, 5, 5, 1, 5, 5, 5, 1 et 1 ( 8 ), respec- 
tivement inferieurs a une dizaine, il s’ensuit que, si (®) Ton sub- 


1. Dans le cas ou le reste de la division est 3 on aura : 10.000* x 1000 $. 

2. Le texte presente ici les mots xaxa tov rdyov (d’apr^s le vers). Hultsch les 
met entre crochets ( loc . cit., vol. I, p. 18, 1. 31) pour marquer, sinon leur inter- 
polation, du moins leur alteration, et propose de les remplacer par xotra to 
fftot^eiov (dans les £ laments). 

3. C’est-k-dire : Celebrez, 6 vous les neuf Muses, la puissance supreme 
d'Arth6mis. 

4. C’est-k-dire qu’Apollonius aurait substitud le verbe « celebrer » au verbe 
originaire du vers « remettre en mgmoire », probablement dans le but de pouvoir 
faire mieux correspondre le vers &. son probl£me. 

5. Ces dix lettres considerees dans leur representation numerique sont : 
p' =100, t' = 300, o' = 200, t' as 300, p' as 100, t' = 300, <x' as 200, x' = 600, 
v' = 400 et p' =a 100. 

6. Les dix-sept lettres du vers numdriquement representees par des nombres 

inferieurs k ioo sont : = 40, 1' a= 10, o' =a 70, x' as 20, X' as 30, t' = 10, x' = 20, 

o' = 70, 5' as 60, 0 '—70, o' as 70, v' as 50, v' as 50, v' as 50, x' as 20, o' = 70, 
l' as 10. 

7. Le texte presente ici la petite interpolation <ruv xau; ptov®r.v. (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 20, 1. 8). 

8. Le vers contient encore onze lettres numeriquement representees par des 
nombres inferieurs i io : #' » i, i' = 5, S' = 4, «' = 5, *' as 5, «' as 1, e' as 5, 

s' as 5,«' as I, a' as 1 . 

9. L’ edition critique de Hultsch abandonne ici la phrase interpolde : tou? §*xa 
dpiOjxois SiTtXaaxaouiu.sv xai tou<; yevopivou^ x' itpoofloijuv tois eip^pivoi? 
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stitue aux dix nombres ces memes dix nombres ranges dans Tordre 
des centaines, et si Ton substitue de la meme maniere les dix-sept 
dizaines aux dix-sept nombres (*), il est clair que, d’apr&s le 
theor&me de logistique XII qui precede ( 2 ), les dix centaines, 
conjaintement avec les dix-sept dizaines, forment dix myriades 
ennuptees ( s ) ; [car, les dix centaines prises deux fois, c’est-a-dire 
vingt centaines, auxquelles on ajoute les dix-sept dizaines, donnent 
trente-sept nombres qui sont des analogues ( 4 ). Or, ces trente-sept 
nombres, divis6s par 4, donnent 9 comme rSsultat de la division, 
et il teste 1 ; en sorte qu’on a dix myriades ennupl6es resultant 
des diix centaines et des 17 dizaines] ( 6 ). 

D' autre part, puisque les nombres fondamentaux des nombres 
divisibles par 100 et des nombres divisibles par 10 sont les vingt- 
sept $uivants : 

1. 3* 2, 3, 1, 3, 2, 6, 4, 1 ; 

4* 1* 7 > 2, 3» 1, 2, 7, 6, 7, 7, 5, 5, 5, 2, 7, 1 ; 
mais, qu’il y a onze nombres inf&ieurs a une dizaine, c’est-a-dire 
les nombres : 1, 5, 4, 5, 5, 1, 5, 5, 5, 1, 1, si l'on multiplie entre 
eux le nombre solide issu de ces onze nombres et celui qui est 
issu de ces vingt-sept nombres, on aura le nombre solide : 19 my- 
riades quadruples plus 6036 myriades triples plus 8480 myriades 
doublees (*). 

[Cependant, on obtiendra aussi un nombre 6gal a ce dernier 
au mpyen des nombres fondamentaux ( 7 ) du vers : 'Apre/uSos 


cfotGjiou iircaxatotxa, ra vrv6{A*vct ijxou X£' twv uir’ auTOu ycvojArxov dvaXoytov, 

xacv. • (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 20, 11. 10-13). 

1. C’est-i-dire si nous rangeons de meme les dix-sept nombres dont il a ete 
question plus haut dans l’ordre des dizaines. 

2. Cfe th6or&ne XII de logistique, c'est-i-dire relatif au calcul de nombres 
concrets, appartient k l a part ie perdue du livre II. 

3. C’est-i-dire 10 x io.ooo*. 

4. AvaXoyuv ovra. Ces nombres ayant 6 te ranges dans l'ordre des centaines et 

des diziaines, Pappus les appelle analogues, c’est-4-dire en proportion, dans le 1 

sens adopte par Archim^de dans son Arenaire. Voir : (Euvres completes d'Archimede, ' 

traduites du grec en franfais, avec une introduction et des notes, par Paul VerEecke, 

Bruxelles, 1921, gr. in-8°, p. 366. 

5. La phrase mise entre crochets est consider^ par Hultsch comme interpolee 

par un commentateur. (C fr. loc . cit., vol. I, p. 20, 11. 18-22). 

6. C’est-i-dire : 19 x io.ooo 1 + 6036 x io.ooo 3 + 8480 x io.ooo 2 . 

7. Hultsch ajoute ici les mots necessaires: <*p.a TaC; jj.ova<nv (conjointement avec 
les unites). Cfr. loc. cit., vol. I, p. 22, 1. 8. 
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cXtftre Kpdros e£ox<»> b>vea KOipcu, qui sont I I, I, 3, 5, 4, I, 4, 7, 2 , 

2, 3, 5, 1, 3> 5 > 2, I, I, 3, 7 , 2, 5, 6, 7, 6, 7, 5, 5, 5, 5, 5, 1, 2, 7, 

4, 1, 1, 1 C 1 ).., 

En effet, 1 multiplie par 1 devient 1, qui, multiplie par 3. 
devient 3 ; ce qui, multiplie par 5, devient 15 ; ce qui, multiplie 
par 4, devient 60 ; ce qui, multiple par 1, devient 60 ; ce qui, 
multiple par 4, devient 240 ; ce qui, multiplie par 7, devient 1680 ; 
ce qui, multiplie par 2, devient 3360 ; ce qui, multiple par 2, 
devient 6720 ; ce qui, multiple par 3, devient 2 myriades plus 
160 unites ( 2 ) ; ce qui, multiplie par 5, devient 10 myriades plus 
800 unites ( 3 ) ; ce qui, multiplie par 1, devient 10 myriades plus 
800 unites ; ce qui, multiplie par 3, devient 30 myriades plus. 
2400 unites ( 4 5 6 ) ; ce qui, multiply par 5, devient 151 myriades 
plus 2000 unites (*) ; ce qui, multiplie par 2, devient 302 myriades 
plus 4000 unites (•) ; ce qui, multiplie par 1, devient 302 myriades 
plus 4000 unites ; ce qui, multiple encore par 1, devient 
302 myriades plus 4000 unites ; ce qui, multiplie par 3, devient 
907 myriades plus 2000 unites ( 7 ) ; ce qui, multiple par 7, devient 
6350 myriades plus 4000 unites ( 8 9 ) ; ce qui, multiplie par 2, devient 
1 myriade doublee plus 2700 myriades plus 8000 unites (•) ; ce 
qui, multiplie par 5, devient 6 myriades doubles plus 
3504 myriades ( 10 11 12 13 ) ; ce qui, multiplie par 6, devient 38 myriades 
doublees plus 1024 myriades (“) ; ce qui, multiplie par 7, devient 
266 myriades doubles plus 7168 myriades (**) ; ce qui, multiplie 
par 6, devient 1600 myriades doubles plus 3008 myriades (“) ; 


1. Cette suite de nombres comprend done, outre les unites, les nombres fonda- 
mentaux des centaines et des dizaines qui repondent aux lettres dont se compose 
le vers grec. 

2. 2 X 10.000 4 - 160 =* 20160. 

3. 10 x 10.000 -4 800 = 100.800. 

4. 30 x 10.000 -j- 2400 = 302.400. 

5. 151 x 10.000 4- 2000 = 1.151.200. 

6. 302 x 10.000 + 4000 = 3.024.000. 

7. 907 x 10.000 4- 2000 = 9.072.000. 

8. 6350 x 10.000 + 4000 = 63.504.000. 

9. yivetat. jjlP cl xat jx« Jty' xal po ^ e’est-i-dire : devient io.ooo i 4 * 2700 X. 
10.000 4* 8 000 — 12 7.008.000. 

ro. 6 x 1 0 .ooo 2 4 - 3504 X 10.000 = 635.04O.000. 

11. 38 x io.ooo 2 4- 1024 x 10.000 = 3.810.240.000. 

12. 266 x i o.ooo 8 4- 7168 x 10.000 = 26.671.680.000. 

13. 1600 x io.ooo 8 4- 3008 x 10.000 = 160.030.080.000. 


i6 


PAPPUS d’alexandrie 


ce qui, multiplie par 7, devient 1 myriade triplee plus 1202 myriades 
doublees plus 1056 myriades ( x ) ; ce qui, multiplie par 5, 
devient 5 myriades triplees plus 6010 myriades doublees plus 
5280 myriades ( 1 2 ) ; ce qui, multiplie par 5, devient 28 myriades 
triplees plus 52 myriades doublees plus 6400 myriades ( 3 ) ; ce qui, 
multiplie par 5, devient 140 myriades triplees plus 263 myriades 
doublees plus 2000 myriades ( 4 ) ; ce qui, multiple par 5, devient 
700 myriades triplees plus 1316 myriades doublees ( 5 ) ; ce qui, 
multiplie par 5, devient 3500 myriades triplees plus 6580 myriades 
doubles ( 6 ) ; ce qui, multiplie par 1, devient 3500 myriades triplees 
plus 6580 myriades doublees ; ce qui, multiplie par 2, devient 
7001 myriades triplees plus 3160 myriades doubles ( 7 ) ; ce qui, 
multiplie par 7, devient 4 myriades quadruplees plus 9009 myriades 
triplees plus 2120 myriades doublees ( 8 ) ; ce qui, multiplie par 4, 
devient 19 myriades quadruplees plus 6036 myriades triplees plus 
8480 myriades doublees (*)] f 10 ). 

Des lors, ce nombre etant multiplie par le nombre solide issu 
des centaines et des dizaines, c'est-a-dire les 10 myriades [ennu- 
plees] ( u ), etablies plus haut, il forme 196 myriades tr^decuplees 
plus 368 myriades dodecupl6es plus 4800 myriades undecupl£es C 12 }. 
[En effet, la myriade ennuplee multipliee par la myriade qua- 
druple forme la myriade tredecupl^e, et, multipliee par la myriade 

1. YtvtTttt 11Y cl xal jjtP a 9$' xal jx® ^avS', c’est-i-dire : devient 10. 000 3 -f 1202 x 
10.000* 4- 1056 x 10.000 — 1.120.21 0.560.000. 

2. 5 x x o.ooo 3 4- 6010 x io.ooo 3 4- 5280 x 10.000 = 5.601.052.800.000. 

3. 28 x io.ooo 3 4- 52 x i o.ooo 3 4- 6400 x 10.000 = 28.005.264.000.000. 

4. 140 x io.ooo 3 4- 263 x i o.ooo 3 4 - 2000 x 10.000 = 140.026.320.000.000. 

5. 700 x i o.ooo 3 4- 1316 x io.ooo 2 = 700.131.600.000.000. 

8. 3500 x io.ooo 3 4- 6580 x io.ooo * = 3.500.658.000.000.000. 

7. 7001 x io.ooo 3 4* 3160 x 10.000* = 7.001.316.000.000.000. 

8. yivtvon ;j .<3 o' xal |iY ,88' xal JJpx\ c’est-i-dire : devient 4 X io.ooo 4 4 - 
9009 x 10 ooo 3 4- 2120 x 10. 000* = 4 9.009.212. 000.000 .000. 

9. 19 x io.ooo 4 4- 6036 x io.ooo* 4- 8480 x 10.000* = 196.036.848.000.000.000, 
nombre identique cl celui qui a 6te trouv6 par la methode abregee precedente. 

10. Le long passage que nous avons plac6 entre crochets est une interpolation 
due k uln scoliaste grec ayant voulu verifier tout au long le calcul abr^ge de Pappus. 
(Cfr. Hultsch, be., tit., pp. 22-24). 

11. Lacune que Hultsch a combine par le mot ivva-rtXa;. (Cfr. loc. cit., vol. I, 
p. 24, l. 19). 

12. ilotouaiv jxupiaSa? TpiaxaiSexowt^a? p£<;', SuocxaitXac evSsxaitXa; 

e’est-^-dire : 196 x io.ooo 13 4- 368 x io.ooo 13 4- 4800 x i o.ooo 11 , nombre obtenu 
en multipliant celui de la note ant£penultieme par 10 X io.ooo 9 . 
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triplee, elle forme la myriade dodecuplee, et, de meme, multipliee 
par la myriade double, on obtient la myriade undecuplee] ( 1 ). 
Toutes ces choses ont d'ailleurs ete de montrees plus haut. 

En consequence, on peut dire que le vers du debut : 'Aftre/xiSos 
K\etre Kparrof e%o%ov evvea Koupai donne, par multiplications repetees, 
la quantite de 196 myriades tredecupiees plus 368 myriades 
dodecupiees plus 4800 myriades undecupiees ; ce qui concorde 
avec les choses qu* Apollonius expose d’abord suivant sa methode 
au commencement de son livre. 

Soit donne de nouveau le vers suivant : Mijfiw d«<h Qea 
Arifxrrrepos ayXaoxdprov ; prenons les nombres analogues (*) et les 
nombres fondamentaux ( 3 ), conjointement avec les unites, de 
la maniere dont ils sont disposes ci-apr&s : 4, 8, 5, 1, 5, 1, 5, 1, 4, 
5 » 9> 5» 4> 8, 4* 8, 3, 5, 1, 7, 2, 1, 3, 3, 1, 7, 2, 1, 1, 8, 7, 4, ( 4 ) et 

multiplions ces nombres entre eux. Ils donnent 2 myriades qua- 
druples plus 1849 myriades triples plus 4402 myriades doubles 
plus 5600 myriades simples ( 5 * * ). 

En effet, 4 unites multiplies par 8 deviennent 32 ; ce qui, 
multiplie par 5, devient 160 ; ce qui, multiplie par 1, devient 
160 ; ce qui, multiplie par 5, devient 800 ; ce qui, multiplie par 1, 
devient 800 ; ce qui, multiplie par 5, devient 4000 ; ce qui, multi- 
plie par 1, devient 4000 ; ce qui, multiplie par 4, devient 1 myriade 
plus 6000 unites ; ce qui, multiplie par 5, devient 8 myriades ; 
ce qui, multiplie par 9, devient 72 myriades ; ce qui, multiplie 


1. Le passage place entre crochets est un petit commentaire interpole 
(Cfr. Hultsch, lo c. tit., v ol. I, p. 2 4, 11 . 20-23 ). Ce com me ntaire e xpli que in utile- 
ment q ue Ton a : io. ooo 9 x io.ooo 4 = io.ooo 13 ; 10.000* X io.ooo 3 = io.ooo 12 , et 
10.000” x io.ooo 2 = io.ooo 11 . 

2. C'est-i-dire, prenons, comme precedemment pour le vers d'Apollonius, 
les lettres qui repr£sentent les nombres analogues, ou en proportion, plus petits 
que 1000 et divisibles par 100, et ceux qui sont plus petits que 100 et divisibles 
par 10. 

3. C’est-^-dire prenons le premier chiffre des centaines et des dizaines. 

4. Cette suite de nombres comprend les nombres fondamentaux des centaines, 

puis les nombres fondamentaux des dizaines, puis les unites. Ils correspondent 
aux lettres suivantes accentuees dans la numeration alphabetique grecque: 8' — 4 ; 
V = 8 ; e' = 5 ; *1; i'*s; » 5 ; *' = 1; *'=4; t '=5;d'=:9; 

e' = 5 ; «' = 1 ; S' = 4 ; rj' = 8' ; 8' = 4 ; V = 8 ; y' = 3 ; ■' = 5 J *' =* 1 \ S' * 7 > 
p' = 2 ; «' = 1 ; y ' * 3 ; r' ~3 ; *' = 1 ; C * 7; 2; «' »i; V*8; 

= 7 ; S' = 4. 

5. Le produit des lettres representatives des nombres sera done: 2 X 10.000* + 

1849 x io.ooo 3 4- 4402 x io.ooo 2 + 5600 x 10.000. 

Pappus d’Alexattdrie. — I so 
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par 5, devient 360 myriades ; ce qui, multiplie par 1, devient 
360 myriades ; ce qui, multiple par 4, devient 1440 myriades ; 
ce qui, multiple par 8, devient 1 myriade doublee plus 1520 
myriades ( 1 2 ) ; ce qui, multiplie par 4, devient 4 myriades doublees 
plus 6080 myriades (*) ; ce qui, multiplie par 8, devient 36 myriades 
doubles plus 8640 myriades ( 3 ) ; ce qui, multiplie par 3, devient 
no myriades doubles plus 5920 myriades ( 4 ) ; ce qui, multiply 
par 5, devient 552 myriades doubles plus 9600 myriades ( 5 6 ) ; 
ce qui, multiplie par 1, devient 552 myriades doubles plus 
9600 myriades ; ce qui, multiplie par 7, devient 3870 myriades 
doubles plus 7200 myriades ( 8 9 10 11 ) ; ce qui, multiple par 2, devient 
7741 myriades doublees plus 4400 myriades ( 7 ) ; ce qui, multiple 
par 1, devient 7741 myriades doubles plus 4400 myriades ; 
ce qui, multiplie par 3, devient 2 myriades triples plus 3224 
myriades doubles plus 3200 myriades ( 8 ) ; ce qui, multiplie par 3, 
devient 6 myriades triples plus 9672 myriades doubles plus 
9600 myriades ( fl ) ; ce qui, multiple par 1, devient 6 myriades 
triples plus 9672 myriades doubles plus 9600 myriades ; ce qui, 
multiple par 7, devient 48 myriades triplees plus 7710 myriades 
doubles plus 7200 myriades^ 0 ); ce qui, multiple par 2, devient 
97 myriades triples plus 5421 myriades doubles plus 4400 
myriades (**) ; ce qui, multiple par 1 et encore par 1, devient 
97 myriades triples plus 5421 myriades doubles plus 4400 
myriades ; ce qui, multiplie par 8, devient 780 myriades triples 
plus 3371 myriades doubles plus 5200 myriades ( 12 13 ) ; ce qui, multi- 
ple par 7, devient 5462 myriades triplees plus 3600 myriades 
doubMes plus 6400 myriades (**) ; ce qui, multiple par 4, devient 


1. ro.o oo * + 1 520 x 10.000 = 115.200.000. 

2. 4 X 10.000* 4- 6080 x 10.000 = 460.800.000. 

3' 3® * 1 °- QO ° a + 8640 x 10.000 = 3.686.400.000. 

4. no x io.ooo 2 4- 5920 x 10.000 = 11.059.200.000. 

5. 552 x io.ooo* 4* 9600 x 10.000 = 55.296.000.000. 

6. 3870 x io.ooo* 4- 7200 x 10.000 = 387.072.000.000. 

7. 7741 x io.ooo* 4- 4400 x 10.000 = 774.144.000.000. 

8. 2 x io.ooo 3 4 - 3224 X 10.000 3 4 * 3200 4 - 10.000 = 2.322.432.000.000. 

9. 6 x io.ooo 3 4 - 9672 x io.ooo 2 4- 9600 X 10.000 = 6.967.296.000.000. 

10. 48 x io.ooo 3 4- 7710 x io^ooo* 4- 7200 x 10.000 = 48.771.072.000.000. 

11. 97 x io.ooo 3 4 - 5421 X i o.oo o 2 4 - 4400 X 10.000 = 97.542.144.000.000. 

12. 780 x io.ooo 3 4 - 3371 X io.ooo* 4 - 5200 X 10.000 = 780.337.152.000.000. 

13. 5462 x io.ooo 4 4 - 3600 x io.ooo* 4- 6400 x 10.000 = 5.462.360.064.000.000. 
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2 myriades quadruples plus 1849 myriades triples plus 4402 
myriades doublees plus 5600 myriades simples (*). 

Divisons done les vingt-deux nombres analogues ( 1 2 ) par 4 [il 
reste 2 unites] ( 3 ), et faisons croitre ( 4 ) autant de fois qu’il y a 
d’ unites obtenues ( 5 ) le nombre mis en Evidence ( 6 ) par les unites 
et les nombres fondamentaux qui ont 4te multiplies (nous voulons 
dire faire croitre autant de fois relativement k la myriade), de sorte 
que la premiere obtention de 2 [myriades] ( 7 ) quadruples plus 
1849 myriades triplees plus 4402 myriades doubles plus 5600 
myriades simples devient maintenant 2 myriades ennupl4es plus 
1849 myriades octuplees plus 4402 myriades septuplees plus 
5600 myriades sextuplees ( 8 ). 

Or, comme il est reste 2 de la division des nombres 
analogues ( 9 ), la quantite dont nous multiplierons le nombre 
que nous venons cT exprimer sera une centaine f 10 11 12 ) ; de sorte que 
le nombre sera 218 myriades ennupiees plus 4944 myriades octu- 
plees plus 256 myriades septuplees ( u ). 

Il est done permis de dire que le vers du debut : M*»w a«& 
Oea Atifirjrepos ayXaoKapvov donne par multiplications repetees (**) 
la quantite de 218 myriades ennupiees plus 4944 myriades octu- 
plees plus 256 myriades septuplees. 

1. 2 x io.ooo 4 + 1849 x 10.000 3 + 4402 x 10.000* + 5600 x 10.000 =* 
21.849.440.256.000.000. 

2. C’est-i-dire les vingt-deux premiers nombres de la suite consider, les- 
quels represented les nombres fondamentaux des centaines et des dizaines. 

3. Mots probablement interpoies. (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 28, 1 . 14). 

4. au&?o[Mv a ici la signification de faire croitre en puissance indiqu 4 e par 
le quotient de la division, et non pas de multiplier par ce quotient. 

5. Le texte presente ici la petite interpolation explicative: [iirpo) eU *- 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., p. 28,1. 14). C’est-i-dire que le quotient de la division est 5. 

6. tov ex( 3 dv?a... dpt. 9 pi. 6 v, le nombre expose, mis en evidence, c'est- 4 -dire la 
myriade qui est le coefficient des produits des nombres de base et des unites. 

7. Lacune combiee dans l'edition de Hultsch par le mot (xuptaSwv. (Cfr. loc. cit., 

vol. I, p. 28, 1. 18). 

8. On a don e : [2 x io.oo o 4 + 1849 x io.ooo 8 + 4402 x io.ooo 2 + 5600 x 
10.000] X io.ooo 5 2 x 10.000* -+- 1849 x io.ooo* -|- 4402 x io.ooo* 5600 x 
io.ooo*. 

9. C’est-i-dire que le reste de la division par 4 des vingt-deux premiers 
nombres analogues des centaines et des dizaines est 2. 

10. Voir la proposition 21, ali nea 4. 

11. On a done : [2 x 10.0 00* + 1849 x 10. 000* + 4402 x io.ooo 7 + 560 x 
10.000*] x 100 = 218 x io.ooo* -1- 4944 x 10.000* + 256 x io.ooo 7 . 

12. TtoXXa7tXaoxa<r0ivTa, e’est-a-dire par produit continu des caract£res represen- 
tatifs de nombres du vers propose. 



LIVRE III DE LA COLLECTION 
DE PAPPUS D’ALEXANDRIE 

contenant des problemes de geomdtrie plane et solide. 


Ceux qui, excellent Pandrosius, veulent discemer plus habile- 
ment ce que l’on cherche en geom4trie, jugent qu'il convient 
d’appeler problfeme ce dans quoi Ton propose de r6aliser ou de 
construire quelque chose, et th6or£me ce dans quoi, une fois 
certaines suppositions faites, on en pergoit la consequence et, 
d’une mani&re generate, ce qui les affect e, nonobstant que, parmi 
les Anciens, les uns disent que tout est probl&me et les autres 
que tout est theor&me. D£s lors, celui qui propose un theorfeme 
apr&s en avoir pergu de certaine manifcre une consequence, jugera 
a propos de la chercher, et ne proposera pas raisonnablement le 
thdoreme autrement que pour elle. D' autre part, celui qui propose 
un probteme, meme lorsque (ignorant ou entierement profane] (*), 
il impose quelque chose qui est impossible & construire, est 
excusable et n’encourt pas de responsabilite, parce qu’il incombe 
aussi a celui qui cherche d'etablir ce qui est possible et ce qui 
est impossible, et, pour ce qui est possible, quand, comment et 
de combien de manures ce le sera ; tandis qu'il n’est pas disculpd 
de faute celui qui, bien que se rdclamant des mathdmatiques, 
est pour ainsi dire sans experience. C'est dans ces conditions que 
certains de ceux qui paraissent se rdclamer de toi pour les mathe- 
matiques m’ont entretenu demterement comme des ignorants 
sur des questions qui se rapportent aux problfcmes. C’est au sujet 
de ces questions et de ce qui s’y rattache qu’il faut que je donne 
certaines demonstrations dans ce troisifcme livre de la Collection , 


i. Les mots mis entre crochets sont considers par Hultsch comme ayant 
ete interpoles (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 30, I. t). 
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afin que toi et ceux qui aiment k s’instruire vous en retiriez 
profit. II y en a done un qui passe pour etre un grand geometre 
et qui m’a entretenu comme un ignorant au sujet du premier 
de ces problemes ; car il a dit, lorsque deux lignes droites sont 
donndes, savoir en prendre deux moyennes proportionnelles en 
proportion continue ( J ) par la consideration du plan (*), et cet 
homme a demande que je reponde apres examen au sujet de la 
construction dtablie par lui et qui se presente de la fa 5 on ci-aprfes. 

I. 

Soient deux droites AB, Ar k angles droits entre elles ; 
menons par le point B la droite BA par allele k la droite Ar ; 
posons la droite BA egale k la droite AB; menons la droite de 
jonction Ar rencontrant la droite BA ( 1 2 3 ) au point E; menons 
par le point E la droite E© par allele k la droite AT ; prolongeons 
la droite BA ; menons par le point A la droite AH par allele k la 
droite BE et posons les droites AN, NA, AS, SK 6gales k la 
droite BA ( 4 ). Menons, par les points N, A, S, K, les droites NO, 
AM, Sn, K0 par alleles k la droite BE ; posons la droite KP egale 
k la droite BA et coupons la droite KP en deux parties 6gales 
au pbint £. Que la droite 20 soit k une droite 0T comme la 
clroite K© est k la droite ©£, et que la droite 0T soit k une 

droite ©O comme la droite £0 
est a la droite 0T. DScoupons sur 
la droite Eli une droite XS 6gale 
k la droite AB, et menons la 
droite de jonction XK et la droite 
de jonction X<I>. Menons du point E 
la droite 2Y par allele k la droite 



1. ev auvtyzZ avaXoyiqc, en analogie ou proportion continue, e'est-i-dire en 
progression geom&rique. 

2. <mw8ou OeupCac, e’est-i-dire au moyen de la consideration de lignes qui 
ont leur origine dans le plan, telles la ligne droite et la circonf£rence de cercle, 
ou, en d'autres termes au moyen de la r£gle et du compas. 

3. C’est-i-dire la droite BA prolongee. 

4. C’est-i-dire : posons ces droites egales & la droite BA sur la droite BA 
prolongee. 
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XO, et, du point Y, la droite parallele a la droite KE. Que 
la droite QM soit a nne droite MA' comme la droite AM est k la 
droite M£2, et que la droite A'M soit k une droite MB' comme la 
droite QM est a la droite MA'. Ddcoupons sur la droite ON une 
droite NP egale a la droite AB, et menons la droite de jonction 
PA et la droite de jonction PB'. Menons du point Q la droite QA' 
parallele a la droite B'P, et, du point A', la droite A'E' parallele 
a la droite AN. Que la droite HE' soit a une droite HZ' comme la 
droite AH est a la droite HE', et que la droite Z'H soit k une 
droite H0' comme la droite E'H est k la droite HZ'. Menons la 
droite de jonction © / I\ les droites Z'K', E'A' parall&les k la 
droite ©'T, et, des points K', A', les droites K'M', A'N' par alleles 
aux droites AT, BA. II faudra ddmontrer que les droites M'K', 
N'A' sont les moyennes proportionnelles des droites AT, BAf 1 ). 

Voila les choses qu’il m’a communiqudes par dcrit, sans toute- 
fois les accompagner de la demonstration du probl&me propose. 
Mais, puisque Hierus le Philosophe et beaucoup d’autres de ses 
amis que je connais ont desird que je rdponde au sujet de la 
construction proposde en attendant qu’il en foumisse la demon- 
stration promise, je me bornerai pour le moment k dire qu'il a 
fait usage d'une construction qui n'est pas convenable, et d’une 
manidre inexpdrimentde en plus. 

En effet, aprfcs avoir divise la droite PK en deux parties egales 
au point 2 et avoir fait en sorte que la droite 02 soit k une 
droite ©T comme la droite K0 est k la droite 02, il etablit la 
droite T0 dans le meme rapport avec une droite ©O. Or, ni lui 
ni moi, nous ne pourrons forcement pas trouver un point de section 
en troisi&me proportionnelle tel que le point O. Cette circonstance 
embarrassante, attribuable a sa faute, montre qu'il n'en a pas 
apergu la consequence. En effet, puisqu'il est impossible de deter- 
miner un point de section en troisieme proportionnelle, tel que <D, 
sans avoir fourni d'abord le rapport de la droite K0 k la droite 0P, 
c’est-a-dire de la droite BE a la droite EA, il essaie, non seulement 
de trouver une chose impossible, mais il nous le demande aussi. 


1 . Pappus se propose de faire voir rillegitimite d’une certaine construction 
qui lui a 6te soumise pour determiner deux moyennes proportionnelles entre 
deux droites donnees. 
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Toutefois, si nous foumissons le ripport de la droite K0 k la 
droite 0P, c’est-a-dire de la droite BE a la droite EA, et si la 
droite K0 est donnSe, une droite plus petite sera donnee comme 
troisi&me proportionnelle ( 1 ). Or, le point 0 est donne ; done, 
I' autre extr6mitd de cette droite plus petite est donnee aussi ( 2 ), 
et il est evident qu’elle tombera entre les points 0, P, ou entre 
les points P, T, [car nous demontrerons egalement que le point T 
tombe entre les points P, 2, et, tout d’abord, que le point <l> 
tombe tantot entre les points 0, P, tantot entre les points P, 
T, dans l’hypothese du rapport donne de la droite K0 a la droite 
0P] ( 3 ). 

En effet, supposons en premier lieu que le rapport donne soit 
celui du double ( 4 ). D&s lors, le rapport de la droite K0 a la 
droite 0P est celui de 2 a i, c’est-a-dire de 4 k 2 ; done, le rapport 
de la droite K0 k la droite 02 est aussi celui de 4 a 3 ( 5 ). De plus, 
la droite 02 est k la droite 0T comme la droite K0 est a la 
droite 02, e'est-i-dire que 3- est a 2 plus J comme 4 est k 3 (•). 


1. Euclide, Donnies, prop. 2 : « Si une grandeur donnee a une raison donnee 
avec une autre grandeur, celle-ci est donnee de grandeur. » [Les CEuvres d’ Euclide 
en grec, en latin et en frangais, d’a-pris un manuscrit tris ancien qtti itait resti 
inconnu jusqu’d nos jours, parF. Peyrard. Paris 1814-1818, 3 vol. in-4 0 . Voir 
vol. Ill, p. 305). Voir aussi la derni&re Edition critique des oeuvres d'Euclide : 
Euclidis opera omnia ediderunt J. L. Heiberg et H. Menge. Lipsiae, in aedibus 
B. G. Teubneri, 1883-1889, 8 vol. in-8°, vol. II, Euclidis Data cum commentariis 
Marini et scholiis antiquis edidit Henricus Menge, 1896. 

2. Euclide, Donnies, prop. 27 : « Si l'une des extremity d’une ligne droite 
donnee de position et de grandeur est donnee, l'autre extr&nite sera donnee. » 
Voir trad. pr£cit£e de Peyrard, vol. Ill, p. 340. 

3. Toute la phrase que nous mettons entre crochets parait avoir et£ inter- 
pose. (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 34, 11. 25 et suiv.). 

4. Le texte pr^sente ici ^interpolation : « celui de la droite K 0 Ala droite 0 P, 
c’est-A-dire celui de la droite BE A la droite EA, ou de la droite BA a la droite Ar.» 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 36, 11 . 6-7). 

5. Soit, en premiere hypoth&se : Or, on a par construction : 


PE=^PK, d'oix : K© = 4 PS, et 0 L = 3 PS; done, comme le texte : —=-. 

2 QL 3 

6 . On a par hypoth£se du d£but : d'ou (note pr6c6dente) : ^ 

©T vi wr 3 

d’oix, si K 0 =s 4 unites, dont ©S = 3 unites, on aura : 0 T = ^ 0 S = 2 a 2 \ 

unites ; done, les trois droites se pr 4 sentent dans la proportion, comme le 

texte : =4 

n 3 
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Or la droite de 2 unites plus 1 est k une autre droite plus petite 
que la droite de deux unites ©P comme la droite de 3 unites est 
k celle de 2 unites plus | ; en sorte que la plus petite droite en 
troisieme proportionnelle ( x ) est plus petite que la droite ©P, et 
que le point de section, tel que 0, tombe entre les points 

0 , P ( 2 ). 

Mais, que le rapport donne soit celui du quadruple. D&s lors, 
le rapport de la droite K© a la droite ©P est celui de 8 a 2 ; done, 
le rapport de la droite ©K a la droite ©2 est celui de 8 k 5 (®). 

Or, 5 est ci 3 3 comme 8 est & 5 ( 4 ). Or, la droite de 3 unites 

plus J est a une droite plus petite que celle de 2 unites comme 
la droite de 5 unites est a celle de 3 unites plus | ; en sorte que 
la section de troisi&me proportionnelle tombe de nouveau entre 
les points ©, P ( 5 6 ). 

Derechef, supposons que le rapport de la droite K© k la 
droite ©P soit celui du quintuple. Dfcs lors, le rapport de la 
droite K© k la droite ©P est celui de 10 k 2, et le rapport de la 

droite K© a la droite ©2 est done celui de 10 k 6 (•). Or, 6 est 


1. C’est-k-dire la droite ©<&. Le texte pr6sente ici la petite interpolation : 
x*l nacffuv cXocvtanriv, et la plus petite de toutes. (Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. I. 
p. 36, 1. 14). 

2. D’apr&s la premiere hypo these, si K 0 = 4 unites, 0 P = 2 unites ; done 
l’hypoth&se du debut exige que le petit terme extreme en troisieme proportion- 


nelle soit tel que Ton ait : 


2i 


e’est-^-dire que le point doit 


0 O < 0 P = 2 

toxnber entre les points 0 , P. 

K© a . 8 

3. Si, dans la seconde hypothese : la droite K 0 est repr£sent£e 

par 8 unites et la droite 0 P par 2 unites ; on a : K 0 — 0 P = PK = 6 unites 


et- PK = PS = 3 unites ; done 
2 


0 P -f PS = 02 = 6, d’ou, comme le 


texte 


K 0 

0 S : 


02 K 0 02 ^ 

4. On a par hypothese du debut : — , d’ou (note precedente) : — =-, 

d’oir, si K 0 = 8 unites, dont 0 S = 5 unites, on aura: 0 T=| 0 S=^p= 3 |, 

, e 8 

done les trois droites se presentent dans la proportion, comme le texte: 

5. En raisonnant comme dans la note ant epenulti&me , on a de nouveau : 
©<D < 0 P, d’ou $ tombe entre 0 et P. 

6. Si, dans la troisi&me hypothese : droite K© est representee 

par 10 unites, et la droite 0 P par 2 unites, on a : K 0 — 0 P = PK =s 8 unites 
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k 3 plus i plus to comme 10 est a 6 (*■), et la droite qui est de 
3 plus i plus hj unites est a une certaine droite plus grande que 
celle de 2 unites comme la droite de 6 unites est a celle de 3 
pluS 1 plus uj unites. Or, la droite @P est de 2 unites ; done, la 
section de troisieme proportionnelle tombe entre les points 

P, T ( 2 ). 

II est en outre manifeste que tous les rapports inf£rieurs a 
celui du quadruple determineront la section dont il s’agit entre 
les points ©, P, et que tous les rapports superieurs a celui du 
quadruple determineront le point de section entre les points P, T. 
Nous avons du reste place ci-dessous un lemme utile se rapport ant 
aux proportions de ce genre ( 3 ). 

En consequence, puisque nous avons demontre que le point 
de section, tel que O, tombe tantot entre les points 0, P et tantot 
entre les points P, T, ce qu’il n’a pas remarque pour la raison 
que nous avons dite ( 4 ), il y a lieu d’observer avant tout que, 
oil qu’il prenne le point <&, soit au-dessus soit au-dessous du point P, 
la droite T0 ne sera pas k la droite @P comme la droite 20 est 
k la droite 0T, e'est-a-dire comme la droite K0 est a la droite 02. 
Des lors, quand il dit : « que la droite 02 soit k la droite 0T, et 
la droite T0 k la droite 0P, comme la droite K0 est k la droite 02 », 
il se contredit au meme instant en prenant ce que l'on cherche 
pour ce dont on a convenu. En effet, si la droite EK est prolongde ; 


et | PK » PS = 4 unites ; done : 0 P + PS = 0 S =* 6 unites, d’oii, comme 

.... K0 10 
lc Cexte : 

qv OS IO 

1. On a pax hypoth^se du d6but : d'oii (note precedente): 

u 1 vyZi O 

d’oii, si K 0 = 10 unites dont @S = 6 unites, on aura: 0 T= —©2=^=3 2 — 
* 10 10 ** 5 

tion : 


done les trois droites se pr&entent dans la propor- 


6 10 

3 + 1+ it* 

2. En raisonnant comme dans les notes prec6dentes, on doit avoir : 04 > ©P, 
d’oii le point 4 tombe entre les points P, T. 

3. Voir la proposition qui va suivre. 

4. Le texte prSsente ici l’interpolation : atkiq 8k Xevei 8<ucvut*i to rcpoxeipevov, 
lav ts (Aera|sj rwv OP t[ to oTijxtiov lav t« {xcto^u twv PT, car il dit d&nontrer la 
proposition si le (point) 4 est entre les (points) 0 , P et entre les (points) P, T. 
(Cfr. Hultsch loc. cii., vol. I, p. 38, 11 . 12-14). 
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si la droite KM* est posee egale k la droite SK; si l’on mfcne la 
droite de jonction M*0, et si l'on m&ne par les points E, T et P 
des par alleles k la droite KM*, on aura realise ce que l’on cherche, 
et cela d’une manifere evidente. En effet, la droite EM 3 sera 
k la droite TM* et la droite TM? k la droite PM 4 5 comme la 
droite KM* est ei la droite EM 3 ( x ). Or, la droite KM* est egale 
k la droite BA, la droite KP egale a la droite AB et la 
droite BE 6gale k la droite K01 ( 2 ) ; en sorte que la droite Ar 
soit aussi egale a la droite PM 4 , et que soient trouvees les deux 
droites EM 3 , TM?, moyennes proportionnelles aux deux droites Ar, 
BA, c’est-i-dire aux deux droites KM®, PM 4 ; ce qui est impos- 
sible. En effet, si on a une droite 0K et, sur celle-ci, un point P, 
il n’est pas possible de prendre, par la consideration du plan (*), 
deux points, tels que T, E, situes entre les points P, K, de maniire 
que la droite ©E soit k la droite 0T et la droite T0 k la droite 0P 
comme la droite K0 est k la droite 0E ; de sorte que, si l’on 
prenait le point Z au lieu du point E, le probl&me serait £galement 
impossible ; car il est de nature solide ( 4 ). Dans ces conditions, 
je crois que, sachant lui aussi qu'il prend la chose cherch£e pour 
celle dont on convient, il n'ose pas dire « que 1' autre extremite 
de la plus petite droite est le point P », et que, lorsqu’il la prend 
plus haut, c'est-k-dire entre les points P, 0, au point O, il ach&ve 
la construction comme il veut 1’obtenir, et n'en retombe pas 
moins inconsciemment dans la difficult^ du d6but. Au reste, ce 
n’est pas pour induire d^liberement en erreur ceux qui le lisent 
qu’il ecrit ainsi fautivement avec prolixity ; mais c’est lui-meme 
qu'il induit en erreur par de faux raisonnements, comme je vais 
d’ailleurs le montrer en poursuivant d’abord la proposition au 
moyen d’un proced6 convenable [et en rSfutant ensuite la propo- 
sition qu'il pose d’une mani&re qui ne convient pas] (*). 


1. Euclide, liv. VI, prop. 4 : « Dans les triangles £quiangles, les c&tds autour 
des angles egaux sont proportionnels, et lescdtes qui sous-tendent les angles 6gaux 
sont homologues. » Voir 6d. pr^citee de la trad, de Peyrard, vol. I, p. 298. 

2. Il fallait ici : la droite K 0 6gale k la droite BE ; mais l'ordre des droites 
est interverti dans la suite de la demonstration. 

3. C’est-i-dire par la consideration de lignes qui prennent leur origine dans le plan. 

4. C’est-i-dire que sa nature est telle qu'il ne peut &tre r^solu qu'i l’inter- 
vention de sections de solides, ou courbes du second degr£. 

5. La phrase que nous platjons entre crochets doit certainement avoir 4 te 
interpolee (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 40, 1 . 20). 
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Puisque le rapport de la droite K0 a la droite 0P est done 
donne, et que la droite 0K est donn£e (car il faut que cela soit 
suppose) (*), il s’ensuit que la droite 0P est donnee aussi ( 1 2 ), ainsi 
que la droite PK ( 3 ). Mais, la droite 2P, moitie de la droite PK, 
est donnee aussi ( 4 ), et la droite P0 est donnee ; done, la droite 
entire 02 est donnee ( 5 6 ) ; en sorte que le rapport de la droite K0 
a la droite 02 est donne aussi (*). De plus, la droite 02 est a la 
droite 0T comme la droite K0 est a la droite 02 ( 7 ), et on a 
demontr£ que la droite 02 est donnee ; done, la droite T0 est 
donnee aussi. Or, pour les raemes raisons, la droite 0O sera donnee 
aussi ; en sorte que la difference des droites 0P, 0O est donnee 
aussi. En consequence, le point O est trouve entre les points 0, P 
comme on Ta deja demontre par des nombres ( 8 9 ). Et puisque la 
difference OP est donnee (•), ainsi que la droite reliant les 
points P, X qui est egale k la droite EK, il s’ensuit que le triangle 
rectangle OXP est donne d’esp&ce et de grandeur ( 10 11 ). En conse- 
quence, l’angle compris sous les droites PO, OX est donne et 
est egal a Tangle exterieur compris sous les droites K2, 2T ( u ) ; 
done, si la droite CPF est prolongde jusqu’au point Z, le triangle 
rectangle 2ZT sera donne d'esp^ce ( 12 ). [Mais, il sera donne aussi 


1. Voir les premisses de la question. 

2. Euclide, Donnies, prop. 2, 4 nonc 4 e p. 24, n. 1. 

3. Euclide, Donnies, prop. 4 : « Si d'une grandeur donnee on retranche une 
grandeur donn6e, la grandeur restante sera donnee. » Voir trad, de Peyrard,. 
vol. Ill, p. 307. 

4. Euclide, Donnies, prop. 7 : « Si une grandeur donn 4 e est partag 4 e en une 
raison donnee, chacun des segments est donn 4 . » Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, 
p. 3 10 - 

5. Euclide, Donnies, prop. 5 : « Si une grandeur a une raison donn 4 e avec 
une de ses parties, elle aura aussi une raison donnee avec l'autre partie. » Voir 
trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 308. 

6. Euclide, Donnies, prop. 1 : « La raison qu’ont entre elles des grandeurs 
donn 4 es est donnee. » Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 304. 

7. Par hypoth 4 se. 

8. Voir la premiere partie de la proposition. 

9. <M» SB 0P — 

10. Euclide, Donnies, prop. 41 : « Si un triangle a un angle donne, et si les 
c6t6s autour de l’angle donn 4 ont entre eux une raison donnee, le triangle est 
donn 4 d’espece. » Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 366. 

Euclide, Donnies, prop. 52 : « Si sur une droite donnee de grandeur on decrit 
une figure donnee d’esp 4 ce, la figure d6crite est donnee de grandeur. » Voir trad, 
de Peyrard, vol. Ill, p. 386. 

11. A cause des parall 41 es X<D, YZ. 

12. Euclide, Donnies, prop. 40 : « Si chacun des angles d'un triangle est 
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de grandeur] ( x ) ; done, la droite YZ, par allele a la droite SK 
et en direction de la droite YQ, est donnee aussi. En consequence, 
la droite QA, egale a la droite ZK, est donnee aussi (*). Et puisque 
la droite 0K est egale a la droite MA et la droite QA plus petite 
que la droite EK (car la droite QA est egale k la droite KZ) ; que 
la droite E© est a la droite 0T et la droite T0 a la droite 00 
comme la droite K0 est k la droite 0E ; tandis que la droite MQ 
est k la droite MA' et la droite A'M a la droite MB' comme la 
droite AM est a la droite MQ, il s’ensuit que la droite MB' sera 
plus grande que la droite 0O (car cela sera aussi demontr6 dans 
la suite). En consequence, la droite rest ante B'A est plus petite 
que la droite rest ante OK ( 3 ). 

D’ autre part, puisque la droite QA est donnee (car on a 
demontre qu'elle est egale k la droite donnee ZK), et que la 
droite AM est donnee aussi (parce que la droite K0 est donnee 
aussi) ( 4 ), il s’ensuit que le rapport de la droite AM k la droite MQ 
est donne aussi ( 5 6 ). De plus, la droite QM est k la droite MA' 
comme la droite AM est a la droite MQ, et la droite QM est 
donnee ; done, la droite MA' est donnee (•). Pour les memes raisons 


donne de grandeur, le triangle est donn 6 d’esp&ce. » Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, 
P- 365- 

L’ authenticity des mots Ttji eiosi (quant k la figure, ou d'esp£ce )a iti contestee 
par Eberhard {lender Liter aturzeitung, 1876, p. 20). 

1. ill a tai pLeylOat (mais aussi de grandeur), reconstitution propos£e par 
Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 42, 1 . 12), mais dont Eberhard a contests l’utilite 
en presence de l'authenticite douteuse des mots T<j> eioei de la phrase prec&iente. 
D’ailleurs, Hultsch substitue cette reconstitution k une phrase de trente-cinq 
mots, qui se termine par les mots xat tw jj-eyeOei Seoopivov eetat, et qui doit etre 
consid£ree soit comme un remaniement, soit comme une mauvaise interpolation 
de scoliaste. (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 42, 11 . 13-21). 

2. L’aire QZKA est donnee d’espece, car e'est un parallelogramme rectan- 
gulaire, et il est donne aussi de grandeur, car KA est donn£ par construction, 
et on a demontre que ZK est donne ; done, QA est donn£. 


. S© ©T K© . MQ MA' AM ^ evir . 

3. °n a et Or, on a ya que MA; 

que QA < LK et que QA = ZK, d’ou : ©L < MQ ; done, comme le texte, on 


a la relation : MB' > ©0 que Pappus se reserve de d&nontrer plus loin, k la 


proposition 2, et d’ou : K© — 0 <D > AM — MB' ou, comme le texte : B'A < OK. 

4. Car on a par construction : AM =* K 0 . 

5. Les droites QA, AM sont donnees, d’ou le rapport rvr-— est donne. 

AM — ilA MQ 

6. On a par hypoth^se : et MQ est donne; done, en presence 

du rapport donne de la note precedente, MA' est donne aussi. 
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d’ailleurs la droite MB' est donn4e aussi ; de sorte que le point B' 
est donn6 aussi (*) ; point qu’il place oil il veut, soit entre les 
points <7, M oil il se trouve maintenant, soit entre les points <7, A' 
en supposant que la droite ^7A est egale a chacune des droit es KP, 
AB... ( 1 2 ). Au reste, s’il dit que le point B' tombe au point ^ 7 , 
il n’en prend pas moins ce que l’on cherche pour ce dont on a 
convenu. D’ailleurs, il parait prendre encore une fois la droite 
donnee de position MA, sur laquelle est donne un point <7, les 
points Q, A' entre les deux points ( 3 ), et faire en sorte que la 
droite £2M soit a la droite MA' et la droite MA' a la droite M5 
comme la droite AM est a la droite MQ ; ce que personne ne lui 
concedera. Au reste, les Anciens qui ont recherche la question 
ont ete aussi dans l'impossibilitd de la resoudre au moyen des 
plans ( 4 ), comme je le ferai voir en consider ant leurs discours 
d'une maniere comparative ( 5 6 * ), et nul ne pourra nous objecter 
quelque chose lorsque nous lui dirons : « Si <7 est ndcessairement 
le point de section en troisi&me proportionnelle, demontrez-nous 
qu’il ne peut tomber ni entre les points <7, A' ni entre les 
points M, <7 » ; car nous avons d6montr6 au d6but que ce point 
peut tomber au-dessus et au-dessous du point P. ( 8 ) Il en est de 
meme si l’on fait d&iver la solution du fait que le triangle <7B'P 
est donnd d’espece et de grandeur, meme si le point de section B' 
est situ4 entre les points <7, A', et du fait que le triangle A'QA 
est donne aussi. Enfin, si, comme pour les droites prficSdentes, 
la droite AE' est donnee aussi, le rapport de la droite AH a la 


1. Euclide, Donnies, prop. 27 : « Si l'une des extr&nit£s d'une ligne droite, 
donnee de position et de grandeur, est donnee, l’autre extremity sera donnee. » 

(Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 341). Or, on a par hypoth^se : ; 

done, la droite MB' et le point B' sont donnes. 

2. Le texte a perdu ici quelques mots qui indiquaient probablement que 
la solution du probteme est impossible dans ces conditions de determination 
arbitraire du point B'. La lacune pourrait done etre remplie, par analogic avec 
un passive precedent, au moyen de : xal ourwq aSuvaTov e<rrat tu itpo^X^pia 
(et ainsi le probl&me sera impossible). 

3. C'est-i-dire entre les deux points S, A. 

4. C’est-i-dire au moyen de lignes qui ont leur origine dans le plan, telles 
que la droite et la circonfdrence de cerde. 

5. Voir 4 . partir de la proposition 5. 

6. Le texte presente ici l’interpolation : iriitm vetp itapa ttiv uir 69 e<nv too Xdyou, 

(le point) tombe d'apr&s la condition du rapport (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, 

p. 46, 1. 4)- 
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droite HE, c’est-a-dire de la droite E' H k la droite HZ', c’est- 
a-dire de la droite Z'H a la droite H0\ sera donne aussi. Mais, 
au contraire, il n’en sera pas ainsi du rapport de la droite AH 
a la droite H*\ en supposant maintenant aussi que la droite A^ 
soit dgale k la droite KP, c’est-a-dire k la droite AB, meme s’il 
veut que le point O' tombe entre les points Z', ; car personne 

n’aura ainsi d’ objections k faire si on nous entend dire : «demontrez 
que ce point ne tombe ni entre les points H ni entre les 
points 7l ». Mais si, par pure concession, il veut que le point 
de section en question soit au point il prend encore une fois 
ce qu’on cherche pour ce dont on a convenu. D' autre part, si 
on ne lui concede pas que la section est au point puisque, en 
faisant la demonstration sur la droite K0, nous n’avons pas 
concede que cette section fut au point P, et s’il veut prendre, 
entre les points E' H, un autre point tel que Z\ il prend le point 0* 
apres avoir ete induit en erreur je ne sais comment. Mais, posons 
que le point soit, comme il le pretend, distinct du point \ Des 
lors, menant la droite de jonction 0'T; menant les droites Z'K', 
E'A par alleles k la droite T0', et menant par les points K', A' 
les droites K'M', A'N' par alleles k la droite AT, il montre mani- 
festement qu’il n'a pas compris le probieme. 

En effet, la droite 0T n’etant pas paralieie a la droite EH, 
1’ angle compris sous les droites T©', 0' H est obtus si le point O' 
tombe entre les points H, et il est aigu si le point 0' [est] (*) 
entre les points Z '. Car, 1’ angle au point ^ est droit, condition 
unique suivant laquelle le probl&me surgit, si, comme nous l’avons 
d6j& dit souvent, il est concddd qu'on puisse prendre, sur la 
droite AH donnee de position, et le point ^ etant donne aussi, 
deux points, tels que E' Z', de maniere que la droite HE' soit 
k la droite HZ' et la droite HZ' a la droite H^ comme la droite AH 
est k la droite HE'. Or, si cela n’est pas concede, ce qu'il propose 
sera impossible a trouver par l'intermediaire des plans, comme 
ceux qui utilisent le Canon ( 1 2 ) de Ptolem6e relatif aux lignes droites 
situees dans le cercle ( 3 ) pourront du reste s’en persuader au 


1. Lacune combine par Hultscb au moyen de ovto? (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 48, 

r)- 

2. xovuv, la R^gle, qui d^sigue ici une table manuelle, ou le Canon. 

3. Les divers Canons ou Tables de Ptol6mee, qui donnent la mesure de 
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moyen des nombres memes qui correspondent a notre solution. 
D'aiUeurs, plutot que de vouloir trouver la solution de cette 
mani&re, il valait mieux qu’elle fut mise en doute (}), comme 
nous allons le faire pour d’autres propositions ; et nous allons 
exposer maintenant les choses que nous avons differees ( 2 ). 

II. 

Proposition i. - Soit une droite AH divisee en parties 
egales aux points B, T, A, E, Z ; je dis que la droite Br est k la 
moitie de la droite Br comme la droite Al? est k la droite rB ; 
que la droite BA est k la droite AI\ augmentee du tiers de la 
droite FB, comme la droite AA est k la droite AB; que la droite BE 
est a la droite EI\ augments du quart de la droite rB, comme 
la droite AE est a la droite EB ; que la droite BZ est k la droite Zr, 
augments du cinquieme de la droite rB, comme la droite AZ 
est a la droite ZB, et que la droite BH est k la droite Hr, augmentee 
du sixieme de la droite rB, comme la droite AH est k la droite HB. 

II est clair que, si Ton prend des nombres [tels que i, 2, 3] ( 3 ), 
et ainsi de suite, le nombre donne, k moins d’une unite, des droit es 
egales k partir du point A, est k ce dernier nombre, a moins d'une 


diverses droites inscrites dans le cercle en fonction de l'arc, se trouvent dans 
les Editions suivantes : Ptolemaei Magnae Constructions lib. XIII. Theonis 
Alexandrini in eosdem comment, libri XI, graece edidit Sim. Grinaeus. Basileae, 
1558, in-folio ; Ptolemaei Cl. Opera quae exstant omnia. Leipzig, 1898-1903, 2 vol. 
in-8° ; Composition mathdmatique de Claude Ptolemee, traduite pour la premUre 
fois en franfais sur les manuscrits de la Bibliothique Impiriale, par M. Halma 
( avec le texte grec), suivie de notes de M. Delambre. Paris, 1813-1816, 2 vol. in-4 0 . 
Voir vol. I, pp. 38-45. 

1. La solution du probl&me des deux moyennes proportionnelles par la regie 
et le compas, dont Pappus refute longuement la legitimite k la demande du 
philosophe Hierus, doit, en somme, etre consideree comme un moyen d'approxi- 
mation indefinie. Elle pr£sente d'ailleurs un interet qui parait avoir echappe 
aux Anciens : celui de constituer un procede pour calculer des valeurs numeriques 
approcheCs de racines cubiques. Paul Tannery a emis des considerations k ce 
sujet daqs son etude intitulee : L ’A rithmetique des Grecs dans Pappus. (Voir : 
Memoires de la Sociiti des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 1880, 
t. HI. pp. 351-371, ou bien : Mimoires scientifiques de Paul Tannery, vol. I, 
pp. 80-105). 

2. C'est-i-dire que les quelques propositions qui vont suivre vont demontrer 
des relations qui ont ete assumees sans demonstration pr£alable au cours de la 
discussion qui precede. 

3. Lacune des manuscrits comblee conjecturalement par Hultsch. (Cfr. loc. 
cit., vol. I, p. 49, 1. 27). 
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unite, augments de la fraction de la droite rB ayant pour deno- 
minateur la quantity donnSe 

de droites egales, comme le A B T A E 2 H 
nombre donne est a ce nombre 
k moins d’une units ( 1 ). 


III. 


Proposition 2. — Soient des droites Sgales A, B et une 
droite TA plus grande qu'une droite N [tout en Stant plus petite 
que chacune des droites A, B] ( 2 ), et qu’il soit fait en sorte que 
la droite TA soit k une droite EZ, et la droite EZ k une droite H©» 
comme la droite A est a la droite TA, et que la droite N soit a 
une droite II, et la droite II k une droite P, comme la droite B 
est a la droite N; je dis que la droite P est plus petite que la 
droite H0. 

En effet, puisque la droite TA est plus 
grande que la droite N, posons une droite 17K 
egale k la droite N. Des lors, la droite B 
est a la droite N comme la droite A est k la 
droite TK ( 3 ). Et puisque la droite TA est 
a la droite EZ comme la droite A est a la 
droite TA, faisons en sorte que la droite TK 
soit k une droite EA comme la droite A 
est k la droite TK. Or, la droite N est 
aussi k la droite II comme la droite B est k 
la droite N ; tandis que la droite A est egale 



1 Les parties egales de la droite AH donnent la progression : 1.2.3... On 
, Br_Ar. BA _AA. BE _ AE . BZ _ AZ . 

* pr Br’ Ar + pr ba' et + ±Br“EB’ zr+iBr^z b' 

BH AH 

Hr + pr ~¥ h’ Alg^briquement, si la droite consideree se compose de 

n parties Egales k a, le texte dans lequel Pappus generalise sa proposition se 

traduit done par l’expression : a (*~ z ) ~ ‘ L n . — 

a(n — 2) + la a{n — 1) 

2. Aareuy ou<ra sxaTsoa^ t wv A, B, phrase consideree par Hultsch comme ayant 


ete interpolee. (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 50, 1 . 2). 

3. Euclide, liv. V, prop. 9 : « Les grandeurs qui ont une meme raison avec 
une meme grandeur sont egales entre elles ; et les grandeurs avec lesquelles une 
meme grandeur a une meme raison sont aussi egales entre elles. » Voir trad, de 
Peyrard, vol. I, p. 257. 


Pappas d'Alexandrie. — l 


u 
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a la droite B et la droite TK £gale k la droite N ; done, par 
raison d’identit£, la droite B est a la droite II comme la droite A est 
k la droite EA (*). En consequence, la droite EA est egale a la 
droite II. D’ autre part, pour les memes raisons, puisque la droite EZ 
est a la droite H0 comme la droite A est a la droite TA, il s’ensuit 
que la droite TK sera a la droite EA, et la droite EA a une droite 
plus petite que la droite H0, comme la droite A est a la droite FK. 
Qu’elle soit k la droite HM ( 2 ). Des lors, puisque la droite EY est 
a la droite HM comme la droite TK est a la droite EA, que la 
droite II est k la droite P comme la droite N est a la droite II, 
et que la droite TK est egale a la droite N, et la droite EA 
egale a la droite II, il s’ensuit que la droite P est aussi egale a 
la droite HM ; done, la droite P est plus petite que la droite H0( 3 ). 

IV. 

LA m£mE PROPOSITION D’UNE AUTRE MANltRE ( 4 ). 

Soit une droite A egale k une droite E, tandis qu’une droite B 
est plus grande qu’une droite Z, et faisons en sorte que la droite B 

1. IJuclidk, liv. V, prop. 22 : « Si l’on a tant de grandeurs que l'on voudra, 
et d’autres grandeurs 6gales en nombre aux premieres, et si ces grandeurs, prises 
deux k deux, ont la meme raison, ces grandeurs auront la meme raison par egaJite. » 
Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 281. 

2 . C’est- 4 -dire que EA soit k HM < H0. 

3. On a par hypoth&e: A = B> TA>N; ^=||=^(I), et 

Soit rK=»N. D£s lors (Euclide, liv. V, prop. 9) on peut ecrire : Posons : 

(III). Or, d'apr^s (II) on a : done (Euclide, liv. V, prop. 22), 

B A 

par raison d’identite avec (III), on a : ==rrr. d’oii, comme le texte : EA==H. 

n bA 

P7 A 

D’autre part, d'aprds (I) : . Or, EA< EZ, et on a pose: TK = N < TA ; 

done, on peut trouver HM < H© de manure k avoir : d'ou,d'apr^s(III), 

comme le texte: - rr - 7 = Trr . Or, d apres (II) on a : — = — ou dou : 

fa pa HM EA r v • P n P EA 

— , d'ou, comme le texte : P = HM, d'ou : P<H0. 

4. "A XXti)? to auto, la meme (proposition d^montree) autrement. Il y a doute 
sur le point de savoir si cette variante de la demonstration est due k Pappus 
ou k un scoliaste. La premiere demonstration est autonome et revet une forme 
plus andenne ; tandis que la seconde, plus elegante, est plus expeditive parce 
qu'elle se base sur deux lemmes que Pappus demontre dans les propositions 3 
et 4 qui suivent. 
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B 


soit a une droite V et la droite T a une droite A comme la 
droite A est a la droite B ; tandis que la droite Z est a tine 
droite H et la droite H a une droite 0 comme la droite E est 
a la droite Z ; je dis que la droite A est plus grande que la 
droite 0. 

Puisque la droite B est plus grande que la droite Z, et que 
la droite A est egale a la droite E, le rapport de la droite B a la 
droite A est done plus grand que celui de 

la droite Z k la droite E, et, inversement, le A 

rapport de la droite A a la droite B est plus 
petit que celui de la droite E a la droite Z. 

[Mais, la droite B est a la droite T comme la 
droite A est k la droite B ; done, le rapport 
de la droite B k la droite T est plus petit 
que celui de la droite E a la droite Z] (*). 

Or, la droite Z est k la droite H comme la 
droite E est a la droite Z ; done, le rapport de 
la droite B a la droite T est aussi plus petit 
que celui de la droite Z k la droite H. Mais, 
la droite T est a la droite A comme la droite 
B est k la droite T ; done, le rapport de la droite T k la 
droite A est aussi plus petit que celui de la droite Z a la droite H. 
Or, la droite H est a la droite 0 comme la droite Z est a la 
droite H ; done, le rapport de la droite F a la droite A est aussi 
plus petit que celui de la droite H a la droite 0. D&s lors, 
puisque le rapport de la droite A k la droite B est plus petit 
que celui de la droite E a la droite Z; que le rapport de la 
droite B a la droite T est plus petit que celui de la droite Z 
a la droite H, et que le rapport de la droite T a la droite A 
est plus petit que celui de la droite H a la droite 0, il s’ensuit, 
par raison d’identite en vertu de ce qui va suivre ( 1 2 ), que le 
rapport de la droite A a la droite A est plus petit que celui de 
la droite E a la droite 0. Or, la droite A est egale a la droite E; 




e 


1. La phrase mise entre crochets est une reconstitution conjecturale de 
Hultsch, par analogie avec la phrase qui suit, pour combler une lacune suppos^e 
ii cet endroit (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 52, 11 . 28-29). 

2. Voir les propositions suivantes 3 et 4. 


-H — t— 
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done, la droite A est plus grande que la droite 0 ( x ) ; ce qu'il 
fallait ctemontrer P). 

V. 


Proposition 3. — Que le rapport d’une droite A a une 
droite B soit plus petit que celui d’une droite V a une droite A ; 
je dis que, par permutation ( 3 ), le rapport de la droite A a la 
droite T est aussi plus petit que celui de la droite B a la 
* droite A ( 4 ). 

• — i Faisons en sorte que la droite V 

soit a mie droite E comme la droite A 
est a la droite B; done, la droite Eest 
plus grande que la droite A. Dks lors, 
puisque la droite T est k la droite E 
comme la droite A est k la droite B, 
[il s'ensuit] ( 5 ) que, par permutation, 
la droite B est k la droite E comme 
la droite A est & la droite I\ Or, le 
rapport de la droite B a la droite E 
est plus petit que celui de la droite B k la droite- A (•) ; done, le 


_r 

A_ 

E 


1. Euclide, liv. V, prop. 10: « Des grandeurs ayant une raison avec la m6me 
grandeur, celle qui a la plus grande raison est la plus grande, et celle avec laquelle 
elle a la plus grande raison est la plus petite ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, 258. 

2. On a par hypothtee : A=E; B> Z; |=|-| (I), et (II). 

B Z A E 

D£s lors : — d'ou, comme le texte ‘ B < Z‘ Done, d’apr&s (I) il vient : 
~<|, d’ou, d’apr£s (II) : |< J, d’ou d’aprfes (I) : I<|, d’oii d’apr&s (II) : 

A Li lxl d Jl 

TH A E B Z r H 

-r< s . Dfcs lors, les inegalit^s — — , — < — donnent par raison d’iden- 

A 0 d A 1 n A 

tite, comme Pappus le demontrera dans les deux propositions suivantes : 

A E 

a ' Or, on a pose : A = E ; done (Euclide, liv. V, prop. 10) A > 0. 

A ry 

3. ivaXXa^, reciproquement, e'est-i-dire par permutation de termes. 

4. Pappus demontrera la meme chose d’une mani^re un peu difierente au 
livre VII, prop. 5. 

5. Lacune comblee par le mot aoa (Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. I, p. 52, 1. 17.) 

6. ; Euclide, liv. V, prop. 8 : « Deux grandeurs dtant inegales, la plus grande 
a avec une meme grandeur une plus grande raison que la plus petite, et une 
meme grandeur a avec la plus petite une plus grande raison qu’avec la plus 
grande ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, 253. 
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r 

I* 

I VI. 

Proposition 4. — Cela etant demontre (*), que le rapport de 
la droite A a la droite B soit plus petit que celui de la droite A 
a la droite E, et que Ton ait aussi le rapport de la droite B a la 
droite T plus petit que celui de la droite E k la droite Z ; je dis 
que, par raison d’identite, le rapport de la droite A a la droite T 
est plus petit que celui de la droite A a la droite Z. 

En effet, puisque le rapport de 
la droite A a la droite B est 
plus petit que celui de la droite A 
a la droite E, par permutation, le 
rapport de la droite A a la droite A 
est plus petit que celui de la 
droite B a la droite E. Pour les 
memes raisons, le rapport de la 
droite B a la droite E est aussi 
plus petit que celui de la droite T 
k la droite Z. [Des lors, puisque 
le rapport de la droite A & la 
droite A est, a fortiori, plus petit 
que celui de la droite r & la 
droite Z] ( 3 ), par permutation, le rapport de la droite A k la 


a p r A 

1. On a par hypothfese : ^ . Soit E tel que l'on ait : gr =*|j (I) I done : 

r r 

— < — , d'ou (Euclide, liv.V, prop. 10 6nonc6e quelques notes plus haut): E>A. 

& A 

BA B B • 

Or, (I) donne : — tandis qu’on a (Euclide, liv. V, prop. 8) : ; done, 

comme le texte : — < — . 

r A 

2. Voir proposition 3. 

3. La phrase mise entre crochets est une reconstitution de Hultsch, faite 
d’apres une premiere reconstitution proposee par Scaliger en marge du manuscrit 
de Leyde pour combler une lacune qui semble exister en cet en droit (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 52, 11. 28-29). 



rapport de la droite A a la droite T est plus petit que celui 
de la droite B k la droite A C 1 ). 
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droite T est plus petit que celui de la droite A k la droite Z ( l ) ; 
ce qu’il fallait demontrer ( 2 ). 


VII. 

Telles sont les choses que je devais exposer au prealable ; mais, 
tout en te laissant toi-meme et ceux qui sont exerces en g4ometrie 
vous former votre opinion sur ce qu'il a avance au sujet de la 
construction du probleme et sur les objections que j’y ai faites, 
je crois a propos d’exposer F opinion des Anciens sur le probleme 
en question, et de dire d'abord quelques mots au sujet des pro- 
blames que l’on consider e en geometrie ; ce par quoi je debuterai 
aussitot. 

Les Anciens ont admis que les probl&mes appartiennent k 
trois genres en geometrie : les tins sont appeles plans ( 3 ), d'autres 
solides ( 4 ) et d’autres encore grammiques (®). On appelle a juste 
titre plans ceux qui peuvent etre resolus au moyen de lignes 
droites et de circonf4rences de cercles ; car les lignes au moyen 
desquelles les problfcmes de ce genre sont resolus trouvent leur 
origine dans le plan. Quant aux probifemes dont la solution 
invoque une ou plusieurs sections de cdne, ils sont appelfes 
solides ; car il faut faire usage de surfaces de figures solides 
pour leur construction, notamment de surfaces coniques. Reste 
le troisieme genre de problemes appeles grammiques, parce que, 
outre les lignes que nous venons de dire, ils en admettent 
d’autres pour leur construction, dont F origine est plus variee 
et plus complexe, telles que [les spirales] (*), les quadra- 

A & BE AS 

1. On a par hypoth&se: — et - < — ; done, on a (proposition 3): — 

D £l 1 LA E 

b r a r a a 

e t — < — , d’oii, & fortiori: — < A, d'ou, par permutation, comme le texte: -^C — . 

2. Le texte ne porte que l’abreviation : orrsp : ce qu’il, etc. 

3. Tct mroSa irpojSX^fAaTa, les problemes plans. 

4. Tat <mpea «po^Xrip.aTa, les problemes solides. 

5. ca ypapijx'.xa Tcpo^X^puxra, les problemes lineaires ou grammiques, d’apr&s 
le neologisme introduit par P. Tannery dans son etude : Pour Vhistoire des lignes 
et des courbes dans V Antiquitd (. Bulletin des Sciences mathematiques , 2 e serie, 
1883, t. VII, pp. 278-291, ou bien : M&moires scientifiques de Paul Tannery 
publics par J. L. Heiberg et H. G. Zeuthen. Paris, vol. II, p. 13). 

6. ai tXtxti, les helices, e’est-i-dire, comme il s’agit ici de courbes planes, 
les spirales telles que celle d’Archimdde, la spirale parabolique, la spirale hyper- 
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trices (*), les concholdes ( 2 ) et les cissoldes ( 3 ) qui poss&dent des 
propriety nombreuses et Stonnantes ( 4 ). 

La difference qui existe entre les problemes 6tant done telle, 
les anciens g6om£tres n'ont pas pu construire le probl&me pr6cite 
relatif aux deux droites ( 5 ), solide par nature, d’une maniere 
conforme au raisonnement geometrique, parce qu'il n'est pas 
facile de tracer des sections de cone dans le plan (•) ; mais ils y 
sont parvenus cependant d’une fagon admirable en faisant usage 
d’instruments propres a ex^cuter la construction manuellement 
et commod^ment, comme on peut le constater ( 7 ) dans le Mesolabe 
d’Eratosth&ne et dans les Mecaniques de Philon et de H6ron (®). 
En effet, ces derniers ayant admis que le problfeme est solide, 
ils ont effectu6 la construction uniquement d'une maniere instru- 
mentale, [se conformant ainsi a Apollonius de Perge, qui rdalisa aussi 
la solution du probl&me au moyen des sections de c6ne. D'autres 
l'ont r6alis£e au moyen des Lieux Solides (•) d’Aristee ; mais per- 
sonne ne l’a rdalisde au moyen des lieux plans proprement dits] ( 1# ) ; 


bolique et la spirale logarithmique. Le mot que nous avons mis entre crochets 
manque d'ailleurs dans les manuscrits qui presentent une petite lacune k cet 
endroit. Sa restauration a ete proposee d'abord par Commandin dans sa version 
latine (Pappi Alexandrini Mathematicae Collectioncs a Federico Commandino 
Urbinate in latinum conversae et commcntariis iUustratae. Bononiae, 1660, petit 
in-folio. Voir p. 7, note 2). Cette restauration a et6 ensuite admise par Hultsch. 
(Cfr. loc. cit., vol. I, p. 54, 1 . 20). 

1. Trcpayuvi^ouTai, litt&alement : (lignes) qui rendent carre, e'est-i-dire qui 
permettent d’obtenir la quadrature d'aires delimitees par des courbes, ou qua- 
dratrices, dont Pappus attribue l'invention k Dinostrate. 

2. xoyXoetStti;, les cochloldes ou concholdes, courbes dont Pappus attribue la 
decouverte k NicomMe. 

3. xiatroeiSsu;, les cissoldes, dont Pappus attribue la decouverte k Diodes. 

4. Pappus reprendra l'6tude de ces diverses courbes au livre IV, chap. 57. 

5. C’est-i-dire les deux droites moyennes proportionnelles. 

6. Le texte presente ici le commentaire interpole : 6? Set Suo SoOetotSv tuOetwv 
dvto’uv Suo jieira? dvaXoyov Xa( 3 eiv avvtyei c£vaXoy£a, d£s qu’il s’agit de prendre 
pour deux droites donnees deux moyennes proportionnelles en proportion con- 
tinue (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 54, 11 . 27-28). 

7. Le texte pr6sente ici l’interpolation : dmo twv epepouivuv auxou; auvTayfJLdTwv, 
Xeyw S’, par les trails methodiques qu’ils ont publies, je dis (dans) (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 54, 11. 30-31). 

8. Une petite interpolation ajoute ici : ^ xaraTtaXTtxoii;, ou Catapultes ; titre 
d’un ouvrage de H6ron d'Alexandrie connu aussi sous le titre de Poliorcetique. 

9. xoitot <ropeot, titre d’un ouvrage perdu d'Aristee l'Ancien dont il sera 
question au livre VII. 

10. La phrase mise entre crochets est suspecte d’interpolation (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 36, 11. 4-7). 
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1 

tandis que Nicomede a r£solu le probl&me en employant la ligne 
concholde, au moyen de laquelle il a realise aussi la tripartition 
de 1’ angle. 

Nous allons done exposer quatre constructions du probleme 
en y comprenant un perfectionnement qui nous est personnel. 

II y a d’abord la construction d’Eratosthene ; la seconde est 
celle des partisans de Nicom&de ; la troisieme, celle des partisans 
de Heron, laquelle se prete surtout a l’opdration manuelle pour 
ceux qui desirent pratiquer 1' architecture, et la derniere, celle qui 
a 6 t£ inventee par nous-meme. [Car, si l’on prend deux moyennes 
en proportion continue entre deux droites donnees, on pourra 
construire un autre solide semblable a tout solide donne et dans 
un rapport donne, comme l’a exposd Heron dans ses Mecaniques 
et ses Catapultes] f 1 ). 

Proposition 5. — Soit done ( 2 ) une plinthe ( 3 ) rigide ABrA 
et, dans celle-ci, des triangles 6gaux AE®, MZK, NHA ayant 
les angles droits aux points E, Z, H. Que le triangle AE® reste 
attach^, et que le triangle MZK puisse se mouvoir dans les 
regies AB, TA ( 4 ), de telle sorte que le cote MZ soit transport e 


1. La phrase plac^e entre crochets 6nonce un theor&ne vrai de Hdron ; mais, 
comme elle ne se rattache nullement k la phrase pr6cedente, die parait etre un 
petit commentaire anticipatif interpolS. (Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. I, p. 56, 
11. n-14). 

2. Ce premier exemple d'une solution mecanique ou instrumentale, e’est- 
4 -dire empirique, du probl&me des deux moyennes proportionnelles est done 
celui que Pappus emprunte k firatosth^ne dans la lettre que ce dernier adresse 
au roi Ptolemee au sujet de la duplication du cube. L'expose de Pappus diff&re 
cependant assez bien d'avec celui d’Eratosthdie. On trouvera le texte grec de 
la lettre d’Eratosth^ne, k defaut d'une traduction en langue vuigaire, dans le 
commentaire d'Eutodus d’Ascalon sur le traite De la Sphere et du Cylindre 
d'Archimede. Les commentaires d’Eutocius ont ete publies dans les deux editions 
suivantes: I. Archimedis quae supersunt omnia cum Eutotii Ascalonitae commen - 
tariis ex recensione Josephi Torelli Veronensis, cum nova versions latina. Oxonii. 
1792, in-folio. Voir pp. 144-146; II. Archimedis opera omnia cum commentariii 
Eutotii iterum edidit J. L. Heiberg. Lipsiae, 1910-1915, 3 vol. in-8°. Voir vol. Ill, 
pp. 89-95. 

3. itXivOtov, plinthe, petit carreau de brique ou tuile plate, signifiant ici un 
petit cadre indeformable en forme de parallelipip&de rectangulaire oblong. 

4. Commandin a fait remarquer dans la note suivante que Pappus inter- 
vertit l’ordre du triangle stabilise et du triangle mobile tel que le presente la 
lettre d’firatosthene : « Ex epistola Eratosthenis, quae legitur in commentariis 
Eutociii in secundum librum Archimedis de Sphaera et Cylindro, apparet ipsum 
voluisse medium parallelogramum seu triangulum affixum esse et manere, non 
primunji. Sed res in idem recidit; nam etiam si ultimum maneat et alia duo 
moveaiitur, idem plane continget. » Voir edit, precitee de Commandin, p. 8, en note. 
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dans la r&gle AB qui poss&de une rainure dans toute sa longueur, 
et que le sommet K le soit dans 
la r&gle TA qui est aussi rainurde 
dans toute sa longueur. Enfin, 
que le triangle NHA puisse se 
mouvoir aussi de la meme maniere 
dans les regies AB, TA suivant 
les canaux que nous avons dits. 

Les choses 6tant disposes de cette maniere, celui qui veut 
faire en sorte qu'un cube soit le double d’un cube, d£coupera 
la droite AS, moiti6 de la droite Ar, puis fera avancer les 
triangles MZK, NHA jusqu'cL obtenir les points A, S sur la meme 
droite contenant les points d' intersection II, 0 des triangles, et, 
enfin, m&nera la droite de jonction AIIOS, rencontr ant la droite TA 
au point P (car cela doit necessairement suivre), et ce qu’il s’est 
propose se realisera. 

En effet, puisque la droite AP est a la droite IIP, la droite A@ 
a la droite IIK, la droite 0P k la droite PK, la droite 110 k la 
droite OK, la droite IIP k la droite PO, la droite IIK a la droite OA, 
la droite KP a la droite PA et la droite OK a la droite AS comme 
la droite AT est a la droite 110, il s’ensuit que les droites 110, OK 
sont deux moyennes en proportion continue des droites AP, AS. 
Or, la droite AP est le double de la droite AS; done, le cube 
construit sur la droite Ar est aussi le double du cube construit 
sur la droite 110 ( J ). D' autre part, si le rapport de cube a cube 
est quelque autre, il faut que la droite AP ait ce meme rapport 


I. Les deux series de triangles semblables r6sultant de la construction imposee 

progression 

V/il A Ik AAta* 

at 


, . . at ap a© ©p n© np me kp ok ... , 

donnent . n0 up nK pK QK P0 - 0A s “p A =a A2 » dou la 


geometrique consid 4 ree dans le texte : 


no 


dans laquelle 110 , OK sont 

OK A* 


deux moyennes proportionnelles. Des lors (Euclide, £UmctUs, liv. V, definition 
il : « Lorsque quatre grandeurs sont proportionnelles, la premiere est dite avoir 
avec la quatrieme une raison triple de celle qu'elle a avec la seconde, et ainsi de 
suite, tant que la proportion subsiste ». Voir trad, de Peyrard.vol. I, p. 237), on 

Or, AT=2 AS ; done, comme le texte "AT 8 =2 fie 3 . 


aura evidemment : a__ 
Aa 


il© 


On trouvera des considerations sur la solution empirique d’Eratosthene dans 
l'ouvrage de Bretschneider : Die Geometric und die Geometer vor Euklides 
(Leipzig, 1870, pp. 98 et suiv.), et dans une etude de Hultsch ( Neue Jahrbucher 
fur Philologie und Paedagogik, vol. 107. Leipzig, 1873, pp. 493 - 50 *) • 
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avec la droite AS, et les choses restantes se construiront de la 
meme maniere. [Et il resulte clairement de ceci qu’il est impos- 
sible de resoudre la proposition au moyen des plans] (*). 

VIII. 

D’autre part, d'apr&s Nicomede, si deux droites TA, AA sont 
donn4es, les deux moyennes en progression s’obtiennent de la 
mani&re suivante ( 1 2 ). 

Compl6tons le paralUlogramme ABrA ; coupons chacune des 
droites AB, Br en deux parties 6gales aux points A E; prolon- 
geons la droite de jonction AA, et qu'elle rencontre au point H 
la droite IB prolong6e. Menons la droite EZ a angles droits sur 
la droite Br, et menons une droite de jonction TZ de mani&re 
qu’elle soit 6gale a la droite AA ( 3 ). Menons la droite de jonction ZH 
a laquelle nous menons la par allele F0 et, ay ant l’angle compris 
sous les droites Kr, T0 ( 4 ), menons du point donne Z ( 5 ) la 


1. La phrase mise entre crochets n'exprime pas une consequence necessaire 
de ce qui precede, de sorte qu’elle doit avoir ete interpotee. (Cfr. Hultsch, loc. 
cit., vol. I, p. 58, 11. 21-22). 

2. Pappus reviendra sur la solution de Nicomede au livre IV, prop. 24, de 
la meme mani&re que Ta expos^e Eutocius dans son commentaire sur le trait£ 
De la Sphire et du Cylindre d’ArchimMe.(Voir Eutocius, edit. pr£citee de Torelli, 
p. 149, ou edition critique precitee de Heiberg, vol. Ill, p. 106). 

3. Le texte exprime peu correctement que la droite est menee au point E, 
perpendiculairement sur la droite BT, jusqu’i un point Z tel que la droite de 
jonction TZ soit egale k la droite AA. D'autre part, Hultsch a releve, k propos 
de la droite de jonction TZ, cette note de main recente dans 1'un des manuscrits 
recensionnes : t Oportet ex duabus datis TA, AA majorem esse xhv Ar. Aliter 
enim TZ aequalis non subtenderet angulum rectum TEZ. » C'est-a-dire que l'on 
doit avoir : Ar > AA, sinon pour TZ = AA la droite TZ ne pourrait constituer 
l’hypothenuse du triangle TEZ. 

4. L’angle Kr© est donne par devolution de propositions des Donnies 
d’Euclide ; car les cdt£s AA, Ar du rectangle ABrA sont donnes de grandeur 

et de position, et AA =- AB ; done, les triangles HBA, AAA sont egaux et sem- 

blables, d'oii, AAH etant une ligne droite, le point H est donn6. Or, (Euclide, 
Donnies, prop. 43 : « Si, dans un triangle rectangle, les cdt£s autour de l'un des 
angles aigus ont entre eux une raison donn6e, ce triangle est donn6 d'esp^ce. » 
Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 370), le triangle Erz est donne d’espdee, et 
les droites ET, TZ sont donn^es de grandeur; done, le point Z est donne. D&s 
lors (Euclide, Donnies, prop. 41, enonc^e p. 28, n. 10), l'angle EHZ est donne, 
d’ou l’angle Kr©, qui lui est 6gal, est donne aussi. 

5. Voir note prec6dente ou le point Z est donne parce que I'hypothenuse 
TZ est donn6e de grandeur. 
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droite Z@K de maniere a obtenir que la droite OK soit egale k 
la droite AA ou a la droite TZ (car il a et6 d£montre que cela 
peut se faire au moyen de la ligne conchoide) ( 1 2 3 ). Enfin, prolon- 
geons la droite de jonction KA, et qu'elle rencontre au point M 
la droite BA prolongee ; je dis que la droite TK est a la droite MA, 
et la droite MA k la droite AA, comme la droite Ar est a la 
droite TK (*). 

En effet, puisque la droite Br est couple en deux parties 
£gales au point E, et que la droite TK lui est ajoutee, il s’ensuit 
que le rectangle compris sous les 
droit es BK, Kr, conjointement avec 
le carre de la droite TE, equivaut 
au carre de la droite EK (*). Ajoutons 
de part et d' autre le carre de la 
droite EZ, il s'ensuit que le rectangle 
compris sous les droites BK, Kr, 
conjointement avec les carr4s des 
droites TE, EZ, c’est-a-dire avec le 
carr6 de la droite TZ, equivaut aux 
carres des droites KE, EZ, c’est- H\B ^ 

a-dire au carre de la droite KZ. Et- 
puisque la droite MA est k la Z 

droite AK comme la droite MA est 

a la droite AB, et que la droite Br est a la droite TK co mm e la 
droite MA est a la droite AK, il s’ensuit que la droite Br est aussi 



1. La demonstration determine done le point K en vertu de la solution 
supposee connue du probieme de la secante issue d'un point (Z), et interceptee 
sur une longueur donnee (AA = TZ) entre deux droites de longueur indeter- 
minee (T®, TK) ; probieme qui, dans le cas general, ne comporte pas de solution 
par les lieux plans, e'est-i-dire par la regie et le compas, mais exige l’intervention 
des lieux solides, c’est-ci-dire des sections coniques et d'autres courbes, telles 
que la conchoide de Nicomede qui est invoquee ici. Pappus donnera plus loin, 
au livre IV, la solution de la secante interceptee sur longueur donnee au moyen 
de la conchoide. 

2. C’est-i-dire que les droites TK, MA sont deux moyennes proportionnelles 
entre les droites proposees TA, AA. 

3. Euclide, liv. II, prop. 6 : « Si une ligne droite est coupee en deux parties 
egales, et si on lui ajoute directement une droite, le rectangle compris sous la 
droite entire avec la droite ajoutSe, et sous la droite ajoutle, avec le carr6 de 
la moiti6 de la droite entire, est 4 gal au carre d6crit avec la droite composee 
de la moiti6 de la droite enti&re et de la droite ajoutee, comme avec une seule 
droite ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 95. 
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k la droite 17K comme la droite MA est k la droite AB. De plus, 
la droite AA est la moitie de la droite AB, et la droite TH est 
le double de la droite Br; done, la droite Hr sera aussi k la 
droite TK comme la droite MA est & la droite AA Mais, la 
droite Z0 est a la droite 0K comme la droite TH est a la droite TK 
a cause des pax alleles HZ, T0 ; done, par composition, la droite ZK 
est a la droite K0 comme la droite MA est a la droite AA. Or, 
on a suppose que la droite AA est dgale a la droite 0K [puisque 
la droite AA est aussi dgale a la droite TZ] ( x ) ; done, la droite MA 
est aussi egale a la droite ZK, et le carre de la droite MA est 
done aussi dgal au carre de la droite ZK. De plus, le carre de la 
droite MA equivaut au rectangle compris sous les droites BM, MA 
conjointement avec le carre de la droite AA ( 1 2 ), et on a demontre 
que le carr6 de la droite ZK Equivaut au rectangle compris sous 
les droites BK, KT conjointement avec le carrd de la droite TZ ; 
tandis que, parmi ces carres, celui de la droite AA est 4gal au 
carrd de la droite TZ (car on a pos4 la droite AA egale a la 
droite TZ) ; done, le rectangle restant compris sous les droites BM, 
MA, Equivaut au rectangle restant compris sous les droites BK, KF 
En consequence, la droite TK est a la droite MA comme la 
droite MB est k la droite BK( 3 ). Mais, la droite Ar est a la 
droite TK comme la droite MB est a la droite BK ( 4 ) ; done, la 
droite r*K est aussi a la droite AM comme la droite Ar est 
a la droite rK. Or, la droite MA est aussi k la droite AA comme 
la droite MB est k la droite BK ( 5 6 ) ; done, la droite Kr est a la 
droite AM et la droite MA a la droite AA comme la droite Ar 
est ci la droite TK (•). 


1. La phrase mise entre crochets est une reference inutile qui doit avoir 6te 
interpolee. (Cfr. Hultsch, vol. I, p. 62, 1. 2). 

2. Euclide, liv. II, prop. 6 (voir note 3 page pr6c£dente). 

3. Euclide, liv. VI, prop. 16 : « Si quatre droites sont proportionnelles, le 
rectangle compris sous les deux droites extremes est dgal au rectangle qui est 
compris sous les deux droites moyennes ; et si le rectangle compris sous les deux 
droites extremes est 6gal k celui qui est compris sous les deux droites moyennes, 
ces quatre droites sont proportionnelles ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 323. 

4. A cause des paralld.es MB, Ar. 

5. A cause des paraHdes BK, AA. 

6 . La demonstration se ddoule explicitement comme suit : Considerant 
la droite Br divisee en deux parties dgales en E et la droite en prolongation TK, 

on a (Euclide, liv. II, prop. 6 qui demontre l'identite : (a -f- b) 6 + — = 

4 
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IX. 

Nous montrerons maintenant comment, lorsque deux droites 
sont donnees, Ton peut, d’apres les partisans de Heron, obtenir 
les deux moyennes proportionneUes d’une manure instrumentale, 
parce que, comme le dit aussi Heron, ce problfeme est solide. II 
dit d’ailleurs : « exposons celle d* entre les demonstrations qui 
convient le mieux pour l’operation manuelle » ( 1 ). 

Soient donnees les droites AB, Br disposes entre elles a angles 
droits et auxquelles il s'agit de trouver deux moyennes propor- 
tionnelles. Completons le parallelogramme ABfA ; prolongeons les 


(f+J)*) : BKx Kr + rE a =EK a , d'oil : BKx Kr + TE* + EZ a =EK* + EZ a ou, 
comme le texte : BKx Kr + rz i =KZ a (I). Or, la similitude des triangles MAA, 


ArK donne : 
AB 


MA 

AK = 


MA 

Ar = 


MA .AA 
AB TK 


BP MA j» ♦ i j i Br MA itti 

! rK = AK’ d ou ' comme le texte • rK* AB (II) - 


Or, AA=~ et HB=AA=Br, d’ou rH=2BT ; done, la relation (II) de- 

. , 4rH MA , , x TH MA /TTTV ^ , 

vient : ou ’ comme * e texte : fK® 5 aa « paralldlisme des 

yCk Hr 

droites r®, HZ donne : 0£ = jrg* d*oit, en presence dela relation (III) il 

. , Z0 MA ,, , , . . . Z0+0K MA-f-AA . ZK MA « 

: «K=AA’ d oil ’ COmmele teXte : — 6K- AA - 0U : 9K= AA‘ <*' 0n 

suppose avoir construit ©K=AA k l’intervention de la concholde ; done: MA— ZK, 
d’oii : MA a =ZK a (IV). D'autre part, considerant la droite AB divisee en deux 
parties egales en A et la droite en pr olong ation MA, o n a (Euclide, liv. II, 
prop. 6), par a nalo gic avec la rela tion (I) : MA*=BM x MA+ AA 1 ou, en presence de 
l’egali t^ (I V) : ZK a =BMxMA + AA*, d’oii, en presence de l'expression (I) : BMx 
MA + AA*=BKxKr + rz a . Or, on a par hypoth&se : AA=TZ ; done, comme 
le texte : BMx MA=BKx Kr, d’oii (Euclide, liv. VI prop. 16, 6nonc6e dans la 
TK BM 

note antep6nulti£me) : (V), d’oii, considerant les triangles semblables 

MA 1>J£» 

TK AT 
rK' 


A P TLf"D 

ArK, MBK qui donnent : -^=-5-^, il vient comme dans le texte : 

1 K dK MA 


Or, les triangles semblables MAA, MBK donnent : d’oii la relation (V) 

AA DA 


ma rs Ar rK 

donne : D6s lors, on a la progression : 

AA MA r ° TK AM 


et les droites TK, 

AA' 


AM sont les deux moyennes geometriques cherchees entre les droites* pro 
posees Ar, AA. 

1. La demonstration de H£ron est donnee de la m§me manure, mais en 
termes assez differents, par Eutocius dans son commentaire sur le traite De la 
Sphere et du Cylindre d’Archim&de. (Voir Eutocius, edit, prScitee de Torelli, 
p. 139, ou edit, critique precitee de Heiberg, vol. Ill, p. 59). 
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droites Ar, AA et menons les droites de jonction AB, TA P) . 
Appliquons une r&gle au point B, et qu’elle se meuve en coupant 
les droites TE, AZ jusqu'a ce que la droite, menee du point H 

au point de section de la droite TE, 
devienne egale a la droite menee du 
point H au point de section de 
la droite AZ ( 2 ). Que cela soit obtenu ; 
soit EBZ la position de la r&gle, 
et que les droites EH, HZ soient 
egales ( 3 ) ; je dis que les droites AZ, TE 
sont les moyennes proportionnelles des 
droites AB, BI\ 

En effet, puisque le parallelogramme 
ABrA est rectangle, les quatre droites AH, 
HA, HB, Hr sont egales entre elles. 
Des lors, puisque la droite AH est egale 
k la droite AH, et qu’on a men6 la droite HZ ( 4 ), il s’ensuit ( 6 ) 
que le rectangle compris sous les droites AZ, ZA, conjointement 
avec le carre de la droite AH, Squivaut au carr6 de la droite HZ. 
Pour la meme raison d’ailleurs, le rectangle compris sous les droites 
AE, Er, conjointement avec le carr6 de la droite TH, equivaut 
au carre de la droite HE (*). Or, les droites HE, HZ sont egales ; 


Z 



1. Le texte sous-entend ici evidemment : Tipivouaac dXkT\ka.$ xara H, c'est- 
a-dire qui se coupent au point H. 

2 . L’expos 6 d’Eutocius s’exprime mieux k cet endroit en disant : xal voei? 8 u> 


xavovtov w? to ZBE xtvoo{uvov irepi Ttva tuXov jjl«vovtx itpo? t <ji B xal xtvet^Oto, etoq.., 
c'est-4-dire : « et imaginons une rfcgle, telle que ZBE, mobile autour d’une 
cheville fixe au point B, et faisons la mouvoir jusqu'a ce que... ». (Cfr. Eutocius, 
6 d. Heiberg, vol. Ill, p. 60 , 1. 3 ). 

3 . C’est-i-dire obtenons empiriquement l’4galit6 des droites EH, HZ en 
faisant pi voter la regie autour du point B. 

4 . Suppleons a la concision du texte en disant : puisque le triangle AHA est 
isocke, que la perpendiculaire (que nous ajoutons en pointille dans la figure du 
texte) coupe la base en deux parties egales en ©, et qu’on a mene la droite HZ 
du sommet sur le prolongement de la base A A. 

5 . C’est-4-dire qu’il suit de la consideration des elements : base AA, point 
milieu 9, et droite en prolongement AZ. 

6 . La proposition 6 du livre II d’Euclide, dont 1’enonce reproduit dans une 

note prec 6 dente se traduit par 1 identity {a + b) b H — =( - + b ) donne: AZ x ZA-f- 

A0 8 — Z9 8 d'ou : AZx ZA + A© 2 + H0 2 = Z© 2 + H© 2 , ou, comme le texte : AZx 
ZA+ AH*=HZ 8 (I). En considerant de meme la moitie de la base Ar du triangle 
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done, le rectangle compris sous les droit es AZ, ZA, conjointe- 
ment avec le carre de la droite AH, equivaut aussi au rectangle 
compris sous les droit es AE, EI7 conjoint ement avec le carre 
de la droite TH ; expression dans laquelle le carre de la droite TH 
est 6gal au carre de la droite HA. En consequence, le rectangle 
restant compris sous les droites AE, Er equivaut au rectangle 
compris sous les droites AZ, ZA et, par suite, la droite ZA est a 
la droite TE comme la droite EA est a la droite AZ. Or, la 
droite BA est a la droite AZ et la droite Er a la droite FB comme 
la droite EA est a la droite AZ; en sorte que la droite ZA est aussi 
a la droite TE et la droite rE a la droite FB comme la droite AB 
est k la droite AZ. Des lors, les droites AZ, rE sont les moyennes 
proportionnelles des droites AB, Br O). 

X. 

Au reste, ce n'est pas seulement le cube double d’un cube 
que l’on trouvera au moyen de la r&gle appliquee d’une mani&re 
qui nous est propre ( 2 ), mais aussi, d’une fagon ggnerale, le cube 
qui possede un rapport impost. 

Construisons le demi-cercle ABr; elevons de son centre A 
la droite AB a angles droits, et faisons mouvoir une regie autour 
du point A, de telle sorte qu’une de ses extremites soit retenue 
par une cheville disposee au point A, et que 1* autre extremity 
circule autour de la cheville prise comme centre, entre les 


isoc&e AHT et la droite TE en prolongement de la base, on aura, comme le 
texte : AExEr+ rH a =HE a (II). 

i. Les droites HE, HZ etant egales par construction empirique au moyen 
de la rfegle mobile, les expr essio ns (I) et (I I) de la note precedente donnent : 
AZXZA+ AH 2 =AExEr+ rH*. Or, FH a = AH* ; done : AE X ET= AZ x ZA, d'ob 

ZA AE 

(Euclide, liv. VI, prop. 16) : r= r ==— . Or, les triangles semblables ZAB, BTE, 

EF A Ia 


ZAE donnent 


BA__ET__EA j, > . AB AZ_TE 
AZ TB AZ’ ° U ’ AZ* TE TB' 

2. Pappus expose icisa propre manure (xaO* de determiner empiriquement 
les deux moyennes proportionnelles au moyen de la rdgle mobile, et il y reviendra 
dans la proposition ii du livre VIII. D'autre part, Eutocius, dans son commen- 
taire sur le traits De la Sphere et du Cylindrc d’Archim&de (voir ed. Torelli, 
p. 139, ou ed. Heiberg, vol. Ill, p. 71), reproduit presque textuellement (xa-ra 
la construction de Pappus, et montre en quoi elle ressemble a celle de Diodes et 
en quoi elle en differe. 
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points B, T. Ces constructions etant faites, qu’il soit impose de 
trouver deux cubes ayant entre eux un rapport donn6 ; faisons 
en sorte que le rapport d'une droite BA a une droite AE soit ce 
rapport donne et prolongeons la droite de jonction TE jusqu’au 
point Z. Faisons maintenant passer la regie entre les points B, T 
jusqu’ci ce que sa partie decoupee entre les droites ZE, EB devienne 
egale k celle qui est decoupee entre la droite BE et Tare BKr ; 
ce qui se fait aisement en tUtonnant continuellement et en faisant 
avancer la r&gle. Que ce soit done chose faite, et que la r&gle ait 

la position AH0K, de maniere 
que les droites H0, 0K soient 
£gales ; je dis que le cube con- 
struit sur la droite BA est au 
cube construit sur la droite A0 
dans le rapport impose, e'est- 
a-dire celui de la droite AB k la 
droite AE. 

En effet, imaginons que le 
cercle soit complete ; prolongeons 
la droite de jonction KA jusqu'au 
point A et menons la droite de 
jonction AH ; cette droite est 
done par allele k la droite BA, parce que la droite K0 est egale 
k la droite ©H et la droite KA egale a la droite AA Q). Menons 
encore la droite de jonction AA et la droite de jonction AF. D&s 
lors, puisque Tangle compris sous les droites HA AA est droit 
comme etant situe dans un demi-cercle, et que la droite AM est 
une perpendiculaire ( 1 2 ), il s’ensuit que le carre de la droite AM 
est au carre de la droite MH comme le carr6 de la droite AM est 
au carre de la droite MA, e'est-^-dire comme la droite TM est 
k la droite MA (car la droite MA est aussi a la droite MH comme 



1. Eucude, liv. VI, prop. 2 : « Si Ton m&ne une droite parall 61 e k un des 
c6tes d’un triangle, cette droite coupera proportionnellement les cdtes de ce 
triangle ; et si les cdt6s d’un triangle sont coupes proportionnellement, la droite 
qui joimdra les sections sera paralldle au c 6 t 4 restant du triangle ». Voir trad, 
de Peyrard, vol. I, p. 293. 

2. Perpendiculaire abaissee du sommet sur la base du triangle rectangle 
A AH. 
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la droite AM est k la droite MA (*) ; de sorte que le carre de la 
droite AM est aussi au carre de la droite MH comme le carr6 de 
la droite AM est au carre de la droite MA et comme la droite I'M 
est a la droite MA) ( 2 ). Appliquons de part et d’ autre le rapport 
de la droite AM a la droite MH ( 3 ) ; il s’ensuit que le rapport 
compose de celui de la droite TM a la droite MA et de celui de 
la droite AM a la droite MH, c’est-a-dire de la droite TM a la 
droite MH, est le m§me que le rapport compose de celui du carre 
de la droite AM au carre de la droite MH et de celui de la 
droite AM a la droite MH. Or, le rapport compost de celui du 
carre de la droite AM au carre de la droite MH et de celui de la 
droite AM a la droite MH est le meme que le rapport du cube 
construit sur la droite AM au cube construit sur la droite MH ; 
done, le rapport de la droite TM a la droite MH est aussi le meme 
que le rapport du cube construit sur la droite AM au cube construit 
sur la droite MH. Mais, la droite TA est k la droite AE, c’est-a-dire 
la droite BA k la droite AE, comme la droite FM est k la droite MH, 
et la droite AA est a la droite A©, e’est-cL-dire la droite AB a la 
droite A©, comme la droite AM est cl la droite MH ; done, le 
cube construit sur la droite BA est aussi au cube construit sur 
la droite A© comme la droite BA est a la droite AE, e’est-k-dire 
dans le rapport donne ( 4 ). En consequence, si nous faisons en 


1. Euclide.. liv. VI, prop. 8, corollaire : « II suit de 1 & que, dans un triangle 
rectangle, la perpendiculaire conduite de Tangle droit sur la base est moyenne 
proportionnelle entre les segments de la base, et que chaque c6te de Tangle droit 
est moyen proportionnel entre la base et le segment qui lui est contigu ». (Voir 
trad, de Peyrard, vol. I, p. 309). 

2. Euclide, liv. V, defui. 10 : « Lorsque trois grandeurs sont proportionnelles, 
la premiere est dite avoir avec la troisilme une raison double de celle qu'elle a 
avec la seconde. » (Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 237). 

3. xoivoc TtpoaxsiffOw, litteralement : soit applique d’une mani&re commune ; 
expression dans laquelle le verbe TtpoffxsCdla'. ne re^oit pas ici l’acception ordinaire 
d’un accroissement par addition, mais celle d’un accroissement par multiplication. 

4. La demonstration se d^roule explicitement comme suit : Considerant la 
hauteur du tria ngle r e ctang le AAH, on a (Euclide, liv. VI, prop. 8, corollaire) : 

d’ou ^ A- = (I). De meme, en considerant la hauteur AM du 
MH MA’ MH 2 MA* v ' 

triangle rectangle AAI\ on a : d’oii (Euclide, liv. V, defin. 10) : 

AM MA 

d’oii, en presence de la relation (1) il vient, comme dans 
MA AM* MA* r 


Pappus d’Alexandrie. — * I 
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sorte que la droite A0 soit k une autre droite, telle que AN,comme 
la droite BA est a la droite A0, les droites A0, AN seront les deux 
moyennes proport ionnelles des droites BA, AE (*). 


XI. 


Le second probleme etait celui-ci ( 2 ) : 

Un autre geometre a declare avoir obtenu les trois medietes ( 3 ) 
dans un demi-cercle. Apres avoir etabli le demi-cercle ABr dont 
le centre est le point E, pris un point quelconque A sur la droite AT, 
mene de ce point la droite AB a angles droits sur la droite EI\ 
mend la droite de jonction EB et mene sur celle-ci la perpendi- 
culaire AZ, il affirme simplement que les trois mediates sont 
presentees dans le demi-cercle : la droite Er etant la moyenne 
arithmetique, la droite AB la moyenne gdometrique et la droite BZ 
la moyenne harmonique. 

Comme consequence ( 4 ), il est clair que la droite BA est la 
moyenne des droites AA, Ar en proportion geometrique, et la 
droite Er la moyenne de ces droites en mediete arithmetique ; car, 
d'une part, la droite AB est a la droite Ar comme la droite AA 


le texte : 


MA* 


MH a 


rM ~ ... MA* MA TM , MA MA 3 

. Or, on peut 6 cnre : -x — — X ou : 

MA MH MH MA MH MH J 


TM 

! mh 


(II). 


Or, considdrant les triangles semblables ArE, Mm, et observant que BA=TA, 

on a: ; tandis que, considdrant les triangles semblables AA0, 

AJh MU 


MAH, et observant que AB=AA, on a: d'ou substituant dans 

A0 A0 MH 

AH 3 B A 

la relation (II), il vicnt, comme dans le texte : 

A0 AE 

1. La relation de la note prdcedente montre (Euclide, liv. V, ddfin. n, 
enoncee p. 41, n. 1) que les droites BA, AE sont respectivement les premier et 
quatridme termes d’une progression geometrique dans laquelle la droite A0 sera 
le second terme, et dont le troisi&me terme sera une droite AN d6terminee par 

la relation : dans laquelle les deux premiers termes sont donnes. D6s 

A0 AN 

lors, A0, AN sont les moyennes proportionnelles entre les droites BA, AE. 

2. C’est- 4 -dire le second probllme dont Pappus critique la solution fautive 
qui lui a ete proposde par un geom^tre inexperimente. 

3. Dans le langage des mathematiciens grecs, la mediete est soit 

une serie de trois termes en proportion continue ou en progression, soit le terme 
moyen qui relie les deux termes extremes de la progression. Les trois genres de 
medietes connus de Platon sont : la mediete arithmetique, la mediete geom6- 
trique et la mediete harmonique. 

4. ouv, c’est-i-dire comme consequence de la construction indiquee. 
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est a la droit e AB(*), et, d’ autre 
part, l’excedent des droites AA, 

AE, c’ est- a- dire des droites AA, 

Er, est a celui des droites Er, TA 
comme la droite AA est a elle- 
meme ( i- 2 ). Mais, il omet de dire 
comment et de quelles droites 
la droite ZB est une moyenne en mediet6 harmonique, et dit 
simplement qu’elle est la troisifeme proportionnelle des droites EB, 
BA ( 3 ), en ignorant qu’on constituera la medi£t6 harmonique 
au moyen des droites EB, BA, BZ qui sont en proportion g6o- 
m^trique. En effet, nous demontrerons plus loin ( 4 ) que, si deux 
droites EB, trois droites AB et une droite BZ sont prises en- 
semble comme n’en constituant qu’une seule ( 5 * * ), dies torment le 
plus grand terme extreme de la mediet6 harmonique ; que deux 
droites AB et une droite BZ torment le terme moyen, et qu’une 
droite AB et une droite BZ torment le plus petit terme ex- 
treme ( 8 ). 

II y a lieu de traiter de ces trois mediates en premier lieu [et, 
conjointement avec elles, de celles qu'on trouve dans le demi- 
cercle] (*) ; de traiter ensuite des trois autres qui leur sont oppos6es 
d’apres les Anciens ; enfin, il y a lieu de traiter des quatre m£di6tes 
qu’on rencontre chez les auteurs recents d’apres leurs pr6ceptes 
a ce sujet, et d’ exposer la mani&re dont chacune de ces medietes 



i- Euclide, liv. VI, prop. 8, corollaire. Voir p. 49, n. 1. 

2. C’est-a-dire que l'on a: ^ ^ =s ~ » ce Qui se d£montre plus 

ET — I A EJ/ — I A AA 

loin Stre la mediet6 arithm£tique. 

EB BA 

3. Dans le triangle BAE, on a (Euclide, liv. VI, prop. 8, corollaire): =-5-^. 

JdA oZt 

4. Voir proposition 20, oil il sera traits de la mediet 4 harmonique. 

5. d)<; [xia (TuveOsiea, poshes ensemble comme une seule (droite) ou mises 
ensemble en direction l’une de l’autre, de mani&re k ne constituer qu’une seule 
droite. 

6. C’est-a-dire qu’il sera d6montre (prop. 20), qu’etant donnes les trois 

EB AB 

termes d’une progression g6om6trique — on en deduira une mediete har- 

AH J3 Z 

monique dont le grand terme extreme sera: 2EB -f- 3AB -}- BZ ; le terme moyen: 
2AB + BZ et le petit terme extreme : AB -f- BZ. 

7. La phrase que nous affectons de crochets doit etre consideree comme une 
petite interpolation (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 70, 1 . 10). 
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peut etre trouvee au moyen de la proportion geometrique ; de 
telle sorte que la demonstration que nous nous proposons de 
donner ait une portee plus etendue. 

XII. 

DES TROIS m£di£t£s. 

La medietd se differencie de la proportion en ce sens que ce 
qui est proportion est egalement mediete, et que le contraire 
n’a pas lieu ( 1 ). Les medietes sont au nombre de trois : l’arithme- 
tique, la geometrique et l'harmonique ( 2 ). 

La mediete est dite arithmetique lorsque, ayant trois termes, 
le moyen excMe l’un des extremes d’une quantite egale a celle 
dont il est exc£de par l’autre extreme (comme 6 se comporte 
avec le nombre 9 et le nombre 3) ; ou bien, lorsque le premier 
excedent est au second comme le premier terme est a lui- 
meme ( 3 ). 

II y a mediete geometrique, c’est-a-dire progression proprement 
dite, lorsque l’un des termes extremes est au moyen comme le 
moyen est & l’autre extreme (de la maniere dont le nombre 6 
se comporte avec le nombre 12 et le nombre 3) ; et, autrement. 


1. Le mot [xe<roT7i?, mediate, s’applique k la proportion continue, ou pro-. 
gression dc trois termes ; tandis que le mot dvaXoyia d£signe particulierement 
la proportion discontinue ou continue (dvaXoy!x <ru vey-fo) de quatre termes. 

2. Platon fait d6j& intervenir la proportion ~~~~~ sans denommer 

harmonique dans l' 4 chelle diatonique qu’il expose dans le dialogue du Timee. 
D’aprfcs ce que nous rapporte Jamblique, cette mediete faisait partie des trois 
genres de rapports d^jlt reconnus par Pythagore et ses disciples ; elle fut 
d’abord denommee sous-contraire {urovavria) <1 la m6di6te arithmetique, et elle 
fut ensuite appelee harmonique par Archytas de Tarente et par Hippasos. 
( Jatnblichi in Nicomachi Arithmeticam Introductionem liber, edidit H. Pistelli. 
Lipsiae, 1894, in-8°, p. 100). 

3. La double definition de la mediete artihmetique entre trois termes 

a>b>c s’ exprime done par la relation : a — b=b — c ou, par la relation ; = 

et Pappus applique cette double definition k l’exemple concret 9, 6, 3, 


qui donne evidemment: 9 — 6=6 — 3, ou encore: 


. 9 — 6 _ 3 _ 6_9 


6—3 369' 
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lorsque le premier excSdent des termes est au second excedent 
comme le premier terme est au second (*). 

La mediete est harmonique lorsque le terme moyen excede 
l’un des extremes et est excede par 1* autre extreme de leur meme 
fraction (de la maniere dont le nombre 3 se comporte avec le 
nombre 2 et le nombre 6) ; ou bien, lorsque le premier excedent 
des termes est au second excedent comme le premier terme est 
au troisieme ( 2 ). 

Cela etant etabli, trouvons les trois medietes simultan^ment 
dans un nombre de cinq droites minima ( 3 ) apr&s avoir expose 
d’abord les choses suivantes : 

Proposition 6. — Deux droites AB, Br etant donnees, qu’il 
faille d’abord trouver leur moyenne en progression g6om6trique. 


1. La double definition de la mediete g£ometrique, ou progression g£ometrique, 

entre les trois termes a >b>c s’exprime par la relation: et par la rela- 
tion: et l'exemple 12, 6, 3, du texte donne : -et 

b—c be’ v J 63 6 — 3 3 6 

2. La double definition de la mediete harmonique entre les trois termes 
a> b> c s'exprime done par les relations : b — c = -, a — 6= ou bien par la 

relation : et l’exemple du texte pour la suite 6, 3, 2 donne : 3 — 2= 


i=- et 6 — 3=3=-, ou bien : - — -- 
2 ° J 2 3 — 2 


=-. La seconde definition donne pour ex- 
2 ac 


pression du terme moyen harmonique : 6=- — — , laquelle, mise sous la forme : 
traduit algebriquement la maniere indiquee par Nicomaque pour 

A "T* C 

trouver ce terme moyen (edit, de Hoche, liv. II, chap. XXVII, p. 140): twv 
oxpuv tt\v oiacojjav irotrjT£ov ini tov eXaxrova xai tov Yevo'p.evov napa{3X7iTS0v ini tov 
auvftrcov ix twv axpuv, etTx to nAaxos Trie napa^oA7\? npoaOeTeov ttp iAarrovi, xai ear at 
b yivojxevo? ipp.ov.x7i {astott,?, e’est-^-dire : « il faut multiplier la difference : 
des (termes) extremes par le petit (terme), diviser le produit par la somme 
des extremes, aj outer ensuite le quotient de la division au petit (terme), 
et le (nombre) obtenu sera le moyen harmonique®. D'autre part, l'expression 

6= , mise sous la forme (a 4- c) b=2ac, met en evidence la propriety que 

a -J- c 

Nicomaque (edit. Hoche, liv. II, chap. XXV, p. 133) exprime comme suit : 
ext h app.ovcx7i eyei ioiov <w[ifie(i'/ix6q to too? axpou? arovreOevraq xai noXunXaaiaaOivTaf 
uno tov p.e<ro*j otnXaatov ano-eXefy too ii iXX^Xwv 7toXunXaavaTp,ou, e’est-cL-dire 
que « (la mediete) harmonique a comme propriete particuli&re le fait que, si 
on additionne les (termes) extremes, et si on multiplie par le terme moyen, on 
obtient le double du produit de la multiplication des extremes entre eux ». 

3. Voir plus loin la proposition 15. 
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Menons la droite TA a angles droits et coupons la droite AB 
en deux parties 6 gales au point E. Que la circonference decrite 

autour du point E et passant par 
le point B coupe au point A la droite 
menee a angles droits ; decoupons 
une droite BZ egale a la droite de 
jonction BA, et la droite BZ devient 
la moyenne cherchee. 

En effet, la droite de jonction AA 
comprend un angle droit avec la 
droite BA, parce que chacune des droites BE, EA est egale k la 
droite de jonction AE ( 1 ). Or, Tangle situe au point T est droit 
aussi ; done, le triangle ABA est equiangle avec le triangle B17A ( 2 ), 
et, par suite, les c 6 tes places autour de Tangle commun, situe 
au point B de ces triangles, sont proportionnels. En consequence, 
la droite BA est k la droite Br comme la droite AB est a la 
droite AB, et la droite BA, £gale a la droite BZ, est la moyenne ( 3 ) 
des droites AB, Bf. 


XIII. 

Proposition 7 . — D’ autre part, etant domfees deux droites AB, 
BZ, qu’il faille trouver la plus petite droite extreme ( 4 ). 

Coupons la droite AB en deux parties egales au point E ; 
decrivons autour du point E une circonference passant par le 
point B ; qu'elle soit coupee au point A par la circonference decrite 
autour du centre B et passant par le point Z; menons la per- 
pendiculaire AI\ et la droite Br devient la troisieme proportion- 
nelle des droites AB, BZ. Cela se demontre en effet d’une maniere 


1. Manure indirecte de dire que le point A est situd pax construction sur 
la demi-circonfdrence du cercle de centre E et de diam&tre AB ; puis, Euclide, 
liv. Ill, prop. 31 : « Dans un cercle, Tangle qui est compris dans le demi-cercle 
est droit, etc. ». Voir trad, de Peyrard, p. 161. 

2. Euclide, liv. VI, prop. 8 : « Si, dans un triangle rectangle, on conduit 
une perpendiculaire de Tangle droit sur la base, les triangles places autour de 
la perpendiculaire sont semblables au triangle total et semblables entre eux ». 
Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 309. 

3. Sous-entendu : xa-ra tj\v Ye<i>(jL€Tpuc7iv ctvaXoywv, en proportion gdometrique. 

4. Sous-entendu: en proportion g^ometrique avec ces deux droites donn^es. 
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semblable a celle que nous avons 
exposee plus haut pour la 
moyenne (*). 

[Et il est clair que, si le rap- 
port donn£ de la proportion est 
celui du double, de telle sorte 
que la droite AB soit le quadruple 
de la droite BI\ la droite posee 
6gale a la droite BA est la moitie de la droite AB, constituant la 
droite EB ; tandis que, si le rapport est plus grand que celui du 
double, cette droite est plus petite que la moitie ; enfin, si le 
rapport est plus petit que celui du double, la droite est plus 
grande que la moiti6 de la droite EB] ( 1 2 ). 

Proposition 8. — Les deux droites BZ, Br 6tant donnees, 
qu'il s'agisse maintenant de trouver la plus grande droite 
extreme ( 3 ). 

Menons la droite T0 k angles droits ; que la circonference 

decrite autour du centre B en pas- 
sant par le point Z coupe cette 
droite au point 0 ; menons la droite 
A0 a angles droits sur la droite 
de jonction B0, et la droite AB 
devient la troisieme proportion- 
nelle des droites FB, BZ. En effet, 
cela est aussi manifeste en vertu de ce qui a et6 demontre prece- 
demment. 




XIV. 

Proposition 9. — Soient de nouveau deux droites AB, Br ( 4 ). 
Menons la droite AAE k angles droits sur la droite AB, de telle 


1. Sous-entendu : 4 v T7j YSWjAgTpixf, avaXoyta, en proportion geometrique. 

2. Hultsch a place cette phrase entre crochets avec 1 'annotation : « haec 
alienum a Pappo stilum produnt » (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 74, 11 . 4-9). II s'agit 
en effet, d’un commentaire inutile interpol^ par un scoliaste dont le langage 
mathematique est incorrect. 

3. C’est-i-dire en progression geometrique avec les deux droites donnees. 

4. Pappus ne fait pas preceder la solution de ce probl&me d'un enonce, et 
il en sera de meme pour la serie des probl&mes qui vont suivre jusqu’i la pro- 
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sorte que la droite AA soit egale 
k la droite AE ; menons les droites 
de jonction BA, ErZ, et menons 
du point Z la perpendiculaire ZH 
sur la droite FB ; je dis que 
l’exc6dent des droites AB, Br 
est a l’excedent des droites rB, 
BH, comme la droite AB est a 
la droite BH. 

En effet, puisque la droite AA est a la droite ZH, c’ est- a- dire la 
droite AE a la droite ZH, comme la droite AB est a la droite BH 
(car la droite AE est 6gale a la droite AA), il s’ensuit que la 
droite AE est aussi k la droite ZH comme la droite AB est a la 
droite BH. Mais, la droite Ar est a la droite TH comme la 
droite AE est a la droite ZH, parce que les triangles ArE, TZH 
sont equiangles ; en consequence, la droite Ar est aussi a la 
droite TH comme la droite AB est a la droite BH. De plus, la 
droite AT est l’exc6dent des droites AB, Br, et la droite TH est 
l’exc6dent des droites rB, BH ; par consequent, l’excedent des 
droites AB, Br est a l’excedent des droites TB, BH comme 
la droite AB est a la droite BH (*). 

[D'ailleurs,ce theorfcme a son utilite en vue de la mediete harmo- 
nique ; car, la premiere droite est AB, la seconde Br et la 
troisieme BH] ( 2 ). 

position T5. La version latine de Commandin fait preceder cette solution de 
i'enonce suivant : « Datis rectis lineis AB, Br minorem extremam in harmonica 
medietate invenire ». (Cfr. Commandin, loc. cit., p. 14, 1. 10.) D’autre part, 
1’ edition critique de Hultsch fait precdder la demonstration de I'enonce suivant : 
« Datis rectis AB, BT, minor extrema in harmonica medietate inveniatur ». 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., p. 75, 1. 16.) Nous enoncerons plus explicitement en 
disant : Deux droites AB, Br etant donnees, trouver la droite qui leur correspond 
comme petit terme extreme en mediete harmonique. 

1. Consid4rant le parallelisme des droites A A, ZH et l’egalitedes droites AA, AE, 

ona:~=~=~. Or, la similitude des triangles ArE, THZ donne: 

4»H Zixl 15 x 1 rid ZH 

done : A— ou, comme le texte : > relation qui, d'apres la 

seconde definition donnee plus haut par Pappus, est celle de la mediete 
harmonique ; done : BH est le petit terme extreme de la suite harmonique AB, 
Br, BH. 

2. La phrase mise entre crochets doit avoir ete interpol4e par un commen- 
tateur qui emploie improprement le mot th£or£me (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, 
P* 77. U- 5-7). 
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Proposition io. — D’ autre part, si les droites AB, BH sont 
donnees comme etant des extremes, et si nous cherchons la 
droite moyenne (*), menons la droit e de jonction BA ( 1 2 3 ) ; menons 
du point H la droite ZH a angles droits ( 8 ), et menons la droite 
de jonction ZrE du point Z au point E. Nous obtenons ainsi 
la droite FB moyenne des droites AB, BH, et la demonstration 
est claire. 


XV. 


Proposition ii. — Enfin, les droites EB, Br 4tant donnees, 
on trouve la plus grande droite extreme ( 4 ) en menant du point E 
la droite AEZ a angles droits, ce point frappant d’egalite les 
droites AE, EZ, et en menant 
les droites de jonction BZ, Ar 
que nous prolongeons jusqu’au 
point H. En effet, la perpendi- 
culaire H0 6tant amende du point 
H sur la droite BF prolongee, elle 
decoupe une droite ©B egale a 
la droite cherchee (les droites 
etant, en effet, menees comme se 
rencontrant du cote du point H, 
on doit done supposer que la 
droite BE est plus grande que 
la droite Er) ( 5 * ). 



1. C’est-&-dire si les droites AB, BH sont donnees comme £tant les termes 
extremes d'une m£di£te harmonique, il s'agit de trouver la droite qui leur corres- 
ponde comme terme moyen. Commandin fait preceder cette solution de l'6nonc£ : 
t Datis lineis rectis AB, BH, mediam in harmonica medietate invenire ». (Cfr. loc. 
cit., p. 15, 1. 8). 

2. Voir la figure de la proposition pr£c£dente. 

3. Sous-entendu : fan tt,v AB, sur la (droite) AB. 

4. Solution du probteme qui s'&ionce : Deux droites EB,Br etar>t donnees, 
trouver la droite qui leur correspond comme grand terme extreme en mediete 
harmonique. Commandin supplee 4 l'absence d’enonce en grec en disant dans 
sa version latine : « Datis rectis lineis in harmonica medietate majorem extremam 
invenire ». (Cfr. loc. cit., p. 13, 1. 17.) 

5. La phrase que nous mettons entre parentheses est une remarque banaie 

qui doit avoir 6t6 interpolee. 
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XVI. 

Proposition 12. — Etant de nouveau donnees deux 
droites AB, T dont la plus grande est la droite AB, nous trou- 

verons la moyenne en egale dif- 

B A E A ference de la mani&re suivante : 

Posons une droite AB egale k la 
droite T; coupons la droite AA en 

„ deux parties egales au point E ; 

posons une droite Z egale k la 
p droite EB, et il est clair que la 

— — « droite Z est la droite cherchee. 

Proposition 13. — Pareillement d’ailleurs, si les droites Z, T 
etaient donnees ( 1 2 ), en ajoutant leur excedent k la droite Z, nous 
aurons la droite ainsi obtenue egale a la droite AB ( 3 ). 

Proposition 14. — Derechef, si les droites AB, Z etaient 
donnees ( 4 5 ), leur excedent retranche de la droite Z formerait la 
troisieme droite T ( 6 * ). 

Proposition 15. — D&s lors ( 8 ), que la droite Z soit la 


1. Cette proposition s’dnonce : Trouver une droite moyenne proportion nelle 
arithmetique entre deux droites donnees AB, r, dont AB constitue le plus grand 
des tennes extremes d’une progression ou mediete arithmetique. 

Commandin suppMe k l'absence d'un enonce dans le texte grec en interpolant 
dans sa version latine l’6nonce : Datis rectis lineis AB, r, mediam in arithmetica 
medietate invenirc (Cfr. loc. cit., p. 16, 1 . 31.) 

2. Voir la figure de la proposition precedente. 

3. Cette proposition s'6nonce : Deux droites Z, r etant donnees, trouver 
la droite qui leur correspond comme terme grand extreme en progression ou 
m£diet 4 arithmetique. 

Commandin suppl6e comme suit k l’absence d’ enonce : Datis rectis lineis Z, r, 
majorem extremam in medietate arithmetica invenire (Cfr. loc. cit., p. 16, 1 . 42). 

4. Voir la figure de la proposition 12. 

5. Proposition qui s’enoncera de meme : Deux droites AB, Z etant donnees, 
trouver la droite qui leur correspond comme petit terme en mediete ou progres- 
sion arithmetique. 

Comiqandin donne l’ 4 nonce : Datis rectis lineis AB, Z, minorem extremam 
in arithmetica medietate in venire (Cfr. loc. cit., p. 17, 1 . 2). 

6. On peut suppleer comme suit k l’absence d’enonce pour cette proposition : 

Trouver les trois medietas arithmetique, geometrique et harmonique etablies 

simultanement parmi cinq droites en decroissance. Commandin fait du reste 
preceder ici sa version latine de l’6nonce : « Tres medietates simul in mini mis 
rectis lineis numero quinque invenire » (Cfr. loc. cit., p. 17, 1 . 7). 
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moyenne en egale difference des droites AB, I\ et il y aura 
mediete arithmetique des droites AB, Z, T. D' autre part, faisons 
encore en sorte que la droite T soit k une droite H comme la 
droite Z est a la droite I 1 , et il y aura mediete g6ometrique des 
droites Z, T, H, c’est-a-dire proportion proprement dite. Enfin, 
si, en raison de ce que nous avons demontre precedemment (*), 
nous adjoignons une droite © 
aux deux droites T, H, dont T A 
est la plus grande, de telle sorte 
que l'excedent des droites T, H 
soit a l’excedent des droites H, © 
comme la droite T est a la Z 

p 

droite ©, il y aura aussi mediete H 

harmonique des droites T, H, ©. 

Or, par mi les termes extremes B 1 
de la mediete arithmetique ( 2 ) 
et de la mediete harmonique ( 3 ), le rapport de la droite AB k la 
droite T est le meme que celui de la droite T a la droite © ( 4 ) ; 
done, on aura des droites les plus petites ( 5 ), au nombre de cinq, 
comport ant les trois medietes. [Elies peuvent aussi etre incommen- 
surables entre elles] ( 8 ). 


1. Voir proposition 9. 

2. C’est-i-dire les droites AB et r. 

3. C’est-i-dire les droites r et ©. 

AD p 

4. La relation s'etablit comme suit : Soient cinq droites de gran- 

deurs decroissantes AB, Z, T, H, ©, telles que les trois premieres AB, Z, T soient 
en progression arithmetique, e'est-i-dire que l'on ait AB — Z=Z — T (I) ; 
telles que les trois suivantes k partir de la seconde, e'est-^-dire Z, r, H, soient 

Z F 

en progression geometrique, e’est-i-dire que l'on ait : — =— (II), et telles que 

r h 

les trois derniferes T, H, © soient en progression harmonique, e'est-i-dire que 
l’ont ait : (III). Dhs lors (II) donne : LzzJL (IV). Or, (I) 

donne : AB==2Z — r ; done (IV) devient : (V).Or, (III) donne: 

~ ~~ *? , d’ou (V) donne, comme le texte : 

5. C’est-i-dire les plus petites en decroissance vers l’unite de droite. 

6. Bien que cette assertion soit vraie, elle ne semble pas avoir ete consignee 
ici par Pappus, qui n’y revient pas dans la suite, mais par un commentateur. 
(Cfr. Hultsch, loc. cit. p. 78, 1. 17). 
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Cela s’etablit f 1 ) aussi simultanement au moyen de cinq 
nombres minima se presentant en rapports appelSs multiples ( 2 ), 
epimofes ( 3 ) et autres, 1’ unite restant toutefois non divisee ( 4 ). 
Ainsi, par exemple, le rapport de la droite AB a la droite T etant 
celui du double, les nombres minima realisant la proposition 
seront 12, 9, 6, 4, 3, et, pour le rapport du triple, les nombres 
minima seront 18, 12, 6, 3, 2. La maniere dont on doit trouver 
aussi les trois medietes dans des nombres minima se presentant 
suivant d' autres rapports est evident e. D’ailleurs, pour qui veut 
les etablir chacune en particulier, la chose est manifeste en raison 
de ce qui a ete expose precedemment ; car, les trois termes en 
mediete arithmetique seront 3, 2, 1 ; en mediete geometrique 
ils seront 4, 2, 1 ( 5 6 ), et, consideres comme pythmenes ( 8 ) se presen- 
tant dans un rapport donne, ces nombres seront changes en equi- 
multiples, en epimores et autres. Ainsi, la droite AB 6tant a la 
droite T comme 2 est a 1, on posera 4 au lieu de 2 et 2 au lien 
de 1 [en meme excedent de 2] ( 7 ). Et puisqu'il faut que la moyenne 
de ces droites excede ou soit excedee de maniere egale, la droite 


1. C’est-i-dire les trois premieres m£di6t6s. 

2. TcoXXaTcXaTto? Xoyos, rapport multiple ; expression d6finie par Th6on de 
Smyme dans les termes que nous traduisons : « II y a rapport multiple 
quand le plus grand terme contient le plus petit plus d'une fois », c’est-i-dire 
lorsque le plus grand terme est divisible sans reste par le plus petit. (Thea 
Smyrnaeus. Expositio rerum mathematicarum, recognovit Ed. Hiller, Lipsiae, 
1878, in-8° ; voir p. 76). 

3. &r.|Aopt.os ^oyoq, rapport 4 pimore ; expression que les versions latines 
de Commandin et de Hultsch rendent par les mots « ratio superparticularis », 
et dout Theon (cfr. ed. Hiller, p. 76) donne la definition que nous traduisons : 
« II y a rapport epimore lorsque le plus grand terme contient le plus petit une 
fois conjointement avec une certaine partie du plus petit », c’est-k-dire lorsque 
la difference entre le plus grand terme et le plus petit est un facteur du plus 
petit. 

4. C’est-a-dire, puisqu’il s’agit de nombres les plus petits, que le plus petit 
nombre de la suite consideree ne peut pas etre une fraction de l’unitd. 

5. Hultsch conjecture que le texte presente ici une petite lacune qu’il propose 
de combler par les mots sitl Se xr\<; &p{*ov.xr t s <;' y c’est-i-dire : et (en mediete) 
harmonique (ils seront) 6, 3, 2. (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 80 en note). 

6. irApives, les pythmenes ou nombres de fond, de base ; expression rendue 
en latin par « numeri fundamentals », designant ici les plus petits nombres k 
partir de l’unite jouissant des memes proprietes que leurs multiples. 

7. iv ?r>] mots constituant une mauvaise interpolation ; car 

il ne s’agit pas ici de l’egale difference entre 4 et 2 et entre 2 et 1, mais du meme 
rapport ; ce que Pappus aurait correctement exprime en disant iv C<rr\ dvaloyix^ 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 80, 1. 15). 
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[moyenne] ( x ) Z devient trois unites, et le rapport de la droite Z 
k la droite V est sesquialt&re ( 2 ), comme 3 est k 2. Mais, si l’on 
fait le rapport de la droite T a la droite H egal a ce rapport, 
1' unite devant rester non divisee, le probleme ne se realisera pas. 
Prenons done le tout trois fois, et l’on obtient le nombre 12 au 
lieu du nombre 4, le nombre 9 au lieu du nombre 3 et le nombre 6 
au lieu du nombre 2. En consequence ( 3 ), la droite H devient 
4 unites, la droite 0 3 unites, et, par suite, les nombres des trois 
medietes sont 12, 9, 6, 4, 3 ( 4 ) ( 5 ). 

XVII. 

Proposition 16. — Telles sont done les choses relatives aux 
trois medietes selon les Anciens, et il en resulte manifestement 


1. Hultsch a place le mot jxeoov entre crochets, le considerant comme inter- 
pol£ (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 80, 1. 17). 

2. Idfo? fyiioXto?, le rapport d'une quantity k celle qu’elle contient une fois 
et demie, ou qu’elle depasse de moitie, ou rapport sesquialt&re. 

AB 2 

3. C’est-4-dire dans le cas : 

^ r 1 

4. Commandin a donne de ce passage- le commentaire latin que nous 
traduisons litt&ralement comme suit : « En effet, si nous voulons que le premier 
terme soit en mediete arithm^tique avec le dernier, de mani&re que AB soit 
a P dans le rapport du double, operons de la manure suivante : Posons d'abord 
les nombres minima dans le rapport du double, e'est-i-dire 2 et 1. Mais, comme 
il ne tombe pas de nombre moyen entre eux, prenons 4 au lieu de 2 et 2 au lieu 
de 1 ; nombres dont le moyen en mediate arithmetique est 3. D'autre part, il 
faut que 2 ait avec un autre nombre le meme rapport que 3 avec 2, c’est-4-dire 
le rapport sesquialtere. Or, comme cela est impossible si l'unit6 doit rester non 
divisle, il faut passer k d'autres nombres. Doublons-les done, et ils deviennent 
8, 6, 4. Mais, comme on n'obtient de nouveau pas de troisiSme nombre en mediete 
geometrique, triplons les nombres qui deviennent done : 12, 9, 6. Et si nous 
faisons en sorte que 6 soit k un autre nombre comme 9 est k 6, ce nombre sera 4. 
Enfin, le troisieme nombre en mediete harmonique, e’est-i-dire le dernier, sera 3 ; 
car, 1'excedent des nombres 6 et 4, ou 2, est k l’excSdent des nombres 4 et 3, 
ou i, comme 6 est k 3. D’autre part, si nous voulons que AB soit k T dans le 
rapport du triple, posons les nombres minima de ce rapport, soit 3 et 1, et leurs 
doubles 6 et 2, dont le moyen est 4. Ainsi 2 est k 1 comme 4 est k 2. Et comme 
on ne peut aller plus loin, ayons recours k leurs doubles, e’est-i-dire k 12, 8, 4 ; 
nombres dont le troisieme foumit le nombre de la mediete geometrique, e'est- 
4-dire 2. Or, le troisi&me nombre de la mediete harmonique ne pouvant etre foumi 
ainsi, triplons les nombres qui deviennent : 18, 12, 6. Or, le quatri&ne sera 3 
et le dernier 2. En consequence, les nombre minima des trois mediates conStitues 
dans le rapport du triple seront : 18, 12, 6, 3, 2 ; et de meme pour d'autres rap- 
ports ». (Cfr. loc. cit., p. 18, 11. 32-49). 

5. Ce dernier alinea tout entier parait avoir ete introduit dans l’ouvrage 
de Pappus par un autre auteur. (Cfr. Hultsch, loc. cit., p. 78, en note). 
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qu’il est possible de les etablir aussi dans nn demi-cercle par mi 
des droites minima au nombre de six. 

Soit done pose le demi-cercle qui present e une perpendi- 
culaire BA, le rayon EB et la perpendiculaire AZ. Menons par 
le point B la droite 0H tangente an cercle, puis, prolongeant la 
droite ErH, posons la droite B0 egale a la droite BH, et menons 
la droite de jonction AK0 ; je dis que la droite EK est la moyenne 
des droites BE, EZ en mediete harmonique, la droite BE etant 
la plus grande et la droite EZ la plus petite. 

En effet, puisque les angles aux points B, Z sont droits (*), il 
s’ensuit que la droite HB est a la droite ZA comme la droite BE 

est a la droite EZ. Or, la droite BH 
est 6gale k la droite B0; done, 
la droite B0 est aussi a la droite 
AZ comme la droite BE est k la 
droite EZ. Mais la droite BK 
est a la droite KZ comme la 
droite B© est a la droite AZ ( 2 ), 
a E at H et la droite BK est 1’excedent des 

droites BE, EK, tandis que la 
droite KZ est l’excedent des droites KE, EZ ; done, l’excedent des 
droites BE, EK est a l’excedent des droites KE, EZ comme la 
droite BE est a la droite EZ. En consequence, les droites BE, 
EK, EZ comportent la mediete harmonique, la droite EK etant 
la moyenne, la droite BE la plus grande et la droite EZ la plus 
petite. D' autre part, nous avons aussi demontre que les droites 
AA, EF, TA comportent la mediete arithmetique et les droites AA» 
BA, AF la mediete geometrique ; par consequent, les trois me- 
diates sont etablies simultanement dans le demi-cercle ( 3 ). 


1. Le texte porte ici le commentaire interpole (cfr. Hultsch, loc. cii., vol. I, 
p. 82, 11. 9-12) que nous traduisons : « la droite AZ est parall&le k la droite 8H, 
et le triangle EBH est £quiangle avec le triangle EZA, tandis que le triangle B@K 
est 6quiangle avec le triangle ZKA ». 

2. Voir paragr. XI, alinea 2. 

HB BE 

3. La similitude des triangles EBH, EZA donne : Or, par con- 

ZA jSjZi 

B© BE 

struction : BH=B 0 ; done : Or, la similitude des triangles B 0 K, ZAK 

ZA J [SZ 

, _ . BK B 0 . , BK BE . BE— EK BE , . A , .. 

donne . , done: ou : w~ c est-^-dire que les droites 


i -.i. 
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XVIII. 

Au reste, puisque Nicomaque le Pythagoricien ( x ) et d’ autres ( 2 ) 
ont traite non seulement des trois premieres medietes qui sont 
des plus utiles pour la lecture des Anciens, mais encore de trois 
autres medietas que l'on rencontre chez les Anciens, et, qu’en 
plus de ces six medietas, des auteurs recents en ont imagine 
quatre autres, nous nous sommes efforce de traiter les m£di£tes 
d'une maniere plus soignee, conformement aux auteurs anciens 
qui ont expose les trois m6di6t£s dont il a ete question plus 
haut, en etablissant la transition des termes k partir du plus 


BE, EE, EZ sont en m6di£t6 harmonique. Or, les droites AA, ET, AT sont en 
medi6t6 arithmetique, et les droites AA, BA, AT en m6di£t6 g^om4trique ; done, 
on a dans le demi-cercle six droites minima BE » ET, EE, EZ, A A, AT, BA qui 
comportent les trois medietes. 

1. Nicomaque de G6rase, neo-pythagoricien, v£cut vers la fin du premier 
siAcle de notre Are. On possAde deux de ses ouvrages : Le Manuel d’ harmonic 
(’Ey^eiatSiov itp|xovix7j?), et V Introduction Arithmitique (’AptO^twai cfaayw-ptf. 
C'est k ce dernier ouvrage, qui a joui d'une grande reputation dans l'Antiquite 
et se caracterise dej& par 1’ abandon de l’appareil geometrique des livres arithme- 
tiques des Aliments d’Euclide, que Pappus emprunte sa nomenclature des dix 
mediates. Le chapitre que Nicomaque consacre aux proportions presente, en 
effet, le passage suivant : Etaxv ouv avaXoylat al ja'bv itpwrai xai icaga itam, tou; 
naXaiou; ijxoXoyoupuevat, Ilu&rpptf u xai IIXaTOvi xai ’ApieTOTcXst., Tpcu; icgunerat 

ipi0(A7\TtX^, VtU)U£TpiX7^, &p|A0VlX71, al Si TCIUXCU.$ UTOVOVxiat. aXXoi Tp«t? f lOUi>V 

Trceuyuiai dvopLarwv, xotvortpov Sc Xcyoftcvat pLCavrrytES -trcaprn, 6x*rrp |a*0 Sx; 

xai a/Xa? reouapa? ol veurspoi cupicrxouat, aupticX^pouvrs^ tAv Scxaxov ipiflpAv xara to 
tois nuOayopLxoi; Soxouv TsXeioraTov. (Nicomachi Geraseni Pythagorei Intro - 
ductionis Arithmeticae libri II. Recensuit Ricardus Hoche. Accedunt codicis cizensis 
problemata arithmetica. Lipsiae, in aedibus B. G. Teubneri, 1866, in-8°. Voir : 
liv. II, chap. XXII, p. 122, 11. 11-20). A defaut de pouvoir renvoyer k une 
traduction fran^aise de l'ouvrage de Nicomaque, nous traduisons ce passage ainsi: 
« II y a done les premieres proportions, admises par tous les Anciens, Pythagore, 
Platon et Aristote: d’abord trois, l'arithmetique.la geometrique et 1’ harmonique ; 
puis trois autres sous-contraires k ces demiAres, n'ayant pas re^u de noms par- 
ticulars, mais appeiees plus communement quatri&me, cinquiAme et sixiAme 
medietes. En plus de celles-ci, les auteurs recents en ont imagine quatre autres, 
compietant ainsi le nombre de dix qui, d’aprAs les Pythagoriciens, est consider^ 
comme etant le plus parfait. » 

L'ouvrage de Nicomaque a fait l’objet d’une premiere traduction en anglais, 
accompagnee d’une etude excellente sur l'arithmetique des Grecs, sous le titre : 
Nicomachus of Gerasa. Introduction to Arithmetic, translated into english by Martin 
Luther D’Ooge, with studies in greek arithmetic by Frank Egleston Robbins and 
Louis Charles Karpinski. New-York, The Macmillan Company, 1926, petit in-4 0 . 
Voir p. 266. 

2. Notamment Proclus dans son commentaire sur le premier livre des Elements 
d'Euclide. Voir : Procli Diadochi in primum Euclidis elementorum librum commen- 
tarii. Recognovit G. Friedlein. Leipzig, 1873, in-8°, liv. I, p. 67. 
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grand... ( J ) [et a partir du plus pejit terme pour les trois autres 
qui, different es des premieres, ont une portee plus grande] (*). 

Ainsi, lorsque Fexcedent du premier terme ( 3 ) est a Fexcedent 
du second ( 4 ) comme le troisieme terme est au premier, ils 
appellent la mediete la sous-contraire ( 5 ) a l’harmonique ( 6 ). D'autre 
part, lorsque Fexcedent du premier terme est a Fexcedent du 
second comme le troisi&me terme est au second, la mediete est 
appelee la cinquieme ( 7 ) et sous-contraire a la geometrique (car 
certains la nomment ainsi) ( 8 ). 

Enfin, lorsque le premier excedent est au second comme le 
second terme est au premier, la mediete est appelee la sixieme ( 9 ). 
D'aucuns l’appellent aussi la sous-contraire a la geometrique, en 
raison de la meme succession contrariee des rapports ( 10 ) ; en sorte 
que, d’apres les Anciens, il y a six medietes. 

Comme nous Favons dit, les auteurs recents ont imaging quatre 
autres medietes qui concordent jusqu’a un certain point ( u ), mais 
auxquelles leurs inventeurs ont attribue des definitions parti- 
culieres. En effet, ils appellent premier excedent celui du premier 


1. Lacune des manuscrits. 

2. La phrase placee entre crochets doit avoir ete interpolee par un scoliaste 
qui fait du reste erreur ; car il r^sulte des propositions qui suivent (prop. 21 
et 23), que les trois autres mediates seront aussi etablies k partir du plus grand 
terme de la serie de nombres. (Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. I, p. 84, U. 9-11, et 
p. 87, note 1). 

3. C'est-i-dire l’excedent du premier terme sur le second. 

4. C’est-i-dire l’excedent du second terme sur le troisi&me. 

5. utov avria, (la mediete) sous-contraire. 

6. Ttois grandeurs a>b>c seront dites en quatri^me mediete lorsqu'elles 


satisfont k la relation : £ — Cette mediete est appelee la sous-contraire 
0 — c a 

de l’harmonique, parce que cette demiere est definie par la relation : 

7. La cinquieme mediete s’exprime done par la relation : 

8. En raison du rapport contrarie en presence de la mediete geometri- 
a — b a b 


que 


6— c b c 

9. La sixieme mediete s'exprime done par la relation : 


a — b 


b — c a 

10. En raison, comme pour la cinquieme mediete, du rapport contrarie en 
presence de la mediete geometrique : ^zz~ c ~lj~c' 

11. C’est-ci-dire qui concordent d’une certaine maniere avec les six premieres 
medietes dont il a ete question plus haut. 
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terme sur le second, second excedent celui du second terme sur 
le troisfeme, et troisfeme excedent celui du premier terme sur le 
troisieme, en visant et nommant comme premier terme le plus 
grand, comme second terme le moyen et comme troisfeme le 
plus petit, ainsi que nous l’avons du reste expose au debut p). 

Ainsi, lorsque le second terme est au troisfeme comme la 
troisieme difference est a la premiere, ils appellent la mediete 
la septfeme ( 2 ). 

D’autre part, lorsque le rapport des excedents restant le meme, 
le premier terme est au second dans ce rapport, la mediete est 
ddnommde la huitieme ( 3 ). 

Mais, lorsque le premier terme est au troisfeme comme le 
troisieme excedent est au premier excedent, la medi6t6 est dite 
la neuvfeme ( 4 ). 

Enfin, lorsque le second terme est au troisfeme comme le 
troisieme excedent est au second excedent, ils nomment cette 
nfedfete la dixfeme ( 5 ). 

Ces definitions etant posees (®), nous exposerons aussi la 
generation des dix medietes au moyen de la progression g6ome- 
trique, comme nous Tavons annonce ( 7 ). [La proportion se com- 
pose de rapports, et l’egalite est k Torigine de tout rapport] (®). 


1. Renvoi probable au debut du chapitre XVIII, oil l'ordre de grandeur 
des termes de la progression est simplement mentionne, sans autres details qui 
peuvent avoir ete perdus dans le passage lacuneux. 

2. Les grandeurs a>b>c seront done en septteme mediete lorsqu'elles 

repondent k la relation : remar< l uera q ue l e texte interve 

l’ordre des rapports 6nonc6s dans les mediates pr6c6dentes. 

3. La huiti&me mediete repond done k la relation : C 


4. La neuvi^me mediete repond k la relation : -~ 



■b’ 

a — c 
'a — b’ 

,*». La dixi&me mediete repond k la relation : 

6. Les dix medi6t6s definies par Pappus ne sont pas exactement 

que celles qui sont definies dans l' Introduction arithmetique de Nicomaque de 
Gdrase (voir 6 d. mentionnee p. 63, n. 1). Leurs differences notables ont fait 
l’objet de remarques pour la premiere fois de la part de P. Taimery dans son 
etude : V Arithmetique des Grecs dans Pappus ( Mdmoires de la Socidtd des Sciences 
physiques et natureues de Bordeaux, 1880, t. Ill, pp. 351-371, ou bien : Memoir es 
scientifiques de P. Tannery, vol. I, 1912, pp. 80-105). 

7. Voir chapitre XI, in fine. 

8. La phrase placee entre crochets est une interpolation de scoliaste empruntee 
k un passage de Proclus dans son commentaire sur le Timee de Platon. ( Procli 

Pappa* d’Alexandrie. — I IJ 
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Au reste, comme la mediete geometrique tire sa premiere 
origine de l’egalite, qu’elle s’etablit d’elle-meme et etablit les 
autres mediete^, elle indiqne ainsi, d'apres l’opinion du divin 
Platon, que la proportion est, de par nature, la cause de toutes 
les choses h rmoniques et de ce qui nait de rationnel et d’ordonne ; 
car il dr ae la nature divine de la proportion est 1’ unique lien 
de tout les connaissances, la cause de la creation et le lien de 
toutes :s choses cremes ( 1 ). Nous allons d’ailleurs demontrer 
l’etablissement des dix medietas au moyen de la proportion 
geometrique en considerant au prealable ceci : 


Diadocki commentarius in Platonis Timaeum, recognovit C. E. Schneider. Vrat. 1847 
in-8°, p. 342). 

La premiere definition du rapport et de la proportion est celle d'Eudide 
(Elements, liv. V, definitions) : Xoyo? stti ouo psyeOuv ipoyevuiv r\ xtrra «7 iXuc6t7it» 
itota <ryi<n$. avaXoyta S’lwriv \ x wv Xoywv 6|xoidnr\< ; litteralement : « la raison 
(ou le rapport) est une relation de certaine nature (ou relation qualitative) 6tablie 
en consideration quantitative de deux grandeurs homogenes ; tandis que la 
proportion est une similitude de raisons ». Peyrard a fait remarquer (voir trad, 
precitde, liv. V) que la definition peu satisfaisante de la proportion donn£e par 
Euclide r6sulte du mot opoioTris, similitude, qui se presente dans une partie des 
manuscrits et dans les premieres editions grecques, et qu'il y a lieu de remplacer 
ce mot par Taurorris, identite, qui se presente dans deux manuscrits de Paris 
du dixieme siede. Peyrard traduit d’ailleurs la definition d'Euclide qui precede 
en disant : « La raison est une certaine maniere d'etre de deux grandeurs homo- 
genes entre elles, suivant la quotuplicite. Une proportion est une identite de 
raisons. » Euclide donne d’ailleurs une autre definition de la proportion (Liv. VII, 
def. 21) : ’ApiOjxoi avaXoyov efoiv, St av 6 too oeuxepou xal 6 Tptxo^ too TtTacpTOO 

iffaxi? iroXXa7cXacrto$ tj to auro pipo$ t; xa aura pepTj wtiv, c’est-&-dire : « Des 
nombres sont proportionnels, lorsque le premier est le meme multiple, ou 
la meme partie, ou les memes parties du second que le troisieme Test du 
qualrieme. » 11 y a lieu de remarquer toutefois que cette definition ne convient que 
pour les nombres commensurables. 

Nicomaque donne de la proportion la definition suivante (voir ed. precitee 
de Hoche, liv. II, p. 120, 11 . 2-3): e<mv oov dvaXoyta xuptw< ooeiv t\ tcXeivowv Xoytov 
coXXri^n it tS aoTO, xoivoTspov oe ooe’Tv TtXeovtov a^sirswv, e'est-a-dire : « Une 
proportion proprement dite est done un rapprochement de deux ou de plusieurs 
rapports, et plus generalement, de deux ou plusieurs relations. 

1. Pappus ne reproduit pas textuellement un passage de Platon ; mais il 
s’inspire de plusieurs passages du Timee, notamment du passage suivant : a Dieu 
commenga done par faire le corps de l’Univers en le composant de feu et de 
terre ; mais il n’est pas possible de bien joindre deux corps sans un troisieme ; 
car il faut qu'il y ait au milieu d’eux un lien qui les unisse : or, le plus beau lien 
est celui qui donne la plus grande unite et k lui-meme et aux choses qu’il unit, 
et il est de la nature de la proportion de produire cet efifet d’une maniere par- 
faite ; etc. ». (CEuvres de Platon, nouvelle edition accompagnee de notes, d’ arguments 
et de tables analytiques, far M. Aime-Martin. Paris, 1845, 2 vol. gr. in -8°. Voir 
vol. II, Timee ou de la Nature, p. 638, col. 2, 11 . 22-31). 
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Proposition 17. — Soient trois termes proportionnels A, B, T 
et un terme A egal a la somme des termes A, T conjointement 
avec deux termes B ; puis, un terme E egal 
a la somme des termes B, T ; enfin, un terme Z 
egal au terme T ; je dis que les termes A, E, Z 
sont proportionnels. 

En effet, puisque le terme B est au 
terme T comme le terme A est au terme B, 
par composition, la somme des termes B, V 
sera au terme T comme la somme des termes A 
B est au terme B. En consequence, tous les 
antecedents etant a tous les consequents 
dans le meme rapport ( x ), la somme des 
termes B, T est au terme T comme la somme 
des termes A, B, conjointement avec la somme 
des termes B, I\ est a la somme des termes B, T. Or, le terme A 
est egal a la somme des termes A, B conjointement avec la somme 
des termes B, I\ le terme E egal a la somme des termes B, T et 
le terme Z egal au terme V ( 8 ) ; done, les termes A, E, Z sont 
aussi proportionnels ( 1 2 3 ) [dans le rapport de la somme des 
termes A, B, au terme B] ( 4 ). 

Proposition 18. — Des lors ( 5 ), si l’on suppose que les 
termes A, B, T sont egaux, les termes A, E, Z deviennent en 
proportion du double ; car la somme des termes A, T, conjointe- 
ment avec deux termes B, devient double de la somme des 



1. Euclide, liv. V, prop. 12 : « Si tant de grandeurs qu'on voudra sont 
proportionnelles, un des antecedents sera k un des consequents comme la somme 
de tous les antecedents est k la somme de tous les consequents ». Voir trad, de 
Peyrard, vol. I, p. 262. 

2. Par hypothese. 

A B 

3. En notations usuelles, etant donnee la progression geometrique: g = et si 

l’on pose : A=A + 2 B+r, E=B+T, Z=T, on a: d'ou : 


(A+B) + (B+r) _ B + r 
B + r r ' 


A + 2B + T 
B + r 


B+r 

r 


, d'ou, comme le texte 


A_E 
E r 


4. La phrase mise entre crochets doit avoir ete interpose (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 88, 1. 18). 

5. Commandin fait preceder id sa version latine d'un enonce que le texte 
grec ne presente pas : « Geometricas medietates per analogiam invenire ». (Cfr. loc. 
cit., p. 20, 1. 34). 


I : i 
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termes B, I\ et la somme des terfnes B, T devient double du 
terme T (*). D'autre part, si les termes A, B, T sont supposes 
etre en proportion du double, le plus grand d’entre eux etant A, 
les termes A, E, Z [seront] ( 2 ) en proportion du triple, et, si A est 
le plus petit terme, ils seront en proportion sesquialt&re ( 3 ) ; car, 
si le terme A est le double du terme B, la somme des termes A, B 
est aussi le triple du terme B, tandis que, si le terme A est la 
moitie du terme B, la somme des termes A, B est moiti6 plus 
grande que le terme B ( 4 ). On trouvera de la meme manure pour 
les rapports suivants les rapports de multiples et de nombres 
fractionnaires. Et si, en retour ( 6 ), les termes A, B, T sont des 
unites, la mediete geometrique des termes A, E, Z sera etablie 
dans les plus petits nombres 4, 2, 1 ( 6 ) ( 7 ) ( 8 ). 


1. Dans l’hypoth^se A=B=T, les expressions de A, Edeviennent: A + 2B + r=» 
2(B + T) et B + r=2r;donc:|=|=? 

2. Lacune que Hultsch comble par le mot evovrai (Cfr. loc . cit., vol. I, p. 88, 1 . 24). 

3. C’est-k-dire dans le rapport de ou 1 a 1. 

4. C’est-k-dire que, dans le premier cas de on a : A=2 B, d’oii: A +B = 

a x x 

A E ^ 

3B, d’oii: — =7^=-, ou autrement, on a: A=2 B et B=2 r, d’au: A + 2B + T= 

a I 

3(B + r) et B + r=3 T; tandis que, dans le second cas de on a: A=^B 

25 X 2 Z 

et A+B=| B ou, autrement, on a: A + 2 B -f- r =3 (B + T) et B + r=^T, 
** 2 2 
A D m j 

d’ou, comme le texte: =■=—=- =1 -f-. 

E Z 2 2 

5. C’est-A-dire, si l'on en revient comme au d6but k l'egalite des termes A, B, r. 

6. Dans l'hypothyse : A=B=r=i on aura : A=4, E=2, Z=i, c’est-a-dire 
la progression geometrique exprimee par les nombres les plus petits. 

7. Le passage constituant la proposition 18 est r£dig£ d’une maniere un peu 
confuse, et son authenticity est fort douteuse. De meme que le dernier alui£a 
du chapitre XVI, il est probablement du A un auteur posterieur. 

8. Comme le chapitre qui suit etablit la mediete harmonique au moyen de 
la progression geomytrique, Commandin a supposy que les manuscrits presentent 
ici la lacune de toute une proposition 19 etablissant d’abord, comme Pappus 
semble l’avoir annoncy, la mydiyty arithmetique au moyen de la progression 
geometrique. Commandin a done combiy conjecturalement cette lacime en 
completjant sa version latine par une proposition que nous ne traduisons done 
que pour memoire : 

« Proposition 19. — Etablir la mediete arithmetique au moyen de la pro- 
portioni 

» Posons les trois termes proportionnels A, B, C. Soit un terme D egal a la 
somme de deux termes A, de deux termes B et d’un terme C ; soit un terme E 
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Proposition 20. — La mediete harmoniqne s’etablit comme 
suit au moyen de la progression (*). 


£gal k la somme d’un tenne A, d’un terme B et d’un 


E 


I c l 


terxne C, et soit un terme F egal k un terme C. Je dis 
que les termes D, E, F constituent une mediete arith- 
metique. 

» En effet, la somme des termes A, B est k elle-meme 
comme la somme de deux termes A, de deux termes B 
et d’un terme C est k elle-meme, c’est-eL-dire comme 
le terme D est k lui-meme. Mais, la scmme des termes A, B 
est l’excedent dont la somme de deux termes A, de deux 
termes B et d'un terme C depasse la somme des termes 
A, B, C ; excedent qui est celui des termes D, E. Or, 
la somme des termes A, B est aussi 1 ’ excedent dont la 
somme des termes A, B, C depasse le terme C ; excedent 
qui est celui des termes E, F ; done, 1 ’ excedent des 
termes D, E est k l’excedent des termes E, F comme le 
terme D est k lui-meme. Or, lorsque le premier excedent 
est au second comme le premier terme est 4 lui-meme, on 
a la mediete arithm£tique. D&s lors, si les termes A, B, C 
sont poses comme etant l'unite, la mediete est £tablie par les nombres les plus 
petits 5, 3, 1. » (Cfr. loc. cit., p. 21). 

Cette solution de Commandin n’est pas satisfaisante. En e£Eet, au chapitre XII, 
alin^a 2, Pappus definit la mediete arithmetique par la relation : D — E=E — F, 

ou bien : et il se propose de l'6tablir au moyen de la progression 

g^ometrique Or, Commandin pose : D=2 A + 2B + C ; E= A + B + C, F =C 

et, sans la deduire de la progression geomStrique, il ecrit la relation : — 2= 

A +U 

2 A - 4 - 2B 4 - C D 

•?.A ^ >U ^ S ' ^ sant remarquer qu’on a : A + B=2A + 2B-fC — 

(A + B + C)=D — E et A + B*A+B + C — C=E — F, il en tire* g 

Enfin, posant : A=B=C=i, il vient : D=5, E=3, F= 1, nombres qui ne sont 
pas minima en mediete arithmetique, et qui devraient £tre 3, 2, 1. 

La solution que Hultsch substitue k cede de Commandin n’est pas plus 
satisfaisante ; car il pose : A=2A + 3B-fr ; E=A + 2B + r et Z=B+r, et, 

negligeant aussi la condition imposee: il6crit: ; puis, faisant 

remarquer qu’on a : A + B= A — E=E — Z, il en tire : ^ • Enfin, en sup- 

E — Z A 

posant: A=sB=r=i,iltrouveles nombres minima:6,4, 2. (Cfr. loc. cit., p.19,11.7-12.) 

En presence de ces deux essais de reconstitution d£fectueux, il y a lieu de 
croire que, s’il manque ici une proposition annoncee, qui devait etre la dix-neuvi6me, 
Pappus ne l’aura jamais donnee, parce qu’il aura 6choue dans l’£tablissement 
de la mediete arithmetique en deduction precon£ue de la progression geom£trique. 
1. Sous-entendu : yew{x£Tpt.x7i<;, geometrique. 

Nous abandonnons ici la phrase inutile, non admise par Hultsch 4 titre de 
commentaire interpole (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 90, 11 . 9-10), ni par Commandin 
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Supposons trois termes proportionnels A, B, I\ Soit un terme A 
6gal k deux termes A plus trois termes B plus un terme T ; un 
terme E 6gal a deux termes B plus un terme r, et un terme Z 
egal a un terme B, plus un terme T ; je dis que les termes A, E, Z 
torment une mediete harmonique. 

En efifet, puisque les termes A, B, T sont proportionnels, deux 
termes B, conjointement avec un terme V, sont aussi au terme T 

comme deux termes A, con- 
jointement avec un terme B, 
sont au terme B, et, de tous 
k tous (*), deux termes A, 
conjointement avec un terme 
B, sont au terme B comme deux 
termes A, conjointement avec 
trois termes B plus un terme I\ sont a la somme des termes B, T, 
c’est-i-dire comme le terme A est au terme Z ( 2 ). De plus, deux 
termes A, conjointement avec un terme B, sont l’exc6dent dont 
deux termes A plus trois termes B plus un terme T depassent 
deux termes B plus un terme T, c’est-a-dire l’excedent des 
termes A, E ; tandis qu’un terme B est Texcedent dont deux 
termes B plus un terme T depassent la somme des termes B, T, 
c'est-a-dire l'excddent des termes E, Z. D&s lors, si l’excedent des 
termes A, E est k l'exc6dent des termes E, Z comme le terme A 
est au terme Z, la m6di6t6 est harmonique ( 3 ), et il est evident 
qu'elle sera exprimee au moyen des nombres minima 6, 3, 2 si 
les termes A B, T sont supposes de meme etre des unites ( 4 ) . 



(cfr. loc. cit., p. 22, 1. 16) : xal Tvis h Tfj xa.\v. rfi? avaX<ma<; Staoopw? 

xctvrouOa xav toi ? wxpaXaa|3avo(ASV7K. 

1. C'est-i-dire que tous les antecedents sont k tous les consequents. 

2. Par hypo these. 

3. Voir chap. XII, alin£a 4. 

A B 

4. En notations actuelles, soit : -g = p etposons: A=2A-f 3B + F, E= 2 B-f-r 


et Z=B + T. D6s lors, on a: 2 -+ B = 2B + r , d'ou (Euclide, liv. V, prop 12, 
enoncee p. 67, n. 1) : 2A ~j" B = 2A - 3 + : — ® T ’ 2A + B= 

2A-j-3B + r — (2B + r)=A—Eet B=2B+ r— (B + r)=E — Z; done: 


relation caracterisant la mediete harmonique qui, pour A=B=r=i s'exprime 
au moyen des nombres minima : 6, 3, 2. 

Outre la serie 6, 3, 2 donnee par Pappus, Jamblique (voir p. 108 de l’6dition 


i- ...t- 
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XX. 

Proposition 21. — La mediete sous-contraire & Fharmonique 
s’etablit de la maniere suivante au moyen de la progression ( 1 ). 

Les termes A, B, T etant supposes proportionnels, soit un 
terme A egal a deux termes A plus trois termes B plus un terme T ; 
un terme E egal a deux termes A plus deux termes B plus un 
terme T, et un terme Z egal a un terme B plus un terme T ; je 
dis que les termes A, E, Z torment la medietS que nous venons 
de dire. 

En effet, deux termes A, conjointement avec un terme B, 
seront de nouveau au terme B, ainsi que nous l'avons demontre 
precedemment (*), comme le terme A est au terme Z. De plus, deux 
termes A, conjointement avec un terme 
B, sont l’excedent dont deux termes A 
plus deux termes B plus un terme T 
depassent un terme B plus un terme V, 
c’est-i-dire Fexc6dent des termes E, Z ; 
tandis qu’un terme B est l’excedent 
dont deux termes A plus trois termes B 
plus un terme T depassent deux termes A 
plus deux termes B plus un terme T, 
c’est-a-dire Fexcedent des termes A, E ; 
done, Fexcedent des termes A, E est 
a Fexcedent des termes E, Z comme 
le terme Z est au terme A; ce qui 
se rapporte a la mediete sous-contraire a Fharmonique ( 3 ). Or, il est 
evident aussi que, si les termes A, B, T sont supposes etre des 



mentionnee, p. 52, n. 2) indique encore la seconde serie des nombres pythm^nes 
(7rjQ{jieve?), ou fondamentaux, de la mediete harmonique, et les multiples et 
6pimores des termes de ces deux series donnent lieu k d'autres series, notamment 
la serie : 12, 8, 6 que Nicomaque (voir p. 135, liv. II, chap. XXVI de l’edition 
de Hoche mentionnee p. 63, n. 1) considdre comme etant la medi6t6 la plus par- 
faite parce qu’elle correspond aux douze aretes, aux huit angles et aux six faces 
du cube. 

1. C’est- 4 -dire au moyen de la progression g6om6trique. 

2. Voir proposition 20. 

3. Voir chap. XVIII, alinea 2. 
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unites, cette m^diete sera exprimee # par les nombres minima 6, 

5, 2 (1) (*). 


Proposition 22. — La cinquieme m6diet6 s’etablit de la 
maniere suivante au moyen de la progression. 

Posons trois termes proportionnels A, B, T. Soit un terme A 
egal a un terme A plus trois termes B plus un terme V ; un 
terme E egal a un terme A plus deux termes B plus un terme T, 
et un terme Z egal a un terme B plus un terme T ; je dis que les 
termes A, E, Z sont en cinquieme mediate. 

En effet, puisque, a cause de la progression, le terme B, 
conjoint ement avec le terme F, est au terme T comme le terme A, 

conjointement avec le terme B, est 
au terme B, la somme des termes A, B 
sera aussi au terme B comme Y ante- 
cedent, somme des termes A, B 
conjointement avec la somme des 
termes B, V, est au consequent, 
somme des termes B, F, c’est-a-dire 
comme le terme E est au terme Z. 
Or, la somme des termes A, B est 
l'excedent dont un terme A plus 
T I I deux termes B plus un terme T 


B 


1. Le texte presente ici Interpolation : \ aurri xaTaypaoii, la figure (est) la 
meme (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 92, 1 . 26). 

2. En notations usuelles: soit 4 * 5 . Posons: A=2A + 3B -j- r;E=2A-|- 2B + r 

B i 

et Z=B + T. D^slors, on a, comme dans la proposition pr6cedente (voir note) : 
Or, 2A + B=2A-f 2B + T — (B + T)=E — Z et B=2A + 3B + r — 

g 2 

(2 A -f 2B + r)=A — E ; done, comme le texte: — — ; relation qui caracterise 


la quatri^me m6diet6, ou mediete sous-contraire k l’harmonique qui, pour A=B= 
r=i, est constituee par les nombres minima: A=6, E=5 et Z==2. 

II y a lieu de remarquer que Nicomaque donne comme exemple de la 
quatri&mie mediate la suite des nombres minima : 6, 5, 3 qui ne differe de la 
suite de Pappus que par les plus petits termes 3 et 2 qui sont precisement 
les deux ratines de l’lquation du second degre k laquelle m£ne la recherche 

du plus petit terme Z dans l’expression : - — ; celle-ci donne, en 

E — Z A 


efiet : 


3 ou 2. 


2 
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1 


depassent un terme B plus un terme T, c’est-i-dire I’excedent des 
termes E, Z ; tandis que le terme B est l’excedent dont un terme A 
plus trois termes B plus un terme T depassent un terme A plus deux 
termes B plus un terme T, c’est-a-dire l’excedent des termes A E ; 
done, l’excedent des termes A, E est a Texcedent des termes E, Z 
comme le terme Z est au terme E ; ce qui correspond a la cinquieme 
mediete (*). Et si les termes A, B, T sont supposes etre des unites, 
la mediete sera exprimee par les nombres minima 5, 4, 2 ( 1 2 ) ( 3 ). 

Proposition 23. — La sixieme mediete s’6tablit de la maniere 
suivante au moyen de la progression : 

Posons la meme progression des termes A, B, I\ Posons un 
terme A egal a un terme A plus trois termes B plus deux termes T ; 
un terme E egal a un terme A plus deux termes B plus un terme T, 
et soit un terme Z l’excedent dont la somme des termes A, B 
depasse le terme V; je dis que les 
termes A, E, Z torment la mediete 
proposee. A 

En effet, puisque, a cause de 
la progression, le terme B, conjoin- 
tement avec deux termes T, est k la 
somme des termes B, T comme le g 
terme A, conjointement avec deux 
termes B, est k la somme des termes 
A, B, tous les antecedents sont aussi 
a tous les consequents dans le meme ^ 
rapport du terme A plus trois ter- 



1. Voir chap. XVIII, alin£a 3. 

2. Nous abandonnons ici l’interpolation : 7j ouiT7i 5 e xaraypapri, et la figure 
(est) la meme (Cfr. Hultsch, loc. cit., p. 94, 1 . 18). 

3. En notations usuelles : Soit ^= 5 . Posons A=A + 3B -f P ; E=»A -f 2B + T, 

b r 

A 1 b gip 

Z=B + r. D^s lors, on a : — ^ — == -T ■■ d’ou (EucLiDB,liv. V,prop. 12), comme 

r 


,e texte : ( A + B)|(B + r) _ A+gB + T^ Or. A + B- A + + r - 

(B + T)=E — Z et B=A + 3B-f r — (A + 2B + r)=A — E ; done, comme le 
texte : — — ; relation caracterisant la cinquieme mediete, ou sous-contraire 


a la g6ometrique, qui, pour A=B=r=i, s’exprimera par les nombres minima 
A=5, E=4, Z=2. 
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mes B plus deux termes T a la somme des termes A, B conjoin- 
tement avec la somme des termes B, I\ c’est-a-dire que le terme 
B, conjointement avec deux termes I\ est a la somme des ter- 
mes B, r comme le terme A est au terme E. Or, le terme B, 
conjointement avec deux termes T, est l’excedent dont le 
terme A conjointement avec deux termes B et un terme T, depasse 
l’excedent dont la somme des termes A, B depasse le terme r, 
c’est-a-dire l’excedent des termes E, Z ; tandis que la somme 
des termes B, T est l'excedent dont le terme A, conjointement 
avec trois termes B et deux termes T, depasse un terme A plus 
deux termes B plus un terme T, c'est-k-dire l’excedent des 
termes A, E ; par consequent, l'excedent des termes A, E est 
a l’excedent des termes E, Z comme le terme E est au terme A ; 
en sorte que les termes A, E, Z forment la sixieme mediete (*). 
Et si l'on pose les termes A, B, T comme etant des unites, cette 
mediate s'etablit dans les nombres minima 6, 4 et i ( 2 ) ( 3 ) (*). 


1. Voir chap. XVIII, alin6a 4. 

2. La proposition se termine, comme les deux precedentes, par l’inter- 
polation : t\ ocut t\ xaTavpaoTi, la m6me figure (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, 
p. 96, 1. 16). 


3- 

et Z 


A 

En notations usuelles: Soit — 

D 

sA + B — r. DAs lors, on a : 


sp etposons:A=A + 3B + 2r,E=a=A-l-2B4-r 


A B B -f- r 

B r ’ 


d’ou : 


A 4" B B4-T 
A4-2B~B4-2r > 


d’oii 


comme le texte : d’oii (Euclide, liv. V, prop. 12), comme 

le texte: t\Hw 4 ^ B + S r=A +3 B+ 

r — (A l-B — r)-=E — Z et B 4- T=A4- 3B 4- 2T — (A 4- 2B 4- r)=A — E ; done, 

comme le texte: = — ; relation caracterisant la sixieme mediate qui, pour 
a — Z A 


A=B=r=i s’etablit par les nombres minima : A =6, E— 4 et Z=i. 

4. Comme l’^tablissement de la septteme mediete au moyen de la progression 
gSometrique, annoncee au chapitre XVIII, alinea 7, fait defaut dans les manuscrits, 
Commandin a suppose une lacune qu’il comble conjecturalement dans sa version 
latine au moyen d’une proposition que nous traduisons litteralement comme 
suit : 

« Proposition 24. — Etablir la septi^me mediete par la proportion. 

» Posons trois termes proportionnels A, B, C. Soit un terme D egal & la somme 
d’un terme A, de deux termes B et de deux termes C ; un terme E egal k la somme 
d'un terme A, d’un terme B et d’un terme C, et un terme F egal a la 
somme d’un terme B et d’un terme C ; je dis que les termes A, E, F constituent 
la septieme mediate. 

» En effet, la somme des termes A, B, C est k la somme des termes B, C 
comme le terme E est au terme F. Mais, la somme des termes A, B, C est 
l’excedent dont la somme d’un terme A, de deux termes B et de deux termes C 
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XXI. 

Proposition 25. — La huitieme mediete s'etablit de la 
maniere suivante au moyen de la progression : 

Posons trots termes proportionnels A, B, I\ Soit un terme A 
6gal a deux termes A plus trois termes B plus un terme T ; un 
terme E egal a un terme A plus deux termes B plus un terme T, 
et un terme Z egal a deux termes B plus un terme T ; je dis que 
les termes A, E, Z sont etablis suivant la huitifcme mediete. 

En effet, puisque, d'aprfes la progression, deux termes B, 
conjointement avec le terme T, sont a la somme des termes B, T 
comme deux termes A, conjointement avec le terme B, sont 
a la somme des termes A, B, il en resulte que, de tous k 


depasse la somme des termes B, C, c’est-a-dire l'excedent 
des termes D, F ; tandis que la somme des termes B, C A 
est l’excedent dont la somme d’un terme A, de deux ter- 
mes B et de deux termes C depasse la somme des ter- 
mes A, B, C, c'est-&-dire l’excedent des termes D, E ; 
par consequent, l’excedent des termes D, F est k l'excedent 
des termes D, E comme le terme E est au terme F ; 
ce qui repond k la septieme mediete. Or, si les termes A,B, 

C sont des unites, elle s'etablit dans les nombres mini- 
ma 5, 3, 2. (Cfr. loc. cit., p. 24.) 

Cette solution de Commandin n'est pas satisfaisante. 

En effet, il pose : D=A + 2B + 2C ; E=A + B + C, D 

F=B -j- C et, sans la deduire de la progression ^==S, 

a u 


B 


C 


E 


F 


A 4-R 4- f TT 

il ecrit la relation: — ; puis faisant remarquer 

qu’on a : A + B + C=A + 2B -f- 2C — (B + C)=D — F, 
et que B + C=A + 2B + 2C — (A + B-}-C)=D — E, il tire: 


D — F E 

g — D'ou pour A— B=C=i, il exprime la septieme mediete en nombres 
minima : D=5, E=3, F=2. 

La solution que Hultsch substitue k celle de Commandin n'est pas plus satis- 
faisante ; car, U pose : A=A-f-B -f- F ; E=A -f- B et Z—V et, negligeant 

A B 

aussi la condition imposee : il ecrit : A — Z = A B = E et A — E= T —Z, 

iS 1 


A — 7 F 

d’oir : - — g. = 2' Puis supposant : A=B=r==i, il trouve les nombres minima 
3, 2, 1. (Cfr. loc. cit., p. 97.) 

Ces deux essais de reconstitution de la proposition manquante 24 donnent 
lieu k la meme remarque que nous avons faite A propos de la proposition 
manquante 19, c’est-A-dire que la lacune du texte a peut-etre ete intentionnelle 
de la part de Pappus, qui n’aura pas pu etablir la septieme mediete en deduction 
de la progression geometrique comme il l’avait annonce. 


N-- . 
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tous (*), deux termes A, conjointement 
avec le terme B, sont a la somme des 
termes A, B comme deux termes A 
plus trois termes B plus un terme V 
g | I I I sont ^ un terme A plus deux termes B 

plus un terme T, c’est-a-dire comme 
le terme A est au terme E. Or, deux 
termes A, conjointement avec le 
terme B, sont l’excedent dont deux 
termes A plus trois termes B plus 
un terme T depassent deux termes B 
plus un terme T, c’est-a-dire l’excedent 
des termes A, Z ; tandis que la somme des termes A, B est l’excedent 
dont deux termes A plus trois termes B plus un terme T depassent 
un terme A plus deux termes B plus un terme T, c’est-a-dire 
l’excedent des termes A, E ; par consequent, l’excedent des 
termes A, Z est aussi a l’excedent des termes A, E comme le 
terme A est au terme E ; ce qui etablit la huitieme mediete (*). 
Et si les termes A, B, T sont denommes des unites, elle sera 
exprimee dans les nombres minima 6, 4, 3 ( 3 ). 


XXII. 

Proposition 26. — La neuvieme mediete s’ etablit de la 
mani&re suivante au moyen de la progression : 

Supposant les termes A, B, T proportionnels, soit un terme A 


1. tocvts? ispos itavra?, tous k tous, locution abregee pour itavre? oi TypiipiEvov 
?:po<; itdvzaq to u? lw>{xivou$, tous les antecedents a tous les consequents. 

2. Voir chapitre XVIII, alinea 8. 

3. En notations actuelles, soit: 4=4 et posons : A=2A -f 3B + T, E= 

B 1 

A + 2B + T et Z=2B +T. Des lors, on a: d'ou : A t„ ( 4 + B U 

A -+- B Bfl A + B 


- P ou, comme le texte : d’ou (Euclide, liv. V, 

2A+ 3B4-T— (2B-j-r)=A — Zet A + B=2A + 3B + T— (A + 2B+ r)==A— E: 
done, comme le texte 


— — 4=4 i relation caracterisant la huitieme mediete qui, 

A — tj EA 


pour : A=B=T=i, s’exprime par les nombres minima: A=6, E=4, Z=3- 
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B 


egal a un terme A plus deux termes B plus un terme V ; un terme E 
egal a un terme A plus un terme B plus un terme I\ et un terme Z 
egal a un terme B plus un terme V ; je dis que les termes A, E, Z 
torment la neuvieme mSdiete. 

En effet, puisque la somme des termes B, T est au terme T 
comme la somme des termes A, B est au terme B, il s'ensuit que, 
de tous a tous I 1 ), la somme des 
termes A, B est au terme B comme 
le terme A, conjointement avec deux 
termes B et le terme T, est a la 
somme des termes B, I\ c’est-a-dire 
comme le terme A est au terme Z. 

Mais, la somme des termes A, B est 
l'excSdent dont un terme A plus 
deux termes B plus un terme T 
depassent la somme des termes B, T, 
c’est-a-dire l’excedent des termes A,Z; 
tandis que le terme B est FexcSdent 

dont un terme A plus deux termes B plus un terme T depassent 
un terme A plus un terme B plus un terme V, c’est-a-dire l’excedent 
des termes A, E ; par consequent, l'excedent des termes A, Z est 
aussi a l’excedent des termes A, E comme le terme A est au 
terme Z ; ce qui caracterise la neuvieme mediete ( 2 ). Et celle-ci 
comport era les plus petits nombres 4, 3, 2, si l'on suppose qu’il 
en est de meine ( 3 ) pour les termes A, B, T ( 4 ). 


r 1 


1. Voir la note i, p. 76, pour ce qui conceme cette expression. 

2. Voir chapitre XVIII, alinea 9. 

3. C’est- 4 -dire si les termes A, B, r sont aussi supposes Stre les plus petits 
nombres, soit A=B=r=i. 


4. En notations usuelles : soit e t posons A=A + 2B + T, E=A+ B+ r 

et Z=B + r. Dts lors, on a : A+ 2 = ® + £, d’oti : + B j t ? + 

b r b b -f* r 

0r ’ A + B=A + 2B + r— (B + r)*A—ZetB=:A-l-2B + r~- 


(A -|- B + T)=A — E ; done, comme le texte : ^ — ?=— ; relation caracterisant la 

A — E 2 

neuvieme mediete qui, pour A=B=r=i, doone les nombres minima: A =*4, 
E=3, Z=2. 
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XXIII. 


A 


B 


E 


Proposition 27. — La dixieme mediate s’etablit de la 
maniere suivante au moyen de la progression : 

Ayant de nouveau trois termes proportionnels A, B, T, soit 
un terme A egal aux termes A, B, T, un terme E egal aux 
termes B, T et un terme Z egal au terme T ; je dis que les 
termes A, E, Z sont en dixieme mediete. 

En effet, puisque la somme des termes A, B est au terme B 
comme la somme des termes B, T est au terme T, c’est-a-dire 

comme le terme E est au terme Z, 
et que la somme des termes A, B 
est l'excedent dont les termes A, 
B, r excedent le terme I\ c’est- 
a-dire l'excedent des termes A, Z ; 
tandis que le terme B est l'exce- 
dent dont les termes B, V excedent 
le terme F, c’est-a-dire l’excedent 
des termes E, Z, il s'ensuit que 
l'excedent des termes A, Z est a 
l’excedent des termes E, Z comme 
le terme E est au terme Z; ce 
qui correspond a la dixieme me- 
diete (*). Et elle donne les nombres minima : 3, 2, 1,. si les termes 
A, B, r sont supposes etre des unites ( 2 ) . 

Au reste, pour la facilite de la chose, disposons en rang les 
nombres par lesquels sont respectivement multiplies les termes 
de la proportion en vue de constituer les diverses medietes (®), 
et plagons en regard les nombres minima que comportent ces 


1. Voir chapitre XVIII, alin6a io. 

2. Soit 4 =^, et posons : A==A + B + T, B=B -f T et Z=T. D6s lors, on a : 

3 IT 

A+ 2^2 + 1 Or, A + B=A + B+r — r=A — Z et B— B + T — T=E — Z; 
3 1 Z 

^ _ 2 E 

done, comme le texte : = — - ; relation caracterisant la dixieme mediete qni, 

pour A=B=r=i donne les nombres minima : A=3, E— 2, Z— I. 

3. C’est-i-dire les coefficients qui afEectent les termes de la progression 
g^ometrique pour former les termes de la m6di6te cherchee. 
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mediates. Ainsi, dans le tableau relatif a la sixieme mediate, la 
rangee i, 3, 2 indique que l’ensemble du premier terme de la 
proportion pris une fois, du second terme pris trois fois et du 
troisieme pris deux fois realise le premier terme de la mediete ; 
tandis que la seconde rangee 1, 2, 1 du tableau indique que le premier 
terme de la proportion pris une fois plus le second pris deux fois 
plus le troisieme pris une fois realise le second terme de la mediete. 
f- D'autre part, la troisieme rangee du tableau, uniment dtablie 

^ pour les autres mediates de la maniere dont nous l'avons dcrite (*), 

f; mais qui, dans ce tableau-ci, est en particulier 1, 1, 1, indique 



1. C’est-i-dire que, pour toutes les autres medietes, la troisieme rangee des 
coefficients est plus simple, et n'en contient qu’un ou deux toujours positifs. 
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que |le troisi&me terme est issu de l’excedent dont r ensemble 
du pjremier terme de la proportion pris une fois et du second 
terme pris une fois depasse le troisieme terme pris une fois f). 
Enfin, dans la troisieme [partie] ( 2 ) du tableau, les nombres 6, 4, 1 
renferment la mediete meme. [En effet, l'excedent du premier 
terme sur le second, e’est-a-dire l’excedent de six unites sur quatre, 
ou deux unites, est a l'excedent du second terme sur le troisieme, 
e’est-a-dire de quatre unites sur une unite, ou trois unites, comme 
le second terme est au premier, e’est-a-dire comme quatre unites 
sont a six unites. Chacun des rapports ( 3 ) est d’ailleurs sous- 
sesquialtere ( 4 ) ; car quatre unites en presence des six, et deux 
unites en presence des trois, comportent le meme rapport sous- 
sesquialtere] ( 5 6 ). II faut d’ailleurs entendre les choses de la meme 
mani&re pour les autres tableaux ( # ). 


XXIV. 


Proposition 28. — Le troisieme probleme etait celui-ci : ( 7 ) 

Soit le triangle rectangle AB17 
ay ant l’angle B droit. Menons une 
droite AA, et posons une droite AE 
egale a la droite AB. Si Ton coupe 
la droite EA en deux parties egales 
au point Z, et si Ton meme la 
droite de jonction Zr, [on demon- 



1. Pour l’etablissement de la sixi&me m6didte, le coefficient du troisi&me 
tenne de la progression geometrique est negatif. 

2. D'apr&s Hultsch, le texte sous-entend ici, ou aura perdu, le mot {xep£8o<;, 
partie (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 104, 1 . 3). 


3. C'est-^-dire les rapports : | et 

4. Xoyo? u^rifjLtoXto?, rapport »sous-sesquialt^re dans lequel l'un des termes 
est inf&ieur k 1' autre d'une moiti6. 

5. La phrase plac6e entre crochets est une interpolation de commentateur. 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 104, 11 . 4-12). 

6. H est probable que le tableau recapitulate et la partie du texte qui s’y 
rapporte ont et6 introduits par un scoliaste et, de mdme que nous avons montre 
dans les notes qui precedent que les reconstitutions de Commandin et de Hultsch 
en ce qui concerne la generation de la mediete arithmetique et de la septieme 
mediate sont iliegitimes, il y a lieu de rejeter les indications du tableau relatives 
A ces deux medietas. 

7. Voir premier alinea du livre III. 
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trera que la somme] ( x ) des deux c6t6s AZ, Zr situes k l'intgrieur 
du triangle est plus grande que la somme des cdtes exte- 
rieurs BA, Ar. 

La chose est d’ailleurs evidente : car les droites TZ, ZA, c’est- 
a-dire les droites FZ, ZE sont plus grandes que la droite TA; 
tandis que la droite AE est egale a la droite AB ; done, les 
droites FZ, ZA sont plus grandes que les deux droites TA, AB ( 1 2 ). 

II est d'ailleurs plus correct de presenter la proposition sous 
la forme suivante : Supposant un triangle rectangle quelconque 
ABr, prendre un point a l’interieur de ce triangle, et mener de 
ce point deux droites : l’une coupant la droite Br, l'autre allant 
au point T, de telle sorte que leur ensemble soit plus grand que 
celui des droites exterieures ; et ceci aux fins que celui auquel 
on fait cette proposition, apres avoir mene une droite quel- 
conque AA, fait la droite AE egale a la droite AB, et coupe la 
droite EA en deux parties egales, demontre que le point Z satis- 
fait au probleme ; car, si Ton m&ne la droite de jonction TZ, les 
deux droites TZ, ZA sont plus grandes que les droites exte- 
rieures FA, AB. Mais, quelle que soit la fa$on dont on veuille 
proposer la chose, il est Evident qu’on la montrera d’une infinite 
de manieres, et il ne sera pas hors de propos de traiter les problemes 
de ce genre d'une maniere plus generale, en les present ant, comme 
il va suivre, d’ apres les paradoxes publies par Erycinus. 


XXV. 


Proposition 29. — Dans tout triangle, exception faite pour 
le triangle equilateral et le triangle isocele ayant la base plus 
petite que les cotes, il est possible d’etablir, interieurement sur 
la base, deux droites egales ( 3 ) a la somme des droites exterieures. 

Soit d’abord un triangle non isocfele ABr ayant le cot6 AB 
plus grand que le cote Br. Divisons la somme des droites AB, Br 
en deux parties egales au point A ; prenons un point quelconque E 


1. Lacune comblee par Hultsch au moyen de o»£*xt. Tuvajxoorapa? (Cfr. loc. 
cit., vol. I, p. 104, 1. 18). 

2. On a : TZ + ZA > TA ou : TZ -f ZE > TA. Ajoutons de part et d'autre 
AB= AE, il vient : rz + ZE + AE > TA + AB ou : TZ -f ZA > TA + AB. 

3. C’est-a-dire Egales en tant que somme. 

Pappus d’Alexaadrie. — I 


1* 
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entre les points A, B; menons la 
droite EZ parall&le k la droite Ar ; 
prenons sur cette droite un point 
quelconque H ; menons la droite H© 
parallele a la droite EA, et pro- 
longeons la droite de jonction Hr. 
Puisque les droites EB, BZ sont 
plus grandes que la droite EZ, et 
les droites YZ, ZH plus grandes que 
la droite TH, la somme des droites EB, Br, conjointement avec 
la droite HZ, est done plus grande que la somme des droites EZ, 
Hr. Retranchons de part et d’ autre la droite ZH, il s'ensuit que 
la somme des droites EB, Br est plus grande que la somme des 
droites EH, Hr et, a fortiori, plus grande que la droite Hr. Que 
la droite HA soit egale a la somme des droites EB, Br, et de- 
crivons autour du centre H la circonference de cercle AKO passant 
par le point A. Celle-ci coupe chacune des droites T0, 0H, 
puisque la droite AE, c' est- a- dire la droite ©H, est plus grande 
que la somme des droites EB, Br, e'est-a-dire la droite HA. 
Menons la droite de jonction KH ; je dis que la somme des 
droites ©H, HK est egale k la somme des droites AB, BE 

Or, la chose est manifeste ; car la droite H0 est egale a la 
droite AE et la droite KH egale a la droite HA, e’est-a-dire k la 
somme des droites EB, Br 0 ; et cela s'obtient d’une infinite 
de manieres. 


XXVI. 

Soit maintenant le triangle isocele ABr ayant la droite AB 
egale a la droite Br et la droite Ar plus grande que chacune de 
ces dernieres. Decrivons autour du centre A la circonference 
de cercle BEA passant par le point B ; menons transversalement une 


i. On a : EB + BZ > EZ et TZ + ZH > Hr ; done : EB + BZ + TZ -f 
ZH > EZ + Hr ou : EB + Br + ZH > EZ + Hr, d'ou : EB 4- Br > EZ + 
Hr — ZH ou : EB + Br > EH + Hr, d’ou, a fortiori : EB + Br > Hr. 
Posons : HA=EB -f- Br, et le cercle de centre H et de rayon HA coupe H0 ; 
car H0 = AE > AA > EB -f Br = HA. Dds lors, H0 + HK=AE+HA = 
AE + EB + Br=AB + Br. 


. 4 i • 
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droite AEZ coupant la droite Br 
en dehors de la circonference (*) ; 
prenons, sur la droite EZ, un 
point quelconque H ; menons la 
droite H© parallele a la droite AP, 
et prenons, sur cette droite, un 
point quelconque K. Menons la 
droite KA parallele a la droite AZ; 
menons la droite de jonction KT 
que nous prolongeons sur le point M ( 1 2 ), et decoupons une 
droite BN 6gale a la droite EH. Des lors, la droite AH, c’est- 
a-dire la droite KA, est egale k la somme des droites AB, BN, 
et la droite restante Nr est plus petite que la droite KA Et 
puisque les droites ©Z, ZH ( 3 ) sont plus grandes que la droite ©H 
et les droites T0, ©K plus grandes que la droite FK, il s’ensuit 
que la somme des droites TZ, ZH, conjointement avec la droite ©K, 
est plus grande que la somme des droites rK, ©H. Retranchons 
de part et d’ autre la droite ©K ; il s’ensuit que la somme restante 
des droites TZ, ZH est plus grande que la somme des droites rK, 
KH. Ajoutons de part et d’autre la droite AH, il s’ensuit que la 
somme des droites AZ, Zr est plus grande que la somme des 
droites AH, HK, KP. Or, les droites AB, Br sont plus grandes 
que les droites AZ, Zr ( 4 5 ) ; done, les droites AB, Br sont 
aussi plus grandes que les droites AH, HK, Kr; droites chez 
lesquelles la droite sommee ABN est 6gale a la droite AH ( 6 ) ; par 
consequent, la droite restante Nr est plus grande que la somme 
des droites HK, Kr, et, a fortiori, plus grande que la droite KT. 
Posons une droite KM egale a la droite Nr ; que la circonference de 
cercle d^crite par le point M autour du centre K coupe la droite 
TA au point E, et menons la droite de jonction KE ; je dis que la 
somme des droites AK, KS est egale a la somme des droites AB, BI\ 



1. Ceci etant dit pour le cas oil l'angle ABT est aigu. 

2. Le point M n’est determine que plus loin par la construction KM = Nr. 

3. C’est- 4 -dire les droites ©Z, ZH prises ensemble. 

4. Euclide, liv. I, prop. 21 : « Si des extremites d'un cdte d'un triangle on 
mene deux droites qui se rencontrent dans ce triangle, ces deux droites seront 
plus courtes que les deux autres c6tes du triangle, mais elles comprendront un 
angle plus grand ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 35. 

5. Par construction. 
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Or, la chose est manifeste ; cafe: la droite KA est 6gale & la 
somme des droites AB, BN; tandis que la droite KE est egale 
a la droite KM, c'est-a-dire a la droite Nr (}) ; et cela se produit 
d’une infinite de manieres. 


XXVII. 


Proposition 30. — D’ autre part, je dis que, si le triangle est 
equilateral, ou bien isocele ayant la base plus petite que les cotes, 
il sera impossible d’etablir ( 1 2 ) a l’interieur des droites egales a 
celles de l’exterieur ; mais que les droites interieures seront plus 
petites que ces dernieres. 

En effet, soit un triangle ABr equilateral, ou bien isocele 
ayant la base Ar plus petite que chacune des droites AB, BT, 
et etablissons k Tinterieur des droites AE, EH ; je dis que celles-ci 
sont plus petites que les droites AB, Br ( 3 ). 

Prolongeons la droite AE jusqu'au point Z et menons la droite 
de jonction AZ. Puisque Tangle compris sous les droites BA, Ar 

est egal a Tangle compris sous 
les droites Br, TA, Tangle com- 
pris sous les droites Br, TA est 
plus grand que* celui compris 
sous les droites ZA, Ar. Or, 
Tangle compris sous les droites 
ZA, AA est plus grand que celui 
compris sous les droites Br, PA ; 
done, Tangle compris sous les droites ZA, AA est, a fortiori, plus 


1. Explicitement : II resulte des constructions qu’on a : AH = KA = 

AB + BN ; done : NT < KA. Or, ©Z 4* ZH > 0H et r© + ©K > TK, d'ou : 

r© 4- ©K 4- ©Z 4- ZH > TK 4- ©H ou, comme le texte : TZ 4- ZH 4- 

©K > TK -|- 9H, d’oii : TZ -f- ZH > TK 4* ©H — 0K ou, comme le texte : 
rz + ZH > TK 4- KH, d'oii : AH 4- TZ 4* ZH > AH 4- TK 4- KH ou, comme 
le texte : AZ 4- TZ > AH 4- TK + KH. Or, (Euclide, liv. I, prop. 21) on a : 

AB + Br > AZ 4- TZ ; done : AB 4- Br > AH 4- TK 4- KH. Or, on a par 

construction : AB + BN = AH, d'ou : AB 4- Br — (AB + BN) > AH -f TK 4 - 
KH — AH ou, comme le texte : Nr > TK 4- KH, d’ou, a fortiori : Nr > TK. 
Posons : KM=Nr. Or, on a par construction : AK = AB 4- BN et KS = KM ; 
done : KE = Nr. D£s lors, AK + KS = AB 4- BN 4- Nr ou, comme le texte : 
AK + KE = AB 4- Br. 

2. C'est-i-dire d’etablir sur la base du triangle, comme dans la proposition 
pr6cedente. 

3. C'est-^.-dire que Ton aura : AE 4- EH < AB 4- Br. 
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grand que Tangle compris sous les droites ZA, AA ; en sorte que 
la droite AZ est aussi plus grande que la droite ZA. D’autre part, 
puisque Tangle compris sous les droites AZ, ZB est plus grand 
que celui compris sous les droites BI\ TA, et que, par hypothese, 
Tangle compris sous les droites BI\ I\A n’est pas plus petit que 
celui compris sous les droites AB, BI\ Tangle compris sous les 
droites AZ, ZB sera plus grand que celui compris sous les 
droites AB, BZ ; en sorte que la droite AB est aussi plus grande 
que la droite AZ. Or, on a demontre que la droite AZ est plus 
grande que la droite ZA; done, la droite AB est aussi plus grande 
que la droite AZ, et, a fortiori, plus grande que la droite AE. On 
dSmontrera semblablement que la droite BT est aussi plus grande 
que la droite EH ; done, les droites HE, EA sont plus petites que 
les droites AB, BI\ 


XXVIII. 

Proposition 31. — Cependant, dans les triangles ou s’eta- 
blissent des droites interieures egales aux droites ext6rieures, on 
peut trouver aussi des droites interieures plus grandes que les 
droites exterieures ( 1 ). 

Soient, dans le triangle ABIT, les droites AE, EZ egales aux 
droites AB, BI\ Prolongeons Tune des droites interieures AE 
jusqu’au point H ; prenons, en- 
tre les points E, H, un point 
quelconque K et menons la 
droite de jonctionKZ. Des lors, 
les droites AK, KZ seront plus 
grandes que les droites AE, EZ; en sorte qu'elles seront plus 
grandes que les droites AB, BI\ 

II est d’ailleurs evident que, si le point K est pris k l'interieur 
du triangle ABT, de maniere que les droites AE, EZ soient com- 
prises sous les droites reliant ce point aux points A Z, comme 
cela se presente dans la seconde figure, il en sera comme tantot, 
et la chose proposee aura lieu d’une infinite de manieres dans 
chacun des cas. 



1. II faut entendre ici la somme de droites interieures plus grande que la 
sonune des deux cotes du triangle. 
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XXIX. 


Proposition 32. — Comme tout cela semble paradoxal pour 
ceux qui ne connaissent pas la geomStrie, il semblera encore plus 
paradoxal, non seulement que la somme des droites Stabiles k 
l'interieur ( x ) puisse egaler ou depasser la somme des droites exte- 
rieures, mais aussi que chacune des droites interieures puisse 
egaler ou depasser chacune des droites ext&ieures. On demontre 
cela de la mani&re suivante : 

Supposons un triangle ABr ayant la droite AB pas plus petite 
que la droite BI 1 et la droite Ar plus grande que chacune de 
ces dernieres. D6crivons autour du centre A la circonference de 
cercle BEZ passant par le point B; prenons, entre celle-ci et la 
droite BI\ un point quelconque A, et menons les droites de 

jonction AA, Ar. Puisque la 
droite AA est plus grande que 
la droite AB ( 2 ) et, par hypo- 
th&se.plus grande que la droite Br; 
tandis que la droite Ar est plus 
petite que la droite Br ( 3 ), si, 
prolongeant la droite Ar, nous 
posons chacune des droites A0, AK 
£gale k la droite Br, le cercle 
decrit par les points 0, K autour du centre A coupe la droite AZ. 
Qu'il la coupe au point H, et prenons un point quelconque A 
entre les points A H. D&s lors, il est evident que, si Ton m&ne 
la droite de jonction AA, les droites AA, AA seront respectivement 
plus grandes que les droites AB, Br ( 4 ). 



1. Sous-entendu : xou xpiywvou, du triangle. 

2. Pax construction. 

3. Euclide, liv. I, prop. 21, enonc6e p. 70, n. 2. 

4. Nous traduisons la demifcre phrase d’aprfes le texte grec tel qu’il a ete 
corrige par Hultsch (cfr. loc. cit., vol. I, p. 115, 11 . 20-22). La figure ayant ete 
alterle par l’adjonction de la droite MA, il s'en est probablement suivi une 
alteration du texte, qui dit par erreur que les droites AA, MA sont respectivement 
plus gjandes que les droites AB, BI\ Commandin fait remarquer dans une note 
relative k cette proposition (cfr. loc . cit., p. 30) que, si Ton prend deux points 
au lieu d’un seul entre les points A, H, le texte aurait dfi dire k peu pr^s : « et 
inter A, H puncta sumantur A, M. Perspicuum est, junctis AA, AM, singulas 
ipsarum AA, AA vel AA, AM singulis AB, BT majores esse ». 
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XXX. 

Proposition 33. — Cependant, si l'on vent que les droites 
soient respectivement Sgales ( 1 ), il faudra supposer que la droite Ar 
est plus grande que la droite AB et la droite Br plus petite que 
la droite BA. 

En effet, qu’il en soit ainsi ; decrivons la circonference BEZ 
de la meme mani&re ( 2 3 ) ; prenons le point A; menons les droites 
de jonction AA, Ar, et, prolon- 
geant la droite Ar, posons la 
droite AK 6gale a la droite Br. 

Enfin, que la circonference KH0, 

menee comme tantot ( 8 ), coupe A z r\ 

la droite AA au point 0 et \ 

la droite AZ au point H. Or, 

puisque la droite AB est plus 

grande que la droite Br, elle sera 

aussi plus grande que la droite A0. Posons la droite AA qui lui 
soit 6gale, et que la circonference d6crite par le point A autour 
du centre A coupe la droite AH au point M. D&s lors, il est clair 
que les droites de jonction AM, AH sont respectivement egales 
aux droites AB, Br. 


XXXI. 

Proposition 34. — Mais le paradoxe est plus prononc6 quand 
la somme des droites etablies sur la base, a rint6rieur d’un triangle, 
est, non plus simplement 6gale ou sup6rieure a la somme des deux 
cotes, mais dans un rapport impose avec cette derni&re somme. 

En effet, construisons les droites EZ, ZK egales aux 
droites AB, Br ( 4 ) (car il a ete dit au d6but comment il est pos- 
sible de les obtenir) ( 5 * * ) ; que le point n coupe en deux parties 

1. C’est-ci-dire si l’on veut que deux droites menses d'un point interieur du 
triangle sur la base soient respectivement Egales aux cdtes de ce triangle. 

2. Voir proposition pr6cedente. 

3. Voir proposition pr6c6dente. 

4. C’est-i-dire construisons : EZ + ZK= AB -(- Br. 

5. Voir proposition 29. Le texte presente ici la petite interpolation : 8ta tuv 

icpwTtov, au moyen des premieres (propositions). (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I 

p. 116, 1. 13). 
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egales la droite sommee ABr, et r^enons la droite 0ZH parallele 
k la droite Ar ( 1 ). Que le rapport donne soit celui de la droite AB 
a une droite AA ; menons la droite AMN parallele a la droite Ar, 

et prenons, sur la droite AMN, 
un point M de maniere que les 
droites MO, MA menees de ce 
point, parallelement aux droites 
BA, Br, embrassent le point Z. 
Des lors, le rapport de la somme 
des droites AB, Br, c’est-a-dire 
la somme des droites EZ, ZK, 
a la somme des droites AA, Nr, c’est-a-dire a la somme des droi- 
tes OM, MA, sera aussi le rapport donne ( 2 ). En consequence, les 
droites EZ, ZK ( 3 ), situees a l’interieur du triangle OMA, ont 
le rapport impose avec les droites OM, MA qui les comprennent. 

Cependant, comme la droite AMN doit tomber plus haut que 
la droite H0 ( 4 ), il faut que la droite BA soit plus petite que le 
double de la droite AA (puisqu’elle est aussi plus petite que le 
double de la droite All) ; en sorte que le rapport donne devra 
etre plus petit que celui du double ( 5 ). Or, il est Evident qu'a 
mesure que la droite AB devient multiple de la droite Br, ou 
que Tangle B devient plus obtus, les droites EZ, ZK se rapprochent 
d’autant plus du rapport du double ( 8 ), et ce rapprochement 


B 



1. Le texte present e ici la phrase : xat ^ ZE 3 k 7tapaX)ar|Xo$ e<rru> -rf) BA, soit 
la (droite) ZE parallele k la (droite) BA (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. * 1 , p. 116, 
1. 15-16). Cette phrase doit Stre abandonnee comme interpolation ; car, les 
droites EZ, ZK Stant deji etablies par construction d’hypothese, la droite EZ. 
est parall&le k la droite BA en vertu de la proposition 29. 

2. Les triangles semblables ABr, ABN donnent : Ar=|LE d’ou : 4 -r= 

AA NT AA AA + Nr 

Or, on a par construction : EZ -|- ZK = AB -f- BT, et les droites OM, MA, 
respectivement parall&les aux droites AB, Br, donnent: OM + MA=AA-(-Nr; 

, , , , AB EZ+ZK 

done, comme le texte : — = . 

AA OM+MA 

3. C’est-a-dire la somme de ces droites. 

4. Le point M a 6t6 pris tel que les droites MO, MA embrassent le point Z 
et, paf suite, les droites EZ, ZK. 

5. En vertu de la proposition 29, le point H est pris entre les points BE et B. 
D6s lors, on a par construction : AB Br=2AlI; done : AB < 2 AH. Or,. 

AA> AII; done: AB<2AA, d'ou la condition: 4 ~r<~» d'ou il suit: 

AA 1 OM-j-MA 1 

6. Si la somme AB + Br des c6t6s est constante, il resulte de la relation 
AB + Br = 2 ATI, qu’a mesure que le cdte AB augmente au detriment du. 
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augmente encore si les droites EZ, ZK ne sont pas egales aux 
droites AB, BI\ mais plus grandes qu’elles (*) ; ce qui est mani- 
feste si, menant la perpendiculaire MS, ces droites sont considerees 
par rapport aux droites OM, MS. La meme chose est du reste 
possible par d’autres voies ; mais cette maniere-ci suffit pour la 
mettre en evidence. 


XXXII. 

Proposition 35. — Ce n’est pas seulement sur la base d’un 
triangle que s’etablissent interieurement des droites qui, prises 
ensemble, sont plus grandes que les droites exterieures, mais, 
dans un quadrilatere, il s’etablit aussi deux droites plus grandes 
que trois droites et trois plus grandes que trois ( 2 ). Et pareillement, 
dans le cas d’un plus grand nombre de cotes, tant de droites 
interieures peuvent etre plus grandes qu’autant de droites 
exterieures. 

En effet, si l’on a un triangle ABr dans lequel sont etablies 
des droites AE, EZ plus grandes que les droites AB, Br ( 3 ), et 
si l’on mene transversalement 
une droite quelconque II© au- 
dessus du point E, les droites 
AE, EZ seront plus grandes que 
les droites All, 110, ©r dans 
le quadrilatere AII0r ( 4 ). 

Si Ton brise une ligne quel- 


B 



cdte Br, la grandeur AB se rapproche de la grandeur 2AII, c’est-i-dire (voir note 
precedente) de la grandeur 2AA, d’oii EZ + ZK se rapproche de 2 (OM -f- MA). 

Si, au contraire, les c 6 t£s AB, Br sont constants, et si la base Ar augmente ou, 
comme dit le texte, si Tangle B devient de plus en plus obtus, les droites EZ, ZK 
augmentent, tandis que le point M pouvant etre abaiss 6 , les droites OM, MA 
peuvent diminuer ; en sorte que EZ 4 * ZK se rapproche encore de 2 (OM + MA). 

1. Si, au lieu d' avoir par constimction : EZ 4- ZK = AB 4 * Br, on avait : 
EZ 4- ZK > AB + Br, les relations precedentes montrent que EZ 4- ZK se 
rapprocherait encore davantage de la valeur 2 (OM 4 - MA). 

2. C'est-k-dire qu’il est possible d’etablir sur im cdte d'un quadrilatere deux 
et trois droites interieures dont la somme est plus grande que la somme des 
trois autres cdtes. 

3. C'est-cL-dire un triangle dans lequel on a : AE 4 * EZ > AB 4 - BT. 

4. Si Ton m&ne une droite n©, on aura : AE 4* EZ > All 4 * n© 4- ®T dans 
le quadrilatere AII©r. 
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conque AKE, l'ensemble des trois droites AK, KE, EZ sera plus 
grand que celui des trois droites All, 110, 0r ( 1 ). 

Si l’on brise de nouveau une ligne IIH0, les droites AE, EZ, 
de meme que les droites AK, KE, EZ, seront plus grandes que 
les quatre droites All, II H, H0, 017 dans le quintilatere ( 2 ). 

Si, de plus, on brise une ligne EAZ, les quatre droites AK, KE, 
EA, AZ seront plus grandes que les quatre droites All, II H, 
H0, 0f ( 3 ). Enfin, si Ton brise une ligne IIHT0, et si la brisure 
se produit en plus de points que H, 'F et K, A, il se produira la 
meme chose. Et celui qui imposera indefiniment autant de droites 
interieures qu'il y en a d’ext£rieures, fera les constructions de la 
meme mani&re. 


XXXIII. 

Proposition 36. — II est possible aussi que l’ensemble de 
droites interieures soit 4gal & l’ensemble de quel que soit le nombre 
des droites ext£rieures qui les entourent. 

En effet, si, comme on l’a d£montr4 pr4c4demment, on construit 

des droites H0, 0K, KA, AM ( 4 ) 
plus grandes que des droites en 
nombre quelconque AB, Br, TA. 
AE, EZ, et si, en vue d’£galite, 
on brise une ligne BNEE plus 
grande que la ligne BrAE ( 5 ), 
la chose proposee sera obtenue. 


N 



1. Si l’on base une ligne brisee AKE sur la droite AE on aura : AK + KE 4- 
EZ > AH 4- n© 4 - ©r dans le meme quadrilatere AII@r. 

2. Si l’on base une ligne brisee IIH© sur la droite n© on aura : AE 4- 
EZ > AH + IIH + H© + ©r et AK + KE + EZ > AH + HH + H© 4- ©r 
dans le quintilatere (iv leevraicXsupw) AIIH©r. 

3. Si l’on base une ligne brisee EAZ sur la droite EZ on aura : AK + KE + 
EA + AZ > AH + HH + H© + ©r dans le quintilatere AIIHQr. 

4. Sous-entendu 6 {aou, (prises) ensemble. 

5. 7<j> cdrcjj {xe£^(i>v ^ BTAE. Expression concise signifiant que la ligne brisee 
BNEE doit etre construite telle qu'elle depasse la ligne brisee BTAE d’une 
longueur egale A celle dont la ligne brisee H©KAM depasse la ligne brisee 
ABTAEZ, c'est-a-dire telle que l'on ait : BN + NS -f SE — (Br + TA -f- AE) = 
H© 4 * ®K 4- KA 4- AM — (AB 4 * Br 4 - TA 4- AE 4- EZ) ; construction qui fera 
l’objet de la proposition 37. 
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Proposition 37. — II est d'ailleurs facile de briser, a partir 
des deux points B, E, la ligne BNEE (*) generalement egale k une 
droite donnee, et presentant un nombre donne de brisures. 

En effet, soient A, B des points donnes, et soit A17 une droite 
de grandeur donnee, plus grande que la droite AB. Divisons la 
droite Br en un certain nombre de droites BA, AE, Er, inferieur 
d’une unit 6 au nombre des bri- 
sures. Brisons d’une part une 
ligne A0B exc^dant la droite AB 
de la droite BA (car cela se fait 
facilement) ( 1 2 3 ) ; d’autre part, 
brisons une ligne AHO excSdant 
la droite A0 de la droite AE ; enfin, brisons une ligne AZH 
exc^dant la droite AH de la droite Er. Des lors, le nombre de 
droites AZ, ZH, H0, ©B sera egal a celui qui est donnd, et la 
droite composee de toutes ces dernieres sera egale a la droite AT( # ) ; 
car il est facile de voir par la construction qu’il en est ainsi et que 
cela s’obtient inde liniment. 



XXXV. 

Proposition 38. — On peut aussi trouver un parallelogramme 
sur la base duquel s'etabliront interieurement deux droites ( 4 5 ) 
egales aux trois droites qui les entourent, ou bien plus grandes 
que ces dernieres, en enseignant d’abord ce qui suit : 

Soit la droite AB ( 8 ) plus grande a l’egard de la droite Br 


1. La mention des points B, E et de la ligne brisee BNSE n’est faite ici 
que pour marquer le rattachement de la proposition k celle qui precede. 

2. C’est-i-dire que cela revient k construire un triangle d'espece indeter- 
minee, de base AB donnee, et dont la somme AA des deux autres cdtes est 
donnee. 

3. Les constructions des trois lignes brisees donnent respectivement : 
A@ -}- 0B = AB + BA ; AH + H0 = A0 + AE et AZ + ZH = AH + ET, d'oil 
additionnant membre k membre, il vient, comme dans le texte : AZ -f- ZH -f- 
H0 + 0B = AB + BA + AE + ET = AT. 

4. Sous-entendu <n»va{x<poT8pai, (droites prises) l'une et 1'autre ensemble. 

5. C’est-^-dire la droite AB dans le triangle ABr donne d'espece. 




92 


PAPPUS d'alexandrie 


d’line droite donnee qu’en raison f) ; mener une parallele AE 
a la droite Ar et faire en sorte qne la droite AA soit k la somme 
des droites AE, Br dans la meme raison. 

Que ce soit chose faite. Puisque la droite AB depasse d'une 
droite donnee la droite Br dans le rapport qu’elle a avec celle-ci, 
que ce rapport soit celui de la droite AB a la droite Br conjointe- 

ment avec une droite donnee qui 
soit la droite Z ( 2 ). Or, ce rapport 
est le meme que celui de la 
droite AA a la somme des droites 
AE, Br ( 3 ) ; done, le rapport restant 
de la droite BA k l’excedent des 
droites Z, AE est aussi le meme ( 4 ). 
Or, la droite Z est donnee ; done, 
la droite AE est donnee aussi ( 5 ) ; 


B 



I. "Eaxw 7| AB Trjs Br ooOeiOT) {xei^uv h Xdyw, expression singuli&re 
signifiant, en notations actuelles, qu’etant donnes le rapport & et une 

droite l, on a par hypotWse : ou AB = i. BT + l, e’est-i-dire que 


la droite AB depasse d’une droite donnee l une multiplicity donnee k de la 
droite Br, ou signifiant d'une maniere generale qu’un rapport a ~ — et une 


grandeur d sont donnes sans que les grandeurs a, b soient donnees* Cette relation 
qui embarrasse un peu les raisonnements est exprimee de la meme maniere assez 
obscure que l’on rencontre dans les Donnees d’Euclide, ou la Ddfinition n enonce 
sous la forme d’une egalite k deux termes une egalite k trois termes, en disant, 
comme l'a traduit Peyrard (vol. Ill, p. 303) : « Une grandeur est plus grande 
a l’egard d'une autre d’une donnee qu’en raison quand la grandeur donnee etant 
retranchee, le reste a, avec l'autre, une raison donnee. » 

2. Le texte ne demontre pas que la droite Z est une donnee resultant des 

deux donnees — = k et l de la relation d’hypothese : , et Commandin 


y supplee par une fort longue demonstration geometrique k la maniere des 

Anciens. (Cfr. loc. cit., p. 35). Mais, algebriquement, en posant, comme le 

. AB — / AB AB — l AB — l — AB l , ,, Z.Br 

texte : ■ ^ on a : — . . — d ou : Z- 


donnee. 


BT Br + Z’ 


Br 


Br— (Br + z) z’ 


AB — L 


AB — l 


AB 


AA 


3. Le probleme etant suppose resolu, on a : k= Br - Br + z ~ae + BT' 

AR 

4. La relation de la note precedente donne, comme le texte : k= — 

AB-AA BA Br + Z 


Br + Z — (AE-i-Br) Z — AE' 

5. Si, pour suppleer au laconisme du texte, on represente par k' le rapport 
donne dans le triangle ABr donne d’espece, les triangles semblables ABr^ 
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done elle est donnee de position f) ; en sorte que, si la droite AB 
est plus grande que le double de la droite BI\ il sera possible 
de mener la parall&le AE de maniere que la droite AA soit le 
double de la somme des droites AE, Br ( 2 ). 

XXXVI. 

Proposition 39. — Posons done un tel triangle ABr ( 3 ), de 
maniere que la droite AB soit plus grande que le double de la 
droite Br et que la droite Ar soit le double de la droite rB, et 
menons la par allele AE faisant en sorte que la droite AA soit 
le double de la somme des droites AE, Br. Posons, en prolongement 
de droite ( 4 ), la droite A Z double de la droite AE, et completons 
le parallelogramme PH ( 5 ). 

En effet, puisque la droite ZA est le double de la droite AE 


ABE donnent : 

AE AT 


■.k', d’oii : BA = k'x AE. Or, la relation de la note 


precedente donne : BA=&x(Z — AE) ; done: k x (Z — AE) = £' x AE, d'ou : 

L 2 ^ I 

AE Or, on a (note antepenulti^me) : A=— , ou: k.Z—l\ done: AE= ^--^ ) , 

d’oii la droite AE est donnee de grandeur. 

1. Car la droite AE doit etre parall&le k la droite AT ; done, le point A sera 
donne en menant par un point pris sur la droite AT, k la distance donnee AE 
du point T, une paraliyie k la droite Br. 

2. Si : conformement au cas general qui precede, le rapport donne est: — —k—2, 

n 


c'est-A-dire, si l'on a : 


AB — l 

Br 


2, d’oii: AB=2Br-f-/, d'oii, comme le texte: 


AB > 2Br, il s’ensuit que la relation : 


AA 

AE + Br 


k, 


dont la possibility k ete 


AA 

demontree, devient : — — 2, d’ou, comme le texte: A A =2 (AE -j- BF). 
-j" i>l 

Bien que les manuscrits ne presentent pas de lacunes dans le texte de cette 
proposition, Hultsch le considAre neanmoins comme ayant ete fortement altere 
et meme corrompu, surtout dans la demtere phrase, dont le sens parait lui 
avoir echappe (Cfr. loc. tit., vol. I, p. 125, et vol. Ill, appendix, pp. 1200-1221). 
Nous ne partageons pas son opinion ; car si le texte est en reality trop 
concis, il n’est cependant pas obscur. 

3. C’est-a-dire tel que celui qui a ete considere comme etant donny de figure 
dans la proposition precedente. 

4. C’est-A-dire en prolongement de la droite AT. 

5. Hultsch suppose que l'enonce presente ici une lacune, et sa version latine 
propose de la combler conjecturalement comme suit : « dico in basi parallelo- 
grammi ZHBr duas rectas constitui posse, quarum summa aequalis sit summae 
trium parallelogrammi laterum ipsas comprehendentium, itemque duas rectas, 
quarum summa major sit quam eorundem laterum ». (Cfr. loc. tit., vol. I, p. 127, 
11. 1-5). 
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et la droite Ar le double de la droite FB, la droite entire ZT, c’est- 

a-dire la droite HB, sera le double 
de la somme des droites AE, BF. 
En consequence, la droite HB 
est 6gale a la droite AA. Puisque 
la droite AA est plus grande que 
le double de la droite Br, ame- 
nons une droite A® double de la 
droite Br. En consequence, la 
droite A® est egale aux droites HZ, BT. Or, on a d£montre aussi 
que la droite AA est egale a la droite HB ; done, les droites AA, A® 
sont egales aux droites ZH, HB, Br ( 1 ). 

II est d'ailleurs evident que les droites AA, A® peuvent aussi 
etre plus grandes que les droites ZH, HB, Br ( 2 ). 

Et si l’on prend un point K, les droites AK, KA. A® seront, 
a fortiori, plus grandes que les droites exterieures ( 3 ). 

Enfin, si l’on brise une ligne HAB depassant la droite HB 
d’autant que ces demifcres ( 4 ) sont plus grandes ( 5 ), les droites 
AK, KA, A® seront aussi egales aux droites ZH, HA, AB, Br 
dans le quintilatere ; et la maniere sera la meme dans les 
plurilateres, ainsi que nous l’avons demontre anterieurement pour 
les droites 6tablies dans un quadrilat&re quelconque ( 6 ). 


A 



1. On a par construction : ZA = 2AE et, par hypoth^se : Ar = 2rB ; done : 
ZA + Ar = Zr = 2 (AE + TB), d'oii, comme le texte : HB = 2 (AE -f TB). 
Or, on a par hypothdse : AA = 2 (AE -f TB) ; done : HB = AA (I). D’autre 
part, puisque la relation AA = 2 (AE + TB) donne : AA > 2TB, posons : 
A 0 = 2rB, d’ou : A0 « ZH -j- TB (II). Ajoutons les ^galitds (I), (II) membre 
& membre, il vient, comme le texte : AA -f- A 0 = ZH -f HB -|- Br, et ces der- 
nidres droites sont les cot6s du parallelogramme ZHBT a l’intdrieur duquel sont 
etablies les droites AA, A 0 . 

2. C’est- 4 -dire qu'en vertu de la proposition 31, on pourra dtablir aussi des 
droites interieures telles que l’on ait : A A -f A 0 > ZH -f- HB-|- Br. 

3. C’est-^-dire que, si l'on prend un point quelconque K k l’interieur du 
parallelogramme, mais non situe sur les droites A A, A 0 , et si l'on mene les droites 
de jonction AK, KA, l’inegalite de la note precedente devient, k fortiori : 
AK + KA + A0 > ZH + HB + Br. 

4. C’est-a-dire les droites AK, KA, A 0 . 

5. C’est- 4 -dire plus grandes que la somme des droites extdrieures ZH, HB, Br. 

6 . Si l’on mene la ligne brisee HAB telle que l'on ait : HA + AB — HB = 
AK -{- KA + A 0 — (ZH + HB -f- Br), il vient dans le pentagone ZHABr, 
comme dans le texte : AK KA -f- A0 = ZH + HA -j- AB -}- Br. 
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Proposition 40. — Les choses suivantes se rattachent aussi 
a celles que nous venons de dire : L’aire d’un parallelogramme 
etant donnee, il est possible de trouver un autre parallelogramme, 
de maniere que celui-ci constitue une partie du parallelogramme 
donne, et que chaque cote soit multiple de chaque cote suivant 
un nombre donnE. 

En effet, soit le parallelogramme ABr ; prenons les droites 
EA, AZ respectivement multiples des droites AB, Br suivant des 
nombres donnes, et menons la 
droite EK a angles droits sur 
la droite AE. Investissons (*), 
sous les droites AE, EK, la 
partie imposee du parallelo- 
gramme Ar ( 1 2 ) ; menons par le point K la droite ©KA parallele 
a la droite AE ; que la circonference ZH® decrite autour du 
centre A coupe la droite ©KA au point ©, et menons la droite EA 
parallEle a la droite de jonction A©. II ressort Evidemment de 
la construction que le parallelogramme AA est la partie donnee 
du parallelogramme rectangle AT, et que les cdtEs sont respec- 
tivement des multiples des cotes suivant les nombres proposes. 


XXXVIII. 

Proposition 41. — Derechef, on trouve un triangle plus petit 
qu’un triangle donne ayant chaque cotE plus grand que chaque 
cote. 

En effet, soit le triangle ABr ; prolongeons la base Br de 
part et d’ autre, et posons la droite BA Egale a la droite AB et 
la droite TE egale a la droite Ar. Appliquons sur la droite AE 
un parallelogramme AH Equivalent au triangle ABr ; prenons un 
point quelconque © sur la droite Br, et menons les droites de 


1. iitetXvioQw. 

2. C’est-a-dire : prenons sur la perpendiculaire indefinie EK un point K tel 
que le rectangle investi sous les droites AE, EK soit la portion imposee du paral- 
lelogramme ABT. 
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jo^ction 0Z, 0H. Et puisque 
la droite AB est egale a la 
droite BA, la droite A0 est 
done plus grande que la droite 
BA. On demontrera pareille- 
ment que la droite E0 est plus 
grande que la droite AI\ Or, la droite ZH est aussi plus grande 
que la droite Br ; done, les trois droites 0Z, ZH, H0 sont 
respectivement plus grandes que les droites AB, Br, TA. Or, 
puisque le parallelogramme AH est le double du triangle ZH0, 
mais que le parallelogramme AH equivaut au triangle ABr, il 
s’ensuit que le triangle ABr, ayant de plus petits cotes, est plus 
grand que le triangle ZH0 f 1 ). 


A 



XXXIX. 


Proposition 42. — Ce qui precede appartient aux paradoxes, 
mais il est encore plus paradoxal de trouver un triangle consti- 
tuant lui-meme une partie d’un triangle donne, en ayant chaque 
cote multiple de chaque cote suivant des nombres donnes [comme 
cela a ete dit pr4cedemment ( 2 ) pour le parallelogramme] ( 3 ), [ou 
bien plus grand sinon multiple] ( 4 ). 

Soit, en effet, le triangle ABr, et etablissons le triangle EZH 
ayant chaque cote multiple de 
chaque cote du triangle ABr sui- 
vant des nombres donnes. Decri- 
vons autour du centre H la cir- 
conference E0K passant par le 
point E et la circonference ZAM 
passant par le point Z. Menons par 
le point H la droite KHM parallele 
a la droite EZ, et menons du 



1 — 

iv — — 1 

\ it 

\ J 


1. Sous-entendu : triangle ayant les cotes respectivement plus grands que 
ceux du triangle ABI\ 

2. Voir proposition 40. 

3. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme une 
interpolation (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 130, 11 . 8-9). 

4. Restauration de Hultsch qui suppose ici une omission de copiste (Cfr. loc. 
cit., vol. I, p. 130, 1. 9). 
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point H la perpendiculaire HN sur la droite EZ. Que le rectangle 
compris sous les droites KM, HIT soit la partie imposee du trian- 
gle ABr (*) ; menons la droite ©HA par allele k la droite KM et 
menons les droites de jonction H0, HA. D&s lors, il resulte mani- 
fest ement de la construction que le triangle ©HA est plus petit 
que la partie assumee du triangle ABr (car la droite ©A est plus 
petite que la droite KM) ( 2 ), et que chacun de ses cot£s est 
multiple suivant des nombres donnes de chacun des c6tes du 
triangle ABr, ou bien plus grand [sinon multiple] ( 3 ), (car la droite ©A 
est plus grande que la droite EZ) ( 4 ). 

XL. 

Inscrivons les cinq polyedres dans une sphere donn6e ( 5 ) ; 
mais exposons au prealable les choses suivantes. 

Proposition 43. — Soit, dans une sphere, le cercle ABP dont 
Ar est le diametre et A le centre, 
et soit propose d’inserer dans ce 
cercle une droite par allele au dia- 
metre AT et egale a une droite 
donnee pas plus grande que ce 
diam&tre Ar. 

Posons une droite EA egale a 
la moiti6 de la droite donnee ; 
menons la droite EB a angles 
droits sur le diametre Ar et la 



1. Nous abandonnons ici les mots interpoles : touto y®p itpoSeSeutroi, car 
cela a 6t6 d6montr<§ pr<§c6demment (Cfr. Hultsch, loc. cit., voL I, p. 130, L 18). 
Commandin avait d6j& n6glig6 ces mots dans sa version latine en faisant 
remarquer : « Nos consulto omisimus ; neque enim hoc a Pappo ante demon- 
stratum est, sed ex elementis petitur » (Cfr. loc. cit., p. 38, 1 . 5). 

2. On a : ©n<©H = KH et IIA<AH = HM; done: 0 A<KM; done: 

* • 1 AU A .KMxHII 

triangle ©HA < . 

3. Restauration de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. I, p. 130, 1 . 23). 

4. On a : ©H = EH, HA= HZ et ©A > EZ. 

5. C’est-a-dire les cinq poly&dres r^guliers, inscriptibles dans la sphere, dont 
il est question dans le Timee de Platon (voir ed. pr 4 cit 6 e de la traduction de 
Platon par Aim£-Martin, vol. II, pp. 651 et suiv.), et qui torment l’objet des 
propositions 13 k 17 du Livre XIII des Elements d’Euclide. 

Pappus d’Aleiandrie. — X is 
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droit e BZ parallele a la droite Ar, laquelle sera 6gale a la droite 
donnee ; car elle est le double de la droite EA (puisqu’elle est 
aussi egale a la droite EH, la droite ZH 6tant men6e paral- 
lelement a la droite BE 1 ). 


XLI. 

Proposition 44. — Soient, dans une sphere, les cercles paral- 
leles AKA, BEZr ; que la droite menee par les points B, T soit 
un diametre d’un cercle, et qu’il soit propose de mener un diametre 
du cercle AKA parallelement au diametre passant par les. 
points B, T. 

Etendons par les points B, T un plan perpendiculaire au cercle, 
lequel determinera comme section le cercle le plus grand ABrA. 
Le cercle ABrA passera done par les poles des cercles et coupera. 

aussi le cercle AKA en deux parties 
egales (*). En consequence, la droite 
reliant les points A, A est un dia- 
metre parallele a la droite reliant 
les points B, I\ Or, cela est mani- 
feste. Coupons, en effet. Tare BP 
en deux parties egales au point 0. 
Des lors, puisque l'arc 0A est 
6gal a l’arc 0A (car ils sont issus 
du pole) ( 2 ), arcs chez lesquels- 
l’arc ©B est egal k l’arc 0I\ il 


e 



1. ThUodose de Tripoli, Les Spheriques, liv. I, prop. XIII, enoncee 

« Lorsque, dans une sphere, un cercle le plus grand coupe un des cercles de la 
sphere k angles droits, il le coupe en deux parties Egales et en passant par les 
poles. » (Les Spheriques de Theodose de Tripoli. (Euvres traduites pour la premiere- 
fois du grec en franqais, avec une introduction et des notes, par Paul Ver Eecke. 
Bruges, 1927, gr. in-8° ; voir p. 19). On trouvera le texte grec de cette proposition 
dans 1’ Edition critique : Theodosius Tripolites Sphaerica von J. L. Heiberg. 
(Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, philologisch- 
historische Klasse, neue Folge, Bd. XIX, 3). Berlin, 1927, p. 25. 

2. 7tepupepeia & too tcoXou, l’arc issu du pdle ; expression qui correspond 
a ce que nous appelons maintenant « le rayon spherique », e’est-i-dire la longueur 
de l’arc de grand cercle qui va du p61e d’un cercle de la sphere a un point quel- 
conque de la circonference de ce cercle. Au contraire, l’expression r\ etiOeia ix 
rou no^ou, la droite issue du pdle, correspond k ce que nous appelons « la distance 
polaire », e’est-a-dire la distance rectiligne qui separe du pdle du’un cercle de 
la sphere un point quelconque de la circonference de ce cercle. 
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s’ensuit que l’arc restant AB est 6gal a l'arc restant TA {}). En 
consequence, le diametre reliant les points A, A est par allele au 
diametre reliant les points B, I\ 

Proposition 45. — Mais, qu’une droite reliant des points E, Z ( 1 2 ) 
ne soit pas un diametre, et qu’il soit propose de mener un 
diametre du cercle AKA parallelement a la droite qui relie les 
points E, Z. 

Posons des arcs EB, Zr egaux 
l’un et l’autre a la moitie de 
l'excedent dont le demi-cercle de- 
passe l’arc EZ, et decrivons pareil- 
lement ( 3 ), par les points B, T, le 
cercle le plus grand ABrA. D&s 
lors, le diametre qui relie les 
points A, A du cercle AKA sera 
par allele a la droite qui relie les 
points E, Z, parce que cette 
demiere est aussi parallele au 
diametre qui relie les points B, T( 4 ). 

XLII. 

Proposition 46. — Soient, dans des plans paralleles, les 
droites paralleles AE, TZ, et menons, dans ces memes plans, 
du meme cote du plan etendu par les droites AE, TZ, des 
droites AB, PA formant des angles egaux compris sous les droites 



1. Theodose, Les Spheriques, liv. II, prop. X : « Si l'on a des cercles 
paralleles dans une sphere, et si Ton decrit, par leurs pdles, des cercles les plus 
grands, les arcs des cercles paralleles situes entre les cercles les plus grands sont 
semblables, et les arcs des cercles les plus grands situes entre les cercles paralleles 
sont egaux ». (Voir ed. precitee de la trad, de P. Ver Eecke, p. 43, ou bien 
l’ed. precitee du texte grec de Heiberg, p. 55). 

2. C’est-i-dire dans le cercle BEZr, parallele au cercle AKA, situes tous deux 
dans une sphere. 

3. C’est-a-dire comme dans la proposition qui precede immediatement. 

4. Euclide, liv. XI, prop. 9 : « Les droites qui sont paralleles a une meme 
droite, sans etre dans le meme plan que cette droite, sont cependant paralleles 
entre elles. » Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 22. 
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BA, AE et sous le% droites AI\ TZ ; je dis que 
les droites AB, TA sont aussi par alleles, c’est- 
a-dire que le plan etendu par les points B, A, T 
determine la droite TA dans le plan passant 
par les points A, T, Z. 

En effet, s'il determine une autre droite 
dans ce plan, elle comprendra avec la droite FZ 
un angle 6gal a celui qui est compris sous les 
droites BA, AE ; ce qui est impossible ; car on 
a suppose que Tangle compris sous les droites 
BA, AE est 6gal a Tangle compris sous les 
droites AI\ FZ. 


XLIII. 




Proposition 47. — II ressort clairement de ce qui precede 
que, si Ton a des cercles dans des plans 
par alleles (*) et, dans ces cercles, des 
droites par alleles AB, TA qui decoupent, 
des memes cot6s des centres E, Z, des 
segments semblables des cercles, la droite 
AE sera par allele k la droite TZ et la 
droite BE par allele k la droite AZ. 

En effet, les angles A et F, ainsi que 
les angles B et A, deviennent dgaux ( 1 2 ) 
a cause de la similitude des segments, 
et les parall&les AB, TA sont dans des 
plans paralleles. 



1. Le texte de Hultsch abandonne ici les mots interpoles uc uitoyeypap-pievoi, 
comme (ceux qui sont) d^crits ci-dessous. (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 134, 1. 22). 

2. Le texte presente id Interpolation tuai iXX^Xais, egaux entre eux. 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 136, 1 . 2). 
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XLIV. 

Proposition 48. — Mais, si les 
droites paralleles qui decoupent les 
segments semblables des cercles ne 
sont pas situees des memes cotes des 
centres, les droites de jonction menses 
des centres aux extremites non sem- 
blablement situSes des paralleles seront 
paralleles. 

Cela se demontre, en effet, tout 
comme pour la figure posee prece- 
demment. 

XLV. 

Proposition 49. — Soient, dans une sphere, les cercles egaux 
et paralleles AB, TA et des droites egales et paralleles situees 
des memes cot6s des centres ; je dis que les droites Ar, BA qui 
relient les extremites de ces droites sont egales, paralleles et a 
angles droits sur les plans des cercles. 

Cela ressort manifestement de 
ce qu’on a demontre plus haut. En 
effet, les droites de jonction AE, 
TZ seront paralleles p). De plus, 
elles sont egales entre elles ( 1 2 ); de 
sorte que les droites Ar, EZ 
sont aussi paralleles. II en est 
aussi de meme pour les droites 
EZ, BA. Enfin, la droite EZ est 
perpendiculaire aux plans des 
cercles (car ils sont situes autour 
des memes poles ( 3 ) ; la droite 



A 




1. Voir proposition 47. 

2. Comme etant des rayons de cercles egaux par hypoth&se. 

3. Th£odose, Les Spheriques, liv. II, prop. I : « Dans la sphere, les cercles 
paralleles sont situes autour des memes pdles ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 33, 
ou edit, precitee du texte grec de Heiberg, p. 43. 


PAPPUS d’alexandrie 


102 


menee par leurs p61es est perpendiculaire sur chacun d’eux, et 
elle passera par leurs centres et par celui de la sphere, comme 
cela se trouve dans les Sftheriques) ( 1 ). En cons4quence, les droites 
Ar, BA sont egales, paralleles et perpendiculaires aux cercles. 

XLVI. 

Proposition 50. — Mais, que les droites egales et paral- 
141es AB, TA ne soient pas situees des memes cdtes des centres ; 
je dis que les droites [qui relient leurs extremites] ( 2 ) A, A et B, T 
sont egales entre elles et egales au diam4tre de la sphere. 

En effet, qu’ elles se coupent entre elles au point H et menons, 
sur les centres, les droites de jonction AE, EH et les droites de 
jonction AZ, ZH. Puisque la droite AB est egale k la droite TA ( 3 ), 
et que les droites AA, Br les relient, il s’ensuit que les quatre 

droites AH, HA, BH, Hr sont 
egales entre elles ; car cela est 
manifeste ; de sorte que la droite 
AA est aussi egale a la droite Br. 
Mais la droite AE est aussi egale 
a la droite AZ ( 4 ) et Tangle, 
compris sous les droites EA, AH 
est egal a Tangle alterne ( 5 6 ) com- 
pris sous les droites HA, AZ (®), 
tandis que la base AH est 4gale 
a la base HA; de sorte que 
Tangle compris sous les droites 
AH, HE est aussi 4gal a Tangle 
compris sous les droites AH, HZ. Si on ajoute de part et d'autre 


1. Th£odose, ibidem, liv. I, prop. X : « Si Ton a un cercle dans une sphere, 
la droite menee par les pdles de ce cercle est perpendiculaire sur le cercle, et elle 
passera par le centre du cercle et par celui de la sphere» . Voir trad, de P. Ver Eecke, 
p. 15, pu edit, du texte grec de Heiberg, p. 19. 

2. Lacune comblee par Hultsch (Cfr. loc. cit., p. 138, II.1-2). 

3. Les droites AB, TA sont par hypothese egales, paralleles et situees dans 
des cercles 6gaux et paralleles. 

4* Le texte interpole ici : & xevrpou ?wv i'dwv xuxXwv, (issues) du centre de 
cercles egaux, c’est-i-dire rayons de cercles egaux (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, 
p. 138, 1. 9). 

5- (ywvta), (Tangle) alterne. 

6. La proposition 48 a d6montre que les rayons AE, ZA sont paralleles. 
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1’ angle compris sous les droit es EH, HA, les angles compris sous 
les droites AH, HE et sous les droites EH, HA, 6gaux a deux 
angles droits ( 1 ), deviennent egaux aux angles compris sous les 
droites EH, HA et sous les droites AH, HZ ( 2 ). En consequence, 
la droite EH est en prolongement de la droite HZ. De plus, on 
a demontre que la droite EH est egale a la droite HZ; done, le 
point H est le centre de la sphere, parce qu’on a suppose les cercles 
6gaux ( 3 ). Des lors, les droites AA, Br sont des diam&tres de la 
sphere et sont egales entre elles. 


Proposition 51. — Mais, si 
les droites Ar, BA sont menees 
de jonction des memes cotgs ( 4 ), 
elles seront egales entre elles et 
comprendront des angles droits 
avec les droites AB, TA. 

En effet, si l’on ajuste une 
droite 0H par allele et egale a 
la droite TA ( 5 ), cette droite 0H 
sera perpendiculaire a chacune 
des droites 0r, A0 ( 6 ) et au 
plan de ces droites ( 7 ), de sorte que la droite TA le sera aussi ( 8 ). 


1. Pax construction. 

2. Le texte presente ici le commentaire interpole : « de sorte que les angles 
sous EH, HA et sous AH, HZ sont aussi egaux k deux droits ». (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 138, 11. 14-15). 

3. Th£odose, Les Spheriques, liv. I, prop. VI : « Parmi les cercles situes 
dans la sphere, ceux qui passent par le centre de la sphere sont les plus grands, 
et, quant aux autres, ceux qui sont egalement eloignes du centre sont egaux, 
tandls que ceux qui en sont plus eloignes sont plus petits».Voir trad.deP.VerEecke, 
pp. 7-10, ou ed. du texte grec de Heiberg, pp. 11-15. 

4. C’est-i-dire des memes c6tes des centres des deux cercles egaux et 
parall&les dans la sphere. 

5. I©appo!r0«ienrj?, si on ajuste, e’est-i-dire si on etablit dans le plan du 
cercle TA une parall&le 0 H k la droite TA. 

6. La droite ©H est perpendiculaire k la droite 0T en vertu de la proposition 
suivante 52 ; tandis que la droite 0 H est perpendiculaire k la droite A 0 en vertu 
de la proposition 49, ou de cette meme proposition suivante 52. 

7. Euclide, liv. XI, prop. 4 : « Si deux droites se coupent mutuellement, 
la droite perpendiculaire k ces deux droites, k leur section commune, sera aussi 
perpendiculaire au plan de ces deux droites ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 10. 

8. Euclide, liv. XI, prop. 8 : « Si deux droites sont par alleles, et si l'une 
d’elles est perpendiculaire k un plan, l’autre sera aussi perpendiculaire a ce meme 
plan ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 19. 
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En consequence, l'angle compris sojis les droites Ar, TA est droit. 
II en sera de meme pour les choses restantes P). 

XLVII. 

Proposition 52. — Si l'on a des droites par alleles dans une 
sphere, les droites qui relient leurs extr^mites placees dans le 
meme ordre ( 1 2 ) seront egales entre elles ; et si ces parall&les sont 
aussi egales, ces demieres droites sont aussi paralieies et perpen- 
diculaires a ces par alleles ( 3 ). 

La chose est manifeste ; car, si on 6tend un plan par les 
paralieies, il determine un cercle ( 4 ) dans lequel sont situees ces 
paralieies, et les droites qui relient ces parall&les, d’abord inegales, 
forment un trapeze ; tandis que, si les par alleles sont egales, les 
droites qui les relient n’enveloppent pas un trapeze, mais un 
carre ou une figure oblongue ( 5 ). 

Proposition 53. — Soient, dans le plan sous-jacent, les 
droites AB, Br comprenant des angles egaux avec la droite ABE 
situee dans le meme plan, et erigeons ( 6 ) une droite BZ com- 
prenant des angles egaux avec chacune des droites AB, Br ; je 
dis que cette droite est perpendiculaire a la droite AE. 

Menons la perpendiculaire ZH ( 7 ) sur le plan sous-jacent, les 
droites Hr, HA perpendiculaires sur les droites AB, Br et les 
droites de jonction AZ, Zr, HB. D&s lors, les droites AZ, Zr seront 


1. C’est-A-dire que Tangle BAT est droit aussi, et que les droites AT, BA 
sont parall&les. 

2. ijAorotyTi raperra, les extrdmites de meme rang, c’est-a-dire situees dans 
le meme hemisphere. 

3. Proposition presentee d'une manure peu satisfaisante, dont T authenticity 
a ete mise en doute par Hultsch. (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 141, en note). 

4. Th£odose, Les Sfheriques, liv. I, prop. 1 : « Lorsqu’une surface sph 4 rique 
est coupee par un plan, la ligne determinye dans la surface de la sphyre est une 
circonference de cercle. » Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 2, ou yd. du texte grec 
de Heiberg, p. 3. 

5. fecepoppai;, ce qui a une dimension plus longue que Tautre ; mot que 
Commandin a hesite & rendre dans sa version latine en disant : « vel altera parte 
longius quod graece feTepopirixec dicitur. » (Cfr. loc. cit., p. 44, 1 . 5). 

6 . £oea?d'?b>, c’est-A-dire yievons une droite BZ inclinee sur le plan sous- 
jacent des droites AB, BT, AE. 

7. Sous-entendu : abaissye d’un point Z pris sur la droite elevye hors du plan, 
perpendiculairement k la droite ABE. 



A 


perpendiculaires sur les droites 
AB, Br (*). Et puisque les angles 
compris sous les droites AB, BZ 
et sous les droites rB, BZ sont 
6gaux ( 1 2 3 ), les droites AB, Br 
seront egales, ainsi que les droites 

ZA, Zr, ainsi que les droites H 

HA, Hr, et Tangle compris sous 
les droites AB, BH sera egal a 
Tangle compris sous les droites 
BB, BH. Mais, on a suppose que 
Tangle compris sous les droites 

AB, BA est aussi 6gal a Tangle compris sous les droites EB, Br ; 
done. Tangle entier est egal a Tangle entier ( 8 ), et la droite HB 
est done perpendiculaire sur la droite AE. Or, la droite ZH est 
aussi perpendiculaire sur le plan ( 4 ), done, la droite ZB est per- 
pendiculaire sur la droite AE. 



XL VIII. 

Proposition 54. — Inscrire la pyramide dans une sphere donnee. 

Qu’elle soit inscrite et soient A, B, I\ A les points de ses 
angles dans la surface de la sphere. Menons par le point A la 
droite EZ parallele a la droite PA; elle comprendra done des 
angles egaux avec les droites AT, AA ( 5 * * ). Et la droite AB est 


1. Euclide, liv. XI, prop. 18 : « Si une droite est perpendiculaire sur un 
plan, tous les plans qui passent par cette droite sont perpendiculaires sur ce 
xneme plan. » Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 37. 

2. Par hypothEse. 

3. On a dEmontrE que ABH =rBH, et on a par construction : ABA = BBT ; 

done : ABA + ABH = EBT -f- TBH ; d’oii : HB perpendiculaire sur AE. 

4. Par construction ; done, le plan ZHB est perpendiculaire au plan HAE. 

5. Euclide, liv. I, prop. 29 : « Si une droite tombe sur deux parallEles, les 
angles altemes sont Egaux entre eux, Tangle exterieur est egal k l'angle interieur 
opposE et placE du meme cdtE et les angles interieurs places du mfime cdte sont 
egaux k deux droits. » (Voir trad, de Peyrard, vol. I, 49). Le parallElisme des 

droites EAZ et Ar donne done : AAE = AAr et YkZ = AT A. Or, le triangle AAr, 

face de la pyramide inscrite, est Equilateral; done: AAT => ATA, d'ou, comme le 

texte : AAE— TAZ. 

Le texte porte k cet endroit le petit commentaire interpole : « chacun d'eux 
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6rig6e de fagon a former des angles egaux avec les droit es AI\ AA( r ); 
par consequent, d’apr&s ce qui a et£ demontre anterieurement, 
la droite EZ est perpendiculaire a la droite AB ( 2 ) et tangente 
a la sphere. En effet, si on etend le plan qui passe par les droit es 

AA, Ar, il determine un cercle 
dans lequel sera inscrit le triangle 
equilateral AAI\ et la droite EZ 
est parallele a la droite TA; par 
consequent, la droite EZ est tan- 
gente au cercle et, par suite, a la 
sphere ( 3 ). Des lors, le plan etendu 
par les droites EZ, AB determinera, 
comme section de la sphere, un 
cercle dont la droite AB sera le 
diametre, parce qu'elle est perpen- 
diculaire a la droite EZ qui est 
pareillement tangente ( 4 ). Et si Ton 
mene par le point A une droite H@ parallele a la droite AB, elle 
sera tangente a la sphere, et la droite TA lui sera perpendiculaire. 
Et si on etend le plan passant par les droites H0, TA. il deter- 
minera un cercle ayant comme diametre la droite TA; cercle 
6gal et parallfcle a celui qui a comme diametre la droite AB ; car 
les droites EZ, TA et les droites AB, H0 sont paralleles ( 5 ). Menons 



est les deux tiers {Sijiotpou) d’un angle droit, la droite EZ etant dans le meme 
plan de ces droites. » (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 142). En effet, les trois 
angles du triangle equilateral AAr etant egaux, chacun des angles AAE, TAZ 
vaut les deux tiers de Tangle droit. 

1. Les angles BAI\ BAA sont egaux comme valant tous deux les deux tiers 
de Tangle droit. 

2. Voir proposition 53. 

3. Euclide, liv. Ill, prop. 16 : « Une droite perpendiculaire au diametre 
d’un cercle et men£e par une de ses extremites, tombe hors de ce cercle, et il est 
impossible qu'il y ait une droite dans l'espace qui est compris entre cette perpen- 
diculaire et la circonference, etc. » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 151. 

Les droites EZ, Ar etant done paralleles, si on eleve en A une perpendiculaire 
k EZ dans le plan du triangle AAr, elle coupera AT en deux parties 6gales en K 
et k angles droits ; done, elle passera par le centre du cercle determine dans la 
sphere par le plan du triangle AAT, d'ou EZ sera tangente k ce cercle et, par 
suite, k la sphere. 

4. C’est-i-dire que la droite EZ est tangente au cercle AB de la manure dont 
on a demontre deja qu’elle est tangente a la sphere. 

5. Euclide, liv. XI, prop. 15 : « Si deux droites qui se touchent sont 
paralleles k deux droites qui se touchent, et qui ne sont pas dans le meme plan. 


4 
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par le centre K la droite AM perpendiculaire a la droite TA ; elle 
est done parallele a la droite AB. Et si nous menons les droites 
de jonction BA, BM, la droite BM sera perpendiculaire a chacune 
des droites AB, AM et aux plans des cercles, et la droite BA sera 
un diametre de la sphere (car cela a ete demontr4 precedemment) (*). 
Et puisque, si on m4ne la droite de jonction Mr, le carre de la 
droite AM est le double du carre de la droite Mr, le carre de la 
droite Br sera aussi le double du carre de la droite TM ( 2 ). De 
plus, Tangle compris sous les droites BM, Mr est droit ( 3 ) ; done, 
la droite BM est egale a la droite Mr ; de sorte que le carre de 
la droite AM est le double du carre de la droite MB ( 4 ). En conse- 
quence, le carre de la droite BA est de moitie plus grand que le 
carre de la droite AM ( 5 ). Or, le diametre BA de la sphere est 
donne ; done, le diametre AM du cercle est donne aussi. De plus, 
les cercles sont donn4s de position, et les points A, B, T, A sont 
donnes (*). 

D4s lors, la synthese f 7 ) est manifeste. En effet, il faudra 
decrire dans la sphere deux cercles egaux et pax alleles, de telle 
sorte que le carre du diamfctre de la sphere soit de moitie plus 


les plans qui passent par ces droites sont parall&les ». (Voir trad, de Peyrard, 
vol. Ill, p. 32). Les droites EZ, AB qui se rencontrent sont respectivement 
parall&les aux droites TA, H® qui se rencontrent dans un autre plan ; done, les 
plans passant par ces deux couples de droites dSterminent des cercles dont les 
plans sont parall&les et ces cercles sont, en outre, egaux comme ayant pour 
diam&tres les arStes 4 gales AB, TA du prisme regulier. 

1. Voir propositions 49 et 50. 

2. Si nous supposons que la dro ite de jonction TA est trac6e dans la figure 
du texte, _on a : AM 2 = M r 2 T A 2 = 2 M r*. Or, BT = AB= AM ; done, comme 
le texte : Br a =2MT*. 

3. Parce que la droite BM est perpendiculaire au plan du cer cle M r A A. 

4. Explicitement : le triangle BMI\ rectangle en M, donne: bT*== BM 2 + Mr*, 

d’ou en presence de l’egalite de la note 2 ci-dessus : BM 2 -}- Br 8 — 2Mr* 
ou : BM a = Mr 8 , d'oii, comme le texte : BM=MI\ En consequence : Br 2 =2BM*. 
Or, Br=AB=AM; done, comme le texte : AM 2 = 2B M Z . _ __ 

5. Le triangle BMA, rectangle en M, donne : BA 2 — AM 2 + BM 2 . Or, la 

demi&re relation de la note precedente donne : BM l =i AM 2 ; done : BA 2 = 

AM 4 -}-- AM 2 ou, comme le texte : BA 2 =^AM 2 . 

2 2 

6. L’un de ces quatre points, sommets de la pyramide inscrite, est une donnee 
de position arbitraire dans la surface de la sphere. 

7. <Tuv0e<xt4, synthese ou composition, e’est-a-dire la formation ou construction 
de la figure consideree comme suite k 1’ analyse qui vient d’etre faite de ses 
elements et de leurs relations. 
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grand que le carr6 de chacun de leuis diametres ( 1 ), mener les deux 
diam&tres paraJl&les AB, AM comme nous l’avons enseign6 prece- 
demment (•), puis, par le centre, la droite TA perpendiculaire a la 
droite AM, et obtenir ainsi les points A, B, T, A des angles de la 
pyramide. La demonstration se fera dans l’ordre inverse de 1* analyse, 
et il sera d4montr4 en meme temps que le carre du diametre de 
la sphere vaut une fois et demie le carre du cote de la pyramide ( 3 ). 


IL. 


Proposition 55. — Inscrire le cube dans une sphere donnee. 
Qu’il soit inscrit. Soient A, B, T, A, E, Z, H, 0 les points de 
ses angles dans la surface de la sphere, et etendons des plans par 

1. C’est-&-dire qu’il s’agit de decrire, dans la sphere, deux cerdes egaux et 
parallEles tels que le carrE du diametre de la sphere soit Equivalent k une fois 
et demie le carre du diamEtre de ces deux cerdes Egaux. 

Pappus n’indique pas la maniEre de rEsoudre ce petit problEme ; mais 
Commandin a donnE la solution suivante dont nous traduisons litteralement 
le texte latin (cfr. loc. tit., pp. 47-48) : « Soit une sphEre dont le centre est E. 
Coupons-la par un plan passant par E, de maniEre que la section dEterminEe 
soit le cerde le plus grand ABD, et menons la droite de jonction AEB qui sera 

un diamEtre. DEs lors, coupons AB en C 
D de maniEre que AC soit le double de CB ; 

menons, par le point C, la droite CD 
perpendiculaire k la droite AB, et menons 
les droites de jonction AD, DB. Les triangles 
ABD, ADC seront semblables entre eux, 
et DA est k AC comme BA est k AD. 
En consEquence, le carrE de la premiEre 
g droite est au carrE de la seconde comme 
la premiEre est k la troisiEme, c’est-E-dire 
que le carrE de AB est au carrE de AD 
comme BA est E. AC. Or, la droite BA 
est une fois et demie la droite AC, puis- 
qu'elle est triple de la droite CB. En consE- 
quence, le carrE de BA sera une fois et demie 
le carrE de AD. ComplEtons le parallElo- 
gramme ADBF, et menons, par le point E, 
un autre diamEtre parallEle aux droites AF, DB, de maniEre qu’il coupe AD 
en H et FB en K. DEs lors, si la sphEre est coupEe aux points H, K par deux 
plans perpendiculaires au diamEtre GL, les sections seront des cercles Egaux 
et parallEles ; le diamEtre de l'un sera AD, son centre H et son pdle G ; tandis 
que le diametre de l’autre sera FB, son centre K et son pdle L. Or, comme la 
droite GL, menee par le centre, coupe AD, FB k angles droits, elle coupera ces 
droites en deux parties Egales. Done, deux cercles Egaux et parallEles ont EtE 
dEcrits dans la sphere, de telle sorte que le carrE du diamEtre de la sphere vaut 
une foig et demie le carrE du diamEtre de chacun des cercles. » 

2. Voir proposition 44. 

3. Parce que le cdtE de la pyramide inscrite est Egal au diamEtre des deux 
cercles Egaux et parallEles dEcrits comme il a EtE prescrit. 



LIVRE III DE LA COLLECTION 


I09 


ces points ; ils dStermineront done, comme sections, des cercles 
^gaux et paralleles ; car les carres (*) inscrits dans ces cercles sont 
aussi egaux et paralleles. La droite de jonction TE sera nn dia- 
metre de la sphere. Menons aussi la droite de jonction EH. Puisque 
le carre de la droite EH est le double du carr6 de la droite E0, 
e’est-a-dire du carre de la droite 
Hr, et que Tangle compris sous 
les droites TH, HE est droit ( 2 ), 
le carre de la droite TE sera de 
moiti6 plus grand que le carre 
de la droite EH ( 3 ). Or, le carre 
de la droite FE est donne ( 4 ) ; 
done, le carre de la droite EH 
est donne aussi. De plus, cette 
droite est un diametre du cercle 
EZH0; done ce cercle est donne; 
de sorte que le cercle ABrA est 
donne aussi, que les carres situes 
dans ces cercles sont donnes aussi, et que les points d’ angle du 
cube sont donn6s aussi. 

Des lors, la synthese est manifeste. En effet, il faut d6crire, 
dans la sphere, deux cercles paralleles ; le carre du diametre de 
la sphere doit etre de moitie plus grand que les carres des dia- 
metres egaux de ces cercles ( 5 ) ; il faut inscrire, dans Tun de ceux-ci, 
le carre ABTA ; mener dans T autre cercle la droite ZH, egale 
a la droite BI\ paralieiement a la droite BI\ comme nous Tavons 
montre precedemment ( 8 ) ; completer sur cette droite le carre 

1. Le texte est interpote ici des mots too xu^ou, du cube (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 146, 1. 4). 

2. Proposition 50. 

3. Le triangle isocfcle E 0 H, rectangle en 0 , donne : EH*=» E 0 * 4 - 0 H*= 
2E0 a =2Hr J , d’oii : hT*=- EH 2 . D’autre part, le triangle rectangle en H 

donne: rE^ElP-f- Hr 2 , d’oii : rE 2 =EH 2 -j- ^ EH* ou, comme le texte : 

rE 2 =3 eh 2 . 

2 

4. La droite Er est donnee comme etant un diam&tre de la sphere donnee. 

5. Voir proposition 34 et la solution deCommandin que nous avons donnee en note. 

6. Voir proposition 43. Le texte pr&sente ici l'interpolation : xaOoXou 

rij So 9 et<y^, (mener) d'une mani^re g6nerale une (droite) egale k une (droite) 
donnee (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 146, 1 . 23). 
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EZHA, et obtenir ainsi le cube inscrit. D’ailleurs, on demontrera^ 
consequemment a 1* analyse, que BZHT est un carre, ainsi que 
les autres choses ( 1 ), et Ton demontrera en meme temps que le 
carre du diamfetre de la sphere est le triple du carre du cot4 du 
cube, et que les memes cercles comprennent les angles de la 
pyramide et du cube ; car, pour la pyramide, le carr4 du diametre 
de la sphere 4tait aussi plus grand de moiti4 que le carr4 du 
diametre de chacun des cercles ( 2 ). 

L. 

Proposition 56. — Inscrire Toctaedre dans une sphfere 
donn4e. 

Qu’il soit inscrit ; soient A, B, T, A, E, Z les points de ses 
angles dans la surface de la sphere, et 4tendons par ces points 
des plans d4terminant les cercles ABr, AEZ. Puisque des droites 
egales AA, AB, AE, AZ tombent du point A jusqu'a la surface 
de la sphere, les points A, E, Z, B seront dans un seul plan ( 3 ). De 


1. Pappus abandonnant au lecteur la construction (synthese) du cube inscrit 
dans la sphere d'aprds l'analyse qu’il vient de faire, Commandin a donne la 
construction suivante que nous reunions d'aprds son texte latin (cfr. loc. cit. r 
p. 49) : « Menons les droites TE, EH. La droite TE sera un diametre de la sphere 
d’apr^s la proposition 50, et la droite EH sera un diametre du cercle d’aprds la 
proposition 52. Or, l'angle THE est droit ; car TH, BZ sont des perpendiculaires 
aux plans des cercles d’apr&s la proposition 49 ; done, ces droites sont perpendi- 
culaires k toutes les droites qui les rencontrent dans ces plans. De plus, puisque 
le carre de TE est une fois et demie le carr6 de EH ; que le carre de EH est le 
double du can 4 de ZH, et que l’angle THE est droit, le carre de TE sera le triple 
du carre de ZH. Derechef, puisque le carre de TE est une fois et demie le carr6 
de EH, il sera le triple du carre de HT ; done, le carre de ZH est egal au carre 
de HT, et la droite ZH est 6gale k la droite Hr. Or, les droites ZB, HT sont 
egales entre elles, et les angles THZ, BZH sont droits ; done, BZHr sera un 
carre. On demontrera de meme que AEZB, AE 0 A et A 0 HT sont des carres. 
En consequence, le cube est etabli dans la sphere ; ce qu’il fallait obtenir. » 

2. Voir proposition 54. 

3. Ces quatre droites sont dans le meme plan du cercle dont le pdle est le 
point A, conformement k la definition V du Livre I des Spheriques de Theodose : 
« Le pole d'un cercle situe dans la sphere est un point de la surface de la sphere 
d'ou toutes les droites qui tombent sur la circonference de ce cercle sont egales 
entre elles ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 2 et note 1, ou bien ed. precise 
du texte grec de Heiberg, p. 3. 

Le texte presente ici une interpolation de scoliaste : xau yocp al in 6 tou xevtpoo 
tt,s (roaipa? eTr’auTa tVai eiVw, litteralement : et en effet, les 

(droites) menees de jonction du centre de la sphere sont egales (Cfr. Hultsch,. 
loc. cit., vol. I, p. 148, 11. 9-10). 
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plus, les droites AB, BZ, ZE 
sont egales entre elles et situees 
dans un cercle (*) ; done, AEZB 
est un carre, et la droite EZ est 
parallele a la droite AB. De la 
meme maniere, la droite AE est 
aussi parallele a la droite Br et 
la droite AZ a la droite Ar ; 
par consequent, les cercles sont 
aussi paralleles ( 1 2 ). De plus, ils 
sont egaux entre eux, parce que 
les triangles equilateraux qui 
sont dans ces cercles sont egaux. Et puisqu'on a des cercles egaux 
et paralleles dans une sphere et, dans ceux-ci, les droites AB, EZ 
egales et paralleles, non situees des memes cotes des centres, la 
droite de jonction AZ sera un diametre de la sphere ( 3 ). De plus, les 
droites AE, EZ sont Egales ; done, le carre de la droite AZ est 
le double du carre de la droite ZE. Or, le carre du diam&tre du 
cercle AEZ est une fois et un tiers ( 4 ) le carre de la droite EZ ; 
done, le carre de la droite AZ est une fois et demie ( 5 ) le carr6 
du diam&tre du cercle AEZ ( 6 ). En consequence, le diam&tre est 



1. C’est-a-dire dans le cercle determine dans la sphere par le plan pr6cit& 
des quatre points A, E, Z, B. 

2. Euclide, liv. XI, prop. 15, 6noncee p. 106, n. 5. 

3. Voir proposition 50. Le texte porte ici le commentaire interpol6 inutile : 
xat at AE, ZB <5p9a$ jxrra tuv AB, EZ itepie^otm ywvia?, icpoSeBetxTttt, 
c'est-A-dire : et les (droites) AE, ZB comprennent des (angles) droits avec les 
(droites) AB, EZ, comme on l’a d^montre precedemment. (Cfr. Hultsch, loc. 
cit., vol. I, p. 148, 11. 19-20). 

4. iiuTpvcov too ebso rf,? EZ, c’est-A-dire, d’apr&s le langage des math^ma- 
ticiens de la Renaissance : « le sesquitierce du carre de la (droite) EZ, ou bien, 
d'apr^s le neologisme introduit par P. Tannery : « l'epitrite du carre de la 
(droite) EZ, ou, enfin, en langage courant : « une fois et un tiers le carre de la 
(droite) EZ. » 

5. ^[xtoXtov, sesquialt^re, ou une fois et demie. 

6. Dans le triangle isoc&l e A EZ, rectangle en E, on a : AZ 4 =AE 2 4- ZE r 
d'ou, comme le texte : AZ 2 ** 2ZE 2 (I). D'autre part, dans le triangle equilateral 
inscrit AEZ, on a (Euclide, liv. XIII, prop. 12) : EZ 2 =3X (carre du rayon). 

Or, carre du rayon — - aJ - ^ < h am fe?‘ . e ; done : EZ*=- (carre du diametre). 

4 4 

d'oii, comme le texte : carre du diametre = (1 +J) EZ (II). Des lors, les 
egalites (I) et (II) donnent : AZ 2 = (1 -f J) x carre du diametre du cercle AEZ. 
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donn6 (*), ainsi que le cercle ; en sorted que le cercle ABF est donne 
aussi, ainsi que les points sur ces cercles ( 1 2 ). 

La synthase se fait consequemment. En effet, il faut inscrire 
pareillement ( 3 ) dans la sphere deux cercles egaux et par alleles, 
pour chacun desquels le carre du diam&tre de la sphere soit une 
fois et demie le carre de leur diametre ( 4 5 6 ) ; inscrire dans Fun d’eux 
le triangle equilateral ABF; mener dans F autre la droit e EZ 
par allele et egale a la droite AB ; inscrire contre cette droite le 
triangle AEZ, et obtenir ainsi la construction de l’octa&dre p). 
Et il sera demontre en meme temps ( 8 ) que le carre du diametre 
de la sphere est le double du carre du cote de l’octa&dre ( 7 ). 
D'autre part on verra tout a la fois ( 8 ) que les memes cercles ( 9 ) 
sont assumes pour l’inscription de la pyramide, pour celle du 
cube et pour celle de l’octa&dre, et que le meme cercle contient 
le carre du cube et le triangle de l’octa&dre. 

LI. 

Proposition 57. — Inscrire l’icosa&dre ( 10 ) dans une sphere 
donnee. 

Qu’il soit inscrit, et soient A, B, T, A, E, Z, H, 0 , K, A, M, N 


1. C'est-i-dire que le diametre du cercle AEZ est donne, puisque le diametre 
AZ de la sphere donnee est donn£. 

2. C'est- 4 -dire les points d'angles des triangles 6quilateraux AEZ, ABI\ 

3. Voir proposition pr£cedente. 

4. Voir proposition 54. 

5. Commandin a comments cette proposition en donnant la demonstration 
de la construction de l’octa&dre regulier inscrit d’apr&s l’analyse de Pappus. 
Cette demonstration est analogue aux deux autres donnees k titre de commen- 
taires des propositions 54 et 55, et dont nous avons donne la traduction dans 
les notes relatives k ces propositions. Commandin demontre done successivement 
que les faces triangulaires ABA, AAE, ATE, ETZ, ZBA de l’octaedre inscrit sont 
equilaterales et egales aux triangles ABI\ AEZ. (Cfr. loc. tit., p. 50). 

6. C’est-A-dire au cours de la demonstration de la construction de la figure. 

7. Par raisonnement au rebours de celui de l'analyse du probieme, raison- 
nement qui a 6te repris explidtement dans une note precedente. 

8. C’est-i-dire simultaniment comme consequences des solutions des trois 
problemes 54, 55 et 56. 

9. Le texte porte l’interpolation : < 5 v Tiyv ocuttiv ucpatpav ivappioieTac tx 
•reoXu*8pa, (cercles), dont les polyedres s’ajustent dans la meme sphere (Cfr. Hultsch, 
loc. tit., vd. I, p. 150, 11. io-ii). 

10. c&ooosopof, l'icosaedre, ou polyedre dont la surface est composee de 
vingt triangles equilateraux. 
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les points de ses angles dans la surface J 1 ). Puisque les droites 
BA, Br, BZ, BH, BE qui tombent du point B dans la surface sont 
egales entre elles, les points A, I\ Z, H, E sont dans un seul plan ( 2 ). 
De plus, les droites AT, TZ, ZH, 

HE, EA sont 4gales ( 3 ) et sont 
dans un cercle ; par consequent, le 
pentagone AEHZr est equiangle. 

Pareillement d'ailleurs, chacun des 
pentagones KEBrA, A0ZBA, et 
AKAHB, AKN0r, T0MHB est 
equilateral et equiangle [et dans 
un seul plan] ( 4 ). Et la droite de 
jonction Ar sera parallfcle a la 
droite de jonction EZ ( 5 ), la droite 
EZ a la droite de jonction K0 ( 6 ) 
et la droite K0 a la droite de jonction AM ; car AKA0M est 
aussi un pentagone ( 7 ). On cL4montrerait pareillement, d'une part, 
que les droites de jonction Br, EA, H0, AN sont paralleles, et 
d’ autre part, que les droites de jonction BA, ZA, HK, MN sont 
paralleles. De plus, on d4montrera pareillement que le cercle 



1. Sous-entendu : <^pa£pa$, de la sphere. 

2. Le texte presente ici un petit commentaire qui fait erreur : xoct yip ad dan 
too xevrpou rf[i aoatpat? in’airra liciv^coyvupsvaci feat $£aiv, litteralement : car 
les (droites) menses de jonction du centre de la sphere & celle-ci sont 4 gales 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 150, 1 . 27). La situation des points pr 4 cites 
dans un meme plan ne rdsulte, en effet, pas de l’ 4 galite des rayons k l’extremite 
desquels ils se trouvent, mais decoule de la definition V du livre I des Spheriques 
de Theodose ; definition qui a £t£ reproduite p. no, n. 3. 

3. Par hypothese de construction. 

4. La phrase mise entre crochets est consider^ par Hultsch comme une 
interpolation (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 152, 1 . 3). 

5. La figure AEHZP est un pentagone equiangle ; done la figure AEZr est 
un trapeze ; done, la droite AT est parall£le k la droite de jonction EZ. 

6. La figure AKN 0 T est un pentagone Equiangle ; done, la figure AK 0 T 
est un trapeze ; done, la droite Ar est paralieie k la droite de jonction K 0 , d'ou, 
comme le texte, la droite EZ est paralieie k la droite K 0 . 

7. La figure AKA 0 M est aussi un pentagone, que le texte omet de dire 
tooTcXeupov, equilateral ; done, la figure AK 0 M est un trapeze ; done, la droite K 0 
est paralieie k la droite AM. 

Commandin a donne une longue demonstration du paralieiisme des droites 
de jonction precitees dans l’icosaedre dans son ouvrage : Fed. Contmandini 
Urbinatis liber de centro gravitatis solidorum. Bononiae, ex officina A. Benacii, 
1565, petit in-4 0 . Voir fol. 2, verso. 

Pappus d’Altxandrie. — I 16 
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entourant les points A, B, T est egal et parallele a celui qui entoure 
les points A, M, N, car les triangles ABr et AMN situes dans 
ces cercles sont egaux et semblables (*) ; et que les cercles entourant 
les points A, E, Z et les points K, H, 0 sont egaux et paralleles, 
car les triangles situes dans ces cercles sont aussi egaux et equi- 
lateraux, parce que leurs cotes respectifs sous-tendent un angle 
du pentagone ( 1 2 ). Des lors, puisque les cercles qui, dans la sphere, 
entourent les points A, E, Z et les points K, H, © sont egaux, 
et que, dans ces cercles, les cotes EZ, K0 de triangles equilateraux 
sont par alleles et non situes des memes cotes de leurs centres, 
la droite reliant les points Z, K sera un diametre de la sphere, 
et Tangle compris sous les droites ZE, EK sera droit ; car cela 
a ete demontre precedemment ( 3 ). Et puisque HEArZ est un 
pentagone (*), si la droite EZ est coupee en extreme et moyenne 
raison ( 5 6 ), le plus grand segment sera la droite Ar (•) ; par conse- 
quent, le rapport de la droite EZ a la droite Ar est celui du cote 
de Thexagone au cote du decagone ( 7 ). De plus, le carre de la 
droite ZK equivaut a la somme des carres de ces deux droites, 
parce que la droite EK est egale a la droite Ar ( 8 ) ; done, le rapport 
du diametre ZK de la sphere a la droite EZ est celui du cdte du 
pentagone au cote de Thexagone, tandis que son rapport a la 


1. Les triangles ABr et AMN inscrits dans les cercles ABT et AMN sont 
egaux et semblables par hypothdse de construction. Or, il a et£ demontrd que 
les droites BI\ AN sont paralleles, et que les droites BA, MN sont paralleles ; 
done (Euclide, liv. XI, prop. 15, dnoncee p. 106, n. 3) les cercles ABF, AMN sont 
egaux et paralleles. 

2. Sous-entendu : dans une mdme sphere. 

3. Voir propositions 50 et 51. 

4. Sous-entendu fao-ttXeupov, equilateral. 

5. Euclide, liv. VI, d6f. 3 : « Une droite est dite coupee en extreme et 
moyenne raison, lorsque la droite entire est au plus grand segment comme le 
plus grand segment est au plus petit ». Voir trad. Peyrard, vol. I, p. 290. 

6. Euclide, liv. XIII, prop. 8 : « Si deux droites sous-tendent deux angles 
de suite d’un pentagone equilateral et equiangle, ces droites se couperont en 
extreme et moyenne raison, et leurs plus grands segments seront egaux aux 
cdtes du pentagone. » Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 240. 

7. Euclide, liv. XIII, prop. 9 : « Si l'on ajoute ensemble le cdte de Thexagone 
et le cdt£ du decagone, ces polygones etant ddcrits dans le mdme cercle, la droite 
entiere sera couple en extreme et moyenne raison, et son plus grand segment 
sera le cdte de Thexagone ». Voir trad, de Peyrard ,vol. Ill, p. 243. 

8 . II a ete d6montr£ (voir prop. 51) que Tangle ZEK est droit ; done : 
ZK*= EZ*+ EK 2 . Or, EK est le c6t£ du pentagone regulier KEBTA ; done, 
EK = AT cdte du pentagone regulier egal AEHZr, d'ou, comme le texte : 
ZK 4 = E 2 *-f AT 3 . 


LIVRE III DE LA COLLECTION 


«5 


droite Ar est celui du cot£ du pentagone au cot£ du decagone ( 1 ). 
Or, le diametre de la sphere est donne ; done, chacune des droites 
EZ, Ar est donnee aussi ; de sorte que les rayons ( 2 ) des cercles ( 3 ), 
dont les carres sont la troisi&me partie des carr6s des droites E Z , 
Ar ( 4 ), sont donnes aussi. En consequence, les cercles eux-memes 
sont donnes, ainsi que ceux qui leur sont egaux et par alleles ( 5 6 * ), 
ainsi que les points des angles du polyedre situes dans ces 
cercles ( 8 ). 

Des lors, la synthese est manifeste. II faudra poser deux 
droites avec lesquelles le diametre de la sphere soit respectivement 
dans le rapport du cote du pentagone au cote de l’hexagone et 
dans le rapport du cote du pentagone au cot£ du decagone, et 
d£crire, dans la sphere, deux cercles tels que AEZ, ABr, dont 
les carres des rayons soient respectivement le tiers des carres 
des droites posees ; puis decrire, de l’autre cot£ du centre de la 
sphere, deux cercles paralleles KH0, AMN 6gaux & ces cercles ; 
adapter, dans chacun de ces cercles, dans un ordre inverse par 
rapport & leurs centres, les cotes paralleles AT, EZ, K0, AM de 


1. Euclide, liv. XIII, prop, io : « Si l’on dScrit dans un cercle un pentagone 
equilateral, le carre du cdte du pentagone sera egal i la somme des carres du 
cdte de I’hexagone et du cdte du decagone, ces polygones etant d£crits dans le 
meme cercle. » Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 245. En consequence, si Ton 
identifie la relation : (cdt6 pentagone)* = (cdte hexagone)*+ (cdte decagone)* 
avec regalite de la note precedente, on a : 

(cote pentagone)* ~ (c6te hexagone) 8 4- (cdte decagone) 8 * ° U * ^ ar vlslon • 

ZJKL 8 EZ 8 \r 8 

r — 7 rs = 7 -r-r-r r 5 = ; ■ , ■ , d'ou, comme le texte: 

(cdte pentagone) 8 (cdte hexagone) 8 (cdte decagone; 8 

ZK cdte pentagone ZK_ cdte pentagone 

EZ~~ cdte hexagone AT~ cdte deca gone 

2. al ix twv xevrpwv twv xuxawv, litteralement : les (droites) issues des 
centres des cercles, e’est-a-dire les rayons des cercles. 

3. C’est-i-dire les cercles EZA, ATB. 

4. Euclide, liv. XIII, prop. 12 : a Si l’on decrit dans un cercle un triangle 
equilateral, le carre d’un cdte du triangle sera triple du carre du rayon ». Voir 
trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 257. 

En consequence, dans le triangle equilateral EAZ on a : carre du rayon du 


cercle circonscrit EAZ=i EZ 8 , et, dans le triangle equilateral ABT on a : carre 


du rayon du cercle circonscrit ABT= ^ Af 8 . 


5. C’est-a-dire les deux cercles KH®, ANM. 

6. Un des points, dont tous les autres ddcoulent, etant toutefois pris d'une 

maniere arbitraire dans la surface de la sphere. 
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triangles equilateraux, et inscrir^ en entier les triangles qui 
constituent les angles du polyedre. La demonstration decoule 
du reste facilement de 1 ’ analyse (!), et l’on verra en meme temps 
que le carre du diametre de la sphere est triple du carre du cote 
du pentagone inscrit dans le cercle AEZ ; car le rapport de la 
droite KZ a la droite ZE est celui du cote du pentagone au cote 
de l’hexagone ( 2 ) ; tandis que le rapport de la droite EZ au cote 
de l’hexagone inscrit dans le meme cercle est celui du cote du 
triangle au cote de l'hexagone, et le carre du cdte du triangle 
est triple du carre du cdte de l’hexagone ( 3 ) ; par consequent, 
le carre du diametre KZ de la sphere est aussi triple du carre 
du cdte du pentagone inscrit dans le cercle AEZ ( 4 ). 


LII. 

Proposition 58 . — Inscrire le dodeca&dre dans une sphere donnee. 

Qu’il soit inscrit, et soient A, B, T, A, E, Z, H, 0, K, A, M, 
N, S, 0, II, P, Z, T, T, <l> les points de ses angles. Des lors, la 
droite EA est par allele k la droite qui relie les points Z, A et la 
droite AE par allele k la droite qui relie les points Z, H ( 5 ). Pour 
les memes raisons d’ailleurs, on a les autres choses aussi (•) ; de 
sorte que le plan passant par les points A, B, T; A, E est aussi 


1. La demonstration de la construction (synthdse) etant abandonnee k la 
sagacite du lecteur, Commandin la donne dans son commentaire sur cette pro- 
position (Cfr. loc. cit., pp. 52-53). Trop longue pour etre reproduite ici en 
traduction, bomons-nous k mentionner qu'elle suit pas k pas 1 ' analyse de Pappus, 
et qu'elle est du reste analogue aux demonstrations de la construction des deux 
polyedres precedents donnees par Commandin et que nous avons reproduites 
dans les notes relatives aux deux propositions qui precedent. 

2. Par construction realisee d’apres les proprietes etablies au cours de 
l'analyse. 

3. Euclide.Uv. XIII, prop. 12 (voir p.115, n. 4), et Euclide, liv. IV, prop. 15: 
« Inscrire dans un cercle donne un hexagone equilateral et equiangle. » Voir 
trad, de Peyrard, vol. I, p. 229. 

4. Considerant le triangle equilateral et les pentagone et hexagone reguliers 

inscrits dans le cercle AEZ, on a par construction: 

__ r EZ c6te de 1 hexagone 

d'oii pentago n e ^ q (Euclide, liv. XIII, prop. 12) on a: EZ 2 =3 

EZ* (cdte hexagone)* 

(cdte hexagone)* ; done, comme le texte : KZ*=3 (cdte pentagone) 2 . 

5. Meme demonstration que celle du debut de la proposition precedente 
relative k l’icosaddre regulier inscrit. 

6. Voir de meme le debut de la demonstration de la proposition 57. 
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par allele a celiii qui passe par les points Z, H, 0, K, A. Or, puisque 
les droites reliant les points O, A et les points E, V sont paxalleles 
et egales (chacune d’elles etant par allele a la droite B0) (*), il 
s’ensuit que les droites reliant les points 0, 2 et les points A, F 
sont aussi paxalleles ; de sorte que les droites ST, EA le sont 
aussi. Pareillement, les droites SP, TA sont aussi par alleles, ainsi 
que les autres droites ( 1 2 ) ; par consequent, les plans passant par 
ces droites sont aussi paxalleles. Imaginons maintenant les cercles 
paxalleles decrits autour de ces droites. D&s lors, le cercle decrit 
autour des points A, B, T, A, E sera egal a celui qui est decrit 
autour des points P, S, T, T, O; car les pentagones ( 3 ) qui y 
sont inscrits sont egaux, et le 
cercle decrit autour des points 
Z, H, 0, K, A est egal au cercle 
decrit autour des points M, N, 

2, 0, II ; car les pentagones qui 
y sont inscrits sont aussi egaux. 

De plus, la droite reliant les 
points T, A est parallele k la 
droite reliant les points S, T (car 
chacune d’elles est parallele a la 
droite KN) ( 4 ) ; done, les points 
A, T, S, Y seront dans un seul 
plan ( 5 ). De plus, les droites reliant 
ces points sont egales, car dies sous-tendent des angles de penta- 




1. Par hypothese, le pentagone B@SKr est r^gulier ; done, la droite TE 
qui sous-tend deux angles consecutifs est parallele k la droite B6. Or, dans le 
pentagone regulier B@OHA, la droite OA qui sous-tend deux angles consecutifs 
est aussi parallele k la droite B 0 ; done, comme dans le texte, les droites OA, 
HT sont paralleles et sont egales comme sous-tendant chacune deux angles de 
pentagones egaux. 

2. C’est-i-dire que sont encore paralleles entre elles : les droites TT, EA, 
les droites TS>, AB et les droites OP, Br. 

3. C’est-^i-dire les pentagones reguliers. 

4. La droite TA qui sous-tend deux angles consecutifs du pentagone KNAAr 
est parallele au cdt6 KN. Or, la droite ET qui sous-tend deux angles consecutifs 
du pentagone KNTT 3 est parallele au cdte KN ; done, comme le texte, les 
droites TA, ET sont paralleles. 

5. Euclide, liv. XI, prop. 7 : « Si deux droites sont paralleles, et si Ton 
prend sur chacune de ces droites des points quelconques, la droite qui joindra 
ces points sera dans le meme plan que les paralleles. » Voir trad, de Peyrard, 
vol. Ill, p. 17. 
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gones egaux (*). De plus, elles sont dans un cercle ( 2 ) ; done, 
ArST est un carre ( 3 ) ; de sorte que le carre de la droite reliant 
les points E, A est double du carre de la droite reliant les points 
A, r, e’est-a-dire de la droite reliant les points Z, A( 4 ). De plus, 
1’ angle compris sous les droit es EA, AZ est droit, car les droites 
eg ales et par alleles OE, ZA sont situees dans des cercles egaux ( 5 ) ; 
par consequent, le carre de la droite EZ est triple du carre de 
la droite ZA ( 6 ). De plus, la droite reliant les points Z, E est un 
diametre de la sphere en raison de ce qu’on a demontre prece- 
demment ( 7 ), et les droites OS, ZA ne sont pas situees des memes 
parts des centres ( 8 ) ; done, le rapport du diam&tre de la sphere 
a la droite ZA est celui du c6te du triangle equilateral au c6te 
de l'hexagone inscrits dans le cercle ZH0KA ( 9 ). Or, le rapport 
de la droite ZA au cote du triangle est celui du c6te du penta- 
gone au cote du triangle ; done, par raison d’identite, le rapport 
du diam&tre de la sphere au cote du triangle est celui du c6te 
du pentagone au cote de l’hexagone ( 10 ). Or, puisque le rapport 


1. La droite AT qui sous-tend Tangle AAT du pentagone TAANK est Egale 
k la droite TKE qui sous-tend Tangle Egal SKr du pentagone Egal SKXB0. 

2. Th£odose, Les Spheriques, liv. I, prop, i : « Lorsqu'une surface sphErique 
est couple par un plan, la ligne determinee dans la surface de la sphere est une 
circonference de cercle. » Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 2, ou Ed. du texte 
grec de Heiberg, p. 3. 

3. Euclide, liv. IV, prop. 6 : « DEcrire un carre dans un cercle donnE ». Voir 

trad, de Peyrard, vol. I, p. 207. __ _ _____ _____ 

4. Puisque ATST est un carre, on a: EA 2 =Ar 2 -f fs 2 , d’oii : SA 2 =2Ar 2 . 
Or, la droite Ar qui sous-tend Tangle AAr du pentagone TAANK est egale k 
la droite AZ qui sous-tend Tangle AMZ du pentagone 6gal ZMAAE ; done, 
comme le texte : HA 2 — 2 AZ 2 . 

5. Voir proposition 51. 

6. 5Z a =a A 2 + Z A 2 , d'ov i, en p resence de l’egalite de la note 4 ci-dessus, 
il vient : HZ 2 = 2ZA 2 -f- ZA 2 =3ZA 2 . 

7. Voir proposition 50. 

8. C’est-i-dire des centres des cercles OHNMII et ZAK 0 H. 

9. On a (Euclide, liv. XIII, prop. 12, enoncee p. 115, n. 4) : carr6 du c6te 
du triangle Equilateral inscrit = 3 (carrE du rayon) — 3 (carrE du c6te de 
l'hexagone rEgulier), d'oii par identitE avec la derniEre relation de la note antE- 


SZ* 


3 ZA 


s, d'oh, comme 


^ ’ (cote triangle equilateral) 2 3 (cOte hexagone) 2 ’ 

j , HZ c6tE triangle equilateral 

s e ex e. 2A == c6te hexagone regulier inscrit’ 

10. ZA Etant le cdtE du pentagone inscrit dans le cercle ZH 0 KA, on a, 

, .. . ZA c6tE pentagone rEgulier inscrit, 

cdte triangle equilat. msent cote triangle equilat. inscrit 
d’oii, par raison d’identitE avec T egalitE de la note prEcEdente, ou par produit membre 
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de la droite ZA a la droite EA est aussi celui du cote de l’hexa- 
gone au c6te du decagone (car, si la droite ZA est coupee en 
extreme et moyenne raison, le plus grand segment est la droite 
EA, parce que la droite ZA sous-tend 1’ angle du pentagone dont 
la droite EA est le cote) (*) ; et que le cote du triangle inscrit dans 
le cercle ZH0KA est au cote du triangle inscrit dans le cercle 
ABrAE comme la droite ZA est a la droite EA, il s’ensuit que 
le rapport du cote du triangle ( 2 ) au c6te du triangle ( 3 ) est aussi 
celui du cote de l’hexagone au cote du decagone ( 4 ). Or, le rapport 
du diam&tre de la sphere au cote du triangle inscrit dans le cercle 
ZH0KA est aussi celui du cote du pentagone au cote de l’hexagone ; 
done, le rapport du diam&tre au cote du triangle inscrit dans 
le cercle ABrAE est celui du cote du pentagone au cote du deca- 
gone ( 5 ). D&s lors, le cote du triangle est donne dans chacun des 


it membre: 


ZA 


cdtd triangle 
SZ 


SZ cdtd pentagone cdtd triangle 
ZA 3 * cdte triangle X cdte hexagone’ 


on, comme le 


^ exte . oxj cdtd pentagone inscrit cercle ZH9KA 

' cdte triangle inscrit cercle ZH0KA~~ cdte hexagone inscrit cercle ZH0KA' 

1 . Considerant le pentagone regulier ZMAAE, la droite ZA en sous-tend 
deux angles cons^cutifs ; done, si la droite ZA est couple en extreme et moyenne 
raison (Euclide, liv. XIII, prop. 8 , enonc 6 e p. 114 , n. 6 ) son plus grand segment 
sera le cdtd EA de ce pentagone. Or, (Euclide, liv. XIII, prop. 9, enonc 6 e p. 114 , 
n. 7 ) si la droite ZA est coupee en extreme et moyenne raison, la droite entidre ZA 
sera le cdtd de l’hexagone, et son plus petit segment, egal & EA, sera le cdte du 
decagone ; ces deux polygones etant inscrits dans le cercle ZH0KA. Dds lors, 
on Deut 4crire- ~ cdte hexagone inscrit au cercle ZH0KA 

** * EA^cdte decagone inscrit au cercle ZH0KA' 

2 . Inscrit dans le cercle ZH0KA. 

3 . Inscrit dans le cercle ABrAE. 

4 . Considerant que les pentagone regulier et triangle equilateral inscrits dans 
le cercle ZH0KA sont respectivement semblables aux pentagone et triangle inscrits 

, , 1 ZA cdte triangle inscrit au cercle ZH0KA ,, . 

dans le cercle ABrAE, on a. crr= rrrr -- — ^ — • r 1 ? — . dou, 

: EA cdte tnangle inscrit au cercle ABrAE 

en presence de la note antepenulti^me, on a, comme dans le texte : 
cdtd triangle equilat. inscrit au cercle ZH0K A _ cdtehexag. inscrit au cercle ZH0KA 
cdtetriangleequilat.inscrit.au cercle ABTAE cdte decag. inscrit au cercle ZH0KA' 

5 . On a demontre (voir note 10 , p. 118 ) que l’on a : 

3Z cdte pentagone cercle ZH0KA ^ 

cdte triangle inscrit cercle ZH0KA - cdte hexagone cercle ZH0KA' ’ ^ 
raison d'identite avec la relation de la note precedente, ou par produit membre a 

, . . SZ cdte triangle cercle ZH0KA 

cote tnangle cercle ZH0KA cdte tnangle cercle ABrAE 


cdte pentagone cercle ZH0KA cdte hexagone cercle ZH0KA 
cdte hexagone cercle ZH0KA A cote decagone cercle ZH0KA' 

. , . diametre sphere SZ _ cdtd pentagone cercle ZH0KA 

6X 6 ’ cdte triangle cercle ABrAE ~ cdt^ decagone cercle ZH0KA' 


comme le 
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cercles ( x ) ; en sorte que les rayons, dint les carres sont la troisieme 
partie des carres des cdtes, sont donnes aussi. En consequence, 
les cercles et ceux qui leur sont egaux et par alleles sont donnes 
aussi, ainsi que les points des angles du polyedre situes dans ces 
cercles ; ce qu'il fallait demontrer. 

Des lors, dans la synthese, il faut poser deux droites auxquelles 
le rapport du diametre de la sphere soit celui du cote du penta- 
gone au cote de l’hexagone et celui du cote du pentagone au cdte 
du decagone ; droites qui ont deja ete posees pour l'icosaedre ( 1 2 ) ; 
decrire, dans la surface de la sphere, d’un meme cote du centre, 
deux cercles paralleles, tels que ZH0KA et ABTAE, dont les 
carres des rayons valent respectivement le tiers des carres des 
droites posees ; puis, decrire, de l'autre cote du centre, deux 
autres cercles tels que MN30II, P2TTO, egaux et paralleles a 
ces derniers ; puis, y inserer parallelement les cotes EA, ZA, 
OH, ST des pentagones et decrire, sur ces cotes, les pentagones 
au moyen desquels s'etabliront les angles du polyedre ( 3 ). Et il 
resulte manifestement de la construction que les cercles qui 
entourent les angles ( 4 ) du dodecaedre sont les memes que ceux 
qui entourent les angles de l'icosaedre ( 5 6 ), et qu'un meme cercle 
comprend le triangle de l’icosaedre et le pentagone du dodecaedre 
inscrits dans la meme sphere ( # ). 


1. Le diam&tre SZ de la sphere est donne, et, en le divisant en extreme et 
moyenne raison, on obtient (Euclide, liv. XIII, prop. 9, 6noncee p. 114, n. 7} 
les cdt 4 s du pentagone et du decagone inscrits dans le cercle ZH 0 KA. Done, 
la relation de la note precedente donne le cdte du triangle equilateral inscrit 
dans le cercle ABrAE, d’oii, remontant k la premiere relation de la note prece- 
dente, le cdte du triangle equilateral du cercle ZH 0 KA est donne aussi. Or 
(Euclide, liv. XIII, prop. 12, enoncee p. 115, n. 4), le carre du rayon valant 
le tier* du carre du triangle equilateral, les rayons des deux cerdes sont done 
donnes aussi ; done, les cerdes sont donnes ; done, les cercles P 2 TTO et MNSOII, 
respectivement egaux et paralleles k ces derniers cercles, sont donnes aussi ; 
done, i’un des points d’angle du polyedre etant donne arbitrairement sur l’un 
des cerdes, les autres points d’ angles situes sur les cercles sont donnes aussi. 

2. Voir le passage de la proposition 57 relatif k la construction de l’icosaedre. 

3. De meme que pour les polyedres precedents, Pappus ne devdoppe pas 
la demonstration de la construction du dodecaedre, et Commandin y suppiee 
dans son commentaire relatif k la presente proposition (Cfr. loc. cit., p. 56). 

4. Les angles solides. 

5. Voir proposition 57. 

6. Pappus se borne k mentionner une propriete qu'il demontre au livre V, 
prop. 48, de deux manieres differentes. La seconde maniere ne fait que reprendre 
avec plus de developpements la demonstration de la proposition II du livre XIV 
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Autre demonstration de la dixieme proposition se trouvant 
dans le troisieme livre de la Collection de Pappus, et qui comporte 
la demonstration et la construction instrumentale de la dupli- 
cation du cube et des deux moyennes proportionnelles ( 1 ). 


Proposition 59 . — Soit le ce 
soient AAV, BAE des diametres 
entre eux, et menons transver- 
salement les droites EMN, B0ZH 
de telle sorte que la droite 0Z 
soit £gale a la droite ZH ; je dis 
que le cube de la droite EA est 
au cube de la droite AZ comme 
la droite EA est a la droite AM. 

En efiet, menons la droite de 
jonction HA que nous prolongeons 
jusqu’au point A, et menons les 
droites de jonction A0, AE. La 
droite 0A est done parallele a la 
droite AAr ( 2 ) et la droite BH 
parall&le a la droite AE ( 3 ). D&s 
lors, puisque la droite AK est n 


cle ABr autour du centre A ; 
de ce cercle perpendiculaires 



ee perpendiculairement a la 


des Aliments d’Euclide, livre attribue k Hypsicies d’Alexandrie. Cette propo- 
sition est enoncee : « Le meme cercle comprend le pentagone du dodecaddre et 
le triangle de l’icosaedre, ces solides etant decrits dans la meme sphere. » Voir 
trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 485. 

1. Le long passage qui termine le livre III se presente dans Tun des manuscrits 
(Codex Guelferbytanus graecus 7), ou il a probablement ete introduit par un 
auteur posterieur inconnu. Comme l'indique le titre de la proposition, il s’agit 
d’une variante de la proposition deji demontree au chapitre X du livre III, 
dans laquelle Pappus expose sa propre methode instrumentale de la determi- 
nation des deux moyennes proportionnelles. Ce passage a fait l’objet d'une 
premiere publication partielle de la part de G. G. Bredow et Nickelius dans : 
Epistolae Parisienses, in quibus de rebus variis, quae ad studium antiquitatis 
pertinent, agitur (de Pappi collectionibus mathem.). Lipsiae, 1812, in 8°, pp. 187-200. 
Hultsch a admis le passage dans son edition critique, et y a joint une version 
latine abregee au moyen de notations modernes (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 164-176). 

2. On a par construction : ©Z=ZH et AA=AH. 

3. Car BE et AH sont des diametres. 
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droite BAE dans le demi-cercle BAE, elle est moyenne propor- 
tionnelle des droites EK, KB ; par consequent, la droite EK est 
k la droite KB comme le carre de la droite EK est au carre de 
la droite KA, c’est-a-dire que la droite AZ est a la droite AM 
comme le carre de la droite BA est au carre de la droite AZ. D&s 
lors, en associant ( J ) de part et d' autre le rapport de la droite BA 
k la droite AZ, le cube de la droite BA sera au cube de la droite AZ 
comme la droite BA est k la droite AM, c’est-a-dire que le cube 
de la droite EA sera au cube de la droite AZ comme la droite EA 
est ci la droite AM ( 2 ). 

Au reste, la construction instrument ale se fera de la mani&re 
suivante : 

Soit un panneau ( 3 ) dresse k la r&gle, au centre duquel un 
cercle, tel que ABI\ est dessine ct une distance inferieure k celle 
que presente le panneau k partir de son centre ; menons par le 
centre les droites BAE, AAr perpendiculaires entre elles, et, aprfes 
avoir pratique un trou au point B, faisons-y entrer un petit axe 
fait au tour ; adaptons cet axe une r&gle, telle que B0ZH, 

percee aussi de mani&re qu’elle puisse circuler aisement autour 
du centre B, une goupille ( 4 ) ayant ete fixee sur l'axe pour main- 


1. Le mot «po<xXTfi^OevTO? a ici le sens d'une adjonction par multiplication. 

2. On a (Euclide, liv. VI, prop. 8, corollaire, enonce p. 49, n. 1): 

— — — EjK 

KA*=EKxKB, d'oil EKx KA a =EK*x KB, ou, comme le texte : — 

K B KA 2 

_ , . • , . , t1 , , BA EK ,, , BA 2 EA 2 

Or, les triangles semblables ZAB, ARE donnent : ■7rr—inr> d ou : • 

0 ZA KA AZ 2 KA 2 

done : ££=2^5 (I). Or, les triangles semblables KE 0 , AEM donnent : -££=££ 
KB AZ 2 ' 5 K 0 AM' 

TCfa AZ AZ pit 

et les triangles semblables KB 0 , ABZ donnent : -^-5=^-7-==^— , d’ou : = 

ivi> dA ill J\0 Ko 

E A AZ 

AM X EA° U ' KB — AM 


EK AZ 

sss '\HH ’ d’oil, en presence de la relation (I), il vient comme 


dans le texte : d'oii 

AM AZ 2 


AZ BA BA 2 BA . . ... . 

— — X - X-rr,. ou, comme intervertit le 

AM AZ AZ AZ 


gT 3 BA • EA 

texte : — - = , d’oii en observant que EA=BA, il vient : - = . 

AZ 3 AM H AZ 3 AM 

3. Le mot Tupiravov a ici la signification de panneau parfaitement plan, ou 
de planche a dessiner ; tandis que dans la demi&re partie de l’ouvrage, consacree 
k la mecanique, le mot aura le sens de tambour, de disque ou de pignon 
d’engr^nement. 

4. icepoviri, epingle d' attache, d6signant ici une petite cheville, ou goupille. 
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tenir la regie dans sa circonvolution. Les choses etant etablies 
de cette maniere, on construira facilement le cube multiple d’un 
cube suivant un nombre donne. 

Proposons done de construire le cube double. 

En effet, prenons la droite AE double de la droite AM ( 1 ) ; 
menons la droite de jonction 
EMN, et faisons mouvoir la regie 
B0ZH autour du centre B jusqu'a 
ce que la droite comprise entre 
les points 0, H soit divisee en 
deux parties egales par la droite 
AA au point Z; en sorte que la 
droite 0Z soit egale k la droite ZH. 

La regie ayant pris cette position, 
on aura determine la droite AZ, 
dont on decrira le cube cherche 
conformement a la demonstra- 
tion. 

„-JT r 

Cependant, pour mieux aider la memoire, composons ce pro- 
bl&me de la mani&re suivante : 

Soit le cercle ABrE decrit autour du centre A; menons les 
droites AAr, BAE perpendiculaires entre elles, et que la droite 
BZH tombe interieurement du point B sur la circonference du 
cercle. Dhs lors, la droite BZ est plus grande que la droite ZH. 

En effet, puisque la droite BE, qui passe par le centre, est 
plus grande que la droite BH, la moitie de l’une est aussi plus 
grande que la moitie de 1’ autre ; done, la droite BA est plus grande 
que la moitie de la droite BH. Or, la droite BZ est plus grande 
que la droite BA ( 2 ) ; done, la droite BZ est, k fortiori, plus grande 



1. En posant : AE = 2AM, l'auteur de la presente proposition introduite 
dans l’ouvrage de Pappus commet, sinon une erreur, tout au moins une grave 
negligence. Si AE est une donnee inherente au cercle appareille comme il a ete 
etabU dans ce qui precede, le raisonnement qui va suivre tend k trouver, non 
pas le cube double d’un cube donne, mais le cube valant la moitie d’un cube 
donne. Si, au contraire, pour correspondre k la proposition, e’est AM qui doit 
etre considere comme une donnee, le raisonnement doit se rapporter k un autre 
panneau, agence avec un autre cercle, dont le rayon est double de cette droite 
donnee. 

2. Parce que BZ est l’hypothenuse du triangle rectangle ZAB. 
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que la moitie de la droite BH et, a fortiori, plus grande aussi que 
la droite ZH ( 1 ). 

Puisque la droite BZ est plus grande que la droite ZH, posons 
la droite €TZ egale a la droite ZH ; je dis que le cube de la 
droite EA est au cube de la droite AZ comme la droite EA est 
a la droite AM. 

En effet, menons la droite de jonction HA ; prolongeons-la 
jusqu’au point A et menons la droite de jonction A0 ainsi que 
la droite de jonction AE. Des lors, la droite 0A est parall&le a 
la droite AAr et a la droite BH parallele a la droite AE. 

En effet, puisque, par hypoth&se, 0Z est egal a ZH et AA 
egal a AH, parce que Tune et l’autre de ces droites partent du 
centre du cercle, il s’ensuit que AA est a AH comme 0Z est k ZH. 
Si les cotes d’un triangle ( 2 ) sont coupes proportionnellement, 
la droite reliant les points de section est parallele au cote restant 
du triangle ( 3 ) ; done, 0A est parallele a ZA. Et puisque les deux 
droites BA, AH sont egales aux deux droites AA, AE, et que 
Tangle compris sous BA, AH est egal a Tangle compris sous AA, AE, 
la base BH est egale a la base AE, le triangle est egal au triangle, 
et les angles restants que sous-tendent des cotes egaux sont 
respectivement egaux (*) ; par consequent. Tangle compris sous 
EA, AH est parallele a Tangle compris sous AH, HB, et Tangle com- 
pris sous HB, BE est egal a Tangle compris sous BE, EA. Or, ces 
angles sont altemes ; done, BH est parallele a AE ( 5 ). 

Et puisque KA est parallele a AT, les deux angles compris sous 
AK, KA et sous KA, Ar sont egaux. Parmi ces angles, celui qui 


1. On a : BE > BH ; done : BA > - BH. Or, BZ > BA ; done, A fortiori : 

2 

BZ > - BH, d’ou : BH — BZ < BH — - BH ou : ZH < - BH, d’ou, comme le 
2 2 2 

texte : BZ > ZH. 

2. C’est-a-dire le triangle ©HA. 

3. Euclide, liv. VI, prop. 2, enoncee p. 48, n. 1. 

4. Cette phrase reproduit k peu pres le texte de la proposition 4 du livre I 
d’Euclide : « Si deux triangles ont deux cotes egaux k deux cdtes, chacun k 
chacun, et un angle egal k un angle, savoir l'angle compris entre les c6t4s egaux, 
ces triangles auront leurs bases egales ; ils seront egaux entre eux, et les angles 
restants, opposes aux c6t6s egaux seront egaux entre eux. » Voir trad, de Peyrard, 
vol. I, p. 11. 

5. Euclide, liv. I, prop. 27 : « Si une droite tombant sur deux autres droites 
fait des angles altemes egaux entre eux, ces deux droites seront paralleles ». 
Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 47. 
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est compris sous KA, Ar est droit ; done, celui qui est compris 
sous AK, KA est droit aussi ; done, KA est a angles droits sur BE. 
Et puisque la droite AK est menee k angles droits dans le demi- 
cercle BAE, la droite AK est moyenne proportionnelle des droites 
EK, KB t 1 ) ; done, EK est a KB comme le carre de EK est au carre 
de KA ( 2 ). Et puisque BZ est parall&le a AE et 0A parallele a ZE, 
le triangle AKE est semblable au triangle BK0 et le triangle BK0 
semblable au triangle BAZ ; tandis que le triangle 0KE est 
semblable au triangle MAE et le triangle AKE semblable au 
triangle EAE ; done, ces triangles sont mutuellement equiangles ( 3 ). 
En consequence, le carre de KB est au carre de K0 comme le 
carre de EK est au carre de KA ; tandis que le carre de BA est 
au carre de AZ comme le carre de BK est au carre de K0 ( 4 ) ; 
par consequent, le carre de BA est au carre de AZ comme le carre 
de EK est au carre de KA. Mais, EK est a KB comme le carre 
de EK est au carre de KA ; done, le carre de BA est aussi au carre 
de AZ comme EK est a KB. Derechef, puisque le triangle AKE 
est semblable au triangle BK0, le triangle 0KE semblable au 
triangle MAE et le triangle AKE semblable au triangle EAE, 
parce que les paralleles rendent ces triangles equiangles, BK est 
a K0 comme EK est k KA et, par permutation, AK est k K0 
comme EK est a KB ; tandis que EA est a AE comme EK est a 
KA et que, par permutation, KA est a AE comme KE est a EA. 
Pareillement aussi, puisque EA est a AM comme EK est a K0 
et que, par permutation, K0 est a AM comme KE est a EA, il 
s’ensuit que, par raison d'egalite ( 5 ), ©K est a MA comme KA 


1. Euclide, liv. VI, prop. 8, corollaire. Voir enonce p. 49, n. 1. 

2. Euclide, liv. V, def. 10, enoncee p. 49, n. 2, et Euclide, liv. VI, prop. 20. 

3. Euclide, liv. VI, prop. 4, enoncee p. 27, n. 1. 

4. Euclide, liv. VI, prop. 22 : « Si quatre droites sont proportionnelles, les 
figures rectilignes semblables, construites semblablement sur ces droites seront 
proportionnelles ; et si les figures rectilignes semblables et construites semblable- 
ment sur ces droites sont proportionnelles, ces droites sont proportionnelles ». 
Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 342. 

5. Le texte (fit ici par erreur : 81' wrou, par raison d'egalite ; ce qui est defini 

comme suit par Euclide (liv. V, d6f. 18, trad, de Peyrard, vol. I, p. 238) : « II 

y a raison d’egalite lorsqu'ayant plusieurs grandeurs, et d'autres grandeurs egales 
en nombre aux premieres, et que ces grandeurs etant prises deux k deux, et en 
meme raison, la premiere grandeur des premieres est k la demiere comme la 
premiere grandeur des secondes est k la ciemifere ; ou bien lorsque I’on compare 
les grandeurs extremes, les moyennes etant retranchees *. 
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est k AS et que, par permutation, SA est a AM comme AK est 
a K0. Mais, EK est a KB comme AK est a K© ; done, SA est 
aussi a AM comme EK est a KB. Or, SA est 6gal a AZ ; done, 
ZA est a AM comme EK est a KB. Mais, le carre de BA est au 
carr6 de AZ comme EK est a KB ; done, ZA est aussi a AM comme 
le carr£ de BA est au carre de AZ. 

II est clair d’ailleurs que la droite SA est egale a la droite AZ ; 
car, puisque AS est parallele a ZH, le triangle ASA est equiangle 
avec le triangle ZAH. Et puisqu’on a deux triangles ASA, ZAH 
ayant deux angles compris sous SA, AA et sous AA, AS egaux 
aux deux angles compris sous ZA AH et sous AH, HZ, ainsi 
qu’un cote AA egal a un c6t4 AH, il s’ensuit que les cotes restants 
qui sous-tendent des angles egaux sont respectivement egaux ; 
done, la droite AS est egale a la droite AZ. 

En consequence, si on associe de part et d’ autre le rapport 
de BA a AZ, le cube de BA sera au cube de AZ comme BA est 
a AM, e’est-a-dire que le cube de EA sera au cube de AZ comme 
EA est a MA (*). 

Des lors, conformement a ce qui precede, les deux droites 
EA AM etant donnees, prenons deux moyennes proportionnelles 
en proportion continue. 

En effet, posons des droites EA AZ, AM egales aux droites 
EA, AZ, AM ( 2 ). Des lors, puisqu’on a demontre que AZ est k AM 


i. Le prolixe passage du scoliaste se resume comm e suit : On a KA*= 
KB x EK, d’ou EK x KA 2 = KB x EK 2 , d'oii : (I). On a, par simili- 


KB 2 EK 2 , BA 2 KB 2 


KB KA 2 
BA 2 EK 2 


tude de triangles : ——- ======- el done: ; d’oii, en presence 

K 0 2 KA 2 A© 2 K© 2 AZ 2 KA 2 F 

BA 2 EK 

de (I) il vient: -3==-— - (II). D’autre part, par similitude de triangles, on a : 

AZ KB 

BK EK . . KA EK EA EK ,, . KA EK )TIT , . .... . . 

dOU : K»=BK et Al := KA' d0U: ^=EA ( HI) et ' P lreJlement : 


K© 

EA 


AS EA 


EK ,, . . K@ EK ,, , , . /7TT , K 0 KA . AS KA 

* d : TT7 « ou » en presence de (III) : d ou : 

AM K© AM EA r \ ^ a*’ AM K© 


~ EK KA 

Or, on a : KB K@ 


, Aa EK M , rj , AZ EK ,, , 

d0TC: AM=KB- 0r ' i= “ iZ; donc: AM=KB : d ou en 


, /tt\ • 4. AZ BA 2 ! ,, , . . . BA 2 BA AZ BA 

presence de (II) u vient: d ou, comme le texte : — , x — — = — x — , 

y V ' AM AZ 2 AZ 2 AZ AM AZ 


BA 3 BA EA 3 EA 

° U ' ° U ' AZ 3- AM 

2. C’est- 4 -dire : posons k part les droites EA, AZ, AM empruntees aux droites 
de memes noms de la premiere figure du debut de la proposition. 
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comme le can6 de EA est au cane de AZf), il est Evident que la 
droite AM n’est pas la troisi&me 
proportionnelle des droites EA, AZ. 

En effet, que la droite AM 
soit, si possible, la troisieme pro- 
portionnelle des droites EA, AZ. 

En consequence, puisque la droite 
AM est la troisieme proportion- 
nelle des droites EA, AZ, on a 
AZ a AM comme EA est a AZ ; 
done, EA est aussi a AM comme 
le cane de EA est au cane de 
de AZ. Mai?, AZ est a AM comme 
le cane de EA est au can6 de AZ ; done, par raison d’egalite ( 2 ), 
AZ est a AM comme EA est a AM. En consequence, chacune des 
droites EA, AZ a meme rapport avec AM; done, EA est egal a AZ ; 
ce qui est impossible (car EA est plus grand que AZ). Des lors, la 
droite AM n’est pas la troisieme proportionnelle des droites EA, AZ. 

Prenons la troisieme proportionnelle Oil des droites EA, AZ. 
Des lors, puisque la droite Oil est la troisieme proportionnelle 
des droites EA AZ, on a AZ a Oil comme EA est a AZ; done, 
EA est aussi a Oil comme le cane de AE est au cane de AZ. 
Mais, on a AZ a AM comme le cane de EA est au cane de AZ ; 
done, par raison d’egalite ( 3 ), ZA est a AM comme EA est a Oil 
et, par permutation, Oil est a AM comme EA est a AZ. Mais, 
on a AZ a Oil comme EA est a AZ ; done, Oil est aussi a AM 
comme AZ est a Oil. En consequence, les quatre droites EA, 
AZ, Oil, AM sont en proportion continue et progressive ( 4 ) ; 
done, les droites AZ, Oil sont les deux moyennes proportionnelles 
des droites EA, AM ( 5 ). 


E' A 

A' Z 

0 ■ • n 

A' M 


I. 


On a demontre plus haut (p. 126, n. 1) que Ton a : 


AZ 

AM 


££. Or, BA=EA ; 
AZ 2 


, , . , AZ EA 

done, comme le texte : — — =— v 
AM AZ* 

2. Voir note relative k la meme inexactitude rencontree plus haut. 

3. _M.eme inexactitude que plus haut. 

4. Le texte dit d'une mani&re redondante : ev Tvj vuvr/zi xat flcvaAoyta 

(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 174, 1 . 14). 

5. Posons OH troisieme proportionnelle entre EA, AZ, e’est-a-dire posons : 
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Cette demonstration etant obttnue en concordance avec la 
construction instrumental du dessin pose au debut ( 1 ), il est 
clair, d’une part, qu’etant donnees deux droites inegales ( 2 ), et 
qu’etant donne le rapport que ces droites ont entre elles, la 
construction instrument ale fait trouver deux moyennes propor- 
tionnelles dont la figure ( 3 ) construite sur la premiere ( 4 ) est a 
celle qui est construite sur la seconde ( 5 ) comme la premiere est 
a la quatrieme ( 6 ) et, d’ autre part, qu’en posant une certaine 
droite ( 7 ), et qu’en s’en procurant par le trace des lignes deux 
autres ( 8 ) plus petites que la premiere, rangees a sa suite et 
inegales, la demonstration trouve que la seconde est a la plus 
petite ( 9 ) comme le carre de la premiere est au carre de la 
seconde ; tandis que, prenant la troisieme proportionnelle ( 10 ) de 
ces premiere et seconde droites, elle fait voir que les deux 
moyennes proportionnelles doivent etre considerees au meme 
titre que dans la construction instrumentale. Leur consequence 
est d’ailleurs la meme, bien que les principes au moyen desquels 
elles ont ete trouvees ne soient pas identiques. En effet, dans 
la construction instrumentale, on fait voir la consequence apres 
avoir donne le rapport de deux droites inegales ; tandis que, dans 
la demonstration, le rapport des droites n’est pas donne ; et c'est 


d'oit: 

on az’ 


EAX'AZ EA* . . EA EA* ^ 

— — — — a , d ou, comme le texte : = — 5 . Or, on a 

on az on az 5 


i • , 1 AZ EA . AZ EA „ x , 

(voir page 127, note 1) : =— * ; done: — =— , d oh, en presence de 

AM AZ AM on 

, , .. , ... . . az on ,, , , . ea az on 

la relation de position, il vient : d ou la progression ; — 

1. Voir la figure avant-precedente. 

2. Les droites EA, AM. 

3. Le mot et8o«, la figure, avec lequel il convient tout au moins de sous- 
entendre le mot ortpeov, solide, est employe ici par negligence au lieu de xu($o«, 
cube. 

4. La droite EA. 

5. La droite AZ. 

6. La droite AM. On a trouve plus haut: 11 ^==-^. 

r AZ J AM 

7. La droite EA. 

8. Les droites AZ, AM. ^ 

• « AZ EA* 

9. C'est-i-dire la quatrieme, ou AM. On a trouve plus haut : — 

AM AZ 

10. La droite On. 
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pourquoi il reste k rechercher la maniere [de trouver] (*) quatre 
droites dans un rapport donne ( 2 ) ; car, si le rapport de la premiere 
droite a la quatrieme est donne, il faut que le rapport de la 
figure ( 3 ) construite sur la premiere droite k celle qui est construite 
sur la seconde devienne le meme. 


1. Lacune combine par le mot *upt<rxor:xt (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, 
p. 176, 1. 5). 

2. C’est-4-dire en progression geom£trique. 

3. C’est-^-dire du cube. Voir page. 128, n. 3. 


Pappas d’Alexaodrie. — I 


*7 





LIVRE IV DE LA COLLECTION 
DE PAPPUS e> 


i. 

Proposition i. — Ayant un triangle ABr, si Ton decrit sur 
les droites AB, Br des parallelogrammes quelconques ABAE, 
BrZH ; si les droites AE, ZH sont prolongees jusqu’au point 0, 
et si Ton mene la droite de jonction 0B, les parallelogrammes (*) 
ABAE, BrZH deviennent equivalents k celui qui est entoure par 
les droites Ar, 0B dans un angle (*) egal a la somme des angles 
compris sous les droites BA, AT et sous les droites A0, 0B. 

En effet, prolongeons la droite 0B jusqu’au point K; menons 
par les points A, T les droites AA, I’M parallfeles k la droite 0K, 
et menons la droite de jonction AM. Puisque AA0B est un 
paralieiogramme, les droites AA, 0B sont egales et par alleles. 
Les droites Mr, 0B sont de meme 
egales et parall&les ; en sorte que 
les droites AA, Mr sont aussi 
egales et paralleles ; done, les 
droites AM, Ar sont aussi egales 
et paralleles. En consequence, 

AAMr est un paralieiogramme 
constitue dans l’angle compris sous 
les droites AA, Ar, e’est-a-dire 
dans Tangle compris sous les 
droites BA, Ar augments de Tangle compris sous les droites A0, 

1. Le preambule du livre IV est perdu avec les renseignements qu’il donnait 
probablement sur certains auteurs, ou sur des ouvrages qui ne nous sont pas 
parvenus, et auxquels Pappus emprunte la plupart des propositions qu’il va 
reproduire ou commenter. 

2. C’est-a-dire la somme des parallelogrammes. 

3. h ywviqt, dans l'angle. Pappus designe g^neralement le paralieiogramme 
par le plus petit angle dans lequel il est decrit. 


e 



A 
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©B ; car. Tangle compris sous les d/oites A©, ©B est egal k celui 
qui est compris sous les droites AA, AB. Et puisque le paralle- 
logramme AABE equivaut au parallelogramme AAB® (car il est 
sur la meme base AB et dans les memes par alleles AB, A©), et 
que le parallelogramme AAB© equivaut au parallelogramme AAKN 
(car il est sur la meme base AA et dans les memes paralleles AA, 
©K), il s'ensuit que le parallelogramme AAEB equivaut aussi 
au parallelogramme AAKN. Pour les memes raisons, le parallelo- 
gramme BHZr equivaut aussi au parallelogramme NKTM ; done, 
les parallelogrammes AABE, BHZr, valent le parallelogramme 
AArM,, e’est-a-dire celui qui est entoure par les droites Ar, ®B 
dans Tangle compris sous les droites AA, Ar egal a la somme de 
ceux qui sont compris sous les droites BA Ar et sous les droites 
B©, ©A. Et ceci est beaucoup plus general que ce qui est demontre 
dans les Elements pour les carres dans les triangles rectangles (*). 

II. 

Proposition 2. — Soit un demi-cercle sur la droite AB qu'il 
a comme diam&tre rationnel ( 1 2 ), et soit une droite Br egale au 
rayon, situee en prolongement de la droite AB ; menons la tan- 
gent e TA ; coupons Tare BA en deux parties egales au point E, 


1. Cette proposition constitue une generalisation interessante du theor&me 
sur le carre de l’hypothenuse qu'Euclide demontre au livre I, prop. 47, en 
l’enon^ant : « Dans les triangles rectangles, le carre decrit sur le c&te oppose k 
l'angle droit est 6gal aux carres construits sur les cdtes qui comprennent 1’ angle 
droit. » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 78. La proposition de Pappus s’etendant 
aux parallelogrammes quelconques, semblables ou non, constitue egalement, 
une generalisation de la proposition qu'Euclide demontre au livre VI, p’ op. 31, 
et qu'il enonce : « Dans les triangles rectangles, la figure construite sur le 
c6te qui sous-tend Tangle droit est egale aux figures semblables qui sont decrites 
semblablement sur les cdtes qui comprennent Tangle droit. » Voir trad, de 
Peyrard, vol. I, p. 368. 

2. jlnriTos, rationnel. La ligne droite rationnelle (euOeiix £iyrn) consider dans 
les j tUments d’Euclide est une ligne determinee, en comparaison de laquelle 
d'autres droites sont commensurables en longueur et en puissance, soit en puis- 
sance settlement ; ou bien, sont incommensurables en longueur et en puissance, 
soit en longueur settlement. Euclide la ddfinit du reste textuellement comme 
suit (livre X, Definitions premieres) : Definition 5 : « Ces choses etant supposees, 
on a demontre qu’une droite proposee a une infinite de droites qui lui sont 
incommensurables non seulement en longueur, mais encore en puissance. On 
appellera rationnelle la droite proposee » ; et Definition 6 : « On appellera aussi 
rationnelles les droites qui lui sont commensurables, soit en longueur et en puis- 
sance, soit en puissance seulement ». Voir trad, de Peyrard, vol. II, p, 112. 
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et menons la droite de jonction TE ; je dis que la droite TE est 
rirrationnelle ( 1 ) qu'on appelle mineure P). 

Prenons le Z centre du demi-cercle et menons les droites de 
jonction ZA, ZE. Pnisque Tangle compris sons les droites ZA, Ar 
est droit, il est dans le demi-cercle etabli snr la droite Zl? et dont 
le centre est le point B. De plus, si Ton mene la droite de jonction 
BA, il se constitue le triangle 
Equilateral BZA ; en sorte que 
Tangle compris sous les droites 
AZ, ZB est les deux tiers de 
Tangle droit, et que Tangle com- 
pris sous les droites EZ, ZB est le A 2 H b » r 

tiers de Tangle droit. Menons du 

point E la perpendiculaire HE sur le diamEtre AB; il s’ensuit que le 
triangle TZA est equiangle avec le triangle EZH ( 8 ), et que la 
droite EZ est a la droite ZH comme la droite ZT est a la 
droite TA ( 4 ). Or, le carre de la droite Zr vaut les quatre tiers 
du carrE de la droite TA; done, le carrE de la droite EZ vaut 
aussi les quatre tiers du carrE de la droite ZH. En consEquence, 
le rapport du carrE de la droite EZ au carrE de la droite ZH est 
celui de 16 a 12 et le rapport du carrE de la droite Zr au carrE 
de la droite EZ est celui de 64 a 16 ; done, le rapport du carrE 
de la droite Zr au carre de la droite ZH est celui de 64 a 12 ( 5 ). 



1. aXoyo?, disproportionnd, irxationnel. D'apr6s la definition d’Euclide (liv. X, 
Definitions premieres, def. 7. Voir trad, de Peyrard, vol. II, p. 112), les lignes 
irrationnelles (iu 0 etat dXoyoi) sont celles qui sont incommensurables (d«u|ifi£Tpoi) 
avec des lignes rationnelles. 

2. aXoyo? xaXoupivir) Oacrertov, l’irrationnelle appelle mineure. C’est celle 
dont le carre equivaut au rectangle deiimite sous une droite rationnelle et un 
apotome (residu) quatrieme. (Euclide, liv. X, prop. 95 : * Si une surface est 
comprise sous une rationnelle et un quatrieme apotome, la droite qui peut cette 
surface est une mineure. » Voir trad, de Peyrard, vol. II, p. 350). Alg6briquement, 
la droite TE est done la plus petite racine d’une equation de la forme : 
x * — px 2 + q — 0 dans laquelle q n’est pas un nombre carre. 


3. Dans le triangle equilateral AZB, on a: AZB = - angles droit ; done 


zrA=| angle droit. Or, EZH=^ AZB= | angle droit; done: EZH=»ZrA, 

4. Les triangles equiangles TZA, EZH donnent (Euclide, liv. VI, prop. 4, 


enoncee p. 27, n. 


1): 


EZ 

ZH 


zr 

TA* 


5. On a par construction : BT = ZA; done : ZT=2ZA, d’ou : zr a =4ZA*. 
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Que la droite ZB soit done quadruple de la droite B 0 . Or, la 
droite Zr est double de la droite BZ ; done, le rapport de la 
droite Zr a la droite Z 0 est celui de 8 a 5, [et le rapport de la 

droite Z 0 a la droite 0 r est celui de 5 a 3] (*), et le rapport du 

carre de la droite Zr au carre de la droite Z 0 est done celui de 
64 a 25. Or, on a demontre que le rapport du carre de la droite TZ 
au carr6 de la droite ZH est celui de 64 a 12 ; done, le rapport 

du carre de la droite Z 0 au carre de la droite ZH est celui de 

25 a 12. En consequence, les droites rationnelles 021 , ZH sont 
commensurables en puissance seulement ( 2 ), et la puissance de 
la droite ©Z surpasse la puissance de la droite ZH du carre d'une 
droite incommensurable avec elle ( 3 ). Or, la droite entiere Z 0 
est commensurable avec la droite rationnelle AB ( 4 ) ; done, la 


Or, ZA a =Zl’*~rA a ; done : zr* = 4 (ZT* — Ta*), d'oh : ZT*=4rA*. Or, la 

relation de la note precedente donne : £ 5 ^ =^£3 ; done : ^s-ou, comme 

ZH FA ZH 3 

jg 2* 16 - 

le texte : rrm~ Tv on a pa* construction: zr=s2EZ, d’ou: zr* — 4EZ* 

ZH 12 


,, , ZT* 4 64 
d ° U: EZ* = ' = ^ 


d'ou, par composition avec la relation precedente, on a, 

, . , zr* 64 

comme le texte : —=* = — . 

ZH 2 12 

1. La phrase que nous plagons entre crochets exprimant une relation non 
utilisee dans la suite, nous la considerons comme ayant ete interpolee (Cfr. 
Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 180, 1. 9). 

2. Posons une droite B 0 telle que l’on ait : ZB = 4B0. D6s lors, 
Zr = 2ZB — 8B© et Z© = ZB -f B 0 = 4B0 + B© = 5B© ; done, comme le 


. . zr 8 . 

texte : - — d ou 
20 5 


^£5=—. d'ou, comparant avec la relation de la note 
Z© 25 


avant-precedente, il vient, comme le texte : 


Z 0 


25 j, , Z 0 5 j 

d ou = — 4 = ; done, 

ZH 2 12 ZH (/12 

les droites Z0, ZH ne sont pas commensurables en longueur, mais en puissance 
seulement. 

3. C’est-<L-dire incommensurable en longueur avec la droite ©Z. Euclide, 
liv. X, prop. 31 : « Trouver deux rationnelles commensurables en puissance 
seulement, de maniere que la puissance de la plus grande surpasse la puissance 
de la plus petite du carre d'une droite incommensurable avec elle. » Voir trad. 

tj /\2 2 c 

de Peyrard, vol. II, p. 190. En effet, la relation ^ de la note precedente 


donne par conversion: „^ w „ i »i|=-, et montre que Z 0 2 surpasse ZH 2 d’une 


Z© 2 

Z© 2 — ZH a 13 

surface carree mesuree par 13, dont le cote \/ 13 est incommensurable avec la 
rationnelle Z©. 

4. Car : Z 0 = ZB -(- B 0 . Or, on a pose : ZB = 4B©, d’ou : B 0 =~ZB; 
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droite 0H est le quatrieme apotome ( 1 ). Or, la droit e Zr est 
rationnelle, et son double Test aussi ; done, la droite qui est en 
puissance de deux fois le rectangle compris sous les droit es ZT, H0 
est rirrationnelle appelee mineure (*). Mais, la droite TE est en 
puissance de deux fois le rectangle compris sous les droites TZ, 
H0 ; done, la droite TE est une mineure. 

Au reste, on vena clairement comme suit que la droite TE 
est en puissance de deux fois le rectangle compris sous les 
droites TZ, H0. 

Menons la droite de jonction E0. Puisque le carr6 de la 
droite Er vaut les carr£s des droites E0, 0r plus deux fois le 
rectangle compris sous les droites F@, 0H ( 8 ), et que les canes 
des droites E0, 0Z valent le cane de la droite EZ plus deux 
fois le rectangle compris sous les droites Z0, 0H ( 4 ), ( 5 ), il s'ensuit 

done : Z 9 =* ZB -f - ZB=* 5 ZB. Or, ZB *= - AB ; done : Z 0 = | AB ; done: 

4 4 2 o 

Z© et AB sont rationneiles commensurables. 

1. dwiorofAtj, le r6sidu ou apotome defini par Euclide, liv. X, Troisiemes 

definitions, d6f. 4 : < De pins, si la puissance de la droite entire surpasse la 

puissance de la congruente du carre d'une droite incommensurable en longueur 

avec la droite enti&re, et si la droite ent&re est commensurable en longueur avec 
la rationnelle exposSe, le reste s'appellera quatrieme apotome. » Voir trad, de 
Peyrard, vol. II, p. 320. 

2. Euclide, liv. X, prop. 95, 6nonc6e p. 133, n. 2. 

3. Euclide, liv. II, prop. 12: « Dans les triangles obtusangles, le carre du 

c6te qui sous-tend l'angle obtus est plus grand que les carres des c 6 t 4 s qui com- 
prennent l’angle obtus, de deux fois le rectangle compris sous celui des c6t6s 
de l'angle obtus sur le prolongement duquel tombe la perpendiculaire et sous 
la droite prise ext&ieurement de la perpendiculaire k l’angle obtus. » Voir trad, 
de Peyrard, vol. 1, p. in. 

4. Euclide, Kv. II, prop. 13 : « Dans les triangles acutangles, le carre du 
cote qui sous-tend un angle aigu est plus petit que les carres des c6t£s qui com- 
prennent cet angle aigu, de deux fois le rectangle compris sous le cdte de l’angle 
aigu sur lequel tombe la perpendiculaire, et sous la droite prise interieurement 
de la perpendiculaire k cet angle aigu. » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 113. 

Cette proposition d’Euclide ne vise en realite que le triangle ayant les trois 
angles aigus, et si elle est invoqu^e ici A propos du triangle ZE 0 , dont l’angle 
en E est obtus, e’est parce que la proposition reste vraie pour le triangle ayant 
un angle droit ou obtus. Cette generalisation de la proposition d’Euclide est 
demontree par Commandin dans sa version latine commentee d'Euclide ( Euclidis 
Elementorum libri , una cum scholiis antiquis, a Fed. Commandino in latinum 
conversi. Pisauri, 1619, in-folio, p. 35). Elle est demontree aussi par Chr. Clavius 
dans son commentaire sur Euclide, qui est reste le plus abondant et le meilleur 
( Euclidis Elementorum libri XV. Accessit XVI de solidorum regularium cujuslibet 
intra quotlibet comparatione, omnes perspicuis demonstrationibus accuratisque scholiis 
iUustrati. Auctore Christophoro Clavio. Romae, 1589, 2 vol. in-8°, pp. 298-300). 

5. Nous abandonnons ici, comme Hultsch (cfr. loc. cit., p. 180, 1 . 24-28), une 
interpolation evidente de cinquante-trois mots qui ne font que reprendre sous 
une autre forme les relations exprimees dans la phrase precedente. 
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que les carres des droites TE, Efe, 0Z valent les carres des 
droites E0, 0r, EZ plus deux fois le rectangle compris sous les 
droites T0, 0H conjointement avec deux fois le rectangle com- 
pris sous les droites Z0, 0H, c’est-a-dire plus deux fois le rectangle 
compris sous les droites TZ, H0. Retranchons de part et d’ autre 
le carr6 de la droite E0 ; il s’ensuit que les carres restants des 
droites EI\ Z0 valent les carres des droites EZ, 0r plus deux 
fois le rectangle compris sous les droites TZ, H0. Or, parmi ces 
carres, celui de la droite Z0 equivaut aux carres des droites 
EZ, 0r (car le carre de la droite Z0 est de 25 unites, celoi de 
la droite 0r de 9 unites et celui de la droite EZ de 16 unites). En 
consequence, le carre restant de la droite PE vaut deux fois le 
rectangle compris sous les droites ZI\ H0 ( J ). 

III. 

Proposition 3. — Soit un demi-cercle sur la droite A17 qu'il 
possede comme diametre rationnel ; soit une droite TA egale au 
rayon p) ; soit la tangente AB, et coupons Tangle compris sous 
les droites TA, AB en deux parties egales par la droite AZ; je 
dis que la droite AZ est Texcedent dont la droite binome ( 3 ) sur- 


1. Explicitement : le triangle E©r donne (Euclide, liv. II, prop. 12) : 

Te 1 ass E0* + ©r* -f 2r© x ©H (I) D'autre part, le triangle ZE Q, acutangle. 
en 0 , donne (Euclide, liv. II, prop. 13) : EZ 3 = E0 a -(- @Z a — 2Z© x ©H 
d’ou : E©*+ 0Z a = EZ 1 + 2Z© x QH (II). D£s lors, les expr essions (I) et (II) 
ajout£es membre k membre donnent j_TE 2 + E 9 * -j- ©Z 2 = E0 2 ©r 8 4 - EZ a + 

2£© X ©H + 2Z© X ©H= E© 8 + ©r 8 + EZ 8 + 2 (TQ + Z©) X_©H = E© 2 -}- 
©r 8 + EZ 2 -f 2Zr X ©H,ou, comme le texte: TE 2 + @Z 8 = ©T 2 + EZ 8 + 2Zr X 
QH (III). Or, on a pose : ZB = 4B© ; done : Z© = ZB + B© = 5B©, d’ou : 
Z© 2 =»25B© 8 = 9B© 8 +16B© 8 (IV). Or, ©r = Br — B© = ZB — BQ = 3BQ, d’ou: 
©r*= 9B© 8 , et EZ = ZB = 4BQ, d’ou: EZ 2 = 16 B0 2 . L’ expression (IV) devient 
done, comme le tex te: Z© 2 = @r 8 -j- EZ 8 , d'ou l’expression (III) devient, comme 
dans le texte : Te 2 = 2Zr x ©H. 

2. Sous-entendu : rij AT in «u 9 sta<; , e’est-i-dire en prolongement de la 
droite AT. 

3. 7i lx 060 ovo^aTwv, la (droite) de deux noms, ou droite binbme, e’est-i-dire 
la droite irrationnelle composee de deux segments commensurables en puissance 
settlement, ou bien composde de deux segments qui repr£sentent ou d6nomment 

deux aires carries in^gaJes. Les droites dites de deux noms ou bindmes consi- 

ddrees par Euclide dans le livre X de ses Elements sont au nombre de six, et sont 

definies comme suit sous le titre de Definitions second.es (voir trad, de Peyrard, 

vol. II, pp. 227-228) : 

I. Une droite rationnelle etant exposee, et une droite de deux noms etant 
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passe la droit e qui fait avec une surface rationnelle un ensemble 
medial (*). 

En effet, prenons le centre H du demi-cercle ; menons la droit e 
de jonction BH ; decrivons le demi-cercle HBA sur la droit e HA 
et prolongeons la droite AZ jusqu’au point K. L’arc BK est done 
£gal a l’arc KH. Menons la perpendiculaire KA sur la droite AI\ 
Des lors, puisque la droite BH 
est le cot£ de l’hexagone ( 2 ), et 
que la droite KA est la moitie 
du cote de l’hexagone (car cette 
droite prolongge sous-tend le 
double de Tare KH), il s’ensuit 
que la droite BH est le double 

de la droite KA, e'est-i-dire que la droite TK est le double de 
la droite KA. De plus, Tangle compris sous les droites KA A V 
est droit ; done, le carr6 de la droite KT vaut une fois et un tiers 
le carr6 de la droite TA e’est-i-dire que le carre de la droite AT 
vaut une fois et un tiers le carre de la droite TA Dfcs lors, les ration- 
nelles AT, TA sont commensurables en puissance seulement ( 3 ) ; 



divisee en ses noms, la puissance du plus grand nom de cette droite surpassant 
la puissance du plus petit nom du carr6 d'une droite commensurable en longueur 
avec le plus grand nom, si le plus grand nom est commensurable en longueur 
avec la rationnelle exposee, la droite enti&re sera dite premiere de deux noms. 

II. Si le plus petit nom est commensurable en longueur avec la rationnelle 
exposee, elle sera dite seconde de deux noms. 

III. Si aucun des noms n’est commensurable en longueur avec la rationnelle 
exposee, elle sera dite troisi&me de deux noms. 

IV. De plus, si la puissance du plus grand nom surpasse la puissance du 
plus petit nom du carre d'une droite incommensurable avec le plus grand nom, 
et si le plus grand nom est commensurable en longueur avec la rationnelle exposee, 
elle sera dite quatrteme de deux noms. 

V. Si e’est le plus petit nom, elle sera dite cinqui&me. 

VI. Si ce n’est ni Tun ni l’autre, elle sera dite sixi&me. 

1. jA«Ta ^tou pi<rov to oXov itoiooTTi?, qui fait avec (une surface) rationnelle 
un tout medial. C'est-4-dire un ensemble medial tel qu’xl est d6fini par Euclide 
(liv. X, prop. 96) : « Si une surface est comprise sous une rationnelle et un 
cinqui&me apotome, la droite qui peut cette surface est celle qui fait avec une 
surface rationnelle un tout medial ». Voir trad, de Peyrard, vol. II, p. 354. 

2. BH = rayon du cercle HBA ; done (Euclide, liv. IV, prop. 15, enonc6e 
p. 116, n. 3), la droite BH est le cdte de l'bexagone inscrit dans ce cercle. 

3. II est d&nontre que Ton a: BH = TK=» 2KA, d'oii KT. Or, le 

triangle rectangle K AT donne : KT* = KA* + TX* ; done : KT* + 1 KT* + Ta 2 , d’oii 

- KT* = Ta 3 , d’ou comme le texte : KT*=^ TA*. Or, AT = KT ; done, comme le 
4 3 
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la puissance de la droit e Ar surpasse la puissance de la droit e TA 
du carrE d'une droite commensurable avec elle ( 1 ), et la droite 
plus grande Ar est commensurable avec la rationnelle Ar ; par 
consequent, la droite AA est la premiere bindme ( 2 ). Or, la 
droite HA est rationnelle ( 3 ) ; done, la droite qui est en puissance 
de l’axe comprise sous les droites HA, AA ( 4 ) est Tirrationnelle 
appelee la droite binome ( 5 ). Mais, la droite AK est en puissance 
de cette aire (car, en raison de ce que le triangle HAK est equi angle 
avec it triangle AAK, la droite KA est a la droite AA comme la 
droite HA est a la droite AK) ; done, la droite AK est la droite 
bindme (•). Et puisque Tangle compris sous les droites BH, Hr 
est les deux tiers de Tangle droit, et que la droite HB est Egale 
a la droite Hr, le triangle BHr est done Equilateral ( 7 ). Menons 
la perpendiculaire B0. Des lors, la droite Hr, e’est-a-dire la 
droite Ar, est double de la droite T0. De plus, on a demontre 


e ^, et montre que Ar* surpasse T A* 


texte : AT* = - FA*, c’est- 4 -dire que Ar, TA sont commensurables en puissance et 

. Ar 2 

non pas en longueur, car 

1. Lja relation : ~5==^, donne : et montre que AT* surpasse Fa* 

d’une aire carree mesuree par i, dont le cdtE est commensurable avec la droite 
rationnelle AF. 

2. La droite AA repondant done & la premiere des Definitions secondes du 
livre X d'Euclide (voir page 136, n. 3), elle est done premiere de deux noms 
ou premiere bindme. 

3. Car elle est egale par construction au diam&tre Ar, rationnel par 
hypothdpe. 

4. ro oico twv HAA }£<i>ptov, l’aire (comprise) sous les (droites) HA, AA, 
au lieu I de dire, comme d'habitude : to utco tu»v HAA iwpw^ofxevov opQoycovtov, 
le rectangle compris sous les (droites) HA, AA. 

5. Euclide, liv. X, prop. 55 : « Si une surface est comprise sous une 
rationnelle et sous la premiere de deux noms, la droite qui peut cette surface 
est 1 'irrajtionnelle appelee la droite de deux noms ». Voir trad, de Peyrard, vol. II, 
p. 246. 

AK HA 

6. La similitude des triangles HAK, KAA donne : -r-r=-— d’oii, comme le 


AK HA 

6. La similitude des triangles HAK, KAA donne : d’oii, comme le 

AA AK 

texte : AK a = HA X AA. Or, HA est la rationnelle de construction, et on a 
demontri (voir note 2 ci-dessus) que la droite AA est premiere binome ; done 
(Euclid e, livre X, prop. 55, enoncee en note precEdente), la droite AK est 
l'irratioii nelle bindme. 

7. II a ete demontre que BH est le c6te de l'bexagone regulier inscrit ; done, 
puisque l’angle au centre que sous-tend le cdte de l'hexagone vaut f d'angle 
droit, et que HB, HT sont des rayons, le triangle BHr est equilateral. Cette 
demonstration est inferieure k celle qui vise le meme cas dans la proposition 
pr6cedenjte. 
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que le carre de la droite Ar vaut une fois et un tiers le carre de 
la droite TA ; done, le carre de la droite Ar est le triple du carre 
de la droite T0 ( 1 ). En consequence, les droit es rationnelles Ar, T0 
sont commensurables en puissance seulement ; la puissance de la 
droite Ar surpasse la puissance de la droite T0 du carre d’une 
droite incommensurable avec elle, et la droite de petit nom T0 
est commensurable avec la droite rationnelle Ar ; done, la 
droite A0 est un cinquieme apotome ( 2 ). Et puisque le rectangle 
compris sous AH, H0 equivaut au carre de BH en raison de ce 
que les triangles BH0, BHA sont equi angles, et que le rectangle 
compris sous AH, HA Squivaut au carre de KH en raison de ce 
que les triangles KHA, KHA sont equiangles, il s’ensuit que le 
rectangle compris sous AH, HA est au carr6 de KH comme le 
rectangle compris sous AH, H0 est au carre de BH, et que, par 
permutation, la droite 0H est k la droite HA comme le rectangle 
compris sous AH, H0 est au rectangle compris sous AH, HA ( 8 ). 
En consequence, le carre de la droite BH, e’est-a-dire le carr6 
de la droite ZH, est aussi au carre de la droite HK comme la 
droite 0H est a la droite HA; done, par difference, le carre de 
la droite KZ est au carre de la droite HK comme la droite 0A 
est a la droite AH. De plus, on a demontre que le rectangle compris 
sous AH, HA equivaut au carre de HK ; done, le rectangle compris 
sous AH, A0 equivaut aussi au carre de KZ ( 4 ). Or, la droite A0 


1. On a : HP = Ar = 2T&, d’oit : AT* = 4r© 2 . Or, on a (voir note 3, 
p. 137) : AP*=» 4 rA a ; done : 4r0 2 = ^TA 4 , d'ou, comme le texte : Fa* = 3T© 2 . 

2. L’expression de la note precedente, sous la forme : montre 

que les droites TA, T0 sont commensurables en puissance et non pas en longueur. 
Pa 2 3 ■» 

Or, --=2— — 2==! ; done, TA S depasse r© d’une aire carree mesuree par 2, dont 

le cdte 1/2 est incommensurable en longueur avec la rationnelle de grand nom 
TA. Or, la droite de petit nom T© est commensurable en longueur avec la droite 
rationnelle par hypoth£se Ar; done, le reste, e’est-a-dire TA — r© = A@ est un 
cinquieme apotome, conformement k Euclide, liv. X, Definitions troisiemes , 
def. 5 : « Si la congruente est commensurable avec la rationnelle exposee, le reste 
s’appelle un cinquieme apotome ». Voir trad. Peyrard, vol. II, p. 320. 

3. Le texte presente ici 1’ interpolation : xoivov yap uio? to AH, car la 
hauteur AH est commune (Cfr. Hultsch, be, cit., p. 184, 1. 19). 

AH BH 

4. La similitude des triangles BH©, AHB donne : ^5-75 = —-, d’oii : 

rl H0 


1 


4 
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est un cinquieme apotome, et la droite AH est rationnelle ; done, 
la droite KZ est celle qui forme avec une surface rationnelle un 
ensemble medial (*). Mais, on a demontre aussi que la droite AK 
est binome ; done, la droite restante AZ est Texcedent dont cette 
droite binome surpasse la droite formant avec une surface ration- 
nelle 1 m ensemble medial ( 2 ). 


Proposition 4. — Soit un cercle ABr dont le centre est E, 
le diam£tre Br, et soit une tangente AA rencontrant la droite BF 
au point A. Menons transversalement une droite AZ ; prolongeons 
la droite de jonction AE jusqu’au point H, et menons les droites 
de jonction ZKH, HA0; je dis que la droite EK est egale a la 
droite EA. 

QuJ’il en soit ainsi, et menons la droite 0EM par allele a la 
droite j KA ; la droite ME est done egale a la droite E0. Menons 
la perpendiculaire EN du point E sur la droite Z0 ; la droite ZN 
est dope egale a la droite N0 ( 3 ). Or, la droite ME est deja egale 


— AH KH 

AH x H 0 = BH*, et la similitude des triangles KHA, AHK <Jonne : 


AH x HA 5= KH*. On peut done £crire : 


AH x H 0 ^H 0 
AH x HA HA’ 


observant que ZH = BH, il vient, comme dans le texte 


ZH* H© ., . 

dou: 


il vienti 


KZ 

AHx HA S 


©A X AH 
HAx AH’ 


d’ou, comme le texte : 


ZH 8 — KH 2 H 0 — HA . KZ 8 ©A , , A 

— KH 8 ' “ HA 0U ' kh s== 'HA’ d ° U ’ observant c l ue KH*= AH X HA, 

.. . . KZ* ©A ., . KZ 2 ©A X AH ,, , , . , 

^ V,ent : AH X HA = HA’ d0U : AHx HA ~ HAx AH * d °“’ COmme le texte : 
KZ*=©k X AH. 

1. Ojn a vu que ©A est un cinqui&me apotome ou droite congruente commen- 
surable avec la rationnelle AH, 6gale k la rationnelle d’hypoth&se AT. Or, la 
derniere expression de la note precedente montre que KZ* vaut le rectangle 
©A x AH, e’est-a-dire le rectangle ayant comme cot^s le cinquieme apotome ©A 
et la rationnelle AH ; done (Euclide, liv. X, prop. 96 ^noncee p. 137, n. 1), la 
droite KZ forme avec une surface rationnelle un ensemble medial. 

2. On a d 4 montr£ (voir note plus haut) que AK est rirrationnelle bindme ; 
done : AK — KZ, e’est-i-dire ZA, est l’excddent dont la droite bindme AK depasse 
la droite KZ qui constitue, avec la surface rationnelle ©A x AH, un ensemble medial. 

3. Euclide, liv. Ill, prop. 3 : « Si, dans un cercle, une droite qui passe par 
le centrle coupe en deux parties egales une droite qui ne passe pas par le centre, 
la prenli&re droite coupera la seconde k angles droits ; et si la premiere coupe 
la seconde k angles droits, elle la coupera en deux parties dgales ». Voir trad, de 
PeyTard, vol. I, p. 122. 
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a la droite S0 ; done, la droite NS 
cst parall&le a la droite MZ (*) ; 
en sorte que Tangle compris sous 
0N, NS est egal a Tangle compris 
sous NZ, ZM, e’est-a-dire a Tangle 
compris sous 0A, AS ( 1 2 ). Les 
points 0, A, N, S sont done ainsi 
dans un cercle ( 3 ) ; Tangle compris 
sous AN, N0 est done ainsi 6gal a Tangle compris sous AS, S0, 
e’est-a-dire a Tangle compris sous AE, EA et les points A, N, 
E, A sont aussi dans un cercle. Or, ils y sont, car chacun des 
angles compris sous les droites EA AA et sous les droites EN, 
NA est droit ( 4 ). 

La synthase se fera done de la mani&re suivante : Puisque 
chacun des angles compris sous EA AA et sous EN, NA est droit, 
les points A, A E, N sont sur une circonference de cercle ; done. 
Tangle compris sous AN, NA est 6gal a Tangle compris sous AE, EA 
Mais, Tangle compris sous AE, EA est egal k Tangle compris sous 
AS, E0 k cause des parallMes EA 20 ; done, les points A N, E, 0 
sont sur une circonference de cercle, d’ou Tangle compris sous 
0A, AS est egal a Tangle compris sous ©N, NS. Mais, Tangle 
compris sous 0A, AS est 6gal a Tangle compris sous 0Z, ZM; 
done, la droite ZM est par allele a la droite NS ( 5 ). De plus, la 
droite ZN est egale k la droite N0 ( 6 ) ; done, la droite MS est 
aussi egale k la droite E0. Et la droite SM est a la droite EK et 
la droite 0S a la droite AE comme la droite SH est a la droite HE ; 
done, la droite 0S est a la droite AE comme la droite SM est 
a la droite EK, et reciproquement. Enfin, la droite MS est 6gale 


1. Euclide, liv. VI, prop. 2, enoncee p. 48, n. 1. 

2. Euclide, liv. Ill, prop. 21 : « Dans un cercle, les angles places dans Ie 
meme segment sont egaux entre eux ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 161. 

3. C’est-i-dire sur une circonference de cercle, en vertu de la reciproque de 
la proposition d' Euclide mentionnee dans la note precedente. 

4. Par construction. 

5. Les points A, N, S, © £tant coney cliques, on a : ©AH = ©NE. Or,, pour 
des angles dans le meme segment de cercle, on a : ©AS = ©ZM ; done : 9ZM= 

©NS, d’oii parallelisme des droites ZM, NS. 

6. Euclide, liv. Ill, prop. 3, enonc6e p. 140, n. 3. 
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a la droite E© ; done, la droite KE est aussi 6gale a la droite 
AE ?). | 


Proposition 5. — Soient le cercle ABr et les tangentes 
AA, Ar ; menons la droite de jonction Ar ; menons transver- 
salemeijt une droite EZ, et que la droite EH soit egale a la 
droite HZ ; je dis que la droite 0H est aussi egale a la 
droite HK. 

Menbns la droite EM parallelement a la droite Ar ; prenons 
le centre A du cercle, et menons les droites de jonction AA, AZ, 
A Ar, AM, AE, AH. Puisque la droite 

EH est 6gale a la droite HZ, la 
droite Mr est aussi egale a la droite 
rZ. Or, la droite Mr est a angles 
droits sur la droite TA ( 1 2 ) ; done, 
la droite AZ est egale a la droite 
AM ( 3 ). Et puisque la droite AA est 
egale a la droite Ar ( 4 ), la droite 
AE est egale a la droite MR Or, 
m la droite AA est aussi egale a la 
droite AR et Tangle droit compris 
sous les droites EA, AA est egal k 
| Tangle droit compris sous les droites 

MR PA; done, la droite EA est aussi egale a la droite AM, 


1. La similitude de triangles donne : et — done : ~==^- 

Or, EM 4 s 50 ; done : EK = AE. 

2. EuCUDE, liv. Ill, prop. 18 : « Si une droite touche la circonference d'un 
cercle, et I si du centre on m&ne une droite aux points de contact, cette derai&re 
droite sera perpendiculaire sur la premiere. » Voir trad, de Peyrard, vol. I, 
prop. 157. 

3. EutLiDE, liv. I, prop. 4, enoncee p. 124, n. 4. 

4. L’egalit£ des deux tangentes issues d'un meme point n'est pas demontrfe 
par Euclide ; mais cette propri^te devait etre admise comme d^coulant de la 
proposition 36 du livre III d'Euclide : « Si l'on prend un point quelconque hors 
du cercle,! et si de ce point on mene deux droites dont 1'une coupe le cercle, et 
dont l'autre lui soit tangente, le rectangle compris sous la s^cante entidre et la 
droite prise exterieurement entre ce point et la circonference convexe est 6gal 





**** n ns**- 1 - '.!WPR'i * iLjyi i wui is?fpy!'.«r.r-.^5 ijsss 


LIVRE IV DE LA COLLECTION 


143 


c’est-a-dire a la droite AZ. Mais, la droite EH est anssi 6gale k 
la droite HZ; done, la droite HA est perpendiculaire k la droite ZE. 
Eii consequence, la droite ©H est 6gale a la droite HK f). 

VI. 

Proposition 6. — Soient un cercle ABr et les tangentes 
AA, Ar ; menons la droite de jonction Ar ; menons transver- 
salement la droite EZ, et que la droite H0 soit 6gale a la 
droite HK; je dis que la droite EH est aussi 6gale a la droite HZ. 

Prenons le centre A du cercle, et menons les droites de 
jonction EA, AA, AH, AZ, Ar. Puisque chacun des angles com- 
pris sous les droites EA, AA et sous les droites EH, HA est 
droit ( 2 ), [les points E, A H, A sont 
sur une circonference de cercle] ( 3 ) ; done. 

Tangle compris sous les droites HA AA 
est egal k Tangle compris sous les droites 
HE, EA ( 4 ). Derechef, puisque chacun 
des angles compris sous les droites AH, 

HZ et sous les droites AI\ TZ est droit 
les points A H, Z, T sont sur une circon- 
ference de cercle ; done. Tangle compris 
sous les droites Hr, PA, e’est-^-dire 
Tangle compris sous les droites HA AA, 
e’est-a-dire Tangle compris sous les droites 
HE, EA, est egal a Tangle compris sous 
les droites HZ, ZA. En consequence, la droite EA est aussi egale 
a la droite AZ. Or, la droite AH est perpendiculaire ; done, la. 
droite EH est €gale a la droite HZ. 


1. Euclide, liv. Ill, prop. 3, enonc£e p. 140, n. 3. 

2. Euclide, liv. Ill, prop. 18, £noncee p. 142, n. 2, et prop. 3 £noncee 
p. 140, n. 3. 

3. Lacune supposee ici d’abord par Commandin qui complete sa version, 
latine par les mots : « erunt puncta E, A, H, A in drculo » (cfr. loc. cit., p. 63, 
1 . 6), puis par Hultsch, dont l'edition critique donne : b xuxXu i<rrtv ra EAHA. 
tf-rijma (cfr. loc. cit., vol. I, p. 190, 1. 14). 

4. Euclide, liv. Ill, prop. 21, enoncee p. 141, n. 2. 
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VII. 


Si l’on a trois cercles donnas de position et de grandeur qui 
se touchent mutuellement, le cercle qui les enveloppe sera aussi 
donn$ de grandeur. Mais exposons au prealable ce qui suit ( x ) : 
Proposition 7. — Soit le quadrilatere ABIA ayant l’angle 
compris sous les droit es AB, Br droit et ayant chacune de ses 
droit es AB, Br, IA, AA donnee ( 2 ). II faut demontrer que la 
droite qui relie les points A, B est donnee. 

Menons la droite de jonction AT, et menons les perpendicu- 
lairesj AH sur la droite IA et BE sur la droite Ar. [Des lors, 
puisque chacune] ( 3 ) des droit es AB, Br est donnee ( 4 ) ; que Tangle 
compjrfs sous les droites AB, Br est droit, et que la droite BE 

est perpendiculaire, il s’ensuit 
que chacune des droites AE, 

Er, Ar, BE sera donnee (car 

on obtient aussi comme donne 
le rectangle compris sous les 
droites Ar, rE, equivalent au 
carre de la droite Br; et la 
droite Ar est donnee, de sorte 

que chacune des droites AE, 

Er, BE sera donnee) ( 5 ). Derechef, puisque chacune des droites 


1. (te theorems, annonce ici comme devant etre precede de quelques pro- 
positions auxiliaires, sera demontre k la proposition 10. 

2. C’est-i-dire donnees de grandeur seulement et de position quelconque. 

3. Restauration de Scaliger en marge du manuscrit de Leyde, et adoptee 
par Hiiltsch (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 192, 1 . 2). 

4. he texte presente ici la petite interpolation : \ fa «pi 9 p.ou;, ce qui signi- 
fierait :]« c’est- 4 -dire en nombres », si Ton admet, d'aprds une note critique de 
Alfred Eberhard ( Jcnaer Liter aturzeitung, 1876, p. 206 et suiv.), que y\ est employe 
ici pour ?iYOuv. (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, Appendix, p. 1224). Cette inter- 
polation precise en tout cas que ces droites sont donnees de grandeur seulement. 

5. La phrase mise entre parentheses, bien que constituant une reference 
exactejest suspecte d'interpolation (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 192, 11 . 6-10) ; 
car Pappus a pu consid£rer comme admise une petite demonstration qui se 
deroute k peu pr£s comme suit : Les triangles semblables BET, ABT donnent : 

-A, d’oii : Ar x TE = Br*. Or, la droite Br est donnee par hypothSse; 
151 xE 

done (Euclide, Donnies, prop. 52, 6noncee p. 28, n. 10), BT* est donnee ; done. 
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AF, TA, AA est donnee, et que la droite AH est perpendiculaire, 
chacune des droit es AH, Hr, AH est donnee aussi (car l’excSdent 
du carre de la droite Ar sur le carr6 de la droite AA applique 
suivant la droite Ar, fournit l’excedent donne de la droite TA 
sur la droite HA, comme un lemme l’a etabli ; en sorte que les 
droit es AH, Hr, AH sont respectivement donnees) ( l ). Et puisque 
le triangle AHr est equiangle avec le triangle TEZ, la droite Ar 
est k la droite TZ et la droite AH k la droite EZ comme la 
droite Hr est a la droite TE. Or, le rapport de la droite Hr a 
la droite TE est donn4 ; done, chacune des droites TZ, ZE sera 
donnee. Mais, chacune des droites EB, BE est donnee aussi ; 
done, chacune des droites ZB, Br, TZ est donnee (*). Menons 


l’aire rectanguiaire AT x TE est donnee de grandeur. Or, Ar* = AB* 4. Bi*, 
et les droites AB, Br sont donnees de grandeur ; done AT* est donne ; done 
(Euclide, Donnees, prop. 55 : « Si un espace est donne d’esp^ce et de grandeur, 
ses c6tes seront donnas de grandeur ». Voir trad, de Peyrard, voL III, p. 391), 
la droite AT est donnee. Des lors (Euclide, Donnies, prop. 57 : « Si un espace 
donne est applique k une droite donnee, dans un angle donne, la largeur de 
^application est aussi donnee ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 393), l'espace 
donne Ar x rE etant applique k la droite Ar donnee, il s'ensuit que la droite rE 
est donnee. Or, Ar — TE = AE ; done (Euclide, Donnies, prop. 4, enoncee p. 28, 


n. 3), la droite AE est donnee. Enfin, par similitude de triangles on a : 


BE_ AB 
rE BT' 


Or (Euclide, Donnies, prop. 1, enoncee p. 28, n. 6), le rapport » est donne ; 

Br 

done (Euclide, Donnies, prop. 2, gnoncee p. 24, n. 1), la droite BE est donnee. 

1. La demonstration du petit lemme invoqu£ ici ne nous est pas parvenue. 
Commandin en a donne une fort longue demonstration k la manure des Anciens 
(cfr. loc. cit., p. 65). Au reste, en notations actuelles, on a (Euclide, liv. II, 
prop. 13, generalisee, enoncee p. 135, n. 4) : A?* = AA*+ fA* — 2rA x AH, 
d’oii, comme le texte : AT* — AA* = r'A* — 2TA x AH *= TA (TA — 2AH). Or, 
on a demontre que AE est donne, et AA est donne par hypothese ; done, 1 'aire 
TA (rA — 2AH) est donnee de grandeur. Or, cette aire rectanguiaire est 
appliquee sur la droite TA donnee, consideree comme base ; done, la hauteur 
TA — 2AH est donnee, e’est-i-dire que la difference TA — 2AH a* « est donnee 
(Euclide, Donnies, prop. 57 enoncee dans la note precedente), d'oii l'on deduit 

TA — ct 

que AH est donne, d'ou la difference ainsi fournie Hr * TA — AH 

2 

est do nnee (Euclide, Donnies, prop. 4, enoncee p. 28, n. 3). Enfin, on a : 
AH 2 = aa* — AH*, d’ou AH est donne aussi. En consequence, comme le texte, 
les droites AH, HE, AH sont donnees. 

2. Les droites AH, EZ sont antiparalieies ; done, les triangles semblables 

AT* ATT nr 

AHr, ZEr donnent : Or, les droites Hr, TE sont donnees ; 


done (Euclide, Donnies, prop. 1, enoncee p. 28, n. 6), le rapport ■== est donne. 

i hi 

Or, les droites AE, AH sont donnees ; done (Euclide, Donnies, prop. 2, enoncee 
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la droite B® perpendiculairement sur la droite TZ ; il s’ensuit 
que chajcune des droites Z®, ®r, B® est donnee ; en sorte que 
chacune des droites A®, ©B est donnee. Enfin, Tangle compris 
sous les droites B®, ©A est droit ; done, la droite BA est donnee (*). 


VIII. 

AUTREMENT. 


Menons, sur la droite AT, la perpendiculaire AE que nous 
prolongeons jusqu’au point Z ( 2 ). Puisque chacune des droites 
AA, Alt, TA est donnee ( 3 ), et que la droite AE est perpendicu- 
laire, chacune des droites AE, El 1 sera donnee aussi ( 4 ). Et puisque 


le triangle ABF est 6qui angle 



aussi ( 8 ) . Mais, la droite AE est 


avec le triangle TEZ, la droite rB 
est a la droite BA comme la 
droite TE est a la droite EZ. Or, 
le rapport de la droite rB k la 
droite BA est donne ( 5 ) ; done, le 
rapport de la droite FE a la 
droite EZ est donne aussi. De 
plus, la droite TE est donnee ; 
done, la droite EZ est donnee 
deja donnee; done, la droite entifcre 


p. 24, n. 1), les droites TZ, EZ sont donnees. Or, on a vu que les droites EB, Br 
sont domjiees; done, les cdtes ZB, Br, TZ du triangle ZBr sont donnes de grandeur. 

1. Si ;l’on m&ne la perpendiculaire B 0 , on demontrera, comme plus haut 
pour la Perpendiculaire AH, que les droites Z©, ©r, B© sont donnees. Or la 
droite At 1 est donnee par hypoth&se ; done, Ar — ©r = A© est donnee ; done, 
les cdtes A©, B© du triangle rectangle A 0 B sont donnes. Des lors. A© 2 -f B 0 2 * 
BA* est konne, d'oii, comme le texte, la droite BA est donnee. 

2. Lai demonstration ne traite que le cas ou le point Z tombe entre les 

points Bj et r, et neglige done les cas oil le point Z tombe en B, ou entre les 

points A! et B, et les cas ou le point E tombe au point A, ou k l’exterieur du 

quadrilatj&re, sur la droite TA prolongee. Le commentaire de Commandin traite 
le cas ouj le point Z tombe entre les points A et B. (Cfr. loc. cit., p. 65). 

3. L’ingle en B est droit comme dans la figure precedente ; les droites AA, 
Ar sont ! donnees de grandeur par hypothdse, et l'on suppose deji demontre, 
comme dans la premilre demonstration, que la droite TA est donnee. 

4. C’^st-A-dire que les droites AE, Er, ainsi que la perpendiculaire AE, sont 
donnees comme dans la premiere demonstration (voir notes). 

5. EPclide, Donnies, prop. 1, enonc6e p. 28, n. 6. 

6. EPclide, Donnies, prop. 2, 6noncee p. 24, n. 1. 
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AZ sera donnee (*). Chacune des droites BZ, Zr sera donnee de 
la meme maniere (car la droite Zr est 4 la droite TE comme la 
droite Ar est 4 la droite Br et le rapport de la droite Ar 4 la 
droite TB est donne) ( 1 2 ). Menons done de nouveau la perpen- 
diculaire AH du point A; il s'ensuit que chacune des droites 
ZH, Hr sera donnee ( 3 ) ; de sorte que chacune des droites BH, HA 
est donnee ( 4 ). De plus, 1’ angle en H est droit ; done la droite BA 
est donnee aussi ( 5 ). 


IX. 

Proposition 8. — Soient des cercles 6gaux donnas de position 
et de grandeur ( 6 ) dont les centres sont A, B ; soit donn6 un'. 
point r ( 7 ), et d£crivons par le point T le cercle rEZ tangent 
aux cercles dont les centres sont A, B; je dis que le diam&tre 
de ce cercle est donn& 

Menons les droites de jonction EZH, TZ@, TMII, AB, FE, 
nZK, 0K, 0H ; la droite H0 devient done parall&le 4 la droite 
TE, parce que les angles au sommet compris sous les droites 
EZ, Zr et sous les droites HZ, Z0 sont egaux ; que les arcs EIIZ, 
HKZ sont semblables, et que le triangle ErZ est equiangle avec 
le triangle ZH0 ( 8 ). Et, pour les memes raisons, la droite 0K 


1. Euclide, Donnees, prop. 3 : « Si tant de grandeurs donnees qu’on voudra 
sont reunies, la grandeur compose de ces grandeurs sera donnee ». Voir trad, 
de Peyrard, vol. Ill, p. 306. 

. zr AT 

2. C est-k-dire que l'on aura de meme : d’ou, comme le texte : 

1 hi 

Zr sera donnee, ainsi que la droite BZ = Br — Zr. 

3. C'est-a-dire que chacune des droites ZH, Hr et AH sera donnee. 

4. Car BH, somme des droites BZ, ZH, est donn ee. _ ___ 

5. Les droites BH et HA etant donnees, on a : BA* =r BH* -|- HA* ; done, 
la droite BA est donnee. 

6. II faut entendre que les diam£tres de ces cercles sont donnes de grandeur. 

7. II faut entendre que les droites TB, TA, qui relient le point T aux centres 
des cercles donnes, sont donnees de grandeur. 

8. La similitude des arcs Enz, HKZ peut se demontrer en completant la 
figure au moyen des droites de jonction AZ, AH et des droites reliant le centre 
(non indique sur la figure) du cercle Enzr aux points E, Z. Considerant d£s 
lors que la droite qui relie les centres des deux cercles tangents interieurement 
ou exterieurement passe par leur point de contact (Euclide, liv. Ill, prop. 11 
et 12), on aura deux triangles isoc&les ayant les angles opposes par le sommet 
egaux et qui sont done semblables. En consequence, les angles egaux aux centres 
s’appuient sur deux arcs EHZ, ZKH semblables, et les angles ETZ, Z 0 H, qui 
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est aussi pal-allele k la droite IIF (*). Or, 
les cercles dont les centres sont A, B, sont 
egaux ( 2 ) ; done la droite ZH est egale k 
la droite AE ( 3 ). Menons les perpendicu- 
laires AS, BA ; il s’ensuit que la droite AS 
est dgale a la droite BA ( 4 ) ; de sorte que 
la droite BM est aussi egale k la droite MA, 
et que la droite AM est aussi £gale k la 
droite MS (car on a deux triangles BAM, 
ASM ayant les deux angles au sommet 
egaux et les angles aux points A, S droits, 
et ayant aussi un c6t6 BA egal k un cdte 
AS). Et chacune des droites MA, AB, MS, SA est donnde ( 5 ) ; 
done, chacune des droites BM, MA est donnee ( 6 ). Mais, chacune 



s’appuient sur ces arcs valent la moitie des angles aux centres (Euclide, liv. Ill, 
prop. 20 : < Dans un cercle, Tangle au centre est double de Tangle k la circon- 
ference quand ces angles ont pour base le meme arc ». Voir trad, de Peyrard, 
vol. I, p. 159). Done, comme dit le texte, les triangles EZr, ZH 0 sont 6quiangles, 
et leurfsimilitude, ainsi que leur opposition par le sommet, entrainent le paral- 
lelisme des droites H6, TE. 

1. On demontrerait de meme la similitude des triangles nzr, 0 ZK et, par 
suite, le parallelisme des droites 0 K, nr. 

2. Par hypoth^se. 

3. L’egalite des droites ZH, AE peut se d6montrer de plusieurs manures ; 
mais, le fait d'avoir d6montr6 au prealable le parall&isme des droites ET, 0 H 
indique que la mani&re visee est la suivante : Menons la droite reliant les 
points ! A, 0 (non indiquee sur la figure du texte). Les cordes AO, ZT sous- 
tendenjt des arcs semblables ; done, les triangles AEO, ZET sont semblables. 
Or, onj a demontr6 la similitude des triangles ZEr, ZH 0 ; done, les triangles 

AEO, ZH 0 sont semblables, d'oii: EOA= Z 0 H. Or, les cercles de centres A, B 
sont egaux ; done (Euclide, liv. Ill, prop. 26: « Dans les cercles 6gaux, les angles 
egaux s’appuient sur des arcs 6gaux, soit qu’ils soient places aux centres, ou 
bien aux circonferences ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 168) : arc EA = arc ZH. 
Par consequent (Euclide, liv. Ill, prop. 28 : « Dans les cercles egaux, les droites 
6gales ! sous-tendent des arcs egaux, le plus grand 6tant egal au plus grand et 
le plus petit egal au plus petit » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 171) : 
ZH =| EA. 


4. Euclide, liv. Ill, prop. 14 : « Dans un cercle, les droites egales sont 
4 galement 61 oignees du centre, et les droites egalement eloign6es du centre sont 
£gales entre elles. » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 147. 

5. Le texte presente ici l'interpolation : outu; xal ZH, AE xal BA, AS, 
e’est-a-dire : de meme aussi les (droites) ZH, AE et les (droites) BA, AS (Cfr. 
Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 196, 1. 19). 

6. Euclide, Donnies, prop. 88 : a Si dans un cercle donn6 de grandeur on 
m&ne one ligne droite qui retranche un segment comprenant un angle donn6, 
la droite menee sera donnee de grandeur ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 465. 

Dolors, les droites AE, EZ, ZH sont donn6es de grandeur; done, la droite 
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des droites AT, rB est donn^e (car les points A, B, T sont don- 
nes) ( x ) ; done, le triangle ABr est donne d’espece ( 2 ), et la 
droit e TM sera done donnee ( 3 ). Et puisque le diametre NP du 
cercle H@K est donne, mais que la droite MA est donnee aussi, il 
s'ensuit que la droite restante MP est donnee aussi ( 4 ). Et puisque 
le rectangle compris sous les droites NM, MP est donne, le rectangle 
compris sous les droites HM, MZ, e’est-a-dire le rectangle compris 
sous les droites EM, MZ, e’est-a-dire le rectangle compris sous les 
droites TM, Mil est donne aussi ( 5 ). Or, la droite I'M est donnee; 


EH (— EA -f AZ + ZH) est aussi donnee de grandeur. Or, les droites EA (=^EA) 

et HZ (= i HZ) sont donn£es ; done, la droite AZ (=3 EH — EA — HZ) est 
2 

donnee; done (Euclide, Donnies, prop. 7, 6nonc6e p. 28, n. 4), les droites AM, 
MZ sont donnees. D'autre part, les rayons EB, AH (non indiquls sur la figure) 
sont donnas comme etant moiti£s des dia m&tre s donnas ; done, AB est donne, 
car AB 2 * EB 2 — EA 2 ; et AZ est donne, car AZ 1 = AH 2 — ZH 1 . Dfes lors, comme 
le texte, la droit e BM e st donnee, car BM* = AM* 4 * AB 2 ; et la droite MA est 
donnee, car MA 2 = MZ 2 4 - AZ 2 . 

1. C'est-k-dire que les droites Ar, TB sont donnees de position et de grandeur. 
Euclide, Donnies, prop. 26 : « Si les extr6mit6s d’une ligne droite sont donnees 
de position, cette droite est donnee de position et de grandeur ». Voir trad, de 
Peyrard, vol. Ill, p. 340. 

2. Euclide, Donnies, prop. 39 : « Si chacun des c6t6s d’un triangle est donne 
de grandeur, le triangle est donn6 d'espece ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, 
P- 363. 

3. Le texte present e ici le petit commentaire interpole : xodUrou dfyOewrus 
too T iicl T7\v AB, si l’on m&ne du point T la perpendiculaire sur AB. (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 196, 1. 25). 

Le triangle MBr est donnd d’espece (Euclide, Donnies, prop. 41, Enoncee 
p. 28, n. 10). Ce triangle est aussi donne de grandeur (Euclide, Donnies, prop. 52, 
enoncee p. 24, n. 10) ; done, la droite I'M est donnde de grandeur (Euclide, Donnies, 
prop- 55, enoncee p. 144, n. 5). Ou bien, si l’on suit 1 'interpolateur qui indique 
de mener de r une perpendiculaire sur AB, on demontrerait de meme, par 
consideration du carre de l’hypothenuse, que la droite I'M est donnee de grandeur. 

4. Le diametre NP du cercle donne H@K est donne ; done : PA (= | NP) 

est donne. Or, on a demontre que la droite MA est donnee ; done, la droite MP 
(«x MA — PA) est donnde aussi. 

5. Puisque les droites NP et MP sont donnees, la droite NM (= MP -f- NP) 
est donnee aussi ; done, le rectangle NM x MP est donne. Or (Euclide, liv. Ill, 
prop. 36, enoncee p. 142, n. 4), on a : NM x MP =* carre de la tangente menee 
du point M au cercle ©HK, et HM x MZ = carre de la tangente menee du 
point M au cercle ©HK ; done, comme le texte : NM x MP = HM x MZ. Or, 
EM = HM ; done, comme le texte : HM x MZ = EM x MZ. Or (Euclide, 
liv. Ill, prop. 35 : « Si dans un cercle, deux droites se coupent mutuellement, 
le rectangle compris sous les segments de l’une est egal au rectangle coriipris 
sous les segments de l’autre ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 187), considerant 
les cordes rn, EZ du cercle Enzr, on a : EM x MZ = TM x MH ; done : 
NM x MP = TM x MH ; done, le rectangle TM x MH est donn6 aussi. 
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done, la droite m est donnee aussi ( x ). D&s lors, puisque le 
cerclejdont le centre est A est donne de position et de grandeur; 
que la droite II r est aussi donnee de position et de grandeur, 
et que les droites IIZK, TZ0 sont menees de maniere a avoir la 
droite K0 parallele a la droite m, le diametre du cercle decrit 
autour du triangle TZII, c’ est- a- dire celui du cercle TEZ, est 
donne ( 2 ). 

i - 


1. Le rectangle TM x Mil est donn6, et on a vu plus haut que la droite I'M 
est donjnee ; done (Euclide, Donnees, prop. 57 enoncee p. 144, n. 5), la droite Mil 
est doqnde aussi; d'oii, comme le texte, la droite m (= TM -j- Mil) est donnee 
aussi. 

2. Cette conclusion ne se justifie qu’en admettant un ou plusieurs lemmes 
connus k l’epoque de Pappus, mais qui ne nous seraient pas parvenus. En effet, 
la demi&re droite demontree comme etant donnee est celle qui relie les deux 
points T et n d6montr6s comme etant donnes, et il reste k determiner le point Z 
pour pouvoir decrire le cercle autour du triangle TZII. Comme l'a fait remarquer 
Hultscli (cfr. loc. cit., vol. Ill, Appendix, p. 1225), il semble resulter du texte 
meme que le point Z doit Stre determine sur la circonference du cercle de centre A 
par l'intersection de deux droites issues des points r, n donnes, et prolongees 
jusqu’aux points d’intersection ©, K avec la circonference de ce meme cercle, 
de mani&re que la droite reliant les points @, K soit parallele k la droite m 
donnee de position et de grandeur. D6s lors, le triangle nrz etant donne d'esp^ce 
et de grandeur, le cercle cherche peut lui etre circonscrit conformement aux 
propositions d’Euclide. D'ailleurs, ce probl&me une fois resolu, on peut d6montrer 
que la droite ©K est donnee, et que le diametre du cercle nzr est donne en raison 
de ce que le rapport du diam&tre du cercle donne A au diam&tre du cercle HZr 
est le tnSme que celui de la droite ©K k la droite nr. La determination du 
point Z, revenant k trouver un cercle passant par deux points donnes et tangent 
k un cercle donne, est done un probl&me qui doit avoir ete resolu par les anciens 
geom^tres d’une manure qui ne nous a pas ete rapport ee. 

Une solution modeme de ce probteme a ete donnee par G. Amthor dans une 
note manuscrite adressee k Hultsch, qui l'a publiee dans l’appendice de son 
Edition critique (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1226). La solution de Amthor est la 
suivante, d'apr&s son texte allemand que nous traduisons : 

Pour construire un cercle passant par deux points n, r, et tangent a un cercle 
donne A» on peut proceder ainsi : 

Soit Z le point de contact du cercle cherche avec le cercle donne ; soient, 
en outre, K et © les points d’intersection des droites II Z, TZ avec le cercle donne. 

D6s lors, comme on peut le voir facilement, les droites nr, ©K 

1x2 rz nz 

sont parallfcles; par consequent, on a: ^-=77^, d'ou: — ■ — == = 

Jjjx Ztvy 11 Z -p ZK 

rz 



xi z r z 

rz + Z q on : Si on multiplie cette proportion par 

nz rz , „ nz 1 rz 2 c . . 

5z = fz' d sensmt 1“ lon a; nzx nk = rzx're ' Solent ' e “ 
outre, A, M les points de contact des tangentes menees des points 
II, r au cercle donne. On a ainsi, d’apr&s l es p ropositions de la puis- 
sance des points par rapport au cercle: II Z x IIK = HA 2 et rz x r© = TM 2 , 

nz 2 rz 2 nz nA 

d’ou la demifere proportion devient : — j, d’oii : ^e rapport 


LIVRE IV DE LA COLLECTION 


151 


X. 

Proposition 9. — Soit un triangle ABr dont chacun des 
cdtes est donne, et soit un point interieur A. Que 1’ excedent de 
la droite TA sur la droite AB soit le meme que 1’ excedent de la 
droite AA sur la droite TA, et que cet excedent soit donne ; je 
dis que les droites AA, Ar, AB sont respectivement donnees. 

Puisque l’excedent des droites AA, Ar est donn£, que chacune 
des droites AE, BZ soit egale a 
cet excedent ( 1 ) ; done, les trois 
droites EA, Ar, AZ sont egales 
entre elles. Decrivons le cercle 
TEZ autour du centre A. Des 
lors, en vertu de ce qui a 6t6 
expose anterieurement, la droite 
AZ est donnee ( 2 ). Or, sur cette 
droite, la droite BZ est donnee ; 
done, la droite restante BA est 
donnee. Mais, chacune des droites AA, Ar [est donnee ; done, 
chacune des droites AA, AF] ( 3 ), AB est donnee ( 4 ). 



XI. 

Proposition 10. — Tels sont done les lemmes, et void la 
proposition originelle ( 5 ). 

des distances IIZ, TZ est ainsi connu, e’est-i-dire egal au rapport des tangentes 
menees des points n, r au cercle donne. Par consequent, le point Z est situe 
sur le cercle, lequel a conune points opposes ceux qui divisent interieurement 
et exterieurement la droite nr dans le rapport de IIA k TM. 

1. La position des points E, Z dans la figure relative k cette proposition 
sera expliquee par les constructions de la figure relative cl la proposition 10 
suivante. 

2. Voir proposition 8. 

3. Reconstitution faite par Hultsch d'une lacune qui parait exister en cet 
endroit. (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 200, 1 . 3). 

4. La droite BZ (= AA — Ar = Ar — AB) est donnee par hypoth&se ; 
done, en vertu de la proposition 8 qui precede, la droite AZ est donnee, d'ou 
la droite AB (= AZ — BZ) est donnee. Or, la droite AA (= BZ + BZ + AB = 
BZ 4 - AZ) est donnee, et la droite Ar (= BZ -f- AB = AZ) est donnee ; done, 
comme le texte, les trois droites AA, Ar, AB sont donnees. 

5. C’est-a-dire la proposition qui a ete enoncee provisoirement avant la serie 
des lemmes (propositions 7, 8 et 9) auxiliaires. 


I 
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Soient trois cercles inegaux, tangents entre eux, dont les 
diametres sont donnes et dont les centres sont A, B, T. Decrivons 
autour de ces cercles le cercle tangent AEZ dont il faut trouver 
le diametre ( 1 ). 

Soit H le centre de ce cercle ; menons les droites AB, AI\ rB 

qui relient les centres A, B, F, et 
menons les droites de jonction 
HAA, HBZ, HrE ( 2 ). Dfcs lors, 
puisque les diametres des cercles, 
dont les centres sont A, B, F, 
sont donnes, les droites AB, Br, 
TA sont respectivement donnees 
aussi ( 3 ). Et les differences des 
droites AH, Hr, HB sont don- 
nees ( 4 5 ) ; done, en raison de ce qui 
a ete expose plus haut, la droite 
AH est donnee (*). Mais, la droite 



1. D’apr^s le premier enonce de cette proposition donnee en tete du lemme 
auxiliaire 7, il exit fallu dire qu’il s’agit de d6montrer que le diametre du cercle 
circonscrit est donne de grandeur. 

2. C'est- 4 -dire : menons les droites de jonction HA, HB, Hr que nous pro- 
longeons jusqu’aux points d'intersection A, Z, E avec la circonference du cercle 
de centre H. 

3. Euclide, liv. Ill, prop. 12 : « Si deux cercles se touchent exterieurement, 
la droite qxii joint leurs centres passera par le contact ». Voir trad, de Petard 
vol. I, p. 144. 

4. On a : HB -f BZ = Hr + TE, d’oii : HB — Hr = TE — BZ. Or, les 
droites TE, BZ sont donnees; done, la difference HB — Hr est donnee. De 
mSme, on a : Hr + TE = HA + AA, d'oii : HT — HA = AA — TE. Or, les 
droites AA, TE sont donnees, done (HT — HA) est donne. Enfin, on a : 
HB + BZ = HA + AA, d’oii : HB — HA = AA — BZ. Or, les droites AA, BZ: 
sont donnees ; done, (HB — HA) est donne. 

5. Cette conclusion qui, d’apres le texte, semble devoir decouler du lemme 
qui precede immediatement (prop. 9), n’est pas evidente. La demonstration 
fait voir que les differences HB — Hr, HT — HA et HB — HA sont donnees 
de grandeur, mais elles ne sont pas egales ; condition exigee cependant dans la 
proposition 9. Cette demi&re proposition serait directement applicable, et on 
pourrait conclure que la droite AH est donnee, si on avait : HB — Hr = 
Hr — HA ou, ce qui revient au meme, si on avait : 2TE = AA + BZ ; relation 
d’ hypo these entre les cercles donnas qu’il y aurait alors lieu de supposer perdue 
dans ufie lacune, ou omise par negligence, dans l’enonce de la proposition 10. 

Cependant, comme l’a suggere Hultsch ( loc . cit., vol. I, p. 201 en note), il 
est possible d’invoquer indirectement la proposition 9, si on realise l'egalite de 
deux des differences donnees en ajoutant k la plus petite droite HA une grandeur 
donn 4 e| A 0 (non indiquee sur la figure du texte), de telle sorte que 1 ’on ait : 
HB — Hr = Hr — (HA + A 0 ) =s Hr — H©. D6s lors, en supposant qu’il ait 
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AA est donnee aussi ; en sorte que le diam&tre da cercle ARZ 
est donne (*). Ce sujet se termine ici pour nous, et nous allons 
maintenant exposer d'autres choses. 

XII. 

Proposition ii. — Soit le demi-cercle ABr ; brisons ( 2 ) une 
droite rBA; menons transversalement une droite TA, telle que 
[la droite rB soit egale] ( 3 ) a la somme [des droites AB, AIT] ( 4 ), 
et menons les perpendiculaires [BE, AZ sur la droite Ar*; je dis 
que la droite AZ] ( 5 ) est double de la droite BE. 

En effet, posons la droite EH egale a la droite AE et la 
droite B© egale a la droite AB; menons les droites de jonction 
A©, ©H, ©Z, et menons la perpendiculaire ©K et la droite de 
jonction BK. 

Puisque la droite FB est egale a la somme des droites BA, AI\ 
droites chez lesquelles la droite 
B© est 6gale a la droite AB, il 
s’ensuit que la droite restante 
©r est egale a la droite TA et 
que le carre de la droite TA 
est egal au carre de la droite T©. 

Or, le carr6 de la droite Ar 
6quivaut au rectangle compris 
sous les droites Ar, TZ ( 5 ) ; 
done, le rectangle compris sous les droites AT, TZ 6quivaut au 



ete demontre d’une certaine manure par Pappus que les trois c6tes du nouveau 
triangle @Br sont donnes, la droite H© sera donnee en vertu de la proposition 9. 
En consequence, la droite A© etant donnee, la droite AH (= H© — A©) sera 
donnee aussi. 

1. La droite AH 6tant donnee, le diamgtre HA (=» AH -f AA) du cercle 
AEZ est donn£. 

2. xcxXaedti) 1 ) rBA, brisons la droite TBA ; expression que Heron d’Alexandrie 
definit dans les termes que nous traduisons: « On dit qu'une ligne est brisee 
lorsqu'en la prolongeant elle ne retombe pas sur elle-meme*. ( Hcronis Alexandrine 
geometricorum et stereometricorum reliquiae, etc. edidit Frid. Hultsch. Berolini, 1864, 
in 8°. Voir : Hcronis definitiones, p. 11, 1 . 20). 

3. 4, 5. Passages lacuneux facilement reconstitues d’apris le texte de la 
demonstration, d'abord par Scaliger en marge du manuscrit de Leyde, puis par 
Commandin (Cfr. loc. cit., p. 69), et, enfin, par Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 202, 
11. 2-3). 

4. Euclide, liv. VI, proposition 8, corollaire enonce, p. 49, n. 1. 
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carr4 de la droite T@. En consequence. Tangle compris sous les 
droit eis Z0, ©r est egal a Tangle compris sous les droit es ©A, AH. 

Derechef, puisque le rectangle compris sous les droites TA, AE 
4quivaut au carre de la droite AB, et que deux rectangles compris 
sous les droites FA, AE, c’est-a-dire le rectangle compris sous les 
droites TA, AH, valent done deux carres de la droite AB, c’est- 
a-dire le carre de la droite A0, il s’ensuit que Tangle compris 
sous les droites A©, ©H est egal a Tangle compris sous les droites 
©r, FZ. Or, Tangle compris sous ©A, AH est aussi egal a Tangle 
compris sous Z©, ©T ; done, Tangle restant compris sous AH, H© 
est egal a Tangle compris sous 0Z, ZF, et Tangle compris sous 
©H, HZ est done egal a Tangle compris sous ©Z, ZH. De plus, 
la droite ©K est menee perpendiculairement ; done, la droite ZK 
est egale a la droite KH. Et puisque chacun des angles compris 
sous les droites AB, B© et sous les droites AK, K© est droit, le 
quadrilatere AB©K est dans un cercle ; done, Tangle compris 
sous B©, ©A est egal a Tangle compris sous BK, KA ( 1 ). Mais, 
Tangle compris sous B©, 0A est la moitie de Tangle droit ; done. 
Tangle compris sous BK, KA est aussi la moitie de Tangle droit. 
Or, Tangle compris sous BE, EK est droit ; done, la droite BE 
est egale a la droite EK. Mais, la droite AZ est le double de la 
droite EK (parce que la droite AE est egale a la droite EH et que 
la droite ZK est egale a la droite KH) ; done, la droite AZ est 
aussi le double de la droite BE ; ce qu’il fallait demontrer ( 2 ). 


1. Euclide, liv. Ill, prop. 21, enoncee p. 141, n. 2. 

2. Resumons en notations usuelles : On a par hypothese : TB = AB + Ar 
et par construction : B© = AB ; done : rB — B@ = AB -j- Ar — AB ou, comme 
le texte : &T = Ar, d'ou : ©r 2 = Ar 2 Or, AT 2 = Ar x TZ ; done : 

— y ^ 0p p2 

= AT X TZ, d’ou: = Dds lors, les triangles ©Ar, ©rz, ayant 

meme angle en T et les cdtes proportionnels, sont semblables, d'ou, comme 

le texte : Z8T = ©AH (I). D’autre part : AB 2 = TA x AE, d’ou^ • 2AB 2 — 
2rA x AE (II). Or, par construction, on a : B® = AB ; done : A© 2 = 2AB 2 , 
et, considerant que AH — 2AE, la relation (II) devient, comme le texte : 

A© 2 = TA x AH, ^ Les triangles ©Ar, HA®, ayant l'angle 

en A commun et les cdtes proportionnels, sont done semblables, d’ou, comme 
le texte : A©H = ©TZ, d’ou, considerant la relation (I), les triangles ©TZ, A©H 
sont semblables, d'ou : AH© = ©ZT, d’ou, considerant les angles supplemen- 
taires : ©HZ= ©ZH, d’oii : ZK = KH. Or, les angles ABT, AK © sont droits ; 
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XIII. 


Proposition 12. — Soit le demi-cercle ABr ; brisons-y une 
droite ABA, et que la droite AB soit egale a la droite BA. Menons 
la droite AE perpendiculaire a la droite BA; menons la droite 
de jonction BE, a laquelle nous menons k angles droits la 
droite EZ ; prenons le centre H ; que la droite A0 soit k la 
droite @Z comme la droite AH est k la droite HA (*), et menons 
la droite de jonction 0E ; je dis que Tangle compris sous les 
droit es BE, EA est 4gal a Tangle compris sous les droites AE, E0. 

Menons du point H la perpendiculaire HK sur la droite BE ; 
il s’ensuit que la droite BK est 6gale k la droite KE (*). Et Tangle 
compris sous les droites BA AE est droit ; done, les trois droites 
BK, KA, KE sont egales entre elles ( 2 3 ). De plus, la droite HK est 
par allele a la droite EZ ; et puisque Tangle compris sous les 
droites KE, EA est cherche 
comme devant etre 6gal a Tangle 
compris sous les droites AE, E0, 
et que la droite AK est 6gale a 
la droite KE, je dis que Tangle 
compris sous KE, EA est done 
egal k Tangle compris sous KA, 

AE ; que Tangle compris sous KA, AE est done egal a Tangle 



done, le quadrilat^re AB0K s’inscrit dans un cercle dans le meme segment 

duquel on a : B@A = BKA. Or, consid£rant le triangle rectangle AB0, on a : 

B0A = - droit, d’ou : BKA = - droit. Or, BEK = i droit ; done: EBK = - droit ; 
2 2 2 

done, le triangle BEK est isoc&le, d’ou, comme le texte : BE = EK. Or, 

par construction : AE = EH, et, par demonstration : ZK = KH ; done : 

AZ = AE + EH + ZK KH = 2 (EH + HK) = 2 EK ; done, comme le texte : 
AZ ass 2BE. 

AH 

1. C’est-i-dire : divisons la droite AZ au point 0 dans le rapport 

2. Euclide, liv. Ill, prop. 3, 4 noncee p. 140, n. 3. 

3. Euclide, liv. Ill, prop. 31 : « Dans un cercle, Tangle place dans le demi- 
cercle est droit, Tangle place dans un segment plus grand est plus petit qu’un 
droit ; Tangle place dans un segment plus petit est plus grand qu’un droit ; 
Tangle du plus grand segment est plus grand qu’un droit, et Tangle du plus petit 
segment est plus petit qu'un droit ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 175. 
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compris sous AE, E© et que la droife AK est done parallele a la 
droite E0 O). 

Menons encore la droite KA parallele a la droite AE ; pro- 
longeons la droite TA jusqu’au point A, et menons la droite de 
jonction BA. Des lors, puisque la droite KA est parallele a la 
droite AE, tandis que la droite KH est parallele a la droite EZ 
et que la droite KA est aussi cherchee comme devant etre parallele 
a la droite E0, je dis done, en raison de ce que le triangle KAH 
est ainsi equiangle avec le triangle EAZ et le triangle AKH 
equiangle avec le triangle E0Z, que la droite AZ est a la droite ZE 
comme la droite AH est a la droite HK, et que la droite EZ est 
a la droite Z0 comme la droite KH est a la droite HA ; que, par 
raison d’6galit6, la droite AZ est done aussi a la droite Z0 comme 
la droite AH est a la droite HA, et que, par division, la droite A0 
est done a la droite 0Z comme la droite AA est a la droite AH. 
Or, comme on a suppose que la droite AH est a la droite HA 
comme la droite A© est a la droite ©Z, je dis done que la droite A0 
est a la droite ©Z, e’est-a-dire la droite AH a la droite HA, comme 
la droite AA est a la droite AH ; que la droite AA est done 6gale 
a la droite AH et que la droite AA est done 6gale a la droite AH. 
Mais, comme la droite AB est aussi egale a la droite BA, je dis 
done que la droite AB est aussi 6gale a la droite BH.* Mais, comme 
la droite BH est egale a chacune des droit es AA, AH, je dis 
done que la droite BA est egale a la droite AA. 

Or, il en est ainsi ; car, puisque la droite KA est parallele a 
la droite AE, et que la droite AK est egale a la droite KE, Tangle 
compris sous BK, KA est aussi egal a Tangle compris sous AK, KA. 
Des lors, puisque la droite BK est egale a la droite KA, et que 
Tangle compris sous BK, KA est egal a Tangle compris sous 
AK, KA, il s’ensuit que la droite BA est aussi egale a la 
droite AA ( 2 ). 


1 . Cette premiere partie de la demonstration emprunte la voie analytique 
en supposant dej& l’£galit4 des angles KAE, AE©. 

2 . La partie analytique de la demonstration supposant avoir dej<t : 

KAE = AE0, elle considere les rayons du cercle circonscrit au triangle rectangle 
par construction BAE, et, des lors, AK = KE; done, le triangle AKE sera isoceie; 

done : KAE = AEK, d'oil AK est parallele k E@. Or, par construction, KA est 
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Et la synthese se fera d’apres cette analyse. 

En effet, puisque la droite AK est 6gale k la droite KE, Tangle 
compris sous KA, AE est aussi egal II Tangle compris sous KE, EA. 
Mais, a cause des paralleles KA, EA, Tangle compris sous KA, AE 
est 6gal a Tangle compris sous AK, KA et Tangle compris sous 
KE, EA egal a Tangle compris sous BK, KA; done, Tangle com- 
pris sous BK, KA est aussi egal k Tangle compris sous AK, KA. 
Or, la droite BK est aussi egale k la droite KA ; done, la base BA 
est egale a la base AA ; de sorte que Tangle compris sous AB, BA 
est aussi 6gal a Tangle compris sous BA, AA, e’est-a-dire a Tangle 
compris sous AA, AB, e'est-a-dire k Tangle compris sous AB, BH. 
Retranchons de part et d' autre Tangle compris sous AB, BA ; 
il s’ensuit que Tangle restant compris sous AB, BA est £gal a 
Tangle restant compris sous AB, BH. Mais, Tangle compris sous 
BA, AH est aussi egal a Tangle compris sous BA, AA ; par conse- 
quent, on a deux triangles BAH, BAA ayant deux angles 6gaux 
a deux angles et un cot6 AB egal k un cot6 BA ; done, la droite BH 
est 6gale a la droite BA et la droite AH 6gale k la droite AA ; en 
sorte que la droite AA est aussi 6gale a la droite AH. D&s lors, 
puisque, par hypothese, la droite A0 est k la droite 0Z comme 
la droite AH est k la droite HA et que la droite AH est 6gale 
a la droite AA il s’ensuit que la droite A0 est k la droite 0Z 
comme la droite AA est II la droite AH ; done, par composition, 
la droite AZ est a la droite Z© comme la droite AH est k la 
droite HA. Or, la droite AZ est aussi II la droite ZE comme la 


parallele a AE et KH parall&le k EZ ; done, par similitude des triangles KAH, 
AZ_AH 
ZE — HK 


EAZ, on aura : ^=^5 et, par similitude des triangles AKH, 9EZ, on aura : 


Ces deux demieres relations donnent par raison d'egalite : 

Z© HA r Z0 HA 

d'oii, par division 


AZ — Z9 AH — HA 


Z0 


HA 


. A© AA 

ou, comme le texte : — -a=-— ^ 


par hypothese, on a: I done: ^5 = d'oii, comme le texte : 

<00 xx u nA Hd 

AA AH, d'oii : AA = AH, d'ou, considerant que, par hypothese, AB a= BA, 
on aura : AB = BH. Or, H etant le centre du cercle, on a : BH ss AH, et l'on 
vient d' avoir A A = AH, d'oii : BHa AA ; done, on aura AB = AA. Or, il en 
sera ainsi ; car KA, AE sont paralleles par construction, et on a d 6 montr£ que 

AK a= KE ; done : BKA =a BEA as KAE =a AKA. Or, on a demontr 6 que 
BK 3 = KA; done, le triangle BAA est isoc&le ou, comme le texte: BA 3 = AA. 
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droite AH est k la droite HK; [done, par raison d’egalite] (*), 
la droite EZ est k la droite Z© comme la droite KH est a la 
droite HA. De plus, Tangle compris sous EZ, Z0 est egal a Tangle 
compris sous KH, HA, en raison de ce que les droites EZ, KH 
sont par alleles ; done, Tangle compris sous E0, 0Z est aussi egal 
a Tangle compris sous KA, AH ( 2 ). Des lors, la droite KA est 
par allele a la droite E0 ; done. Tangle compris sous les droites 
KA, AE, e’est-a-dire Tangle compris sous les droites KE, EA, est 
egal k Tangle compris sous les droites AE, E0 ( 3 ). 


XIV. 


La proposition suivante est rapportee dans certains ouvrages 
anciens. 

Supposons trois demi-cercles ABT, AAE, EZr tangents entre 


1. Restauration de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 208, 1 . 4). 

2. Euclide, liv. VI, prop. 6 : « Si deux triangles ont un angle egal k un- 
angle, et si les cdtes autour des angles egaux sont proportionnels, ces deux 
triangles sieront dquiangles, et les angles sous-tendus par des cdtes horaologues 
seront egaux ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 303. 

3. La partie synthdtique de la demonstration se deroule explicitement 

comme suit : On a d6montr£ que AK = KE ; done : KAE = KEA. Or, AK, AE 

sont par alleles par construction ; done : KAE = AKA et KEA == BKA ; done: 

BKA = AKA. Or, BK = KA ; done, les triangles BKA, AKA ont angle egal, le 
cote AK coramun et les cdtes BK, KA egaux, et donnent, comme le texte : 

BA = AA ; done : ABA = BAA. Or, BAA = BAA et BAA = ABH ; done, 

comme le texte : ABA -= ABH, d'oii : ABA — ABA = ABH — ABA ou, comme 

le texte : ABA = ABH. Mais, par hypothese, AB = BA ; done : BAH = BAA. 
Done les triangles BAH, BAA, ayant deux angles egaux et les bases AB, BA 
egales, sont egaux, d'ou : BH = BA et AH = AA, d’ou : AA + AH = AA •+* AA 

ou, comme le texte : AH = A A. Or, on a par hypothese : ~=~r ; done 

A 0 AA . 40 + ©Z AA -f HA 

©Z HA’ ’ ©Z ~ HA 


©Z HA 


AH 


ou : 7-r^ = Trr- Or. les triangles sem- 
0 Z HA 

blables AEZ, AKH donnent : = ^ 5 ; done, par raison d’identite, on a, comme 

Zibi nK 


le texte 


ZE 

©z : 


HK 

HA' 


De plus, le parallelisme des droites EZ, KH donne : 


EZ© = KHA ; done (Euclide, liv. VI, prop. 6), les triangles E 0 Z, KAH sont 
equiangles et E 0 Z = KAH ; done, KA, E 0 sont paralleles. En consequence, 
KAE = AE©. Or, KAE — KEA ; done, comme le texte : KEA =s AE 0 . 
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eux, et inscrivons, dans l'espace compris entre leurs arcs, qu’on 
appelle VArbelon ( 1 ), tant de cercles qu'on voudra, tangents aux 
demi-cercles et tangents entre eux, tels que ceux qui sont decrits 
autour des centres H, 0, K, A. On demontrera que la perpendi- 
culaire menee du centre H sur la 
droite Ar est egale au diam&tre du 
cercle decrit autour de H ; que la 
perpendiculaire menee du point 0 
est le double du diametre du cercle 
decrit autour de 0 ; que la perpen- 
diculaire menee du point K est le 
triple ( 2 ), et que l'inscription de 
cercles dtant faite & l’infini, les perpendiculaires successives seront 
des multiples des diam&tres respectifs dans la mesure des nombres 
qui se depassent continuellement d'une unite. Mais nous allons 
d€montrer d’abord les choses qui seront admises pour cela ( 3 ). 

XV. 

Proposition 13. — Soient deux cercles ZB, BM decrits autour 
des centres T, A, tangents entre eux au point B, et que le 
cercle BM soit le plus grand. Qu’un autre cercle KA, decrit autour 
du centre H, leur soit tangent aux points K, A, et menons les 


1. app-r\ko<;, tranchet de cordonnier ; expression que Commandin conserve 
en grec dans sa version latine (cfr. loc. cit., p. 71, 1. 16), et que nous conservons 
dans le mot Arbelon pour designer l’espace curviligne, en forme de griffe de 
f41in, compris entre trois arcs de demi-cercles tangents entre eux. Cette figure 
particuli£re fait l’objet de trois propositions (prop. 4, 5 et 6) du livre des Lemmes 
d’Archim&de, dont la premiere demontre que l’aire de cette figure equivaut au 
cercle ayant comme diametre la perpendiculaire elevee sur le diametre Ar, au 
point de contact E des deux petits arcs, jusqu’au point de rencontre avec le 
demi-cercle exterieur B (Voir : CEuvres d’Archimede, trad, de P. Ver Eecke, 
pp. 526-531). 

On pourra consulter au sujet de la proposition de VArbelon le petit ouvrage 
de F. Buchner : De Arbelo Archimedis, Elbing, 1824, in-4 0 , et on trouvera 
une solution moderne et elegante de cette proposition dans l’ouvrage de 
E. Catalan : Theoremes et Problemes de Geometrie elementaire, Paris, 3® edition, 
1858, p. 185. ^ . 

2. Sous-entendu : Tf,<; Stauerpou too itspt to K xoxaov, du diametre du cercle 
(decrit) autour du (point) K. 

3. Tot Xapf&xvopieva. les choses qui seront admises comme demontrees en vue 
de la demonstration de la proposition en question, c’est-a-dire certains lemmes 
auxiliaires. 
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droites de jonction TH, AH (qui , passeront done par les points 
K, A) f 1 ). De plus, la droite reliant les points K, A etant prolongs, 
elle qoupera le cercle ZB et rencontrera la droite prolongee qui 
passe par les centres A, V, parce que le cote AK est plus grand 
que le c6te TA du trapeze AKAr ( 2 ). Qu’elle la rencontre done 
au point E en coupant le cercle au point A. On dEmontrera que 
la droite AE est a la droite Er comme la droite AB est a la 
droite BI\ 

Or, cela est manifeste ( 3 ). En effet, les triangles TAA, AKH, 
qui ont les angles au sommet egaux ( 4 5 6 ) et les cdtes autour des 

angles I\ H proportionnels, sont 
equiangles (*) ; en sorte que les 
angles egaux compris sous les 
droites Ar, TH et sous les 
droites TH, HA sont alt ernes ; 
que la droite TA est parallHe 
a la droite AH, et que la droite 
AE est a la droite Er comme 
la droite AK est a la droite TA, 
e’est-a-dire comme la droite AB est k la droite Br (*). 

Et la reciproque est manifeste aussi ; car, si la droite AE est 
k la droite Er comme la droite AB est a la droite BT, la droite KA 
est dans le prolongement de la droite AE. 

En effet, la droite AK est par allele a la droite TA ( 7 ), et la 
droite AK est a la droite TA comme la droite AB est a la droite Br, 



1. Euclide, liv. Ill, prop. 12 enoncee p. 152, n. 3. 

2. Le parallelisme des droites AK, TA sera reconnu au cours de la demon- 
stration. 

3. Le texte ajoute ici : « la droite de jonction TA etant menee # ; ce qui 
constitue une interpolation manifeste ; car la mention qui vient d'etre faite du 
trapdze AKAr suppose dej& que cette droite a ete menee (Cfr. Hultsch, loc. 
tit., vol. I, p. 210, 1. 8). 

4. Lie texte presente id Interpolation : itpo? rtjj A, au point A (Cfr. Hultsch, 
loc. tit.i vol. I, p. 210, 1. 10). 

5. Euclide, Uv. VI, prop. 7 : « Si deux triangles ont un angle egal k un angle, 
si les cdtes autour des autres angles sont proportionnels, et si l'un et l’autre des 
angles ijestants sont en meme temps ou plus petits ou non plus petits qu’un droit, 
les triangles seront Equiangles, et les angles compris par les cdtes proportionnels 
seront egaux. » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 306. 

6 . Cwc : AK = AB et TA = Br. 

7. Par similitude des triangles AAr, AKH. 
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c’est-a-dire comme la droite AE est k la droite Er (*) ; done, la 
droite KA est dans le prolongement de la droite AE. Car, si la 
droite menee par les points K, E ne passe pas par le point A, 
mais par un point 0, il se fera que la droite AK est k la droite T0 
comme la droite AE est k la droite Er ; ce qui est impossible ( 2 ). 
Pareillement, cette droite ne coupe pas la droite TA prolongee 
au deli du point A, par exemple au point N ; car, la droite AK 
sera de nouveau a la droite TN comme la droite AE est k la 
droite Er ; ce qui est impossible, puisque la droite AK est dans 
ce rapport avec la droite TA ( 3 ). 

Ou bien comme suit ( 4 ) : Menons par le point K la droite KN 
par allele k la droite AE, et Ton obtient le paralldlogr amine APNK 
et la droite AK egale a la 
droite TN. Et puisque la droite 
AK, e'est-a-dire la droite rN, 
est k la droite TA comme la 
droite AE est a la droite Er, 
par division, la droite NA est 
k la droite Ar comme la droite 
Ar est a la droite rE, et, par 
permutation, la droite Er est 
a la droite TA comme la droite AT, e’est-i-dire comme la droite KN 
est k la droite NA. De plus, les c6tes situds autour des angles 
egaux aux points N, T sont proportionnels ; par consequent, le 
triangle EAE est semblable au triangle ANK ; done. Tangle compris 



AK AB 

i. Les deux halites de la note avant-preeddente donnent : j^**|rg* Or, 


i n AB AK 

par hypothlse, on a : -=== 5= ; done, comme le texte : ^ 

2Sdl 151 


AE. 


rA Ef d ' 0il *“ denx 
manidres qui vont suivre de ddmontrer que les points K, A, E sont sur une mime 
ligne droite. 

AK AE , 

2. Si la droite de jonction KE passe par 0 , on aura : d'oti, 

en presence de la relation de la note preeddente, il vient : r© =» TA ; ce qui est 
impossible, car : r© < TA. 

AK AE 

3. Si la droite de jonction RE passe par le point N, on aura: d’°&» 

en presence de la relation de la note avant-prlcddente, il vient : TN =» TA; ce 
qui est impossible, car TN > TA. 

4. C'est-A-dire autre manilre de ddmontrer que les points K, A, E sont en 
ligne droite. 


Pappn d’Alexandrie. — I 
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sous les droit es EA, Ar est egal a 1' angle compris sous les droites 
NA, AK. Or, TN est une droite ; done, KAE est aussi une droite (*). 

Je dis, en outre, que le rectangle compris sous les droites 
KE, EA equivaut au carre de la droite EB. 

En effet, puisque la droite AE est a la droite Er comme la 
droite AB est a la droite BI\ e’est-a-dire a la droite TZ, la droite 
restante BE sera a la droite restante EZ comme la droite AE est 
a la droite Er, e’est-a-dire comme la droite KE est a la droite EA. 
Mais, le rectangle compris sous les droites KE, EA est au rectangle 
compris sous les droites AE, EA comme la droite KE est a la 
droite EA; tandis que le carre de la droite BE est au rectangle 
compris sous les droites BE, EZ comme la droite BE est a la 
droite EZ, et le rectangle compris sous les droites AE, EA equivaut 
au rectangle compris sous les droites BE, EZ ( 2 ) ; par consequent, 
le rectangle compris sous les droites KE, EA equivaut au carre 
de la droite EB ( 3 ). 


1. Puisque AK = TN, la relation 
TN — TA AE — Er 


AK AE , . . TN 

rS-lf dev,ent: Ta 


r a 


ep 


ou, comme le texte 


NA 

I’A 


AE 

Er' 

Er 


Ar ,, . 

IT- do4: Ta 


d'oit : 

_ AT 
NA' 


Or„ 


ET KN 

Ar = KN ; done, comme le texte : -=-r Or. les angles alternes en T et N 

TA NA ° 

sont 6gaux, d’oit similitude des triangles EAr, ANK, d’ou, comme le texte : 
EAr = NAK. Or, par construction, les points T, A, N sont sur une droite ; 
done : TAK + KAN = 2 angles droits. Mais, KAN = EAr ; done: rAK -f EAT =* 

2 angles droits. Dds lors, les points K, A, E sont sur une meme droite. 

Cette demonstration k l’aide du parallelogramme auxiliaire sera invoqu6e 
plusieurs fois dans la suite, notamment dans les propositions 64, 11S, 128 et 130 
du livre VII. 

2. Euclide, liv. Ill, prop. 36, enonc6e p. 142, n. 4. 

AE AB 


3. On a demontre : ^ = ^ 5 . Or, TZ 

EjI bl 


Br ; done 


et rz' 


d’oit 


AE — AB AE 


=r —7? OU 


Er — rz~Er 


BE AE ^ KE AE . , . A A BE KE 

'“EF 0r ’ EA = Bt 1 d0 " C ' COmme Ie teXte : EZ = EA' 


EZ 


BE a 


^ ... KE KE X EA . BE 

Or, on peut ccrire : — et ^ 

r EA EA X EA EZ EZ X BE 


done 


BE 2 


EZ X BE 

^ W 

EA x EA ' ^ r * ^ s ® cantes cerc le r, issues du point E, donnent (Euclide,. 

liv. Ill, prop. 36) : EA x EA = EZ x BE ; done, comme le texte : KE x EA = 
BE*. 
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Proposition 14. — Soient deux demi-cercles BHr, BEA ; 
que le cercle EZH0 leur soit tangent, et menons de son centre A 
la perpendiculaire AM sur la base Br des demi-cercles ( 1 ). Je 
dis que, dans la premiere figure, la somme des droites rB, BA 
est a leur excedent, c’est-a-dire a la droite TA, et que, dans les 
deuxieme et troisieme figures, 1’ excedent des droites rB, BA est 
k la somme des droites TB, BA [c’est-a-dire a la droite TA] ( 2 ), 
comme la droite MB est au rayon du cercle EZH0. 

Menons par le point A la droite 0Z parallele a la droite Br. 
Des lors, puisque les deux cercles BHr, EZH0 sont tangents 
entre eux au point H et que, dans 
ces cercles, les diametres Br, Z© 
sont par alleles, la ligne qui passe 
par les points H, 0, B sera droite, 
et celle qui passe par les points 
H, Z, r le sera aussi ( 3 ). 

Derechef, puisque les cercles b k a m a r 

BEA, EZH0 sont tangents entre 

eux au point E, et que, dans ces cercles, les diam&tres 0Z, BA 
sont par alleles, la ligne qui passe par les points Z, E, B sera 
droite, ainsi que celle qui passe par les points 0, E. A. 

Menons, en outre, des points 0, Z, les perpendiculaires 
0K, ZA; il s’ensuit que, par similitude des triangles BHr, B0K, 


1. Le cours de la demonstration et les trois figures qui accompagnent le 
texte montrent que les deux demi-cercles sont tangents au point B. 

2. La phrase placee entre crochets est une restauration proposee par Hultsch 
(Cfr. loc. cit., vol. I, p. 214, 1 . 4). 

3. Si, dans la premi&re figure, nous menons la droite de jonction HA, son 

prolongement passera par le centre N du cercle BHr. 
D&s lors, si 1 ’on m&ne les droites de jonction BH, 0H, 
considerant que les droites BN, 0 A sont par alleles et 

que l'on a: AH = ©A et NH = BN, d'ou : = 

N n jjri 

r la proposition 13 d£montre que les droites BH, 0 H sont 
dans le prolongement l'une de l'autre, c’est-k-dire que 
les points H, 0 , B sont sur une meme droite, et qu'il 
en est de meme pour les points H, Z, T. La meme 
chose se demontre pour les deux autres figures. 
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la droite B© sera a la droite BK? comme la droite Br est a la 
droite BH, et que l’aire ( x ) comprise sous les droit es 17B, BK 
equivaut a celle qui est comprise sous les droites HB, B0 ; tandis 
que, par similitude des triangles BZA, BEA, la droite BZ est a 
la droite BA comme la droite AB est a la droite BE, et que le 
rectangle compris sous les droites AB, BA equivaut au rectangle 
compris sous les droites ZB, BE. Or, le rectangle compris sous 
les droites HB, B0 Equivaut au rectangle compris sous les 
droites ZB, BE ( 2 ) ; done, le rectangle compris sous les droites 
FB, BK Equivaut aussi au rectangle compris sous les droites 
AB, BA, ou, si la perpendiculaire menee du point Z tombe au 
point A, Equivaut au carr4 de la droite BA. Des lors, dans la 
premiere figure, la droite AB est a la droite BK comme la droite rB 
est a la droite BA; de sorte que [la somme des droites AB, BK 
est aussi k leur excedent] ( 3 ), e’est-a-dire a la droite KA, comme 
la somme des droites rB, BA est a leur excedent, e'est-a-dire 
a la droite TA. Or, la droite BM est la moitie de la somme des 
droites AB, BK (parce que la droite MA est 6gale a la droite KM), 
et la droite MK est la moitie de la droite AK; par consequent, 
la droite BM est a la droite MK, e’est-a-dire au rayon du cercle 
EZH0, comme la somme des droites rB, BA est a la droite TA ( 4 ). 


x. C’est-i-dire l’aire rectangulaire. 

2. Eucude, liv. Ill, prop. 36, 6noncee p. 142, n. 4. 

3. Lacune combine d'abord par Commandin (cfr. loc. cit., p. 75), puis par 
Hultsch comme nous avons traduit (cfr. loc. cit., vol. I, p. 216, I. 4). 

B@ BF 

4. La similitude des triangles BHI\ B 0 K donne : d’oit, comme 

i>lv bn 

le texte : B 0 x BH = BT x BK. D’autre part, la similitude des triangles BAZ, 
BZ AB 

BEA donne : = d’oii, comme le texte: BZ x BE = AB x BA. Or, les 

BA BE 

secantes du cercle A issues du point B donnent (Euclide, liv. Ill, prop. 36): 
B© x BH = BZ x BE, d’oii, en presence des deux egalites pr6cedentes, il 
vient : Br x BK = AB x BA (ou bien : Br x BK == BA a , si le pied de la 
perpendiculaire abaiss£e de Z tombe en A comme le fait remarquer inutilement 

BA BT 

une phrase probablement interpose). D£s lors, cette relation donne: 3^ = 3^' 

... BA+BK Br + BA , . * . BA + BK Br+BA n 

dou: ba3-bk=bt^ba ou ’ comme Ie texte: kX TS — 0r - 

on a; 2 BM = BA + BK -(- KM — MA et KM = MA, d'ou, comme le texte : 

BM rn z (BA + BK) et MK = - AK; done: ^ = BF + BA ou, comme le texte : 
2 v ' 2 MK TA 

BM Br + BA 


AZ 


TA 
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D' autre part, dans les deuxieme et troisi&me figures, puisqu’il 
a 6te d6montr6 ( l ) que le rectangle compris sous les droites FB, BK 
dquivaut au rectangle compris 
sous les droites AB, BA, il s’ensuit 
que la droite AB est a la droite 
BK comme la droite 1?B est a la 
droite BA, et, par composition, 
que la droite KA est a la droite 
KB comme la droite TA est a la 
droite AB ; de sorte que la droite 
KA est aussi k l'exc6dent des 
droites AB, BK comme la droite 
TA est k Texc^dent des droites 
FB, BA. Or, le rayon du cercle 

EZH© ( a ) est la moiti6 de la droite KA tandis que la droite BM 
est la moitie de l’exc6dent des droites AB, BK, parce que la 

droite AM est 6gale k la droite 
MK; en sorte que, dans la premiere 
figure, la somme des droites FB, 
BA est k leur exc^dent, la droite 
FA, tandis que dans les seconde 
et troisi&me figures, Texc6dent des 
droites FB, BA est k la somme 
des droites FB, BA, c’ est- A- dire la 
droite TA comme la droi; 
est au rayon du cercle EZH© ( 3 ) ( 4 ). 








auuc 

trois figures 

* a. 

est ^ 

srv \ 


1. L’edition de Hultsch abandonne ici l’interpolation xai 
maniere commune, c'est-«i-dire d'une mani&re qui s ’applique au 1 
(Cfr. loc. cit., vol. I, p. 216, 1 . 11). 

2. Le texte presente ici 1 'interpolation : avri AM, e’es 

echange de la (droite) AM (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 216, 

3. Les mots avcbraXiv yap interpoles a cet endroit veulent indiquer que le 
rapport precedent est pr6sente d’une mani&re inverse (Cfr. Hultsch, loc. cit., 
vol. I, p. 216, 1. 23). 

4. La relation FB x BK — AB x BA d£montree plus haut pour la premiere 

BA rB 

figure, et qui reste vraie pour les deux autres, donne : (1), d'ofi: 

KA TA 
BK"“ BA 

d'ofi, par raison d’identite avec la relation pre- 


— OLtl ~ ou, comme le texte : Or, la relation (I) donne 


BK 


aussi 


BA 


BA 

BK rB — BA 


BK 


BA 
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On d^montre en meme temps que le rectangle compris sous 
les droit es BK Ar equivaut au carre de la droite AM. 

En effet, par similitude des triangles B0K, ZAr, la droite ZA 
est a la droite Ar comme la droite BK est a la droite K0, et le 
rectangle compris sous les droites BK, Ar Equivaut au rectangle 
compris sous les droites 0K, ZA, c’est-a-dire au carre de la 
droite AM ( 1 ). 

D’ailleurs, en raison de ce que la droite BA est a la droite KA 
comme la droite Br est a la droite PA, il se fait que le rectangle 
compris sous la droite Br et la droite KA c’est-a-dire le diametre 
du cercle, equivaut au rectangle compris sous les droites BA Ar ; 
tandis que, en raison de ce que la droite BK est a la droite KA 
comme la droite BA est a la droite TA, le rectangle compris sous 
la droite BA et la droite KA, c’est-a-dire le diam&tre du cercle, 
equivaut au rectangle compris sous les droites BK Ar ( 2 ). 

XVII. 

Proposition 15. — Les memes cboses etant poshes ( 3 ), decri- 
vons le cercle 0PT tangent aux demi-cercles initiaux et au 


cedente, on a, comme le texte : 


KA 

BA — BK 5 ” TB 


TA 


„ Or, AZ =s - KA et 
BA 2 


2 BM =* BM -f AM — (MK — BM) =* BA — BK, d’oil : BM = 1 (BA — BK) ; 


done, comme le texte : 


BA 


; tandis que dans la premiere 


AZ - TA ~Br+BA 

- BM BT 4- BA BT BA 

figure on a eu : — — X — -L . 

5 AZ TA Bf— BA 

1. Les triangles BK@, ZAr, tous deux semblables au triangle BHr, sont 

semblables entre eux ; done : d’oil : BK x Ar = K0 x ZA. Or, K0 = 

Ar k© 

AZ = AM ; done, comme le texte : BK x Ar = AM*. 

BA TB 

2. On a demontre plus haut que l’on a: = ^-r, d'oii 

ijik BA 


BA 


TB 


BA — BK TB — BA 


BA TB 

ou : rp- = ■=*■?, d'ou, comme le texte : BA x TA = TB x KA ou : BA x TA = 
KA TA 


• T> A 

TB x ©Z. D'autre part, la relation* — = donne : 

KA TA 


BA 


KA TB — TA 


KA 


TA 


BK BA 

ou : — = — — , d'oix, comme le texte : BK x TA = BA x KA ou : BK x TA = 
KA TA 

BA x ©Z. 

3. C'est-cL-dire les deux demi-cercles tangents en B et le cercle A tangent 
k ces deux demi-cercles. 
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cercle EH© aux points ©, P, T, et menons, des centres A, IT, 
les perpendiculaires AM, IIN sur la base BP. Je dis que la 
droite IIN est au diametre du cercle ©PT comme la droite AM, 
conjointement avec le diametre du cercle EH, est au diametre 
de ce cercle ( x ). 

Menons la droite BZ a angles droits sur la droite BA; elle 
sera done tangente au demi-cercle BHr, et prolongeons la droite 
de jonction All jusqu’au point Z. 

Puisque, en raison de ce qui a 
6te demontre precedemment ( 2 ), 
la droite BM est [au rayon du 
cercle EH©] ( 3 ), dans la premiere 
figure, comme la somme des 
droites TB, BA est & leur exce- 
dent, e'est-a-dire a la droite TA ; 
tandis que, dans les seconde [et 
troisieme] ( 4 ) figures, la droite MB est au rayon du cercle EH0 
comme l'excedent de ces memes droites est a leur somme, e'est- 
a~dire comme l'excedent des droites rB, BA est a la droite TA, et 
que la droite BN sera ainsi aussi au rayon du cercle ©PT, il 
s’ensuit que, par permutation, la droite A©, rayon du cercle EH©, 
sera aussi a la droite ©II, rayon du cercle ©PT, comme la droite MB 
est a la droite BN ( 5 ). Mais, la droite AZ est a la droite ZII 



1. On doit done demontrer la relation: 


IIN 


AM 4 - diam. cercle A 


diam. cercle ©PT diam. cercle A 

2. Voir proposition 14. 

3. Lacune comblee facilement par Commandin (cfr. loc. tit., p. 77) d'apres 
la meme phrase qui se represente plus loin (Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. I, p. 220, 
U. 2-3). 

4. Lacune comblee par Commandin (cfr. loc. tit., p. 77). 

5. La proposition 14 a demontre que, pour le cercle A, on a, dans la 

premiere figure : ^yon A8 du cercle EHQ = 5 F=Ba= ~r ~ et ' dans les 

........ BM Br — BA Br — BA 

seconde et troisieme figures: nss s — vjv r x = p tT 7— pt — — ttx • 

rayon A@ du cercle EH8 Br + BA TA 

Or, ces relations restent vraies pour le cercle n, dont la situation est la meme 
que celle du cercle A par rapport aux deux demi-cercles tangents en B ; done 

, , i r- BN BT 4 - BA , . e 

on aura, dans la premiere figure : — — et, aans 


rayon II © du cercle ©PT 
BN BT — BA 


les deux autres figures: , — - — . 

0 rayon II © du cercle ©PT 

BM ,, . ... A© MB 

n®“ Ati' doi1 ' comme le texte: ne“BN- 


r a 


TA 

. D6s lors, on a : 


BN 
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comme la droite MB est a la drorfe BN (car la droite ZM 6tant 

prolongee, la droite MZ sera a la droite ZS comme la droite MB est 

a la droite BN). En consequence, la 

droite A0, rayon du cercle EH0, est I ^ 

a la droite 011, rayon du cercle 0PT, 

comme la droite AZ est a la droite / 

ZII P). De plus, le cercle BPEA est 

tangent aux cercles EH0, P0T aux 

points P, E; done, en / 

vertu de ce qui a ete l ® 

demontre au theoreme 

XV ( 2 ), la droite reliant / / / 

les points P, E etant / / / \ 

prolongee, elle tom- / / / \ 


bera au point Z ( 3 ), et le rectangle compris sous les droites EZ, 
ZP equivaut au carre de la droite 0Z ( 4 ). Mais, le rectangle 


1. Les triangles semblables MZA, SZII donnent : ~ = et les triangles 

Zi 11 £tSt 

semblables ZMB, 3 MN donnent : ^ ; done, comme le texte : =» 

Za BN ZII BN 

d’ou, en presence de la relation de la note precedente, on a : 

@11 ZU 

2. C’est-i-dire k la proposition 13. 

3. La droite de jonction EP prolongee tombera en un point Z tel que l'on 

^ ... , AZ A 0 


ait, en vertu de la proposition 13 


zn“©ir 


4. La proposition 13 a d6 montre, en outre, comme corollaire (voir note), 
que l’on a : EZ x ZP = 0 Z*. 
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compris sous les droi- 
tes EZ, ZP Squivaut 
aussi au carre de la 
droite ZB ; done, le 
carre de la droite ZB 
est aussi egal au carr6 
de la droite Z 0, et la 
droite BZ est done 
6gale ala droite Z© (*). 

D' autre part, puis- 
que la droite MA pro- 
longee coupe la dr- 
conference du cerde 
EH© au point E, et 
que la droite IIN coupe 
la circonference du 
cercle ©PT au point 0, 
la droite A© est done 
6gale a. la droite AS, 
la droite II 0 egale a 
la droite II©, et la 
droite reliant les 
points 0, E passe par 
le point © ; car, Tan- 
gle compris sous les droites ©A, AS est egal ci Tangle alteme 
compris sous les droites ©II, II 0 ; le triangle A0Z est equiangle 
avec le triangle 1100 et A0II est une ligne droite ; done, la ligne 
menee par les points S, 0, 0 est droite aussi ( 2 ). Or, cette droite 
passe aussi par le point B ; car ©OB est une droite en raison de 
ce que la droite Oil est a la droite II© comme la droite BZ 
est a la droite Z0, les angles compris sous BZ, Z0 et sous 


1 . Euclide, liv. Ill, prop. 36 , enoncee p. 142 , n. 4 . La dro ite Z PE etant 
consideree comme secante du cercle BPEA, on a : E2 x ZP = ZB*, d'oii, en 
presence de la relation de la note precedent e : ZB* =3 ©Z*. d’oii, comme le teste: 
ZB = ©Z. 

2 . Les droites nO, EM etant parall&es, les angles altemes ©AS, 6110 sont 

on a© 

£gaux. De plus: ; done (Euclide, liv. VI, prop. 7 , 4nonc6e p. 160 , 

n. 5 ), les triangles A0E, 1100 sont semblables, d’oii 1100 = 20A. Or, A0II 
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On, n© etant egaux dans les par alleles BZ, On, ainsi que cela a 
ete demontre a la proposition XV ( 1 ). 

Prolongeons encore la droite de jonction Bn, et qu’elle 
rencontre au point K la droite MA prolongee. D&s lors, puisque 
la droite AZ est k la droite Zn, et la droite A0 a la droite On, 
comme la droite MB est a la droite BN, c’est-a-dire comme la 
droite KB est k la droite Bn, la droite AX sera a la droite nO, 
et la droite XK a la droite no, comme la droite KB est a la 
droite Bn ; [done, la droite AX est 6gale a la droite XK] ( 2 ). En 
consequence, puisque la droite enti&re AK est egale au diametre 
entier du cercle EH0, et que la droite Nn est a la droite On 
comme la droite KM est a la droite KX, il s’ensuit que la droite Nn 
sera aussi au diametre du cercle 0PT comme la droite MK est 
a la droite KA, c’est-a-dire comme la droite MA, conjointement 
avec le diametre du cercle EH0, est a ce diametre ( 3 ) ; ce qu’il 
fallait demontrer (*). 


etant une droite, on a : 20 A 4 - 2 ©II = 2 droits ; done : II 0 O 4- S 0 H =* 
2 droits ; done, comme le texte, 200 est une ligne droite. 

1. Les droites BZ, OH etant paralleles, on a : BZ 0 = OII 0 , et les triangles 

BZ 0 , OII 0 sont sembiables.d'ou : = d'ou : = ; C e qui correspond 

u© Z 0 Ou U0 

AK EA 

k la relation: — gp de la proposition 13 (que le texte d£signe d’apr&s le 

chap. XV), oil l’on demontre, dans les memes conditions, que les points K, A, E 
sont sur une meme ligne droite (voir note relative «i cette proposition). D6s lors, 
BZ ZR 

la relation : permet de deduire de la meme manure que les points 

0 , O, B sont en ligne droite. 

2. Restauration de Hultsch d’apres une note de Scaliger (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 224, 1. 6). 

3. On a par similitude de triangles : = O r » on a demontre plus 

, x ., A© AZ , A 0 BK A AS A 0 , AS BK 

tout que Ion a.^g-^ldonc. _ = gg. Or, st) = ^ , done: ^5 = 


Bn* 


Or, ; done : — ^ d'ou, comme le texte : AS = KS. Or, le paral- 

lelisme des droites KM, IIN donne : d'ou: Or, 2KS = 

no ks 2no 2 ks 


2AS = AS + KS = AK = diam. cercle EH© ; done : J^=~ou : 

2no ak 2no 


MA 4 - AK 
AK 


nN 


MA - 1 - diam cercle EH© 


ou, comme le texte : -r- , — r — • 

diam. cercle 0 PT diam. cercle EH© 

4. Outre les trois figures qui accompagnent le texte de cette proposition, 
les manuscrits en presentent une quatri&me relative au cas particulier du cercle 
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XVIII. 

Proposition 16 . — Ces choses 4tant demontrees au pr4alable, 
posons le demi-cercle BHr; prenons un point quelconque A sur 
sa base ; decrivons les demi-cercles BEA, ATr sur les droites 
BA, Ar ; inscrivons, dans l’espace situe entre les trois arcs appel6 
YArbelon, des cerdes tant qu'on voudra, tangents aux demi- 
cerdes et tangents entre eux, tels que ceux decrits autour des 


BHr remplace par une ligne droite, mais sans qu'elle soit accompagnee d'une 
demonstration qui s'est ou perdue ou que Pappus a abandonnee 4 la sagacity du 
lecteur. Commandin a neanmoins reconstitue cette demonstration, dont nous 
donnons la traduction d'aprfes son texte latin (cfr. he. cit., p. 87 ). 

Soit, au Ueu de la circon- 
f4rence BHr, la droite BH per- 
pendiculaire 4 la droite BA, 
tangente toutefois aux cercles 
qui ont et4 dits. 

Decrivons, autour du centre A, 
le cercle E0H tangent k la dreon- 
ference BEA et 4 la droite BH 
aux points E, H. Si l'on decrit 
autour du centre n un autre 
cercle 0PT, tangent au cercle 
E0H, k la circonf4rence BEA et 
k la droite, aux points 0, P, T, 
et si, des centres A, H, on mene 
les perpendiculaires AM, HN, on 
obtient toutes les choses qui ont 
4t4 dites, comme cela est mani- 
feste dans la quatridme figure. 

Des lors, puisque la perpendi- 
culaire BH est tangente aux 
cercles E0H, 0PT, et qu’elle est 
parall&le aux droites AM, IIN, la 
droite BM sera egale au rayon 
du cercle E0H et la droite BN 
egale au rayon du cercle ©PT ; 
par consequent, la droite A 0 , 
rayon du cercle E0H, est 4 la 
droite 110, rayon du cercle 0PT, 
comme la droite MB est 4 la 
droite BN et, pareillement 4 ce 
qui se presente dans les figures 
precedentes, on demontrera que 
la droite NH est au diam^tre du 
cercle ©PT comme la droite MA, 
conjointement avec le diametre 
du cercle E0H, est 4 ce meme 
diametre. 
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centres A, II, 0, et menons, de leurs centres, perpendiculairement 
sur la droite BF, les droites AM, IIN, OS. Je dis que la droite AM 
est egale au diamfctre du cercle decrit autour du point A; que 
la droite IIN est le double du diametre du cercle decrit autour 
du point II ; que la droite OS est le triple du diam&tre du cercle 
decrit autour du point 0, et que les perpendiculaires suivantes 
sont des multiples des diamfetres respectifs dans la mesure des 
nombres qui se depassent continuellement d’une unite. 

Menons le diametre 0Z par allele a la droite Br et les perpen- 
diculaires 0K, ZA. Des lors, en vertu de ce qui a ete demontre- 
anterieurement, le rectangle compris sous les droites rB, BK 

equivaut au rectangle compris 
% x h sous les droites AB, BA, et le 



rectangle compris sous les droites 
Br, TA equivaut au rectangle 
compris sous les droites KT, 
TA (*). Par consequent, la droite 
KA est a la droite Ar comme 
la droite BK est a la droite KA ; 


car Tun et 1’autre rapport sont 
les memes que celui de la droite BA a la droite Ar. (En effet, 
puisque le rectangle compris sous FB, BK equivaut* au rectangle 
compris sous AB, BA, il s'ensuit que AB est a BK comme 1TB 

est & BA; que, par permutation, AB est a BK comme FB est 

a BA; que, par division, AK est a KB comme TA est a AB, et 
que, inversement, BK est a KA comme BA est a AT. Derechef, 
puisque le rectangle compris sous Br, TA equivaut au rectangle 
compris sous KT, TA, il s’ensuit que TA est a TA comme Br 

est a rK ; que, par permutation, KT est a TA comme Br est 

k TA ; que, par division, KA est done a Ar comme BA est a A r. 
Or, BK est aussi a KA comme BA est a TA ; done KA est 


a Ar comme BK est a KA) ( 1 2 ). En consequence, le rectangle 
compris sous les droites BK, TA equivaut au carre de la droite 


1. Le debut de la proposition 14 (voir page 164, n. 4) a demontre qu’on a : 
Br X BK = BA X BA et Br x TA = TK x TA. 

2. La phrase incidente entre parentheses par ait avoir £t£ interpolee par un 
scoliaste. 
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KA( X ). Or, on a ddmontre pr^cedemment (*) que le rectangle compris 
sous les droites BK, Ar equivaut aussi au carre de la droite AM ; 
done, la droite AM est egale a la droite KA e’est-a-dire au 
diam&tre Z 0 du cercle decrit autour du point A. Et puisqu’il 
a et6 demontre precedemment aussi 
que la droite IIN est au diam&tre 
du cercle decrit autour du point II 
comme la droite AM, conjointe- 
ment avec la droite Z@, est a la 
droite Z0 ( 3 ), et puisque la droite 
AM, conjointement avec la droite 
Z0, est le double de la droite Z0, 
il s’ensuit que la droite IIN sera aussi le double du diamfetre du 
cercle decrit autour du point II. En consequence, la droite IIN, 
conjointement avec le diam&tre du cercle decrit autour du point II, 
est le triple de ce diam&tre. De plus, la droite OS est dans ce 
meme rapport avec le diametre du cercle decrit autour du point 0; 
par consequent, la droite OS est aussi le triple du diametre du 
cercle decrit autour du point 0 ( 4 ). Et pareillement, la perpendicu- 



1. La premiere relation de la note 1, p. 172 donne : 


BA_BT 
BK BA 


, d'oii : 


BA BT *, . BA — 
5 S“Bl' d0il • BK 


BK=Br — BA . KA Ar ... . BK BA ... 

° u • — “ba- doil : Sa“a? (I) - 


BA 


BK BA' 


AP JP 

D'autre part, la seconde relation de la note 1, p. 172 donne : d'oii: 

rA r& 


r k bt 

TA” AT' 


d’oii : 


TK — TA 
TA 


BT — AT 
Ar 


on : 


relation (I), il, vient, comme dans le texte : 


KA BA 
rA = Ar' 
KA BK 
TA “ KA' 


d’oii, en presence de la 
d’oii : BK x TA = KA*. 


2. Voir proposition 14. 

3. Voir proposition 15. 

4. Reprenant ce passage en notations usuelles on a (prop. 14, corollaire, voir 
p. 166, n. 1) : BKx TA= AM 2 , d’oii, en presence de la demi&re relation de la note 


antepenultifcme, il vient : AM* = KA*, d’oii : AM = KA = diam. Z 9 du 
cercle A, d’ou : AM -j- Z 0 = 2Z©. Or, on a d6montr£ (prop. 15) que l'on a : 

HN AM 4 - Z© ; ^ HN 2 Z© ^ 

1 — = = rr^- done : 5 — ==s— dou, comme le 

diam. cercle II Z© diam. cercle n Z© 


texte : IIN = 2 diam. cercle n, d’oii, comme le texte : HN 4 - diam. cercle II =* 
3 diam. cercle n, d'oii : — = 3. Or, le cercle 0 6tant place 

dans les memes conditions que le cercle A par rapport aux deux demi-cercles 
tangents en B, la proposition 15 donne de m&ne : 


diam. cercle O 
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laire relative au cercle suivant est le quadruple de son diamfetre ; 
les perpendiculaires suivantes seront trouvees des multiples des 
diametres respectifs dans la mesure des nombres qui se depassent 
successivement l’un l'autre d’une unite, et Ton demontrera que 
cela se presente ainsi a l’infini. 

D'ailleurs, si, au lieu des circonferences BHr, ATr, on a des 
droites perpendiculaires a la droite BA, comme dans la troisieme 



figure, les memes choses se pre- 
senteront en ce qui concerne les 
cercles inscrits ; car la perpendi- 
culaire menee du centre A sur la 
droite BA devient aussitot 6gale 
au diam&tre du cercle A f 1 ). 

D' autre part, conservant les 
circonferences BHr, BEA, et sup- 
posant, au lieu de la circonference 
ATr, la droite AZ perpendiculaire 
a la droite Br, comme dans la 


quatrieme figure, si la droite Br 
est a la droite TA dans un rapport numerique carre, la perpendi- 
culaire menee du point A sera 


commensurable avec le diametre 
du cercle decrit autour du 
point A ; si non, elle sera incom- 
mensurable ; car le rapport du 
carre de la droite AZ au carrg 
du diaruetre du cercle decrit 
autour du point A est generale- 



ment le meme que celui de la 


droite Br a la droite TA, ainsi qu’on le demontrera dans la 


+ diam -. ce r . cI e .iL. done : 


diara. cercle II 


diam. cercle O 


= 3 , d’ou, comme le texte: OS 


3 diam. cercle O. 

i. Le cercle ©EZ devenant tangent au cercle BEA au point E et tangent 
aux perpendiculaires B0, AZ aux points 0, Z, il en resulte que le diametre 0Z 
devient parall&le et egal k la droite BA ; done, la perpendiculaire AM devient 
£gale au diametre du cercle A, et tout se passera pour les cercles successifs n, 0,etc.^ 
comme dans la premiere figure. 
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suite ( 1 ). [Ainsi, lorsque la droite Br est quadruple en longueur 
de la droite TA, la droite AZ, c’est-a-dire la perpendiculaire menee 
du point A, devient double en longueur du diametre du cercle 
decrit autour du point A ; celle menee du point II devient triple ( 2 ); 
celle menee du point 0 devient quadruple ( 3 ), et ainsi continue!- 
lement dans la mesure de la suite des nombres.] ( 4 ) 

XIX. 

Proposition 17. — Voici le lemme qui a ete differe ( 5 ). Soient 
les demi-cercles BHI\ BAA, la perpendiculaire AE et le cercle 
tangent 0HZA ( 6 ) ; je dis que, en puissance la droite AZ est au 
diametre du cercle 0HZA comme, en longueur, la droite Br est 
a la droite TA ( 7 ). 

Menons le diametre 0Z ( 8 9 ) ; done, ZAB, 0AA sont des lignes- 
droit es (•). Menons la perpendi- 
culaire ©K. Des lors, le rectangle 
compris sous les droites TB, BK 
sera equivalent au carre de la 
droite BA, en raison de ce qui 
a ete demontre precedemment ( 10 ); 
done, la droite BA est a la 
droite AK, c’est-a-dire a la droite 
0Z, comme la droite Br est 
a la droite TA. Or, la droite AA est a la droite ©A comme la. 



1. Voir le lemme suivant qui constituera la proposition 17. 

2. Sous-entendu : t rj? otapeTpou tou ictpi to n xuxXou, c’est-«L-dire : du. 

diametre du cercle (decrit) autour du (point) II. 

3. Sous-entendu : du diam&tre du cercle decrit autour du point O. 

4. Toute la demtere phrase que nous avons placee entre crochets nous parait 
avoir £t6 interpose par un scohaste commentateur. 

5. C’est-A-dire le lemme qui a £t6 invoque k la fin de la proposition 16 sous 
reserve d’une demonstration ult&ieure. 

6. C’est-ii-dire le cercle 0 HZA tangent aux deux demi-cercles et a la perpen- 
diculaire, respectivement aux points A, H, Z. 

* j- v AZ a BT 

7. C est-i-dire que Ion aura : 7-y i ^^ =77. 

' carre diam. cercle 0 HZA TA 

8. Menons le diamdtre ©Z parall&le k la base BT des deux demi-cercles- 
tangents en B. 

9. Voir proposition 14 et notes. 

10. Voir proposition 14 et notes. 
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droite BA est a la droite ©Z, et le Carre de la droite ZA est au 
carre de la droite ©Z comme la droite AA est a la droite A© (car 
le triangle ©ZA est rectangle et la droite ZA est perpendiculaire 
sur l’hypothenuse) ; par consequent, le carre de la droite ZA est 
au carre du diam&tre du cercle ©HZA comme la droite Br est 
a la droite TA (}). 


XX. 

Proposition 18. — La question suivante se traite aussi au 
moyen des lemmes qui viennent d’etre exposes. 

Soient les demi-cercles ABI\ AAE, et decrivons tangentielle- 
ment a leurs arcs les cercles decrits autour des centres Z, H, ©, 
ainsi que les cercles qui s’enchainent a ces demiers jusqu’au 
point A ( 2 ). II est d&s lors manifest e que la perpendiculaire amenee 
du point Z sur la droite Ar est egale au rayon du cercle decrit 
autour du point Z, et je dis, en outre, que la perpendiculaire 
amenee du point H est le triple du rayon du cercle decrit autour 
du point H ; que celle qui est amende du point © est le quintuple, 
et que les perpendiculaires suivantes sont des multiples des rayons 
dans la mesure des nombres impairs successifs. 

En effet, puisqu’il a 6te demontre precedemment que la per- 
pendiculaire amende du point H est au diametre qui lui correspond 
comme la perpendiculaire amende du point Z, conjointement avec 
le diametre correspondant, est a ce diametre, et que la perpendi- 


d’oti 


d’oii : 


BA*= BT x BK, 


1. En notations usuelles, on a demontr6 (prop. 14) qu'on a 

BA Br . . , BA Br 

ou, comme le texte : - 7 - 7 ? — ttt ou 


BK~ BA* 


BA — BK — Br — BA 


AKTA 


BA Br 
©Z”rA‘ 
AA_BT 
©A~TA' 


Or, la similitude des triangles BAA, ZA© donne: 


AA BA. 
©A ©Z ’ 


done : 


D’autre part, consid6rant le triangle rectangle ©ZA et la perpendi- 


culaire ZA, on a : AA x ©A = AZ*, d'oii : AA* x ©A = AA x AZ* , d'oii : 
Or, la similitude des triangles AZ@, ZAA donne : = done, 

AT* UA * 0 T.tA* AT* 


comme le texte : 2p = rA* 

2. 11 faut sous-entendre que le premier cercle Z, tangent aux deux demi- 
cercles ABr, AAE, tangents en A, est aussi tangent a la base Ar commune aux 
deux demi-cercles. 
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culaire amende du point Z, con- 
jointement avec ce diam&tre, vaut 
une fois et demie ce diametre, il 
s'ensuit que la perpendicnlaire 
amenee du point H sera le triple 
du rayon (*). Derechef, puisque la 
perpendiculaire amende du point 
0 est au diamfetre comme la perpendiculaire amende du point H, 
conjointement avec le diam&tre, est k ce diametre, et que le 
rapport de la perpendiculaire amende du point H, conjointement 
avec le diametre, a ce diamfetre est celui de 5 k 2, la perpendicu- 
laire amenee du point 0 aura ce meme rapport avec le diam&tre ; 
par consequent, la perpendiculaire amende du point 0 sera le 
quintuple du rayon ( 1 2 ). On d£montrera pareillement que les 
perpendiculaires suivantes seront des multiples des rayons dans 
la mesure des nombres impairs successifs. 



XXI. 

La theorie de l’helice decrite dans le plan ( 3 ) a 6te mise en 
question par le geometre Conon de Samos, et c'est Archim&ie 
qui Fa etablie en faisant usage d’un procdde admirable ( 4 ). 


1 On a /nroD • perpendicul. cercle H __ perpendicul. cercle Z 4- diam. cercle Z. 
VP P* 5 ) • diam. cercle H “ diam cercle 2 

Or, perpendiculaire cercle Z + diam. cercle Z = 3 diam. cercle Z ; done : 

perpend. _ cercle H _ 3 . perpend, cercle H = 5 diam. cercle H, ou, comme 

dram, cercle H 2 v 2 

le texte : perpend, cercle H — 3 rayons cercle H. 

2. n n a ^ (Fr0 p Ig) . perpend, cercle perpend, cercle H + <ham. cercle H. 

diam. ccrclc © ******* ** ^ 


diam* cercle H 


Or, on a (note precedente) : perpend, cercle H = | diam. cercle H ; done, on a: 

perpendiculaire cercle 0 & diam. cercle H + diam. cercle H 5 . , 

- — e -—t= ; — k = ■ — = — — =-, d ou, comme le 

diam. cercle © diam. cercle H 2 


texte : perpendiculaire cercle 0=1 diam. cercle 0 = 5 rayons cercle 0. 

3. ev imxeoh) ypoKpopivT,, l'helice decrite dans le plan, e’est-a-dire 
l'helice plane ou spirale. 

4. Archim^de, Des Spirales. Voir CEuvres d’ Archimede, trad, de P. Ver Eecke, 
pp. 239-299, ou ed. du texte grec precitee de Heiberg, vol. II, pp. 3-121. 


Pappus dWlexandrie. — I 


f 
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La generation de cette ligne est la suivante : 

Soit un cercle dont le centre est le point B et le rayon la 
droite BA. Faisons mouvoir la droit e BA de telle sorte que le 
point B reste fixe et que le point A soit emporte d’une maniere 

uniforme suivant la circonference 
du cercle ; qu’un point initial soit 
emporte d'une maniere uniforme 
a partir du point B j usque sur le 
point A, et que le point partant 
du point B parcoure la droite BA 
et le point A la circonference du 
cercle dans un meme temps. Le 
point qui se meut suivant la droite 
BA ddcrira, dans la revolution de 
cette droite, une ligne telle que 
BEZA ( 1 ) ; son origine sera le 
point B, ( 2 ) la position initiale de revolution sera la droite BA, ( 3 ) 
et cette ligne sera appel4e la spirale. 

Proposition 19. — Sa propriety ( 4 ) principale est la suivante : 
Si on lui mene transversalement une droite telle que BZ, et qu’on 
la prolonge, la droite AB est a la droite BZ comme la circonference 
entifcre du cercle est a l'arc AAr ( 5 ). 



1. Archimede, Des Spirales, Definition i : « Si une ligne droite est menee 
dans un plan, et si, l’une de ses extremites restant fixe, elle toume un nombre quel- 
conque de fois d’un mouvement uniforme, reprenant la position d’oii elle est 
partie, tandis que, sur la ligne en rotation, un point se meut uniform6ment 
comme elle k partir de l’extremite fixe, le point d£crira une spirale dans le plan ». 
Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 261, ou ed. de Heiberg, vol. II, p. 45. 

2. Archimede, Des Spirales, Definition 2 : « Appelons origine de la spirale, 
l’extremite de la droite qui reste fixe pendant que la droite toume ». Voir trad, 
de P. Ver Eecke, p. 261, ou ed. de Heiberg, vol. II, p. 45. 

3. Archimede, Des Spirales, Definition 3 : « Appelons position initiale de 
revolution, celle k partir de laquelle la droite a commence de toumer ». 
Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 261, ou ed. Heiberg, vol. II, p. 45. 

4. (Tujxirrwjxa, ce qui arrive a quelque chose, le symptdme, c'est-i-dire la 
propriety de la spirale. 

5. Proposition demontree par Archimede dans son traite Des Spirales, dont 
elle constitue la proposition XIV, et oil elle est enoncde de la maniere plus 
complete : « Si du point d’origine de la spirale on m£ne deux droites k ime 
spirale decrite dans une premiere revolution, et si celles-d sont prolongees jusqu’h 
la circonference du premier cercle, les droites menees k la spirale auront entre 
elles le meme rapport que les arcs de cercle situes entre l’extremite de la spirale 
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Cela se voit aisement en raison meme de la generation ; car, le 
point partant dn point B parcourt 
la droite BA dans le meme temps 
que le point A parcourt la circon- 
ference enti&re du cercle, et le 
point partant du point B parcourt 
la droite BZ dans le meme temps 
que le point A parcourt l’arc AAI\ 

Et les mouvements des points sont 
d’egale vitesse ; en sorte qu’il y 
aura aussi proportionnalite (*). 

Proposition 20. — Et il apparait encore manifestement que, 
si l’on m&ne transversalement du point B a la ligne ( 2 ) des droit es 
qui comprennent des angles £gaux, ces droites se depassent l’une 
1 ’ autre d’une meme grandeur ( 3 ). 

XXII. 

Proposition 21. — Demontrons que la figure comprise sous 
la spirale et la droite initiale de revolution est la troisieme partie 
du cercle qui entoure la spirale ( 4 ). 



et les extr6mit6s des droites prolongees aboutissant k la circonference ; ces arcs 
6tant pris de l’extremite de la spirale vers l'avant ». Voir trad, de P. Ver Eecke, 
p. 263, ou £d. du texte grec de Heiberg, vol. II, p. 51. 

1. La demonstration de la proportionnalite des llgnes droites et courbes en 
question n'est pas poursuivie par Pappus, qui s'en rapporte done k la propo- 
sition II du traite Des Spirales d’Archim&de, laquelle est enoncee : « Si deux points 
se deplacent d'un mouvement uniforme, chacun suivant une ligne, et si sur chacune 
de ces lignes on prend deux lignes dont les premieres et les secondes sont par- 
courues par les points dans des temps egaux, les lignes ainsi prises ont meme 
rapport entre elles ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 244, ou ed. Heiberg, vol. II, 
p. 14. 

2. Sous-entendu : spirale. 

3. Proposition demontree par Archim&de dans le traite Des Spirales ou elle 
constitue la proposition XII, et est enoncee : « Si des droites, en nombre quel- 
conque, menles de l’origine de la spirale decrite dans ime revolution quelconque, 
forment des angles egaux entre eux, ces droites se depassent l'une l'autre d’une 
meme grandeur ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 262, ou ed. de Heiberg, vol. II, 
p. 46. 

4. Proposition demontree d’une manure differente par ArchimMe dans son 
traite Des Spirales, ou elle constitue la proposition XXIV, et est enoncee : 
« L'aire comprise entre la spirale decrite en premiere revolution et la premiere 
des droites en position initiale de revolution est equivalente au tiers du premier 
cercle ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 282, ou 4 d. Heiberg, vol. II, p. 86. 


l8o PAPPUS d'alexandrie 

— 

En effet, soient un cercle et la ligne que nous venons de dire (*) ; 
posons un parallelogramme rectangulaire KNAII ; decoupons d’une 

part un arc AI\ partie de la circon- 
* ference du cercle ; d' autre part une 

droite KP, meme partie de la droite 
KII, et menons les droites de jon- 
ction rB, BA. Menons la droite FT 
par allele a la droite KN, la droite 
QM parallfcle a la droite KII, et 
decrivons l’arc ZH autour du 
centre B. D6s lors, puisque la 
circonf 6rence entifere est k l’arc 
TA comme la droite AB est a la 
droite AH, e’est-a-dire la droite 
Br a la droite TZ ( i. 2 ) (car cela 
est la propriety principale de la 
spirale) ; que la droite IIK est a 
la droite KP comme la circon- 
ference du cercle est k Fare FA, 
et que la droite AK est a la droite 
KQ, e’est-a-dire la droite PT k la 
droite PQ, comme la droite IIK 
est a la droite KP, il s’ensuit que 
la droite TP est aussi a la droite PQ 
comme la droite BT est k la 
droite TZ, et que, par conversion, 
le carre de la droite PT est aussi 
au carre de la droite TQ comme le carre de la droite BT est au 
carre de la droite BZ ( 3 ). Mais, le secteur ABT est au secteur ZBH 



i. C’est-i-dire : soit un cercle dont le rayon est la droite generatrice de la 

spirale de premiere revolution qu’il entoure. 

3. La proposition 19 a dtaontre la relation : frconffaence de rayon BA = 
7 arc AAr 

AB AB . circon£ 4 rence de rayon BA AB AB 

BZ BH’ ‘ circonf. de rayon BA — arc AAr - AB — BH~ HA ' 

1^ • circonf. de rayon BA_ AB _Br 

arc Ar - HA ZF 

3. On a par construction : 52 ^ = c ^ . co . n .- ~ d'oil, en presence de 

r KP arc Ar r 
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comme le carre de la droite Br est au carre de la droite BZ (*) ; 
tandis que le cylindre engendre par le parallelogramme KT autour 
de l’axe NT, est au cylindre engendre par le parallelogramme MT 
autour du meme axe, comme le carre de la droite PT est au carre 
de la droite TQ ( 1 2 ) ; par consequent, le cylindre engendre par le 
parallelogramme KT autour de 1’axe NT est au cylindre engendre 
par le parallelogramme MT autour du meme axe comme le 
secteur TBA est au secteur ZBH ( 3 ). Pareillement d’ailleurs, si 
nous posons Tare TA egal a Tare AT, la droite PX egale a la 
droite KP, et si nous faisons les memes constructions, le cylindre 
engendre par le parallelogramme PO autour de Taxe TO sera 
au cylindre engendre par le parallelogramme SO autour du meme 
axe comme le secteur ABT est au secteur EB@ ( 4 5 ). En cheminant (*) 


UK 

la relation de la note pr£cedente, on a: ^ (I). D'autre part, on a aussi par 

AK nA PT . 

Kli = PO ^Pi? don, comme le texte : 


„ . .. AK NA nK ~ 

construction : ^5 = ^=^- Or, 


pt nK pt Br 

= jrrrr-, d’oh, en presence de la relation (I), il vient, comme le texte: r— 

ivr irl2 


PO 
d'oh : 


PT 


Br 


PT — PO Br — zr 


PT Br ,, . 1 . . PT* BP* 

ou : — — — , d ou. comme le texte : — - 

TO BZ' TO* B Z? 


1. La relation exprimant que le rapport des aires de 

secteur ZBH BZ 

deux secteurs semblables, e’est-a-dire terminus par des arcs semblables, est 4 gal 
au rapport des carr6s de leurs rayons, n’est pas d£montr6e directement dams 
les Elements d’Euclide, mais elle se deduit des deux propositions suivantes : 
Euclide, liv. VI, prop. 33 : « Dans les cercles egaux, les angles ont la m&ne 
raison que les arcs qu'ils comprennent, soit que les angles soient places aux centres 
ou bien aux circonf6rences. II en est de meme des secteurs qui sont construits 
aux centres ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 373. 

Euclide, liv. XII, prop. 2 : « Les cercles sont entre eux comme les carr£s 
de leurs diametres ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 118. 

2. Euclide, liv. XII, prop. 2, et liv. XII, prop. 11 : « Les ednes et les 
cylindres qui ont la meme hauteur sont entre eux comme leurs bases. » Voir 
trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 164. 

3. Les relations des notes I ci-dessus et 3, page 180, donnent : 

secteur ABr __PT* Q r on a {Euclide, liv. XII, prop. 2 et n) : 

secteur ZBH TO* J_ v r 

cylindre de base re x PT* et de hauteur NT * x PT 4 PT* .. . , 

cylindre de base re x TO* et_de hauteur NT re x TO Tir 

texte * c y lindre de ^ ase n X PT* et de hauteur NT _ secteur ABr 
* cylindre de base re x TO* et de hauteur NT secteur ZBH 

4. Si l’on pose : arc TA = arc AT et PX = KP, on aura, comme dans la note 

' ed t * c y lindre de ^ >ase n x et de hauteur T$ secteur ABT 

p cylindre de base re x < 50 * et de hauteur TO secteur EB9 

5. icpooeucravre^, expression employee une seule fois par Pappus. 
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de la meme manifere, on demontrera que le cylindre engendre par 
le pars llelogramme Nil autour de l’axe NA est a toutes les figures, 
constituees par des cylindres, inscrites dans le cone engendre par 
le triaigle KNA autour de l’axe AN, comme le cercle entier est 
a toutles les figures, constituees par des secteurs, inscrites dans 
la spit ale, et, derechef, que le cylindre sera a toutes les figures 
constituees par des cylindres, circonscrites a ce meme c6ne, comme 
le cercle entier est a toutes les figures, constituees par des secteurs, 
circonj crites a la spirale ; d'oii il suit manifestement que le cylindre 
est au| cone comme le cercle est a la figure comprise entre la 
spirale et la droite AB. Or, le cylindre est le triple du cone (*) ; 
par consequent, le cercle est aussi le triple de la figure que nous 
venons de dire ( 1 2 ). 


XXIII. 


On demontrera de la meme mani&re que, si Ton mfcne trans- 

versalement une droite, telle que 
BZ, a une spirale AZEB, et si 
Ton decrit autour du centre B 
un cercle passant par le point Z, 
la figure comprise sous la spirale 
ZEB et la droite ZB est la 
troisi&me partie de la figure com- 
prise sous l’arc ZH0 du cercle 
et sous les droites ZB, B0. 

Que la demonstration se fasse 
done de cette manifere, et faisons 
maintenant suivre 1’ expose d’un 
theorfcme concemant cette meme 
ligne qu’il est digne de faire connaitre. 



1. Euclide, liv. XII, prop, io : « Le edne est la troisieme partie d’un cylindre 
qui a la jmeme base et une hauteur egale ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 157. 

2. Lh demonstration de Pappus, bas£e sur la consideration de corps solides, 
est doncj differente de celle d'Archimede qui considere des differences de longueurs 
et de sujrfaces. Elle emprunte cependant manifestement k Archimede sa mlthode 
d’ exhaustion. 
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XXIV. 

Proposition 22. — Soient le cercle de generation pr£c£dem- 
ment dit (*■) et la meme spirale AZEB ; je dis que, si Ton mene 
transversalement une droite telle que BZ, le cube de la droite AB 
est au cube de la droite BZ comme la figure comprise sous la 
spirale entiere et la droite AB est a celle qui est comprise sous 
la spirale ZEB et la droite BZ (*). 

En effet, decrivons autour du centre B le cercle ZH0 passant 
par le point Z. Des lors, puisque le cercle ArA est & la figure 
comprise sous Parc ZH0 et les droites ZB, B0 comme la figure 
comprise sous la ligne AZEB et la droite AB est k. la figure com- 
prise sous la ligne ZEB et la droite ZB (car on a d6montr6 que 
ces figures sont la troisifcme partie l'une de 1’ autre) ( 1 2 3 ) ; que le 
rapport du cercle ArA a l’aire decouple sous les droites ZB, B0 
et Parc ZH0 est le rapport compost de celui du cercle AFA au 
cercle ZH0 et de celui du cercle ZH0 a l'aire d^coupee sous les 
droites ZB, B0 et Parc ZH0 ; mais, 
que le carre de la droite AB est 
au carr6 de la droite BZ . comme 
le cercle AFA est au cercle ZH0 ; 
tandis que la circonference entire 
de ce cercle est k Parc ZH0, c’est- 
a-dire la circonference du cercle 
ArA cL Parc TAA, c’est-a-dire, en 
raison de la propriety de la ligne, 
la droite AB k la droite BZ ( 4 ), 
comme le cercle ZH0 est a l’aire 
que nous venons de dire ( 5 ), il 
s’ensuit que le rapport de la figure 
comprise entre la spirale et la droite AB a la figure comprise entre 

1. C’est-i-dire le premier cerde dont le centre est le point d’origine de la 
spirale et le rayon la droite que parcourt le point mobile pendant la premiere 
revolution. 

2. Cette proposition s'exprime done en d’autres termes : L'aire engendr6e 
par un rayon vecteur de la spirale est proportionnelle au cube de ce rayon. 

3. Voir proposition 21. 

4. Voir proposition 19. 

5. Euclide, liv. VI, prop. 33, enoncee p. 181, n. 1. 


r 
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la spirale et la droite BZ se compose du rapport du carre de la 
droite AB au carre de la droite BZ et du rapport de la droite AB 
a la drjoite BZ. Or, ce rapport est celui du cube de la droite AB 
au cube de la droite BZ ( 1 ). 


XXV. 



II resulte done manifestement 
de ce qui precede, qu’une spirale 
et le cercle qui l’entoure etant 
poses, si on prolonge la droite AB 
jusqu’au point A ( 2 ) ; si on lui 
mene la droite TZEK a angles 
droits et si l’on considere l’aire 
comprise entre la ligne BAE et 
la droite BE comme etant 1’ unite, 
l’aire comprise entie la ligne NME 
et les droites NB, BE sera 7 de 


1. Explicitement on a (prop. 21, coroll.) : 

Aire | sous spirale AZEB et droite BA cercle ArA de rayon BA et 

aire sous spirale ZEB et droite BZ = - secteur sous arc ' ZH© et droites 

TNi 1 , . . cercle ArA de rayon BA 

BZ, B9. D6s lors, on a, comme le texte : — 


aire sous spirale AZEB et droite BA . 
aire soi|s spirale ZEB et droite BZ 
Or, pn peut ecrire : 

cercle ArA de rayon BA 


secteur sous arc ZH0 et droites BZ, B0 


cercle ArA de rayon BA 


secteur j sous arc ZH0 et droites BZ, B© cercle ©ZH de rayon B0 

cerele 0ZH de rayon_Bg Mais on a _ d - me part : ]£ 

secteur | sous arc ZH0 et droites BZ, B0 BZ 

ce ^ -.. ATA ™y on et, les secteurs dtant proportionnels aux arcs, on a 
cercle ©ZH de rayon B0' r r 

(Euclide, liv. VI, prop. 33) d’autre part : 

drconfqrence 0ZH cercle 9ZH de rayon B0 j-j e j Qn a . 

secteur sous arc ZH0 et droites BZ, B0" ^ ’ 

et la proposition 19 a demontre que 


l’on a: 


ard ZH0 
circonfqrence ArA 


circonference 0ZH 


arc TAA arc ZH0 

circonference ArA 


arc UAA 


Bp b A 

— =- 5 — . Done par substitutions successives de ces rap- 
BZ B Z 


B a * B A 

ports il|vient, comme dans le texte : — x — 

B Z B Z 


BA a aire sous spirale et droite BA 
BZ 3 — aire sous spirale et droite BZ‘ 
2. C’est-i-dire jusqu’au point d’ intersection A avec la circonference du cercle 


de premiere revolution de la spirale. 
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ces unites; celle comprise entre la ligne Z@N et les droites ZB, BN 
sera 19 unites ; celle comprise entre la ligne AHZ et les droites 
AB, BZ sera 37 unites (car ces choses resultent manifestement du 
theoreme precedemment demontre) (*). Et si Ton consid&re, en 
outre, que la droite AB est 4, la droite ZB sera 3, la droite BN 
sera 2 et la droite BE sera 1 ; car cela result e aussi manifestement 
de la propriete de la ligne ( 2 ) et de ce que les arcs AT, TA, 
AK, ZA sont egaux ( 3 ). 


XXVI. 

Une certaine ligne a ete pr6conisee par Nicomede pour la 
duplication du cube, et voici sa generation ( 4 ) : 


1. Voir proposition 22. 

2. Voir proposition 19. 

3. Si, pour suivre le texte d’une mani&re plus explidte, nous consid£rons 
d’abord que la proposition 22 a demontr^ que l'aire engendr£e par le rayon 
vecteur de la spirale est proportionnelle au cube de ce rayon, on a : 

aire delimit 4e par arc de spirale BAE et droite BE _ 

aire d£limitee par arc NMEAB et droite BN _ 

BN 3 * 

aire d61imit£e par arc Z0NMEAB et droite BZ 

BZ 3 ” 

aire delimits par arc AZNEB et droite BA 

--5 . 

Or, il resulte de la proposition 19 que si Ton consid&re les quadrants du cercle 

BE! BN BZ BA 

de premiere revolution de la spirale, on a : — = — = — =— done, les 6galites 

pr£cedentes deviennent par raison d’identite : 

aire delimitee par arc BAE et droite BE _ 

1 ~ 

aire delimitee par arc NMEAB et droite BN _ 

g * 

aire delimitee par arc Z0NMEAB et droite BZ __ 

27 ~ 

aire delimitee par arc AZNEB et droite BA 
64 

Des lors, comme le texte : aire sous arc NME et droites NB, BE = (8 — 1 =7) 
aire sous arc BAE et droite BE ; puis : aire sous arc Z0N et droites BZ, BN — 
(27 — 8 == 19) aire sous arc BAE et droite BE ; et enfin : aire sous arc A2Z et 
droites BA, BZ = (64 — 27 = 37) aire sous arc BAE et droite BE. 

4. Le commentaire d’Eutocius sur le traite De la Sphere et du Cylindre 
d'Archimede expose d’une mantere plus ^tendue la generation de la cochloide- 
ou concholde de Nicomede, ainsi que l’instrument propre k la tracer. Voir ed.. 
precitee de Heiberg, vol. Ill, pp. 98-106. 
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Exposons une droite AB et la droite TAZ qui lui est men6e 
a angles droits. Prenons un point E donne sur la droite TAZ et, 
ce point restant fixe, conduisons, suivant la droite AAB, la droite 

TAEZ guidee par le point E de 
telle sorte que le point A se 
meuve toujours sur la droite AB 
sans abandonner la droite TAEZ 
guidee par le point E. D&s lors, 
si ce mouvement s’ effect ue de 
part et d’autre, il est clair que 
le point r decrit une ligne telle 
que ArM, et que sa propriety est 
la suivante : lorsqu’une droite tombe du point E sur cette ligne, 
la partie qui en est decouple entre la droite AB et la ligne AFM 
est egale a la droite TA ; car la droite AB restant en place et le 
point E restant fixe, lorsque le point A arrive au point H, la 
droite TA s'ajuste k la droite H0 et le point T [tombera ](*) au 
point © ; done, la droite TA est egale a la droite H0. Pareillement, 
si une autre droite tombe du point E sur la ligne, la droite d^coupee 
par la ligne et par la droite AB devient egale k la droite FA. Que 
la droite AB, dit-il ( 1 2 ), soit appelee la regie ( 3 ), le point appel6 
le pole ( 4 ) et la droite TA appelee l'intervalle ( 5 ) puisque les 
droites projetSes vers la ligne ArM sont egales a cette demiere, 
et que cette ligne ArM meme soit appelee premiere cochlolde 
{parce qu'il s’en etablit encore une seconde, une troisieme et une 
quatrifeme, qui sont utiles pour d’autres theoremes) ( 6 ). 


r 



1. Lacune combine par Hultsch au moyen de iwaretrat (Cfr. loc. cit., vol. I, 
p. 244, 1. n). 

2. C’est-£-dire Nicomede, dans l’ouvrage perdu ou il avait decrit l'instrument 
propre £ tracer la conchoide. 

3. x£vuv, la rtgle fixe ou directrice, laquelle est asymptote £ la courbe. 

4. le pdle, c’est-£-dire le point fixe E. 

5. 8ia<n7i|xa, l’intervalle, c'est-£-dire la longueur de la droite TA qui est 
constante, dans la direction du p 61 e, entre la courbe et son asymptote AB. 

6. La cochloide ou conchoide dite premiere est la courbe superieure qui 
r£gne aix-dessus de sa directrice AB par rapport £ son pdle E, et pour laquelle 

la distance constante Ar = a est positive dans l’equation polaire p =a+ — . 

La simple allusion que fait Pappus £ trois autres conchoides permet de sup- 
poser que les Anciens ont connu les trois conchoides inferieures qui rdgnent 
entre lei pdle et la directrice, et qui, suivant que la distance constante est plus 
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XXVII. 

C'est Nicomede qui a montre que Ton peut decrire cette ligne 
d’une manifere instrumentale ; qu’elle accompagne la rkgle a une 
distance qui devient continuellement plus petite, c’est-i-dire que 
la perpendiculaire TA est la plus grande de toutes celles qui sont 
amenees de points de la ligne AF0 sur la droite AB, et que la 
perpendiculaire amenee plus proche de la droite TA est conti- 
nuellement plus grande que celle qui en est plus eloign6e (*) ; 
enfin, que, si Ton a une droite dans l’espace qui r&gne entre la 
r&gle et la cochlolde, son prolongement sera coupe par la coch- 
loide ; mais, c'est nous qui avons utilise la ligne en question dans 
notre Sent sur V Analemme de Diodore (*), lorsque nous avons 
voulu decouper 1' angle en trois parties 6gales (*). 

Proposition 23. — D’apres ce que nous venons de dire, il 
est done manifeste que, si l’on donne un angle tel que celui qui 
est compris sous les droites HA, AB et un point T situe en dehors 
de cet angle, il est possible de mener une droite TH, et de faire 
en sorte que la droite KH, situee entre la ligne et la droite AB, 
soit egale k une droite donn6e ( 4 ). 


petite, egale ou plus grande que la distance du pdle k la directrice, sont 
respectivement la premiere conchoide infSrieure, la conchoide k point de rebrous- 
sement et la conchoide nouee. 

1. C’est- 4 -dire que la ligne AB est l’asymptote de la conchoide ArM. 

2. Diodore n'est connu que par trois mentions : La premiere, celle que Pappus 
fait ici ; la seconde est celle d’ Achilles Tatius qui l'appelle Diodore d’Alexandrie 
le math^maticien, dans son commentaire sur les Phinomenes d’Aratus, publies 
avec d’autres commentaires sur Aratus par Pierre Vettorio, k Florence, 1567 
(voir p. 82). La troisteme mention est celle que fait Marinus dans son commen- 
taire sur les Donnies d'Euclide ( Euclides data, Cl. Hardy gr. nunc primum lat. 
vertit, scholiisque illustravit; adjectus est Marini commentarius gr. et lot. Parisiis, 
1625, in-4 0 , P* 2 )- Quant au sujet de l'ouvrage de Diodore intitule V Analemme, 
il avait probablement trait k la description ou trace des cercles de la sphere celeste 
dans le plan (projection orthographique), ce qui constitue l'analemme de Claude 
Ptolemee;et, comme ce dernier est amene, dans la construction de son analemme, 
k diviser certaines portions du demi-cercle du tropique en six parties egales, il 
est plausible d’admettre que c’est dans son commentaire sur l’ouvrage de Diodore 
que Pappus a publie d’abord sa solution de la trisection de 1 ' angle ou de l'arc. 

3. C’est-k-dire resoudre le probl&me de la trisection de l'angle au moyen de 
la conchoide. 

4. La demonstration de cette proposition par Nicomede est rapportee aussi 
par Eutocius dans son commentaire pr6cit& Voir 6d. de Heiberg, vol. Ill, 
pp. 102-104. 
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- 1 

Menons, du point T sur la droite AB, la perpendiculaire 170 
que nous prolongeons ; que la droite A0 soit egale a la droite 

donnee, et decrivons la ligne 
premiere cochloide EAH, dont le 
pole est le point T, dont F inter- 
vals est donne, c’est-a-dire la 
droite A0, et dont la regie est 
la droite AB. Cette ligne rencon- 
trera done la droite AH en raison 
de ce que nous avons dit prec£- 
demmeiit. Qu’elle la rencontre au point H, et menons la droite 
de jonction TH. En consequence, la droite KH est 6gale a la 
droite donnee. 

XXVIII. 

En pratique ( J ) cependant, d'aucuns appliquent au point V 
une r&gle qu’ils font mouvoir jusqu’a ce que la droite decoupee 
par titonnement entre la droite AB et la ligne EAH devienne 
egale i la droite donnee, et, cela une fois obtenu, on demontre 
ce qui| a et€ propose au debut ( 1 2 ) (c’est-a-dire trouver le cube 
double; d’un cube). Mais, prenons d’abord les deux moyennes en 
proportion continue de deux droites donnees ; ce dont Nicomede 
n’a expose que la construction ; tandis que nous-meme avons, 
en outre, fait, cadrer de la mani&re suivante une demonstration 
avec cette construction. 

Proposition 24. — En eftet, soient donnees deux droites 
TA, AA a angles droits entre elles, dont il faut trouver les deux 
moyennes en proportion continue ( 3 ). 

Coibpletons le paralSlogramme ABrA; divisons chacune des 


a 



1. ^pr,9suc evexo, litteralement : pour l’usage. 

2. Voir chap. XXVI, premier alinea. 

3. Cette proposition, empruntee a l’ouvrage perdu de Nicomede sur les lignes 
cochloides, a deja ete donnee au livre III (prop. 5) ; mais elle est reprise ici dans 
des termes un peu differents et plus explicites, avec la meme figure dans laquelle 
toutes les lignes ne sont cependant pas indiquees par les memes lettres. Cette 
proposition est textuellement reproduite dans le commentaire precite d’Eutocius 
(cfr. ed| Heiberg, vol. Ill, pp. 104-107). 
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droites AB, Br en deux parties 6gal.es aux points A, E; pfolon- 
geons la droit e de jonction AA, et qu’elle rencontre au point H 
la droite I7B prolongee. Menons d' autre part la droite EZ a angles 
droits sur la droite Br; faisons-y 
tomber la droite TZ egale a la 
-droite AA et menons la droite de 
jonction ZH k laquelle nous menons 
la parallfcle T0. Enfin, ayant 1’ angle 
compris sous les droites KT, T0 (*), 
menons du point donne Z la droite 
£0K, faisant en sorte que la droite 
0K soit 6gale k la droite AA. 
c’est-a-dire 6gale k la droite TZ 
(car on a d6montr6 que cela peut 
se faire au moyen de la ligne 
cochloide) ( 1 2 ) ; prolongeons la droite de jonction KA, et qu'elle 
rencontre au point M la droite AB prolongee. Je dis que la 
droite KT est k la droite MA et la droite MA k la droite AA 
comme la droite Ar est k la droite KT. 

Puisque la droite Br est coup6e en deux parties egales au 
point E, et qu’une droite KT lui est ajout6e, il s’ensuit que le 
Tect angle compris sous BK, KT, conjointement avec le carr6 de 
TE, equivaut au carre de EK ( 3 ). Ajoutons de part et d' autre 
le carrd de la droite EZ ; par consequent, le rectangle compris 
sous BK, Kr, conjointement avec les carres de TE, EZ, c'est- 
a-dire avec le carre de TZ, 6quivaut aux carr6s de KE, EZ, 
c’est-k-dire au carre de la droite KZ ( 4 ). Et puisque MA est 
a AK comme MA est a AB, et que Br est k fK comme MA est 


1. Les droites KT, r© sont donnees de position, mais non de grandeur, car 
le point K doit encore etre determine. Or, l'angle KT® est donne, car les cdtes 
AT, AA du parallelogramme rectangle AATB sont donnes de grandeur et de 

position, et AA = ^ AB ; done, les triangles HBA, AAA sont 6gaux et semblables 

par construction, d’oii, AAH etant une ligne droite, le point H est donne. Or, 
(Euclide, Donnees, prop. 43, enoncee p. 42, n. 4), le triangle EZT est donne 
d'esp^ce, et, comme les droites ET, TZ sont donnees de grandeur, le point Z 
est donne. D6s lors, (Euclide, Donnees, prop, 41, enoncee p. 28, n. 10), l'angle 
EHZ est donne; done, l'angle Kr®, qui lui est egal, est donne aussi. 

2. Voir proposition 23. 

3. Euclide, liv. II, prop. 6, enoncee p. 43, n. 3. 

4. Euclide, liv. I, prop. 47, enonede p. 132, n. 1. 
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k AK, il s’ensuit que Br est aussi k rK comme MA est k AB. 
Or, la tiroite AA est la moitie de la droite AB et la droite TH 
est le double de la droite Br ; done. Hr sera a KT comme MA 
est k AA. Mais, en raison des par alleles HZ, T0, on a Z© k ©K 
comme Hr est k TK ; done, par composition (*), ZK est k K© 
comme MA est k AA. Or, on a suppose que la droite AA est egale 
k la la droite ©K (parce que la droite AA est aussi £gale k la 
droite rZ) ; done, la droite MA est aussi 6gale k la droite ZK, 
et le carre de la droite MA est done 6gal au carrS de la droite ZK. 
D'autre part, le rectangle compris sous BM, MA, conjointement 
avec le carr6 de AA, Squivaut au carr6 de MA, et on a d6montr6 
que le carr6 de ZK equivaut au rectangle compris sous BK, KT, 
conjointement avec le carre de Zr ; carres chez lesquels le carr6 
de AA est egal au carre de TZ (car on a suppose que la droite AA 
est Sgale a la droite TZ) ; par consequent, le rectangle compris 
sous BM, MA equivaut au rectangle compris sous BK, Kr, et 
rK est done a MA comme MB est a BK. Mais Ar est a TK comme 
BM est a BK ; done, HC est a AM comme Ar est k rK. Or, MA 
est ausSi k AA comme MB est k BK ; done TK est a AM et AM 
a AA comme Ar est a TK (*). 


1. Euclide, liv. V, prop. 18 : « Si des grandeurs etant divides sont propor- 
tionnelles, ces grandeurs 6tant composees seront encore proportionneUes ». Voir 
trad, de Peyrard, vol. I, p. 274. 

2. La demonstration se dlroule explicitement comme suit : La droite Br 
6tant diyisee en deux parties egales en E et prolongee en K, on a (Euclide, 

liv. II, prop. 6, c’est-ci-dire l’identite : (a -f- b) b 4- ^.=0 -f- b'j ) ; BK x Kr + 

fE 1 2 = eK 2 , d’ou : BK X Kr + LE 2 -f EZ 2 = EK 2 + EZ 2 ou, comme le texte : 
BK x KP + rZ 2 — KZ 2 (I). Or, les triangles semblables MAA, AFK donnent : 
MA MA MA . AA MA Br MA ,, . , , , Br MA, TT , 

AK=aT = AB et TE = AK 0u : FR = AK- d 0U ’ C ° mme k teXte : FK = AB f 11 *' 


Or, AA AB et BH = AA = Br, d’ou : TH = 2Br, d’ou la relation (II) 

, . . MA , , . TH MA , TTT , . ..... 

devient : L-— — — — ou, comme le texte : (III). Or, le parallelisme 

TK 2 AA TK AA ' r 


^7 I - 

des droites HZ, T@ donne : = d’ou, comparant avec la relation (III) 


HT 

TK' 


Z© MA 


il vient : ~ t? = 


©K AA’ 


d’ou: 


Z 0 + ©K MA + AA 


©K 


AA 


ou, comme le texte : 

©K AA 


Or, on suppose avoir construit ©K = rz = AA & l'intervention de la conchoide 
de Nicomede ; done : ZK = MA, d’ou: ZK 2 = MA 2 (IV). D’autre part, consid6rant 
la droite AB divide en deux parties egales en A et la droite en prolongation 
MA, on a (Euclide, liv. II, prop. 6), par analogie avec l’expression (I) 
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XXIX 

Proposition 25. — Cela etant d6montre, on voit clairement 
comment, etant donn6 un cube, 
il faut trouver un autre cube sui- 
vant un rapport donne. 

En efiet, que le rapport donne 
soit celui de la drolte A k la 
droite B, et prenons les deux 
moyennes en proportion continue 
r, A des droites A, B. Des lors, 
le cube de la droite A sera au 
cube de la droite V comme la 
droite A est a la droite B ; car cela resulte manifestement des 
Elements ( 1 ). 


A 


r 


A 


B 


XXX 

Une ligne qui tire sa denomination de sa propriety meme 
a et£ adoptee par Dinostrate, Nicomede et certains autres auteurs 


BM x MA -f AA 2 a* MA 2 , d’ou, en presence de la relation (IV) on a : 
BM x MA + AA 2 a a ZK a , d’oii en presence de la relation (I) on a: BM x MA + 
AA 2 =BK x KT + rz 2 . Or, on a par hypothfcse : TZ = AA, done, comme le 
texte : BM x MA = BK x KT, d'ou (Euclide, liv. VI, prop. 16 6nonc6e p. 44, 

n. 3) : (V). Or, le parallelisme des droites BM, AT donne • = 

MA x>iv a Jtv d H 

done : Or, le parallelisme des droites BK, AA donne : D&s 


MA TK 


AA BK 


lore, on a la progression : = et les droites TK, MA sont les deux 

moyennes proportionnelles des droites Ar, AA. 

1. C’est-a-dire que si on determine de la mani&re exposee dans la proposition 
pr6cedente les deux moyennes proportionnelles T, A entre les droites A, B, 
» A F A 

en sorte que Ion ait: il s’ensuit qu’on a alg^briquement : 


A® A X r X A A 

— -- — — ; mais cette relation s’etablit geom^triquement dapr&s les 

I x X A X xJ 

propositions suivantes des Elements d’Euclide : 

Livre V, definition 11, enoncee p. 41, n. 1. 

Livre VIII, prop. 12 : « Entre deux nombres cubes, il y a deux nombres 
moyens proportionnels, et le cube a avec le cube une raison triple de celle que le 
cdte a avec le cote. » Voir trad, de Peyrard, vol. II, p. 25. 

Livre XI, prop. 33 : « Les parall£l£pip&des semblables sont entre eux en raison 
triptee de leurs cdtes homologues ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 85. 
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recents pour effectuer la quadrature du cerde ; ils Pont appelSe 
la quadratrice ( 1 ), et void sa generation. 

Posons un carre ABrA et decrivons Parc BE A autour du 
centre A. Faisons mouvoir la droite AB de telle sorte que, le 

point A restant fixe, le point B 



se deplace suivant l’arc BEA, 
et que la droite Br, se main- 
tenant tou jours parallde k la 
droite AA, accompagne le point B 
qui se deplace suivant la droite 
AB. De plus, que la droite AB, 
se mouvant d'une mani&re uni- 
forme, parcoure P angle compris 
sous les droit es BA, AA, e'est- 
a-dire que le point B parcoure 
Parc BEA dans le meme temps 
que la droite Br se dSplace le 
long de la droite BA, e’est-a-dire que le point B se deplace sui- 
vant la droite BA. II se fera evidemment que les droites AB et Br 
coincideront simultanement Pune et P autre avec la droite AA. 
En consequence, un tel mouvement ayant lieu, les droites AB, Br 
se couperont mutuellement en un point qui est continuellement 
transports avec elles, lequel decrira une ligne concave d'un meme 
c6te, telle que BZH, dans l’espace compris entre les droites BA, AA 
et Parc BEA; ligne qui par ait commode pour trouver un carre 
equivalent a un cercle donne. Du reste, sa propriety principale 
est telle que, si une droite quelconque AZE est menee transver- 
salement a Parc, la droite BA sera k la droite Z0 comme Parc 
entier est a Parc EA ; car cela resulte manifestement de la 
generation de la ligne ( 2 ). 


1. nTpDtywvi^ouiTa ypaujJL^, la ligne tetragonisante ou quadratrice. 

2. Le texte exprirae d'une mantere un peu confuse que, si une droite Br se 
meut uniformeraent et parall&lement k elle-meme le long du rayon AB et, qu'en 
m£me tjemps qu'elle part du point B, le rayon BA tourne uniformement autour 
du centre A, vers le point A, de mani&re qu'il se confonde avec AA au moment 
ou la droite Br s’y confondra aussi, on aura, par l'intersection continuelle de 
ces deux lignes, une courbe BZH, appelee quadratrice de Dinostrate, mais dont 
Pinventiion remonte probablement au sophiste Hippias d'Elis qui vecut dans 
la secopde moitie du cinquidme si^cle avant J.-C. L'equation cartesienne de 
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XXXI. 

C’est a juste titre cependant, que Sporos (?) n’a pas agree 
cette ligne, parce qu’on y assume d’abord comme hypothfcse ce 
k quoi elle semble pouvoir etre utilisee ( 2 ). 

En efiet, si deux points commencent k se mouvoir k partir 
du point B, comment pourront-ils se stabiliser en meme temps* 
run au point A suivant une droite, l'autre au point A suivant 
un arc, sans connaitre au prealable le rapport de la droite AB 
k l’arc BEA ? ( 3 ) Car, il faut necessairement que les vitesses des 
mouvements soient dans le meme rapport. D4s qu’on use de 
vitesses non ordonn6es, comment ces points se stabiliseront-ils 
ainsi simultanement, a moins que cela n’arrive par hasard ? Or, 
cela n’est-il pas d4raisonnable ? Ensuite, l’extremite de la ligne 
dont certains se servent pour la quadrature du cercle, c’est-A-dire 
le point ou la ligne coupe la droite AA, n’est nullement trouvee. 
Representons-nous d’ailleurs les choses que nous avons dites sur 
la delineation propos4e : Lorsque les droites TB, BA mises en 
mouvement seront stabilisees simultanement ( 4 ), elles s’applique- 
ront sur la droite AA et ne feront plus de section entre elles ; car. 


cette courbe est: x = — ; mais son Equation polaire: p sin ®=»R _ 5 L est 

tang. * f F* 

l'expression la plus simple qui corresponde k la definition qui en est donn£e par 
Pappus. 

1. Sporos de Nicee est mentionne comme commentateur(X! ?cdpo$ 6 u-Tco{xv7ip.aTi<m\?) 
par quelques auteurs, notamment dans le petit traite : Sur la Sphere d’Aratus, 
du au mecanicien Leontius, au sixteme stecle apr£s J.-C. Paul Taimery a cherche 
k etablir l’existence d’une compilation intitulee : Le Rucher AristoUlique 
(’ApurcoxsXtxa xupwc) qui aurait €te composee par Sporos vers la fin du troisi£me 
si£cle apres J.-C., laquelle contenait des extraits math&natiques sur la quadrature 
du cercle et sur la duplication du cube, et a pu etre utilisee par Pappus. Voir : 
Paul Tanney, Sur Sporos de Nicee, dans Archives de la Facultt des Lettres de 
Bordeaux, n° 3, 1882, t. IV, pp. 257-267, ou bien : Memoires scientifiques de Paul 
Tannery, vol. I, pp. 178-184. 

2. Si 1 'on pose : y = 0 dans l’equation cartesienne de la note avant-pr6- 

A “P A D 

cedente, on a : x = AH = d'ou : n = — — . La critique de Sporos vise la 

it AH 

difficulty de calculer it au moyen d'un rapport en l'absence d’un proc£de meca- 
nique permettant de tracer la courbe d’un mouvement continu, et de deter- 
miner par consequent le point H. 

3. C’est-a-dire sans connaitre le rapport de la circonference au rayon. 

4. C'est-a-dire lorsque les droites TB, BA seront arrivees en fin de course. 

Pappus d’Alesaadric. — I 
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la section cesse avant 1’ application sur la droite AA ; section qui 
deviendrait, au contraire ( x ), l’extr^mite de la ligne oil celle-ci 
rencoritrerait la droite AA ; a moins qu’on ne dise d’imaginer la 
ligne (fomme etant prolongee jusqu’a la droite AA de la mani&re 
dont nous etablissons les lignes droit es ( 1 2 ). Or, cela ne repond 
pas a ce qui a et£ suppose au debut, notamment que le point H 
soit pris en ayant pris au prealable le rapport de l’arc a la droite. 
D’ailleurs, a moins que ce rapport ne soit donne, il ne convient 
pas que, se confiant a la reputation des hommes qui l’ont inventee, 
l'on admette une ligne qui soit en quelque sorte trop mecanique 
[et utile aux mecaniciens pour beaucoup de problemes] ( 3 ). Mais, 
exposons d’abord le probleme qui se demontre au moyen de 
cette ligne ( 4 ). 



P 0 A 

r, l'arc ZHK qui coupe la lig: 


un carre ABrA, l'arc BEA decrit 
autour du centre T et la quadra- 
trice BH0 etant obtenue comme 
nous l’avons dit precedemment, 
il faut demontrer que la droite 
Br est a la droite T© comme 
l’arc AEB est a la droite Br. 

En effet, s’il n’en est pas 
ainsi, la droite Br sera a une 
droite plus grande ou plus petite 
que la droite T® ( 5 ). 

Qu’elle soit d'abord, si pos- 
sible, a une droite plus grande- 
TK. Decrivons, autour du centre 
( 6 ) au point H ; menons la perpen- 


1. C’est-i-dire d’apr^s les protagonistes de la quadratrice. 

2. C’est-i-dire & moins de considerer la ligne courbe comme etant prolong^ 
4 partir du dernier point de section de la meme manure que l'on prolonge une 
ligne droite. 

3. Hultsch considfere ce membre de phrase comme ayant ete interpole (Cfr. 
loc. tit., vol. I, p. 254, 1 . 24). S’il s'agit cependant d’une interpolation tr£s ancienne, 
la phrase peut avoir £t£ puisee dans l’ouvrage de Sporus, et indiquer que des. 
equerres en forme de quadratrices ^taient utilisees dans la pratique. 

4. Voir le probl&me dont il est question au debut du chap. XXX. 

5. Sous-entendu : comme l’arc AEB est k la droite Br. 

6. C’est-ci-dire la quadratrice BH 0 . 
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diculaire HA et prolongeons la droite de jonction TH jusqu'au 
point E. Des lors, puisque la droite Br, c’ est- a- dire la droite 
TA, est a la droite TK comme l’arc A FIR est a la droite Br (- 1 ), 
et que l’arc BEA est a l’arc ZHK 
comme la droite TA est a la 
droite TK (car une circonference 
de cercle est a une circonference 
comme le diam&tre de ce cercle 
est au diametre) ( 2 ), il est clair 
que Tare ZHK est £gal a la 
droite Br. Et puisque, en raison 
de la propriety de la ligne, la 
droite Br est k la droite HA 
comme l'arc BEA est k l’arc EA, 
il s’ensuit que la droite Br est 
aussi k la droite HA comme 
l’arc ZHK est a l’arc HK. Or, on a demontre que l’arc ZHK est 
egal a la droite Br ; done, l'arc HK est aussi 6gal k la droite HA ; 
ce qui est absurde. En consequence, la droite Br n'est pas k une 
droite plus grande que la droite E0 comme l’arc BEA est & la 
droite Br ( s ). 



XXXII. 


Mais, je dis qu’elle n’est pas non plus k une droite plus 
petite ( 4 ). 


1. Par hypo these. 

2. Th 6 or 4 me demontre par Euclide, dont Pappus donnera deux demonstra- 
tions k sa manidre, l'une a la proposition iz du livre V, l’autre k la proposition 22 
du livre VIII ; et il admet done ici tacitement que les arcs qui mesurent des 
angles egaux sont entre eux comme les rayons des cercles auxquels ils appar- 
tiennent. 

3. Cette demonstration apagogique se deroule comme suit. On a, par 

v . Br rA arc AEB arc AEB TA . A arc AEB 

hypO tllCSC . PT/ v tiS rtr — on * 7ui r * ~rTtr > UOIIC . 


arc AEB 
Br 


rK>r@~rK Br • arc ZHK “ TK ' arcZHK 

, d’oii : arc ZHK = droite Br. Or, la propriete de la quadratrice (voir 

arc BEA 


, wv r \ j B r arc BEA 

chap. XXX, tn fine) donne : *tt= rrr 

r ' HA arc EA 


tandis que l’on a : 


arc EA 


arC I d°nc : ~ = 5X0 ^3 ; d'ou en presence de l’egalite : arc ZHK == Br, 
arc HK HA arc HK ' 

il vient : arc HK = droite HA ; ce qui est impossible. 

i> , , Br arc BEA. 

4. C est-a-dire que 1 on n a pas non plus : 


Kr < r©~ droite Br 
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En effet, qu’elle soit, si possible, a une droite KT. Decrivons 
l*arc ZMK autour du centre T; menons, a angles droits sur la 

droite TA, la droite KH qui 
A coupe la quadratrice au point H, 
et prolongeons la droite de jonc- 
tion TH jusqu’au point E. D&s 
lors, pareillement a ce que nous 
avons ecrit precedemment, nous 
demontrerons que Tare ZMK est 
6gal a la droite BI\ et que la 
droite Br est k la droite HK 
comme Tare BEA est a Tare EA, 
e’est-a-dire comme l'arc ZMK 
T K 0 a est a l’arc MK. D’aprfcs cela, il 

est clair que l’arc MK sera 6gal 
k la droite KH ; ce qui est absurde. En consequence, la 
droite Br ne sera pas a une droite plus petite que la droite T@ 
comme l’arc BEA est a la droite Br (*). Or, on a demontre qu’elle 
n'est pas k une droite plus grande ; done, elle est k la droite 
T9 meme. 

Et il est clair aussi que la droite prise comme troisi&me pro- 
portionnelle des droites ®r, rB sera egale a l’arc BEA, et que 
le quadruple de cette droite sera egal k la circonference du cercle 
entier. 

Proposition 27. — Or, la droite egale a la circonference du 
cercle etant trouvee, on voit clairement que l’on construira facile- 
ment le carre equivalent au cercle. 

En effet, le rectangle compris sous le p6rimetre du cercle et 
le rayon est le double du cercle, comme Archimede l’a demontre ( 1 2 ). 

1. Cette demonstration apagogique se ddroule comme dans la note avant- 
prec6dente. 

2. Pappus 6nonce en d’autres termes la proposition I du traitd De la Mesure 
du Cetcle d’Archim&de : « Tout cercle equivaut au triangle rectangle pour lequel 
on a le rayon egal cl l'un des c6tes adjacents k l’angle droit et le perirndtre egal 
k la base ». Voir (Euvres d‘ Archimede, trad, de P. Ver Eecke, p. 127. 
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XXXIII. 

Proposition 28. — La generation de la ligne (*) est trop 
m4canique ( 2 ), comme nous l’avons dit ; mais elle peut cependant 
etre analysee geometriquement comme suit, au moyen des lieux 
en surfaces ( 3 ). 

Soit le quadrant de cercle ABr donne de position ; menons 
transversalement une droite BA 
quelconque ( 4 ), et menons, per- 
pendiculairement sur la droite 
Br ( 5 ), la droite EZ ayant un 
rapport donne avec Tare AT) je 
dis que le point E est dans une 
ligne («). 

En effet, imaginons la surface 
de cylindre droit engendre par 
l'arc AAr ( 7 ), et l’helice TH0, don- 
nee de position, decrite dans cette 
surface ( 8 ). Soit 0A un cote (•) du 


1. La quadratrice de Dinostrate. 

2. Voir chap. XXI, p. 194, 1 . 10. 

3. Sioc itpc< imtpavetas toisuv, au moyen des lieux en surfaces, c’est- 4 -dire 
au moyen des lieux g6om£triques constitues par des surfaces de edne, de cylindre, 
de sphere et d’autres surfaces du second degr£ ; lieux sur lesquels Euclide avait 
ecrit deux livres qui ne nous sont pas parvenus, mais que Pappus, qui les avait 
probablement encore k sa disposition, mentionne au d£but de son livre VII. 

4. C'est-i-dire : menons im rayon quelconque dans le plan du quadrant. 

5. C’est-i-dire parall&lement k la droite AB qui est perpendiculaire & la 
droite Br dans la figure st£reographique qui accompagne le texte. 

6 . C’est- 4 -dire que, d’une manure g 4 nerale d'abord, le point E sera sur une 

EZ 

ligne courbe caract&isee par le rapport constant donn£ : jjjjrjr' courbe qui 

deviendra la quadratrice de Dinostrate dans le cas particulier oil ce rapport 

AB 

donne sera egal au rapport : — 

0 arc AAr 

7. cwco -rij? AAr nepiotpsia? rfpQou xoXivopou £m<pav«ta, la surface de cylin- 
dre droit (engendree) par l’arc AAr, c’est- 4 -dire la surface cylindrique de 
revolution ayant comme base le quadrant ABr. 

8. eXiL l'heiice cylindrique definie par Heron d'Alexandrie, e’est-i-dire la 
courbe TH© ayant comme origine le point T, et dont l’ordonnee ©A d’un point 
quelconque © est proportionnelle k l’abscisse curviligne rA de ce point. 

9. TtMupot tou xtAlvSpou, le cdt6 ou generatrice du cylindre. 
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cylindre ; menons les droites El, BA perpendiculaires au plan du 
cercle (*), et menons par le point 0 la droite 0A parallele a la 
droite BA. Puisque le rapport de la droite El 4 l’arc AT est donne 
en raison de l’h&ice, et que le rapport de la droite EZ 4 l'arc Ar 
est donne, le rapport de la droite EZ a la droite El sera donne 
aussi ( 2 ). De plus, les droites ZE, El sont de juxtaposition ( 3 ) ; 
done, la droite de jonction ZI est donnee aussi de position ( 4 ). 
Or, cette droite est perpendiculaire sur la droite Br ; done, la 
droite ZI est dans un plan secant ( 5 ) ; en sorte que le point I 
y est aussi. Or, ce point est aussi dans une [surface cylindrique] ( 6 ) 


1. Le texte porte 4 cet endroit 1’ interpolation : dve<rra|xevat. c5p8at, erig£es 
perpendiculaires (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 260, 1. 6). 

2. Euclide, Donnies, prop. 8 : « Les grandeurs qui ont une raison donnee 
avec une meme grandeur auront entre elles une raison donnee ». Voir trad, de 
Peyrard, vol. Ill, p. 311. 

Le quadrant ABr et i'helice cylindrique TH© etant donnes de position par 

©A 

hypothfcse, le rapport constant — qui caract&ise cette helice, est done 

El 

donne. Or, on a par construction : El = ©A ; done, le rapport — est donn6. 

EZ 

Mais, par hypoth4se, le rapport —-■££ est donne ; done, comme le texte, le 
EZ 

rapport -57 est donne aussi. 

3. efaiv itapa sont de juxtaposition ; expression signifiant que les 

droites ZE, El, menees par des points donnes, respectivement paralteles aux 
droites donnees de position AB, @A, sont aussi donnees de position ; ce qui 
d£coule des Donnies d'Euclide, definition 15 : « Une droite est dite de juxta- 
position, lorsqu’elle est menee par un point donne paraltelement 4 une droite 
donnee de position ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 303. 

4. Considerons d'abord : Euclide, Donnies, prop. 41 : « Si un triangle a 
un angle donn6, et si les c6t£s autour de l'angle donne ont entre eux une raison 
donnee, le triangle est donne d’esp&ce. » (Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 366). 
En consequence, le triangle IEZ, dont l’angle en E est droit, c’est-4-dire donn£, 

EZ 

et dont on a d£montre (voir note 2 ci-dessus) que le rapport -gj des c6tes 
est donne, est done donn£ d'esp&ce. 

Considerons ensuite : Euclide, Donnies, prop. 29 : « Si d’un point donn6 
d'une droite donnee, on m4ne 4 cette droite une ligne droite faisant un angle 
donne, la droite menee est donnee de position. » (Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, 
p. 343). En consequence, le triangle IEZ etant donne d’esp4ce, l’angle IZE est 
donn£, et la droite ZI, menee du point donne Z, est done donnee de position. 

5. sv T8fAvovrt apa STcticeocp, dans un plan qui coupe done (le cylindre). 

6. Les manuscrits presentant ici deux mots illisibles (x <pavei.au), e’est 

4 tort, croyons-nous, que Hultsch a propose de les reconstituer par les mots 
xuXivSpucjj 4ict<p<rve£<f, surface cylindrique (cfr. loc. cit., vol. I, p. 260, 1. 15). 
En effet, comme le montre clairement le contexte, il s’agit d'une surface heli- 
coide, cas particulier des surfaces que nous appelons maintenant conoides. 
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(car la droite 0A se meut entre l'helice 0Hr et la droit e AB 
donnee elle-meme de position tout en restant continuellement 
parallele au plan sous-jacent) 0 ; done, le point I est dans une 
ligne ( 2 ) ; en sorte que le point E est aussi dans une ligne ( 3 ). 

La chose est done ainsi analysee d’une maniere generale, et 
si le rapport de la droite EZ a Fare Ar est le meme que celui 
de la droite BA a Fare AAI\ on obtient la ligne quadratrice que 
nous avons dite plus haut ( 4 ). 

XXXIV 

Proposition 29. — Cette analyse peut cependant se faire aussi 
d'une maniere semblable au moyen de l’hdlice decrite dans le plan ( 5 ). 


e’est-i-dire celles qui sont engendr6es par une droite mobile assujettie 4 rester 
parallele It un plan donne et k s'appuyer constamment sur une droite et sur une 
courbe quelconque. On ne peut cependant pas reconstituer les mots lacuneux 
par les mots iXucoeiosi iirupaveix, parce que cette expression ne se rencontre 
nulle part chez les g^ometres grecs ; mais on peut vraisemblablement recon- 
stituer au moyen des mots icIUxxottZtl itcupxvct?, surface plectoide, expression 
par laquelle Pappus designe precisement la surface de vis dans la proposition 
qui va suivre. Le mot plectoide derivant de nXcxctv (tresser), il devait designer 
d’une maniere generale toutes les surfaces reglees en raison de 1’ entrelacement 
des lignes droites qui sont k leur surface, et ce mot a d’ailleurs ete utilise parfois 
chez les modemes pour designer en giniral toutes les surfaces engendr6es par 
une droite (Voir : Flauti Geometria dt sito sul piano e nello spazio. Naples, 1821). 

1. C’est- 4 -dire que la droite ©A se meut de mani&re k engendrer ime surface 
helicoide rampante, ou surface de vis k filet carre. 

2. C'est- 4 -dire que le point I appartient k une ligne courbe determinee par 
l'intersection de la surface helicoide rampante et d'un plan passant par la 
generatrice A© de cette surface. 

3. C’est- 4 -dire que le point E, projection orthogonale du point I sur le plan 
horizontal du quadrant, sera aussi sur une courbe, laquelle sera la projection 
orthogonale de la courbe au point I. 

4. En exposant ce premier mode de construction geometrique de la quadratrice 
au moyen des Lieux a la Surface, la proposition demontre done, sans l’inoncer expli- 
citement, une propriete remarquable de la surface de la vis k filet carre k axe verti- 
cal, k savoirque, si l’on coupe une surface helicoide rampante (y = * tang. 2wJ-) 
par un plan passant par une de ses generatrices rectilignes (z — my), et si l'on 
projette orthogonalement, sur un plan perpendiculaire & l’axe de cette surface, 
la courbe determinee comme section, on obtient une quadatrice de Dinostrate. 
Cette proposition a du reste fait reconnaitre a Michel Chasles ( Apergu historique, 
p. 30) que, si le plan secant, au lieu de passer par une generatrice de la surface 
helicoide, est mene arbitrairement, la projection est une quadratrice allongee 
ou raccourcie, e’est-i-dire une conchoide de la quadratrice de Dinostrate. 

5. En d'autres termes, on peut aussi decrire geometriquement la quadratrice 
de Dinostrate par l’intersection de lieux en surfaces au moyen de 1 ’heiice plane 
ou spirale d’Archimede. 

La figure stereographique qui accompagne le texte grec de 1 ’ edition critique 
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En effet, que le rapport de la droite EZ k l’arc Ar soit le 
mime que celui de la droite AB a l’arc AAr et, pendant que la 
droite AB, mobile autour du point B, parcourt l’arc AAr, qu’un 

point de celle-ci, partant du point 
— r A, parvienne au point B quand 

la droite AB a pris la position de 
la droite BI\ et que ce point 
produise la spirale BHA. ( x ) DIs 
lors, l’arc TAA est k Tare TA 
comme la droite AB est a la 
b z r droite BH, et permutons. Mais, la 

droite EZ se presente ainsi aussi par 
rapport k l’arc Ar ; done, la droite BH est egale a la droite ZE ( 2 ). 
Menons, perpendiculairement au plan ( 3 ), la droite KH egale k 
la droite BH ; il s'ensuit que le point K est dans une surface 
cylindrolde qui part de la spirale ( 4 ). Mais, ce point est aussi 
dans une surface conique (car la droite de jonction BK est dans 
une surface conique inclinee sous un demi-angle droit sur le 
plan sous-jacent et menee par le point donne B) ( 5 ). En conse- 


de Hultsch est celle qui fut reconstitute par Joseph Torelli, par analogie avec 
la figure de la proposition prtcedente, dans son ouvrage de geometrie oil il 
donne, apr&s Commandin, les propositions 26, 27, 28 et 29 du livre IV de Pappus. 
(J ose-phi Torelli Vcronensii geometrica. Veronae, 1769, pp. 89-96). Cette figure 
est moins chargte que celle de la version de Commandin (cfr. loc . cit., p. 91). 

1. Il y a lieu de remarquer que, la courbe AHB constituant le premier qua- 
drant d’une spirale d’Archimtde, le rayon AB correspond au quart du rayon 
du cercle gtnerateur, et que, si l'arc de spirale est considere ici comme par- 
tant du point A, contrairement k ce qui se presente dans la proposition 19, oil il 
part du point d’origine B, e’est probablement parce que cette consideration 
repond mieux k la generation de la quadratrice partant du point A. 

2. On a, par propriety de la spirale : arc = A 5 d’ou, par permu- 


BH AB 1 , 

— rr== T-r^. Or, on a par hypothese : 

rc Ar arc AAr r 


BH 

arc Ar 


EZ, 

arc Ar* 


d'ou, comme le texte : BH = EZ. 


3. C’est-k-dire au plan du quadrant ABr. 

-4. C‘est-&-dire dans la surface cylindrolde k gtntratrices verticales et ayant 
pour trace horizontale la spirale BHA. 

5 - On a par construction : KH = BH, et l'angle ABH est droit ; done, 
ABHK est un carre, et la diagonale BK est inclinee sous un demi-angle droit 
sur le plan ABr. Done, BK est une arete du c6ne de revolution ayant pour 
sommet le point B, origine de la spirale, et pour axe 1 ’arete BA du cylindrolde 
k base de spirale BHA. 
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quence, le point K est sur une ligne ( 1 ). Menons par le point K 
la droite AKI parallele a la droite EB, et menons les droites BA, El 
perpendiculaires au plan ; il s’ensuit que la droite AKI est dans 
une surface plectoide ( 2 ) (car elle se meut suivant la droite BA 
donnee de position et suivant la ligne, donnee de position, sur 
laquelle se trouve le point K). En consequence, le point I est aussi 
dans cette surface. Mais, il est aussi dans un plan (car la droite ZE 
est 6gale a la droite El, parce qu’elle est aussi 6gale k la droite BH, 
et la droite ZI, perpendiculaire sur la droite Br, est donnee de 
position) ; par consequent, le point I est sur une ligne et, par 
suite, le point E aussi ( 3 ). Et il est manifeste que, du moment 
que Tangle compris sous les droites AB, Br est droit, on obtient 
la ligne quadratrice que nous avons dite pr6cedemment ( 4 ). 

XXXV. 

Proposition 30. — De meme que Ton con^oit une hdlice 
naissant dans un plan quand un point se meut sur une droite 


1. Le point K est done sur la ligne k doable courbure, c'est- 4 -dire sur l’helice 
conique determinee par l'intersection du c6ne (** = x* -f y*) et de la surface 

cylindroide (y^x* + y* arc * tan §- 

2. h icXocTonSet imcpocvctqe, dans une surface plectoide (voir note relative k 
cette expression dans la proposition prec6dente). C’est-i-dire que la droite 
AKI est dans la surface helicoide qu'elle engendre en se d^pla^ant paralldlement 
au plan du quadrant, avec son point K drculant le long de l'hdice conique 
determinee plus haut et son point A circulant le long de la droite BA. 

3. On a d£montr6 que : BH — ZE. Or, on a pose : KH as BH ; d’ou : 
El = BH ; done, comme le texte : ZE = EL D’autre part, EZ est perpendicu- 
laire sur Br ; done, IZ est dans un plan perpendiculaire sur Br; done, le point I, 
situ£ dans le plan passant par la droite ZI et par la g6n6ratrice AI de la surface 
h&icoide, est k l'intersection de ce plan avec cette surface ; il est done sur une 
ligne k double courbure et, par suite, le point E, qui est sa projection orthogonale, 
est sur une courbe plane, projection orthogonale de la courbe du point I. 

4. C’est-i-dire que, si ABT est un quadrant, le point E sera situ£, comme 
dans la proposition preeddente, sur une quadratrice constituant la projection 
orthogonale de la courbe du point I. 

Cette proposition doit Stre consideree sous un double aspect : d'abord die 
d&nontre, sans l’enoncer, une autre propri^te de la surface helicoide rampante, 
k savoir, que son intersection avec un edne de revolution de meme axe est une 
ligne k double courbure dont la projection sur le plan perpendiculaire k l'axe 
est une spirale d'Archim&de ; et ensuite, elle resout le probl&me de construire 
geometriquement la spirale par les « lieux k la surface > de la meme mani&re que 
le probl&me a et6 resolu pour la quadratrice par la proposition precedente. 
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qui decrit un cercle ( x ), et naissant sur des [solides] ( 1 2 ) quand un 
point se meut sur un cote ( 3 ) qui decrit quelque surface, on congoit 
cons4quemment qu’une helice soit tracee aussi sur une sphere ; 
et ce, de la maniere suivante ( 4 5 ) : 

Soit, dans une sphere, le cercle le plus grand KAM decrit 
autour du point 0 comme pole ; decrivons, du point 0, la 
quatri&me partie 0NK d’un cercle le plus grand, et que l’arc 0NK, 
mu autour du point fixe 0, sur la surface et vers le partie AM, 
s’etablisse de nouveau en place, tandis qu’un point mobile sur 
cet arc s’avance du point 0 au point K. Ce point decrit done dans 

la surface une helice 0OIK ( 6 ), 
telle que, si l’on decrit du 
point 0une circonference quelcon- 
que de cercle le plus grand ( # ) , celle- 
ci poss&de avec 1’arc KAle meme 
rapport que celui de Tare A0 
avec 1'arc 00. Des lors, je dis 
que si, la decrivant autour d’un centre A, on pose la quatrieme 
partie ABr d’un cercle le plus grand de la sphere, et si l’on mkne 
la droite de jonction Ar, il s’etablit que le secteur ABrA est au 
segment ABr comme la surface de l’hemisphere est a la surface 
decoupee entre l'helice 0OIK et l’arc KN0. 

En effet, menons la droite TZ tangente a l’arc, et decrivons 
autour du centre T l’arc AEZ passant par le point A. En conse- 
quence, le secteur ABrA equivaut au secteur AEZr (car Tangle 



1. Voir chap. XXL 

2. Lacune combine par le mot rrepewv (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I. 
p. 264, 1. 5). 

3. xcrc a pita? itXeupa?, sur un cdte, c’est- 4 -dire sur une arete ou generatrice 
d'une surface cylindrique, comme dans la proposition 28, ou d’une surface conique, 
comme cela est obtenu subsidiairement dans la proposition 29 par l'intersection 
d'un c6ne et d’une surface plectoide (helicoide). 

4. La propriete caracteristique de l’helice spherique d’etre une developpante 
de petit cercle a ete demontree par Paul Serret dans le chapitre III, intitule : 
Elements de Geometric spherique infinitesimals de son ouvrage : Theorie nouvelle 
geometrique et mecanique des lignes a double courbure. 

5. L’helice spherique, dont liquation polaire est d=-l, dans laquelle d 

4 

est la distance polaire et l la longitude. 

6. Grand cercle qui coupe l’helice d'abord au point O et le cercle equateur 
d’abord au point A. 
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au point A est double de l'angle compris sous les droites Af*, FZ, 
tandis que le carre de la droite AA est la moitie du carre de la 
droite Ar) a ). Des lors, je dis que le secteur AEZr est au 
segment ABr comme les surfaces que nous avons dites sont 
entre elles. 

Que l’arc KA soit une partie de la circonference entiere du 
-cercle. Tare ZE la meme partie de l’arc ZA, et menons la droite 
de jonction Er. II s'ensuit que l’arc Br sera aussi la meme partie 
de Fare ABr ( 2 ). Mais, 1’arc KA est une partie de la circonference 
«nti&re, l’arc 00 est la meme partie de l’arc 0OA et l’arc 0OA 
est egal k l’arc ABr ; done, l’arc 00 est aussi 6gal a l’arc Br ( 3 ). 
Ddcrivons, autour du pole 0, la circonference ON, passant par 
le point O et, autour du centre F, l’arc BH passant par le 
point B. D£s lors, puisque la surface entiere de Hemisphere est 


I. On a : cercle de rayon AA = 4 secteurs ABTA. Or, angle ZTA =* 
\ angle AAr = * angle droit ; done : cercle de rayon AT =* 8 secteurs AEZT. 

* A *.***>*. A Of A 

aP’ 

le 


2^2 

D . , „ . . cercle de rayon AA AA* « . . 4 secteurs ABTA 

autre part, on a: = — T — — ^ dou: i 

cercle de rayon AT a T* 8 secteurs AEZT 

Tri -r-rj , ts-tj — j , 4 secteurs ABTA I ,, , 

-Or, Ar* = AA* 4- TA « 2 AA* ; done : 2 ■ =^_ = d ou, 

8 secteurs AEZr 2 

texte : secteur ABTA = secteur AEZr. 

arc ZE arc KA 


couune 


2. Posons 
arc KA 


arc ZA circonf 
angle ZfE 


Or, 


KAM’ 

Or (Euclide, liv. Ill, prop. 32 


arc ZE angle ZTE . A „ . 

5 TZA° angle Zr A • d °“ C ’ 

« Si une droite 


■circonf. KAM - angle ZrA‘ 
touche un cercle, et si du point de contact on m£ne une droite qui coupe ce cercle, 
les angles que cette droite fait avec la tangente seront egaux aux angles places 
dans les segments altemes du cercle ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 179), 
l’angle ZrE est egal A l'angle qui s'appuie sur l'arc Br et dont le sommet est 
sur la droite TA prolong6e, au point symetrique du point r par rapport au 
centre A ; done (Euclide, liv. Ill, prop. 20 : a Dans un cercle, l’angle au centre 
est double de l'angle k la circonference, quand ces angles ont pour base le meme 

arc ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 159) : angle ZTE = ^ angle BAT. Or, on 


a (voir note pr^cedente) : angle ZTA = ^ angle AAr ; done: 

angle BAT arc BT 
angle AAr - arc ABr' 

3. On a, par propriete de l’helice sur la sphere : 

auxiliaire 


arc KA 


circonf. KAM 


arc KA 


arc @0 


Or, on a, 
arc KA 


arc 


circonf. KAM arc 0 OA’ 
©OA = arc ABT ; done : 


circonf. KAM 
dente, il vient : 


par construction 

arc 00 ,, , , , „ , , , 

■ d ou, en presence de 1 expression de la note prece- 


arc ABr’ 
arc ©O 


arc Br 


arc ABr arc ABr 


, d'oh, comme dans le texte : arc 00 = arc Br. 
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a la surface du segment (*) dont Tare issu du pole est 00 ( 2 ), 
comme la surface spherique AK0 est a la surface spherique O0N, 
et que le carre de la droite reliant les points 0, A est au carre 
de la droite reliant les points 0, 0, ou le carre de la droite Er au 
carr£ de la droite Br, comme la surface de Themisphere est a 
la surface du segment, il s'ensuit que le secteur EZr sera au 
secteur BHr comme le secteur KA0 qui est dans la surface ( 3 ) 
est au secteur O0N ( 4 ). On demontre pareillement que tous les 


1. C'est-i-dire k la surface de la calotte spherique ayant comme base le cercle ON 

2. ix Tou noXou, (l'arc) issu du p 61 e, ou rayon spherique ©O. 

3. 6 KA 0 Trojuus Trj 4 irap<xvu<f, le secteur KA© dans la surface (sous- 
entendu mi opoaupiou, de la sphere) ; expression qui designe une surface spherique, 
par analogie avec le secteur dans le plan, contrairement k l'acception actuelle, 
d'apr^s laquelle le secteur spherique est un volume. 

4. Un meme angle s’appuie sur les arcs AK, ON ; done : c ff con *' 

axe AK 


4. Un meme angle s’appuie sur les arcs AK, ON ; done : — = 

axe AK 

dr ^°c ~ 5 ' F ~. Considfrant la surface spherique comme remplie de cercles parall&les 

ayant mfime rapport avec les arcs qui y sont decoup6s entre les quadrants ©A, 
©K, k la manure inaugur^e par Archimede dans son traite De la Methode relative 
aux theoremes mecaniques (voir : CEuvres d' Archimede, trad, de P. Ver Eecke, 
pp. 478-319), et reprise plus tard par Cavalieri dans sa methode des indivisibles. 


Pappus procfcde par composition de rapports pour conclure que Ton a : 

surface hemisphere surface calotte spherique ©ON ... . 

••a - ■ A: ^ — .r* _ l jlSL.. 1 t “ ou, comme le 


surface secteur spherique A @K~ surface secteur spherique 06 N • ’ 

. surface hemisphere surface secteur spherique AOK ,j. 

surface calotte spherique ©ON — surface secteur spherique 0 ©N ' ’’ 
Des lors, en vertu de deux propositions d' Archimede (! Traiti de la Sphere et die 
Cylindre, liv. I, prop. 42 : « L’aire de tout segment de sphere plus petit que 
l’h&nisph&re est 6quivalente au cercle dont le rayon est 6gal k la droite amenee 
du sommet du segment k la circonference du cercle de base du segment de la 
sphere », et prop. 43 : « Lors meme que le segment est plus grand que l’hemi- 
sphere, son aire est pareillement eqmvalente au cercle dont le rayon est egal 
k la droite menee du sommet k la circonference du ce rcle de ba se du segment ». 
Voir trad, de P. Ver Eec ke, pp. 82-84), on a: is x corde @A 3 = surface hemi- 
sphere, _et_ it x corde ©O 2 = surface calotte spherique © ON ; done, comme le 

texte: £& .surface h6misph6re (n) . Ql on a construction. 

©O' 5 surface calotte sphenque ©ON • 

arc ©A =» arc Ar, et on a demontre qu'on a : arc ©O = arc BT ; done : 
arc ©A arc Ar . . corde ©A corde AT ... . ©A 2 Ar 8 ET 2 ,, , , 
arc ©O arc Br corde ©O corde BT ©o 4 BP 2 Bi l2 


texte : 


arc Ar ... . corde ©A corde AT ... . ©A 

, a ou : - ■ — — — , a ou : . 

arc BB corde ©O corde BT ©o 4 


= ^ = . d'oii la 

bP 


Or, la similitude 


de secteurs donne 


arc ©O arc BB corde ©O corde BT ©o 4 BT 2 Br 2 ’ 

relation (II) devient : surface hemisphere 0r ia similitude 

Br* surface calotte sphenque ©ON 

de secteurs donne : secteur plan EZr = Er* donc . secteur plan |ZT _ 

secteur plan BHr Bi ' 2 secteur plan BHr 

— v surfacehemiy^re d'ou la relation (I) devient, comme dans le texte : 

surface calotte sphenque ©ON ' ' 

secteur plan EZr surface secteur spherique A©K 


secteur plan BHr surface secteur sphenque 0 ©N‘ 
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secteurs 6gaux an sectenr EZr contenus dans le secteur AZI\ 
c’est-a-dire le secteur entier AZr ( 1 ), sont aux secteurs circonscrits 
au segment ABr, qui correspondent au secteur rBH ( 2 ), comme 
tous les secteurs egaux au secteur AK© contenus dans rhemi- 
sphere, qui constituent la surface entiere de rh6misphere ( 3 ), 
sont aux secteurs circonscrits a l’helice qui correspondent au 
secteur O0N ( 4 ). Et l’on demontrera de la meme mani&re que 
le secteur AZr est aux secteurs inscrits dans le segment ABr ( 6 ) 
comme [la surface] ( 8 ) de 1’ hemisphere est aux secteurs inscrits 
a l'helice ( 7 ) ; de sorte que le secteur AZI\ c’est-a-dire le qua- 
drant AB17A, sera aussi au segment ABr comme la surface de 
l’hemisphere est a la surface decoupee par l’helice ( 8 ) ( 9 ). On 


1. C’est-k-dire la somme des petits secteurs elementaires EZr contenus un 
nombre entier de fois dans le secteur entier AZr. 

2. C’est- 4 -dire la somme des petits secteurs elementaires analogues k TBH 
qui remplissent la surface du segment ABT, avec des excedents circonscrits £ 
ce segment, constitues par des triangles mixtilignes ayant pour cdt 6s les parties 
de l’arc ABI\ les arcs BH et les droites Hr. 

3. C'est-cL-dire la somme des petites surfaces elementaires sph&iques AK0 
contenues un nombre entier de fois dans la surface de l'h&nisph&re. 

4. C’est-cL-dire la somme des petits surfaces elementaires spheriques analogues 
k O 0 N qui rempliront la surface sph&ique decoupee entre l'helice et l’arc 0 NK, 
avec de petits excedents circonscrits par rapport cl l'helice. 

5. C'est-i-dire la somme des petits secteurs elementaires qui remplissent la 
surface du segment ABr, k moins de petits triangles mixtilignes, et qui sont 
done inscrits dans le segment ABr. 

6. Lacune combiee par Hultsch par le mot ^mepavefat (Cfr. loc. cit., vol. I, 
p. 268, 1. 10). 

7. C’est- 4 -dire la somme des petites surfaces spheriques elementaires analogues 
k O 0 N qui rempliront la surface spherique decoupee entre l'helice et l'arc 0NK, 
k moins de petites surfaces triangulaires curvilignes ; surfaces elementaires qui 
sont done inscrites par rapport k l'helice. 

8. C'est- 4 -dire la surface de l'hemisphere decoupee entre l'helice et l'arc 0NK. 

9. L’expression demontree plus haut : 

secteur plan EZr _ surface secteur spherique A8K devimt wmmation , 
secteur plan BHr surface secteur sphenque O 0 N 

dans le cas des secteurs BHr circonscrits au segment ABr et des surfaces spheri- 

• secteur AZT 

ques 0 6 N circonscrites par rapport a l’helice : ^ plao3 BHr + «c^ ti)~ 

Su rfac e h e misphe re et dans le cas des 

2 (surfaces secteurs spheriques O 0 N -|- excedents) 

secteurs BHT inscrits dans le segment ABr et des surfaces spheriques O0N 

• secteur AZr 

inscrites par rapport a 1 helice : 


2 (secteurs plans BHr 

surface hemisphere 

2 (surfaces secteurs spheriques O0N — surfaces d£faillantes) 
haustion, e'est-k-dire en considerant, k la mani&re d’Archimede, que la figure 


surfaces defaillantes)~ 
; done, par ex- 
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conclut de la que la surface d£coupee par l’helice devant l'arc 
0NK est l’octuple du segment ABr (puisque la surface de 1 J hemi- 
sphere est aussi 1’ octuple du secteur ABrA) ( 1 ), et que la surface 
comprise entre l’helice et la base de l'hemisphere est 1' octuple 
du triangle ArA, ce qui equivaut au carre du diametre de la. 
sphere ( 2 ). 


XXXVI. 

Lorsque les anciens gdometres ont voulu partager un angle 
rectiligne donn4 en trois angles dgaux, ils ont ete embarrasses 
au sujet de ceci : Nous avons dit qu'il y a trois genres de pro- 
blemes en geometrie, et que nous les appelons plans, solides et 


circonscrite exc^de la figure inscrite d’une grandeur moindre que toute grandeur 
donnee, on a, a la limite, comme dans le texte : 

secteur AZr _ surface hemisphere Q r 

segment ABr “ surface spherique comprise entre l'helice et l'arc 0 NK* 
on a demontre plus haut qu'on a : secteur ou quadrant ABrA = secteur AZr ; 
done, comme le texte : 

quadrant ABrA _ surface de l’hemisphere 

segment ABr “surface spherique comprise entre l'helice et l'arc ©NK" 

1. On a (Archim^DE, TraiU de la Sphere et du Cylindre, liv. I, prop. 33 : 

< L'aire de toute sphere est quadruple du plus grand de ses cercles ». Voir trad, 
de P. Ver Eecke, p. 63) : Surface de la sphere = 4 cercles de diam&tre MK = 
4 cercles de rayon AA = 16 quadrants ABrA ; done : surface hemisphere = 
8 quadrants ABrA. D6s lors, la derniere expression de la note precedente devient : 
quadrant ABrA 8 quadrants ABrA ... . 

segment ABr surface spherique entre helice et arc ©NK 
texte: surface spherique d£coup£e entre l’helice et l’arc ©NK = 8 segments ABr. 

2. La derniere expression de. la note 9, page 205 donne par difference : 

quadrant ABrA 

quadrant ABrA — segment ABr “ 

surface hemisphere 

surface hemisphere — surface spherique entre helice et arc ©NK’ 

• q ua drant ABrA surface hemisphere ou 8 quadrants ABrA 

ou ' triangle ArA surface comprise entre helice et cercle de base de l'hemisphere *■ 

d'ou, comme le texte : surface comprise entre l’heli ce et le cercle de base de 
l'hemisphere = 8 triangles ArA = 4AA 2 = (2AA)* =MK* ; relation donnant le 
premier exemple de quadrature d’une surface courbe partielle de la sphere 
chez les geometres grecs, et il y a lieu de remarquer que cette surface equivaut 
precisement a celle de la vofite carrable de Viviani. Cette belle proposition de 
Pappus peut etre restreinte k une revolution incomplete du quart de grand 
cercle, et on d£montre que, dans ce cas, l'aire spherique comprise entre le quart 
de grand cercle dans sa position initiate, l'arc correspondant sur le cercle do 
base de l’hemisphere et l’helice spherique est au carre du rayon comme l’arc 
de la base est au quart du grand cercle. 
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grammiques C 1 ). C’est done k juste titre que ceux qui peuvent 
etre rSsolus au moyen de droites et de la circonference de cercle- 
sont dits plans, parce que les lignes au moyen desquelles on resout 
ces problemes ont leur origine dans le plan, et que les problemes 
qu’on resout en assumant pour leur solution une des sections du. 
cone, ou plusieurs de ces sections, sont appeles solides, parce 
qu’il faut faire usage de surfaces de figures solides pour leur 
construction, notamment de surfaces coniques. Reste enfin le 
troisieme genre de problemes qu’on appelle grammiques, parce 
qu’on emploie pour leur construction d’autres lignes que celles. 
dont nous venons de parler, lesquelles ont une generation plus 
variee et plus forcee, derivant de surfaces moins reguliferes et de 
mouvements plus compliques. Telles sont les lignes que l’on. 
rencontre dans ce qu'on appelle les Lieux en Surfaces ( 2 ), et 
d’autres encore plus diversifiees trouvees en grand nombre par 
Demetrios d'Alexandrie dans ses Considerations sur les Lignes ( 3 )„ 
et par Philon de Tyane ( 4 ) au moyen de l’entrelacement de sur- 
faces plectoides ( 5 6 ) et autres de toute sorte ; lignes qui prSsentent 
nombre de proprieties admirable. Quelques-unes de ces lignes ont 
et6 trouvees dignes d’une etude plus developpee, et 1’ime d'entre: 
elles a meme ete denommee « ligne paradoxale » (*) par 


1. Pappus a deji traits ce sujet avec moins de d 4 veloppements au livre III„ 
chap. VII. Voir p. 38. 

2. To«oi icpoc e-upavetx<;, les lieux en surfaces, et ailleurs, touoi np£« Imcpavria,. 
les lieux 4 la surface, titre d'un ouvrage compost par Euclide, en deux 
livres qui ne nous sont pas parvenus, contenant des propositions de lieux 
geometriques constitues par des surfaces de ednes, de spheres et de cylindres, 
ou meme par d'autres surfaces de degr6 superieur. 

3. £y x ccC; ypapipaxau; imarsecei, dans les Considerations liniaires, titre. 
d’un ouvrage sur des courbes transcendantes qui ne nous est pas parvenu, ecrit 
par Demetrios d’Alexandrie, qui doit avoir vecu avant l'&re chretienne, puisque 
Pappus mentionne comme auteur plus recent que lui (veurgpoc) M6nelaus^>^it_ ^ 
v6cut vers la fin du premier si£cle apr&s J.-C. Tannery, en mentionnjjri^Sfer. 
ouvrage, lm conserve le titre grec £pistases grammiques dans une 6tude lmtolee 1 
Pour Vhistoire des lignes et surfaces courbes dans I’Antiquite. {Bulletin des. 
Sciences mathematiques, 2« serie, 1883, t. VII, pp. 278-291, ou bien : (jSPemoire^t^ 
scientifiques de Paul Tannery publics par J.-L. Heiberg et H.-G. Zeuthcw ft iris;. 

1912, vol. II, pp. 1-47). V 

4. On ne possdde pas plus de renseignements sur Philon de Tyane\qfce sur 
D 6 m 6 trios d'Alexandrie, auquel Pappus l’associe dans l'etude des coura^s/ 4^ T ' 
degres superieurs ; il a probablement vecu au deuxieme siecle avant notre^ 1 

5. Voir proposition 29 (en note) au sujet de cette expression. 

6. itapaSo^o? ypapqtib ligne contraire k l'opinion regue ou ligne paradoxale. 

On ne poss^de pas de renseignements sur cette courbe, dont l'invention est. 
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Mendlaus (*). D'autres lignes, telles que les spirales, les quadra- 
trices, les cochloides et les cissoldes sont toutefois de la meme 
famille ( 2 ). 

Au reste, il semble qu'il n’y a pas faute leg&re chez les 
g£ometres quand ils trouvent un probleme plan au moyen des 
coniques ou des grammiques et, d'une maniere generale, quand 
ils le resolvent au moyen d’un genre ( 3 ) non approprie, comme 
le cas se presente pour le problfcme de la parabole dans le 
cinquieme livre des Coniques d' Apollonius ( 4 ), et pour celui du 

attribute k Menelaus ; mais on suppose qu’elle avait la propridte de mener, 
comme l’helice spherique, k la quadrature de quelque surface courbe. Tannery, 
qui conserve k cette courbe le nom grec de ligne paradoxos, a propose de l’iden- 
tifier avec celle de la vofite carrable de Viviani, intersection d'une sphere et d’un 
cylindre circulaire droit tangent interieurement, dont le diam&tre de la section, 
droite est egal au rayon de la sphere ; cette courbe determinant en dehors d'elle 
une surface de Hemisphere qui equivaut au carr6 du diametre de la sphere. 
(P. Tannery : voir etude mentionnee dans une note ci-dessus. Memoires scienti - 
piques, vol. II, p. 17). 

1. Menelaus d’Alexandrie, astronome grec qui vecut k la fin du premier 
siede de notre ere. II a ecrit un ouvrage intitule Les Spheriques dont le texte 
grec est perdu, et qui nous a ete conserve dans une version arabe. II traite 
uniquement des triangles spheriques sans enseigner encore £ les resoudre et 
k les calculer. Le seul theoreme d' usage pratique qu’il contienne est celui qui 
figure en tete du troisieme et dernier livre, et que les Arabes ont nomme la regie 
d‘ intersection, parce qu’il exprime la relation entre six segments determines sur 
les trois cdtes d’un triangle spherique par un arc de grand cercle quelconque. 

2. C’est-i-dire que ces courbes sont de la famille de celles qui sont engendrees 
par des mouvements divers, contrairement aux precedentes qui sont engendrees 
par la section plane de solides geometriques, ou par des intersections de surfaces 
courbes. 

3. Sous-entendre : de lignes. 

4. La question de savoir quelle est la proposition des Coniques d' Apollonius 
k laquellc sc rapporte cette critique est controversee. Hultsch n'a pas discerne 
la proposition du livre V d’ Apollonius k laquelle peut s'appliquer le passage 
de Pappus et a propose, en consequence, de lire premier (irptoTw) au lieu de 
cinqui&ne (icipurrcp) livre, d’oii il inf&re qu’il s’agit de la proposition 52 du livre I 
(cfr. loc. cit., vol. I, p. 273, en note), e’est-i-dire le probleme de la construction 
de la parabole (Voir : Les Coniques d’ Apollonius de Perge, oeuvres traduites pour 
la premiere fois du grec en frangais avec une introduction et des notes, par Paul 
Ver Eecke. Bruges, 1923, gr. in-8°, p. 97 ; ou bien, pour ce qui conceme le texte 
grec : ApoUonii Per gad quae exstant, cum commentariis antiquis, edidit et latine 
interpretatus est J. L. Heiberg. Lipsiae, 1891-1893, 2 vol. in-8°, vol. II, p. 158). 
L’hypoth^se de Hultsch n’a pas ete admise par Tannery, qui a fait remarquer 
que, si la proposition 52 du livre I fait intervenir une surface de solide dans la 
demonstration, il n’y a cependant pas intervention de probleme solide constitu£ 
par un trace de coniques, mais bien d'un probl&me plan constitu6 par l’inter- 
section de chacune des generatrices d’un edne par un plan. Admettant, au contraire, 
l'integrite du texte quant k l’indication du cinquilme livre, il a montre que le 
passage de Pappus peut s'appliquer k la proposition 8 de ce livre, ou il s’agit 
de mener une normale k la parabole par un point pris sur l'axe (voir trad, pre- 
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livre Des Spit ales oil Archimkde assume une inclinaison solide 
dans le cercle ( 2 ) ; car on peut trouver le theorfeme qu’il a public 
sans faire usage d’un probl&me solide ( 2 ), c’est-a-dire demontrer 
que la circonference du cercle decrit en premiere revolution est 
4gale a la droite qui, menee a angles droits sur la droite issue 
de 1’origine, s’etend jusqu’a la tangente ( 3 ) a la spirale ( 4 ). 

Ce qui difference les problfcmes etant done tel, les premiers 
geometres ont ete incapables de trouver le probleme prementionn6 
relatif a Tangle ( 5 ), lequel est de nature solide, en le cherchant 
au moyen de plans ( 6 ), car les sections de c6ne ne leur etaient 

citee, p. 396) ; mais que la critique de Pappus est trop rigoureuse et vise plutdt 
la forme que le fond de la proposition (Paul Tannery, Sur une critique ancienne 
d'une demonstration d’Archimede, dans : Memoir es de la Society des Sciences 
physiques et natureUes de Bordeaux, 2 e serie, 1883, t. V, pp: 49-61, ou bien dans : 
Memoir es scientifiques de P. Tannery, vol. I, p. 303). Une explication de la critique 
de Pappus sur certaines propositions d' Apollonius avait d6j& 6t6 donn6e par 
Christian Huygens ( CEuvres , III, p. 61) ; explication reproduite par Zeuthen 
(Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum, p. 286). 

1. oTspia vtu<n; ini xuxXov, inclinaison solide dans le cercle, e’est-k-dire 
le probleme de nature solide de la secante issue d’un point donne, indinee ou 
dirig£e vers un point donn4, et interceptee sur une longueur donn6e, ou dans 
un rapport donn£ avec une autre droite donnee, entre une droite et une circon- 
ference de cercle. C’est k tort que Hultsch (cfr. loc. dt., vol. I, p. 272, 1. 3) a corrig6 
les manuscrits en proposant la le$on <mptou vcfaic, e'est-i-dire : inclinaison 
de solide ; expression d6pourvue ici de sens acceptable. 

2. C’est-i-dire sans faire usage d’un probleme exigeant 1’ intervention de 
sections de solides g^ometriques. 

3. C’est-k-dire jusqu’au point de rencontre avec la tangente k la spirale. 

4. Archim£de, Des Spirales, proposition 18 : « Si une ligne droite est tangente 
k Textr6mit6 d’une spirale d^crite en premiere revolution, et si du point d’origine 
de la spirale on el&ve une perpendiculaire sur la droite initiale de revolution, 
cette perpendiculaire rencontrera la tangente ; tandis que la droite situee entre 
la tangente et l’origine de la spirale sera egale k la circonference du premier 
cercle. » (CEuvres d’Archimede, trad, de P. Ver Eecke, p. 269). 

La critique que Pappus fait de la demonstration de cette proposition vise 
done l'emploi subsidiaire du probleme solide de la secante de cercle interceptee 
sur une longueur donnee dans une direction donnee. II y a lieu de remarquer 
cependant qu'Archimede ne se preoccupe pas du moyen de resoudre le probleme 
de la secante, et qu’il se borne a etablir la possibilite de construire cette secante, 
en faisant legitimement appel au prindpe de continuite. Sa demonstration reste 
done plane en fait, et cache en quelque sorte le probleme solide dont Pappus 
critique l’intervention. Tannery a toutefois fait voir que la critique de Pappus 
se justifie jusqu’k un certain point par la possibilite de demontrer la proposi- 
tion 18 d’Archimede sur la spirale, sans faire appel au principe de continuite, 
par les questions dites planes par les Anciens (P. Tannery, Sur une critique 
ancienne d’une demonstration d’Archimede. Memoires scientifiques, vol. I, 
PP- 309-316). 

5. C’est-ci-dire le probleme de la trisection de Tangle non droit. 

6. C’est-ci-dire en faisant intervenir des probiemes plans, n’utilisant done 
que des intersections de droites et de cercles. 

Pappus d’Alexandrie. — I •< 
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pas encore familieres et c’est a cause de cela qu'ils sont restes 
en suspens. Ils ont cependant opere la trisection de 1’ angle plus 
tard, apres avoir eu recours, pour trouver celle-ci, a Finclinaison ( x ) 
que nous exposons ci-dessous. 

Proposition 31. — Etant donne un parallelogramme rectan- 
gulaire ABI7A, et la droite Br etant prolongee, il faut qu’en 
menant transversalement la droite AE, il soit fait en sorte que la 
droite EZ soit egale k une droite donnee. 

Que la chose soit obtenue et menons les droites AH, HZ 
par alleles aux droites EZ, EA. Des lors, puisque la droite ZE 

est donnee et qu'elle est egale 
k la droite AH, la droite AH 
est done donnee aussi. De plus, 
le point A est donne ; done, le 
point H est sur la circonference 
d’un cercle donne de position ( 1 2 3 ). 
Et puisque le rectangle compris 
sous les droites Br, AT est donne 
et equivaut au rectangle com- 
pris sous les droites BZ, EA, il 
s’ensuit que le rectangle compris sous les droites BZ, EA, e’est- 
a-dire le rectangle compris sous les droites BZ, ZH, est donne 
aussi ( 8 ). En consequence, le point H est sur une hyperbole ( 4 * * * ). 


b r z 



1. C’est- 4 -dire le probldme solide de la droite inclinee (dirigee) vers un point 
donne et interceptee sur une longueur donnee entre deux lignes donn 4 es. 

2. Euclide, Donnies, prop. 6 : « Un cercle, dont le centre est donne de posi- 
tion, et le rayon de grandeur, est dit donne de position et de grandeur ». Voir 
trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 302. 

3. On a (Euclide, liv. I, prop. 43 : « Dans tout 
parallelogramme, les complements des parallelogrammes, 
autour de la diagonale, sont 4 gaux entre eux ». Voir 
trad, de Peyrard, vol. I, p. 71) : parallelogramme 
(BT x TE) = parallelogramme (EA x EO), d'ou: Br x 
TE -|- IIE X EA = EA x EO + IIE x EA, ou, comme 
le texte : Br x TA = HO x EA = BZ x BA = 

BZ x ZH. 

4. En effet, supposons que, dans la figure de la note precedente, les points A 

et H soient sur une branche de l’hyperbole dont les asymptotes sont les droites 

BZ, BA, et considerons que les droites HZ et HA sont menees sur les asymptotes 

respectivement paralieies aux droites Ar, AA menees sous angles quelconques 

sur ces asymptotes. D£s lors (Apollonius, Les Coniques, liv. II, prop. 12 : « Si 
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Or, il est aussi sur une circonference de cercle donnee ; done, le 
point H est donne. 


XXXVII. 

Le probleme se synthetisera done de la maniere snivante : 

Soient ABrA le parallelogramme donne, M la droite donnee 
de grandeur, et que la droite AK f 1 ) lui soit egale. Decrivons par 
le point A l’hyperbole AH© a l’egard ( 2 ) des asymptotes AB, Br 
(ce qui sera montre dans la suite) ( 3 ), et decrivons pax le point K, 
autour du centre A, Tare du cercle KH coupant l’hyperbole au 
point H ; enfin, ayant mene la droite HZ par allele cl la droite AT, 
menons la droite de jonction ZA( 4 ); 
je dis que la droite EZ est egale 
k la droite M. 

En effet, menons la droite de 
jonction HA et menons la droite 
HA parallfele a la droite KA. Des 
lors, le rectangle compris sous les 
droit es ZH, HA, e’est-a-dire celui 
qui est compris sous les droites 
BZ, ZH, equivaut au rectangle 
compris sous les droites TA, AA, 
e’est-a-dire au rectangle compris sous les droites Br, TA (®). En 

d’un point d’une section, l’on mEne deux droites sous des angles quelconques 
sur les asymptotes, et si, d’un point de la section, l'on mEne des parallEles k ces 
droites, le rectangle dElimitE sous ces parallEles sera Equivalent au rectangle 
delimitE sous les droites auxquelles les parallEles ont EtE menees ». Voir trad. 
precitEe de P. Ver Eecke, p. 129), on a : AA x FA * AH x ZH ou : 
BT x TA s BZ x ZH. Or, cette expression vient d’etre dEmontrEe (voir note prE- 
cEdente) ; done, reciproquement, le point H sera sur une branche d'hyperbole 
ayant comme as3nnptotes les droites AB, BZ. 

1. Sous-entendu : dEcoupEe sur la droite AA prolongEe. 

2. Le texte emploie i»pl avec l’accusatif pour signifier « relativement k » 
ou « A l’egard de », et non pour signifier « circa » (autour) comme dans les versions 
latines de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. I, p. 274, 1 . 6) et de Commandin (cfr. loc. 
cit., p. 96, 1. 17). 

3. Le problEme sera rEsolu k la proposition 33. 

4. Sous-entendu : coupant la droite AT au point E. 

5. Si l'on considEre les droites ZH, HA menEes du point H de l’hyperbole 
aux asymptotes et les droites TA, AA menEes du point A de 1 ’hyperbole, respec- 
tivement paralleles aux droites prEcEdentes, on a (Apollonius, liv. II, prop. 12, 
Enoncee p. 210, n. 4) : ZH x HA = TA x A A, d’oii, k cause des parallEles, 
comme dans le texte : ZH x BZ = TA x Br. 
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consequence, la droite TA est k la droite ZH comme la droite ZB 
est a la droite BI\ c’est-i-dire comme la droite TA est k la 
droite AE ; done, la droite EA est egale a la droite ZH ; done, 
AEZH est un parallelogramme ; done, la droite EZ est egale a 
la droite AH, e’est-a-dire a la droite AK, e’est-a-dire a la 
droite M (*). 


XXXVIII. 

Proposition 32. — Cela etant done demontre, la tripartition 
d’un angle rectiligne donne se fera de la manifcre suivante : 

En effet, que Tangle compris sous les droit es AB, Br soit 
d’abord aigu ; menons, d’un point quelconque ( a ), la perpendi- 
culaire AT et, completant le parallelogramme TZ, prolongeons 
la droite ZA jusqu’au point E. De plus, le parallelogramme TZ 
etant rectangle, posons, entre les droites EA, AI\ la droite EA 

inclinee sur le point B, egale au 
double de la droite AB (®) (car 
on a expose plus haut comment 
cela peut etre obtenu) ( 4 ). D&s 
lors, je dis que Tangle compris 
sous les droites EB, Br est la 
troisi&me partie de Tangle donne, 
compris sous les droites AB, Br. 

En effet, coupons la droite EA en deux parties egales au 
point H et menons la droite de jonction AH. Dfcs lors, les trois 
droites AH, HA, HE sont egales ( 5 ) ; par consequent, la droite AE 



b r 


TA BZ 

1. La demi&re relation de la note pr^cedente donne : = Or, 

ZH JdI 


BZ.AB^d'oil: — 

TZ TE TE BZ 


BZ 


T A 


rz 


. bz r a ... . r a r a . 

TA — TE ° 'Br~AE' d ZH“*AE' 


comme le texte : AE = ZH. Or, les droites AE, ZH sont parall^les par construc- 
tion ; done, AEZH est un parallelogramme ; done, EZ = AH = rayon AK = M. 

2. D’un point quelconque pris sur la droite AB. 

3. Ce passage marque soit une negligence, soit une alteration ; car il eut 4t4 
plus correct de dire : « prolongeons la droite ZA jusqu'au point E pris tel que, 
si l’on m&ne la droite de jonction BE, son segment decoupe entre les droites 
EA, AI* soit egal au double de la droite donnee AB (car le parallelogramme TZ 
etant rectangle, on a demontre plus haut comment cela peut s’obtenir) ». 

4. Voir proposition 31 et la synthase qui y fait suite. 

5. L’angle AAE est droit par construction ; done, les droites AH, HA, HE 
sont egales comme etant des rayons d'un cercle de centre H et de diametre AE. 
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est double de la droite AH. Mais, elle est aussi double de la 
droite AB ; done, la droite BA est egale a la droite AH et Tangle 
compris sous les droites AB, BA est Egal k celui qui est com- 
pris sous les droites AH, HA. Or, Tangle compris sous les droites 
AH, HA est double de celui qui est compris sous les droites 
AE, EA, e’est-i-dire de celui qui est compris sous les droites 
AB, Br ; done. Tangle compris sous les droites AB, BA est aussi 
double de celui qui est compris sous les droites AB, Br; et si 
nous coupons Tangle compris sous les droites AB, BA en deux 
parties Egales, Tangle compris sous les droites AB, Br sera coupe 
en trois parties Egales ( 1 ). 


XXXIX. 


Mais, si Tangle donnE est droit, 
prenons une droite Br sur laquelle 
nous dEcrivons le triangle Equi- 
lateral BATet, divisant Tanglecom- 
pris sous les droites AB, Br en 
deux parties Egales, nous aurons 
Tangle compris sous les droites 
AB, Br divisE en trois parties 
Egales. 



XL. 

Mais, que Tangle soit obtus ; que la droite BA soit k angles 
droits sur la droite FB ; enlevons d’une part Tangle compris sous 
les droites AB, BZ, troisieme partie de Tangle compris sous les 
droites AB, Br, et, d’autre part, Tangle compris sous les droites 
EB, BA, troisieme partie de Tangle compris sous les droites AB, 


1. La fin de la demonstration se deroule comme suit : On a done : 

AE = 2AH. Or, on a, par construction : AE = 2AB ; done : AB = AH, d’ou : 

ABA = AHA. Or, considerant les angles au centre et k la drconference s'appuyant 

sur le meme arc, on a : AHA = 2AEA = 2ABT ; done : ABA = 2ABI\ Or, 
1' angle ABA pouvant etre partage en deux parties egales k l'angle ABT par la 
regie et le compas. Tangle ABr aura ete partage en trois parties egales. 


214 


PAPPUS d’alexandrie 


BA (car nous avons montre cela pre- 
cedemment) ( x ). En consequence, 
1’ angle compris sous les droit es EB, 
BZ est la troisieme partie de Tangle 
entier compris sous les droites AB, 
Br ; et, si nous etablissons contre 
chacune des droites AB, Br un angle 
egal [a celui qui est compris sous les 
droites EB, BZ] ( 1 2 ), nous couperons Tangle donne en trois parties 
egaJes. 



XLI. 

Proposition 33 . — Resolvons maintenant le probl&me qui a 
ete differ e ( 3 ). 

Deux droites AB, Br etant donnees de position, et un point A 
etant donne, decrire par le point A une hyperbole a Tegard des 
asymptotes AB, Br. 

Que ce soit chose faite, et soit decrite Thyperbole EAZ. Menons- 
lui, du point A ( 4 5 ), la tangente AAr, et menons le diametre HBA 
et la droite A0 parallele a la droite BF. Des lors, les droites 
HA, A0 sont donnees de position ( 6 ) et le point 0 est donn 6 ( # ). 
Et puisque les droites AB, Br sont les asymptotes de Thyperbole, 
et que la droite AT est tangente, il s'ensuit que la droite 


1. Voir : § XXXIX et § XXXVIII. 

2. Lacune combine par Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 276, 1. 28). 

3. Voir : § XXXVII relatif k la synthase de la proposition 31. Le probl&me 
de la description de Thyperbole passant par un point donne dans Tangle de 
deux asymptotes donnees est resolu d’une manure plus simple par Apollonius 
dans la proposition 4 du livre II des Coniques : « Etant donnees deux droites 
embrassant un angle et un point place k l'interieur de cet angle, decrire, par 
ce point, une section de c6ne appelee hyperbole, telle que les droites donnees 
soient ses asymptotes ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 121. 

4. Le texte porte too A, du (point) A, au lieu de 01a (par), probablement 
pour marquer que la tangente est menee de part et d’autre du point A. 

5. Euclide, Donnees, prop. 26 : « Si les extremites d’une ligne droite sont 
donnees de position, cette droite est donnee de position et de grandeur », et 
prop. 28 : « Si, par un point donne, une ligne droite est menee parall61ement k 
une droite donnee de position, la droite menee est donnee de position ». Voir 
trad, de Peyrard, vol. Ill, pp. 340-343. 

6. Euclide, ibidem, prop. 25 : « Si deux lignes donnees de position se coupent, 
le point ou elles se coupent est donne de position ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, 
P. 339* 
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AA est egale & la droite Ar, et 
le carre de chacune de ces droites 
equivaut au quart de la figure 
appliqu6e sur la droite HA ( J ) 

(car ces choses sont demontr6es 
dans le deuxieme livre des Co- 
niques) ( 2 ). Dfcs lors, puisque la droite TA est egale a la droite AA, 
la droite B© est aussi egale a la droite ©A ( 3 ). Or, la droite B© 
est donn6e ( 4 ) ; done, la droite ©A est donnee aussi ( 5 ). Et le 
point 0 est donne ; done, le point A est donn4 aussi (*). En 
consequence, la droite AAr est donnee de position. De plus, la 
droite Ar est donnee de grandeur ( 7 ) ; de sorte que le carr4 de 
la droite Ar est donn6 aussi ( 8 ). Or, celui-ci 6quivaut k la figure 
appliquee a la droite HA ( 9 ) ; done, la figure appliqu4e k la 
droite HA est donnee aussi. Or, la droite HA est donnee (car die 
est double de la droite BA donnee de grandeur en raison de ce 
que les points B, A sont donnes l'un et 1’ autre) ( 10 ) ; done, le c6t6 
droit de la figure ( u ) est donne aussi (**). D&s lors, le probl&me se 
pr6sente comme suit : deux droites etant donnees de position et 
de grandeur : la droite HA et le cote droit ( u ), decrire autour du 
diametre HA une hyperbole, oh T autre droite sera celle suivant 



1. C’est-k-dire le quart de la figure rectangulaire HA x K ayant comme 
base le diametre HA et comme hauteur le param&tre K correspondant aux 
ordonnees abaissees de la courbe sur ce diamitre. 

2. Apollonius, Les Coniques, liv. II, prop. 3 : « Lorsqu’une droite est tan- 
gente a une hyperbole, elle rencontrera chacune des asymptotes ; elle sera coupee 
en deux parties egales au point de contact, et le carre de chacun de ses segments 
sera equivalent au quart de la figure obtenue sur le diam&tre men6 par le point 
de contact ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 120. 

3. Parce que A© est par allele a BT par construction. 

4. Euclide, Donnies, prop. 26 (voir p. 214, n. 5). 

5. Euclide, ibidem, prop. 2, enoncee p. 24, note 1. 

6. Euclide, ibidem, prop. 27, enoncee p. 24, note 2. 

7. Euclide, Donnees, prop. 26 (voir p. 214, n. 5). A A est donne de gran- 

deur, done : AT = 2AA est donne de grandeur. 

8. Euclide, Donnees, prop. 52, enoncee p. 28, note 10. _____ 

9. On a (Apollonius, liv. II, prop. 3, enoncee en note plus haut) : AA a = 

- HA X K, d'ou : 4AA 8 = AT 2 = HA x K. 

4 

10. Euclide, Donnies, prop. 26 (voir p. 214, n. 5). 

11. 7) opOta tou eiSou; itXeupa, le cote droit de lafigure, ou cdte perpendiculaire 
de la figure rectangulaire HA x K ; expression qui designe done le param&re. 

12. Euclide, Donnies, prop. 57, enoncee p. 144, note 5. 

13. C’est-a-dire le diametre HA et le param&tre K. 

ill . i i - I ii if J 1 lUiiiMM 
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laquelle se rapportent les puissance# (*), et oil les droites menees 
(Tune maniere ordonnee sur le diametre HA seront par alleles a 
une droite AT donnee de position. Cela est d'ailleurs resolu dans, 
le premier livre des Coniques ( 2 ). 

XLII. 

La synthase se fera de la mani&re suivante ( 3 ) : 

Soient AB, Br les droites donnees de position et A le point 
donne. Menons la droite A® par allele a la droite Br; posons la 
droite ©A 6gale a la droite B®, et prolongeons la droite de 
jonction AA jusqu'au point I\ Prolongeons aussi la droite de 
jonction BA, et posons la droite BH egale a la droite BA. Enfin, 
que le carre de la droite Ar soit equivalent au rectangle compris 
sous la droite HA et une autre droite K, et decrivons 1’ hyper- 


1. nap’ -r^v Suvavrat, suivant laquelle on a les puissances (sous-entendu r 
des ordonnees menses sur le diametre), abreviation de l'expression habituelle 
complete : wap’ ouvavrai at xaTotyoptcvai Treaty jjirv(»)$ ini tt\v Siajxrrpov, lit- 
teralement : « la (droite) suivant laquelle sont en puissance les (droites) menses 
d’une mani&re ordonnee sur le diam&tre », c’est-i-dire la droite suivant laquelle 
s’ applique une aire rectangulaire 6quivalente k la puissance (au carre) des. 
droites menees d’une manidre ordonnee sur le diamdtre. C’est l’expression par 
laquelle Apollonius et ses pr6d6cesseurs, notamment Archimdde, designent la. 
droite qui est la hauteur constante d’un rectangle ayant comme base l’abscisse. 
d’un point de la conique, et dont l’aire dans la parabole, ou l’aire accrue d'une- 
autre aire determinee dans l’hyperbole, ou l'aire decrue d’une aire determinee 
dans l'ellipse, equivaut au carr^ de l’ordonnee de ce me me point ; droite caracte- 
ristique que nous appelons maintenant le param^tre, et qui est mise en evidence- 
par 1'equation cart6sienne de la parabole : y* = 2 px, par liquation de l’hyper- 

bole : y* = 2 px -f ^ **, et par celle de l’ellipse : y* = 2 px — ^ x % . 

2. Apollonius, Les Coniques, liv. I, proposition 54, enoncee comme suit : 
« Etant donnees deux droites finies, perpendiculaires entre elles, dont l’une est 
prolongee du cdte de 1' angle droit, trouver, sur cette droite prolongee, une 
section de c6ne appelee hyperbole, situee dans le plan de ces droites, de telle 
sorte que la droite prolongee soit le diamdtre de la section, que le point situe 
a l’angle soit le sommet, et que le carre de toute droite abaissee de la section 
sur le diametre, en faisant un angle egal k un angle donne, soit equivalent au 
rectangle qui, applique suivant l’autre droite, a comme largeur la droite decoupee, 
a partir du sommet, par la droite abaissee, et est augmente d’une figure sem- 
blable k celle qui est delimitee sous les droites originaleset semblablement placee». 
Cette proposition, considerant d’abord la construction de l’hyperbole dans un 
angle d’ asymptotes droit, est suivie d’une proposition (55) relative k la construc- 
tion de la courbe dans un angle d’ asymptotes obtus ou aigu. Voir trad, de PauL 
Ver Eecke, pp. 101-106. 

3. Voir la figure qui accompagne la partie analytique de la proposition. 
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bole EAZ de diametre HA et de cote droit K (*) ; en sorte que 
les droites amenees ( 2 ) sur le diametre HA soient par alleles a la 
droite AT. Des lors, la droit e Ar est tangente a la section ( 3 ). 
De plus, la droite AA est egale a la droite Ar (puisque la droite B 0 
est aussi egale a la droite 0A) ( 4 ), et il est clair que le carre de 
chacune des droites AA, Ar est le quart de la figure appliquee 
a la droite HA ( 5 ) ; par consequent, les droites AB, Br sont les 
asymptotes de l’hyperbole EAZ («). Des lors, une hyperbole est 
decrite par le point A a l’egard des droites asymptotes donnees- 


XLIII. 

Proposition 34. — Fors l’inclinaison, la troisi&me partie d’un 
arc donn6 se retranche encore d'une autre mani&re, au moyen 
d’un lieu solide tel que celui-ci C 7 ) : 

Qu’une droite passant par des points A T soit donn6e de 
position et, des points A, V donnes sur cette droite, brisons une 
droite ABr de maniere que Tangle compris sous les droites Ar, FB 


1. C’est-i-dire : de param£tre K. 

2. Sous-entendu Trrxynevo>$, d'une maniere ordonnee. 

3. Apollonius, Les Coniques, liv. I, prop. 32 : « Si, par le sommet d'une 
section de c6ne, on m£ne une droite parall&le k une droite men6e de maniere 
ordonnee, elle sera tangente k la section, et nulle autre droite ne tombera dans- 
l’espace situe entre la section de cdne et cette droite ». Voir trad, de P. Ver Eecke,. 
P- 58 . 

4. Les droites A©, TB sont par alleles par construction et ©A = B© ; done :: 
AA = AT. 


5. On a par construction : AA = Ar * - AT, d’ou : AA*= AT*— - AT 8 . Or^ 

2 4 

on a aussi par construction : Ar*= HA x K ; d'ou, comme le texte : 


AA 2 — Ar 2 * - HA X K 
4 


^ figure rectangulaire appliquee sur le diametre trans- 
4 


verse HA comme base et ayant le param&tre K comme hauteur. 

6. Apollonius, Les Coniques, liv. II, prop, i : « Si une droite est tangente 
au sommet d'une hyperbole, et si l'on separe de cette droite, de part et d'autre 
du diametre, une droite egale k celle dont le carre equivaut au quart de la figure, 
les droites qui vont du centre de la section aux extremites ainsi d£termin£es 
de la tangente ne rencontreront pas la section ». Voir trad, de P. Ver Eecke, 


p. 117. 

7. C’est-a-dire que l'on peut aussi faire la trisection de 1 ’ angle ou de l'arc 
au moyen de l'intersection d’une droite et d’une section conique sans faire inter- 
vene le probleme de la droite inclinee dans une direction donnee et interceptee 
sur une longueur donnee. 
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soit le double de Tangle compris sous les droites TA, AB (*) ; je 
dis que le point B appartient a une hyperbole ( 1 2 ). 

Menons la perpendiculaire BA, et retranchons une droite AE 
4gale k la droite TA. Des lors, la droite de jonction BE sera egale 

k la droite AE ( 3 ). Posons aussi 
/ la droite EZ 6gale k la droite AE ; 

J/ il s’ensuit que la droite FZ est 

y/yl \ le triple de la droite TA. Que la 

s' / jf \ droite AT soit egalement le triple 
s' / / \ de la droite TH ( 4 ) ; il s'ensuit 

s' / / \ que le point H est donne ( 5 6 ) et 

— LA — A que la droite restante AZ est le 

A Z E H A T 

triple de la droite HA (®). Et 
puisque [le carre de la droite BA] C 7 ) est l’excedent des carres des 
droites BE, EZ, le rectangle compris sous les droites AA, AZ est 
aussi Texc6dent de ces memes carres ; done, le rectangle compris 
sous les droites AA, AZ, e'est-a-dire le triple du rectangle compris 
sous les droites AA, AH, equivaut au carr6 de la droite BA ( 8 ). 


1. En d’autres termes : prenons, en dehors d'une droite donnee, un point 
tel que l’on obtienne un triangle dans lequel les angles k la base sont l'un double 
de l’autre. 

2. C’est- 4 -dire que tous les points pris de la meme mani&re que le point B 
par rapport k la droite Ar appartiendront k une meme hyperbole. 

3. On a par construction : EA = Ar, d'oh : BEr = BrA. Or, BrA = 2BAr. 
done : BEr = 2BAr. Or, BEr = BAr + ABE ; done : BAr + ABE = 2BAr 

ou : ABE — BAr, d'oh, comme le texte : BE = AE. 

4. Euclide, liv. VI, prop. 9 : « D'une droite donnee retrancher une partie 
demandee ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 312. 

5. Euclide, Donnees, prop. 27, ^noncee p. 24, n. 2. 

6. Posons : Ar = 3m. Or, on a : TZ = 3TA ; done : AP — TZ = 
3 (TH — TA) ou : AZ (= partie restante de Ar) = 3HA. 

7. Texte restaure par Commandin (cfr. loc. cit., p. 100, en note, 1. 42) par 
les mots to ano BA, lesquels ont ete repris dans l’edition critique de Hultsch 

(cfr. loc. cit., vol. I, p. 282, 1. 14). 

8. On a : BA 2 = BE* — EA 2 . Or, on a pose : EZ = EA ; done : BA 2 = 

BE 2 — EZ 2 . Considerant la droite ZA divisee en deux parties egales en E et la 
droite ajoutee AZ, la prop. 6 du liv. II d’Euclide (voir l’enonce p. 43, note 3) 

qui demontre l'identite : {a -f- b) b -f- — = (- + b) 2 , donne : AA X AZ + EZ 2 = 
4 2 

AE 2 , d’ou : AA x AZ = AE 2 — EZ 2 . Or, on a demontre que : BE = AE ; done : 
AA X AZ = BE 2 — EZ 2 ; d’ou, comme le texte : AA x AZ = BA 2 . Or (voir 
note penulti^me), on a : AZ = 3HA ; done : 3AA x HA = BA 2 . 
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En consequence, le point B est sur 1’ hyperbole dont le c6te trans- 
verse de la figure ( L ) appliquee suivant l’axe est la droite AH 
et dont le cdte droit ( 2 ) est le triple de la droite AH ( 3 ). Et il est 
clair que le point T decoupe, contre le sommet H de la section ( 4 ), 
la droite TH qui est la moitie du c6te transverse AH de la 
figure ( 6 ) ( 6 ). 

Des lors, la synthese est manifeste. En effet, il faut couper 
la droite Ar de maniere que la droite AH soit le double de la 


1. itXayta (sous-entendu tcXeupa) too «£ 5 ou?, le (cdte) transverse de la figure, 
c’est-i-dire la longueur (ou base) de la figure rectangulaire caractdristique de 
l'hyperbole. 

2. opOla (sous-entendu nXeupi), le cdtd droit, e’est-ct-dire la largeur (ou 

hauteur) de la figure rectangulaire caractgristique de l’hyperbole ; expression 
ddsignant done le parametre. _____ 

3. La relation de la note 8, page 218, donne : — — ~rrr — -■ Or 

(Apollonius, Les Coniques, liv. I, prop. 21 : « Si, dans l’hyperbole, dans l'ellipse, 
ou dans la circonference de cercle, l’on mdne des droites d'une manidre ordonnde 
sur le diamdtre, leurs carres seront aux aires, delimitees sous les droites qu’elles 
ddcoupent 4 partir des extrdmitds du cdtd transverse de la figure, comme le c6t4 
droit de la figure est au cdte tranverse ; et ils seront entre eux comme les aires 
qui sont delimitees sous les droites decoupees comme nous venons de le dire ». 

Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 43). on a : - BA ’ - ■*“<** 

r -ton AA x HA cdte transverse AH 

done : fo 0 - * ■ == 2 , d'oii, comme le texte : cdtd droit (para- 

cdte transverse AH i 

mdtre) = 3 cdtes transverses AH. 

4. Sous-entendu : conique. 

5. On a par construction : AT = 3HT ou AH -j- Hr = 3HF, d’oh : 

Hr AH. 

2 

6. La demonstration se rapportant visiblement au cas de Tangle ArB aigu, 
elle a et 6 reprise par Commandin pour les deux cas des angles obtus et droit 
(cfr. loc. cit., p. 100), et le texte de Commandin a etd reproduit librement par 
Hultsch (cfr. loc. cit., vol. Ill, Appendix, p. 1230), dont nous traduisons ici le 
texte latin pour memoire. 

Que Tangle ATBsoit obtus. Ddslors, BTE =*» TEB 

done, BEZ = BTA = 2BAT (par hypothese). Mais on 

a aussi : BEZ = BAT + ABE ; done, BAT = ABE, 
d'ou: BE =ss AE. Enfin, posant les memes choses que * H r 

l’auteur grec, on a: TH -f- TA = - (AT -j- TZ) ou : HA AZ, et le reste se 

3 3 

poursuit comme dans le premier cas. 

D'autre part, si Tangle ATB est droit, et si Ton obtient de nouveau 

TH == - AT, on aura: AT x T H =- at* =- BT*; done, le point B est sur une 

3 3 3 

hyperbole, etc. 
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droite Hr et decrire, autour de la* droite AH comme axe, par 
le point H, 1’ hyperbole dont le cote droit de figure soit le triple de 
la droite AH ; puis demontrer qu’elle realise le rapport du double 
des angles que nous avons dit. Et l’on verra aisement que T hyper- 
bole decrite de cette maniere decoupe un arc donn£ de cercle en 
trois parties si l’on suppose que les points A, T sont les extremites 
de cet arc (*). 


XLIV. 


D’aucuns ont expose la solution de la trisection de l'angle 
ou de l’arc d’une autre maniere sans l’inclinaison, et nous allons 
faire le raisonnement sur l’arc, vu qu’il ne differe en rien de 
d&ouper un angle ou un arc. 

Que la chose soit done obtenue ; que la troisieme partie Br 
de l’arc ABr soit decouple, et menons les droites de jonction 
AB, Br, TA. D&s lors, l'angle compris sous les droites AT, FB 

est double de l’angle compris sous 
les droites BA, AF Coupons l’angle 
compris sous les droites AF FB 
en deux parties egales par la droite 
TA, et menons les perpendiculaires 
AE, ZB. Des lors, la droite AA 
est egale a la droite Ar; de sorte 
que la droite AE est aussi egale 
a la droite Er ( 1 2 ). En consequence, le point E est donne ( 3 ). Et 
puisque la droite AA est a la droite AB, e’est-a-dire la droite AE 
a la droite EZ, comme la droite Ar est a la droite BB ( 4 ), il 



1. L’ach^vement du probl4me etant abandonne 4 la sagacite du lecteur, 
Commandin a donne la trisection de l’arc au moyen de l’hyperbole en question 
en note de sa version latine 4 laquelle nous renvoyons (Cfr. loc. cit., p. ioi). 

2. Les angles BAI\ ArA sont egaux ; l’un etant sous-tendu par un tiers de 
l’arc ABr, et l'autre etant la moitie de l’angle sous-tendu par deux tiers de 
l’arc ABr. Or, les angles en E sont droits; done, les triangles AAE, ArE sont <§gaux. 

3. Euclide, Donnees, prop. 7, enoncee p. 28, n. 4, et prop. 27, enoncee 
p. 24, n. 2. 

4. Euclide, Elements, liv. VI, prop. 3 : « Si un angle d’un triangle est par- 
tag6 en deux parties egales, et si la droite qui partage cet angle coupe la base, 
les segments de la base auront la meme raison que les cotes restants de ce triangle, 
et si les segments de la base ont la meme raison que les autres cotes du triangle, 
la droite menee du sommet 4 la section partagera l’angle de ce triangle en deux 
parties Egales ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 296. 
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s’ensuit que, par permutation, la droite Br est a la droite EZ 
comme la droite FA est a la droite AE. Or, la droite Ar est le 
double de la droite AE ; done, la droite Br est aussi le double 
de la droite EZ. En consequence, le carre de la droite Br, e’est- 
a-dire la somme des carres des droites BZ, Zr, est le quadruple 
du carre de la droite EZ (*). Des lors, puisque deux points E, T 
sont donnes ; que la droite BZ est perpendiculaire, et que Ton 
a le rapport du carre de la droite EZ & la somme des carres des 
droites BZ, Zr ( 2 ), il s’ensuit que le point B est sur une hyper- 
bole ( 3 ). Mais, il est aussi sur un arc donne de position ; done, 
le point B est donne, et la synthase est manifeste ( 4 ). 


I- On a (Eucude, Uv. VI, prop. 3) = H = Or. done : 

H = d'oi : = Of. Ar = 2 AE ; done: TB = zEZ, d’oii: fB* - 4 EZ*. 

Or, TS* = BZ* 4- ZT* ; done : 4EZ* = BZ* + Zp. 

2. C’est-i-dire que le rapport - resultant de l’expression de la note pr 4 cedente 

4 

est donn£. 

3. La conclusion est tiree sans demonstration. Pappus d^montrera cependant 
au livre VII, propositions 236 et 237, que le point B sera sur une parabole, un e 

EZ* 

-ellipse ou une hyperbole, suivant que le rapport ——5 j sera 4 gal k l’unite, 

bz -f- zr 

plus grand ou plus petit que 1* unite. 

EZ* 1 

D’ailleurs, ayant ici ■■ ^ . 13 = si Ton prend un point 0 (non indique 

bz 4" zr* 4 

j j 

sur la figure du texte) tel que l’on ait : 0 Z = - Zr, on a : — = - ; done : 

2 zr* 4 

EZ* ©Z 2 1 ., , EZ* — 0 Z* I 1 , , . , 

— 2 d ou : ■ i. = — Des lors, en procedant comme dans 

bz 4* zr* zr 4 bz 4 

la proposition pr6c6dente (prop. 34) on determinera sur la droite Ar deux points 
dont les distances a et b du point Z sont telles que Ton ait : a x b «= EZ* — 0 Z*. 

En consequence, on aura l'expression : < ~^T ~ ^ qui, en vertu de la proposi- 
tion 21 du livre I des Coniques d’ Apollonius (enoncee p. 219, n. 3), caracterise 
une hyperbole passant par le point B, dont 1 ’axe transverse sera (a — 6), et dont 
le parametre sera : 4 (a — b). 

4. La synthese (construction) du probieme manque. Commandin l'a donnee 
avec des developpements trop longs k resumer ici (Cfr. loc. cit., pp. 103-104). 

Un curieux petit ouvrage du commencement du XVII* sifccle traite de la 
trisection de Tangle sous le titre : De Angidi rectilinei divisions in tres aequales 
demonstratio geometrica, seu exp edit a methodus lineandi trientem cujusque angidi 
rectilinei, venandi ejus numeratim sinum, tangentem et secantem, inscribendi quoque 
in circido henna gonum regularem atque heptagonum accurate. Cui accessit con~ 
summata explicatio et demonstratio indivisibilium in continuo. Authors et inventors 
Ant. Rivano, Carpentoractense Doctore Medico. Parisiis, excudebat Dionysius 
Langois, 1623, in-8°. (Exemplaire k la bibliotheque communale de Bruges, cat. 
n° 1965). 
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XLV. 

Proposition 35. — Decouper un angle ou un arc donne en 
trois parties egales est un probleme solide, comme nous l’avons 
demontre plus haut, tandis que decouper un angle ou un arc 
donne dans un rapport donne est un probleme grammique (*) ; 
ce qui a d’ailleurs ete demontre par les auteurs recents ; mais 
nous Texposerons nous-meme aussi de deux mani&res. 

En effet, soit Tare A0 du cercle KA0, et qu’il faille decouper 
cet arc dans un rapport donne. 

Menons les droites AB, B0 sur le centre et la droite BK a 
angles droits sur la droite B0. D4crivons la ligne quadratrice 

KAAr par le point K ( 1 2 ), et 
coupons au point Z la droite AE 
menee perpendiculairement, de 
maniere que le rapport de la 
droite AZ a la droite ZE soit 
le rapport donne dans lequel 
nous voulons partager Tangle. 
Menons la droite ZA parall&le 
a la droite Br ; menons la droite 
de jonction BA ( 3 ) et la perpen- 
diculaire AH. Des lors, en raison 
de la propriete de la ligne ( 4 ), 
Tangle compris sous les droites 
AB, Br est a Tangle compris 
sous les droites AB, Br comme la droite AE est a la droite AH, 
c’est-a-dire a la droite ZE ( 5 ) ; done, par division. Tangle compris 


K 



1. C'est-a-dire exigeant l'emploi de courbes plus complexes que les coniques. 

2. Quadratrice coupant la droite BA au point A ; ce qui suppose que l’arc 
donne est plus petit qu’un quadrant. 

3. Sous-entendu : que nous prolongeons jusqu'a l'arc, au point M. 

4. C'est-a-dire : de la ligne quadratrice. 

5. La propriete de la quadratrice (voir § XXX, p. 191) donne : 

Or (Euclide, liv. VI, prop. 33, 4 noncee p. 181, note 1), on a : 


done, comme le texte : = = 

arc M® angle ABJT AH 


AE 

ZE' 
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sous les droites AB, BA est a Tangle compris sous les droites 
AB, BT, c’est-a-dire que Tare AM est k Tare M0, comme la 
droite AZ est a la droite ZE, e’est-i-dire dans le rapport donne (*). 


XL VI. 

On decoupe d’ailleurs Tare AT [du cercle] ( 2 ) AHT de cette 
autre maniere-ci : 

Menons pareillement les droites AB, BT au centre, et decrivons 
du point B ( 3 ) la spirale BZAT dont la droite BT est la g£nera- 
trice ( 4 ). Que le rapport de la droite AE k la droite EB soit le 
meme que celui qui est donne ; 
decrivons par le point E, autour 
du point B comme centre. Tare 
de cercle EZ coupant la spirale 
au point Z, et prolongeons la 
droite de jonction BZ jusqu’au 
point H. Des lors, en vertu de la 
spirale, T arc AHT est a Tare TH 
comme la droite AB est ci la droite 
BZ ( 8 ), c’est-a-dire k la droite BE, 
et, par division. Tare AH est k 
Tare Hr comme la droite AE est 
a la droite EB. Or, le rapport de la droite AE k la droite EB est 



1. L'expression de la note precedente donne 


angle ABr — angle ABT _ 
angle ABr ~ 

AE-ZB angle ABA _ AZ n angle ABA _ arc AM 

angle ABr ZE ’ angle ABr arc Me ’ ’ 


ZE 
texte : 


ou 


arc AM AZ 


arc M0 ZE 

2. Lacune combine par Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 286, 1 . 19). 

3. C’est- 4 -dire du point d’origine B. 

4. ttjv h T?j yeveo-ei, litteralement : la (droite) qui est dans la generation ; 
droite qu’Archimede definit par l’expression ip yy\v Trj? itepwpopa?, la (droite) 
initiale de revolution. 

5. Archim^de, traite Des Spirales, prop. 14 : « Si du point d’origine de 
la spirale on m£ne deux droites k une spirale decrite dans une premiere revolu- 
tion, et si celles-ci sont prolongees jusqu'a la circonference du premier cercle, 
les droites menees a la spirale auront entre elles le meme rapport que les arcs 
de cercle situes entre l’extremite de la spirale et les extremites des droites 
prolongees aboutissant a la circonference ; ces arcs etant pris de 1’ extremity de 
la spirale vers l’avant ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 263. 
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le mime que celui qui est donne ; ftonc, le rapport de l'arc AH 
a l'arc Hr est aussi le meme que celui qui est donne ( 1 ). En 
consequence, on a decoupe l'arc, etc. ( 2 ). 

XL VII. 

Proposition 36 . — D'apres ce qui precede, il est clair qu’il 
est possible de retrancher des arcs egaux de deux cercles inegaux. 

Que la chose soit obtenue ; soient AHB, T0A les deux arcs 
Igaux retranches, et que le grand cercle soit celui qui est decrit 
autour du centre E. L'arc qui y est semblable a l’arc T0A est 

done plus grand que l'arc AHB. 
Des lors, soit T0 l’arc semblable 
k l’arc AHB ; il s’ensuit que le 
rapport de l'arc AHB a l'arc T0 
est donnl, car il est le meme que 
celui des circonferences entieres 
des cercles ou des diametres des 
cercles ( 3 ). Mais, l’arc AHB est egal a l’arc T0A ; done, le rapport 
de l’arc T0A a l’arc T0 est donne aussi et, par division, aussi ( 4 ). 



1. On a, en vertu de la proposition d’Archim^de rappelee dans la note pr6- 
arc THA "RA BA .. . a rr FHA — arr fH BA — BB 


, j CU Kr X XX TX 

cedente: ^ rH — B z ~ BE' d ** arc TH ~ BE 

arc HA AE 
arc TH - BE’ 

2. C’est-k-dire decoupe dans le rapport donne. 

3. Les arcs AHB, r©, semblables par construction, donnent : angle AEB = 

angle rze ; done (Eucude. liv. V, prop 7) : a,lt! ! e A . BB - angle rze 

' r r ' 4 angles droits 4 angles droits 

Q f angle AEB _ arc AHB angle TZ 0 arc T 0 

’ 4 angles droits ~ circonf. cercle E 4 angles droits — circonf. cercle Z ’ 
arc AHB arc T 0 A . arc AHB 


arc THA — arc TH BA — BE 


done: 


coniine le texte 


arc T0 


circont. cercle E ~ circonf. cercle Z' 

circonf. cercle E 2AE . , , 

circonf. cercle Z 2TZ 

Cette demi&re expression suppose que la Constance du rapport de la circon- 
ference au diam^tre est demontree. Pappus donnera cependant plus loin deux 
demonstrations de ce theorfcme, l’une au livre V, prop. 11, l’autre au livre VIII, 
relatif k la mecanique, prop. 22. 

4. On a : — A? e t on a par hypoth£se: arc AHB = arc T 0 A; done: 

^ arc T 0 TZ r jr 

rapport donne). 


arc r©A AE . .arc T 0 A — arc T 9 _ arc 0 A_AE — TZ 
arc T 9 3 rz* Q 0U ‘ — 71 ^ — — 


arc T© 


arc r© 


rz 
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En consequence, nous avons a decouper Tare T 0 A dans un 
rapport donne en un point 0 (*) ; chose qui a ete exposee pre- 
cedemment ( 1 2 ). 

XLVIII. 

Proposition 37. — Qu’il faille etablir un triangle isocele dont 
chacun des angles a la base ait un rapport donne avec l'angle 
rest ant. 

Que la chose soit obtenue et soit ABr le triangle ainsi etabli. 
Decrivons, autour du point B comme centre, le cercle ArA pas- 
sant par les points A, T; prolongeons la droite AB jusqu'au 
point A, et menons la droite de jonction AT. D&s lors, puisque 
le rapport de Tangle compris sous 
les droit es TA, AB a Tangle compris 
sous les droit es AB, Br est donne, 
et que Tangle au point A est la 
moitie de Tangle compris sous les 
droites AB, Br, il s’ensuit que le 
rapport de Tangle compris sous les 
droites TA, AA a Tangle compris 
sous les droites AA, Ar est donne 
aussi ; en sorte que le rapport de 
l’arc Ar a Tare Ar est donne 
aussi ( 3 ). En consequence, puisque Tare de demi-cercle ArA est 
coupe dans un rapport donne, [le point T est donne] ( 4 ) et le 
triangle ABr est donne d’espece ( 5 ). 



1. Voir les deux manures de decouper l'arc dans un rapport donn£ expos6es 
dans la prop. 35. 

2. Commandin a donn6 la construction (synthase) de ce probl&ne (cfr. loc. 
cit., p. 106), et Hultsch l'a reprise et resumee dans une note de son Edition critique 
(cfr. loc. cit., vol. I, p. 289). Nous traduisons cette note latinel comme suit : La. 
composition sera la suivante : Soit Z le centre du petit cercle, et posons AK = TZ. 
II faut decouper, dans le cercle AHB, un arc 6gal a T 0 A. Coupons l'arc A 0 T 


— rz 
rz 


e'est-i-dire dans le rapport -g-^, et decoupons un 


arc AHB semblable k l’arc T 0 , lequel sera done egal k l’arc T 0 A. 

3. Euclide, liv. VI, prop. 33, Snoncee p. 181, note 1. 

4. Le passage que nous avons mis entre crochets est suspect d’ interpolation. 

5. Le demi-cercle ATA etant coupe dans un rapport donne au point T, les 
angles au centre ABT, TBA sont dans le meme rapport ; done (Euclide, Donnies, 
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La synthese se fera de la maniere suivante : Que le rapport 
que doit avoir chacun des angles a la base avec Tangle restant 
soit celui d’une droite EZ a une droite ZH ; coupons la droite ZH 
en deux parties egales au point ®, et posons le cercle AAr autour 
du point B comme centre et de la droite AA comme diam&tre. 
Coupons Tare ATA au point T de maniere que Tare Ar soit a 
l’arc TA comme la droite EZ est a la droite Z@ (car cela a 6te 
expose pr^cedemment) (*) et menons les droites de jonction Br, 
TA TA. Des lors, puisque Tare Ar est a l’arc TA, c’ est- a- dire 
que Tangle compris sous les droites AA, Ar est a Tangle compris 
sous les droites AA, Ar, comme la droite EZ est a la droite Z® 
et, considerant les doubles des consequents, il s’ensuit que Tangle 
compris sous les droites TA, AB est a Tangle compris sous les 
droites AB, BT comme la droite EZ est a la droite ZH (*). En 
consequence, on a Stabli le triangle isocele ABr dont chacun des 
angles a la base a un rapport donne avec Tangle restant. 

IL. 

Proposition 38. — Cela etant demontre, il est clair que Ton 
peut inscrire dans un cercle un polygone equilateral et 6quiangle 
ayant autant de cotes qu’on lui assignera. 

Proposition 39. — Au reste, il est facile de voir comment on 
trouve un cercle dont la circonf&rence est egale a une droite 
donn6e. 

En effet, que la circonference du cercle A soit trouvee egale 


prop. 7, enoncee p. 28, note 4), ces angles sont donnes. Or, chacun des angles 
a la base du triangle ABr vaut la moitie de l'angle donne TBA ; done, le 
triangle ABr est donne d’espece, car la droite Br est donnee de position. 

1. Voir proposition 35. Le texte presente ici la phrase probablement inter- 
polee : xal xaSoXoo to t\ SoOsiffa 7 tepiosptta SoGevxa Aoyov T6(xveT«t ; et,. 
d'une maniere generale, comment un arc donne est coupe dans un rapport 
donne (Cfr. Hultsch, loc. cit vol. I, p. 290, 1 . 15). 

v ... arc Ar EZ ^ angle AAr arc Ar. 

* v v arc r a Z© angle AAr arc Ar' 

done • . angle AAr _ EZ angle AAr = angle TAB _ 

angle AAr Z®’ " 2 angles AAr - 2Z© 0U ' angle ABr 

EZ 
ZH* 


...1 t » 
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a une droite T ; posons un cercle quelconque B, et trouvons, 
au moyen de la quadratrice, la 
droite A qui est egale a sa cir- 
conference ( 1 ). Des lors, le rayon 
du cercle A est au rayon du 
cercle B comme la droite T est 
a la droite A ( 2 ). Or, on a le rap- 
port de la droite T a la droite A ; 
done, on a aussi le rapport des 

rayons entre eux. Et le rayon du cercle B est donn6 ; done, le 
rayon du cercle A est donne aussi ( 3 ) ; en sorte que le cercle A 
lui-meme est donne aussi ( 4 ) ; et la synthase est manifeste. 



L. 

Proposition 40. — Une droite AB etant donn6e de position 
et de grandeur, decrire par les points A, B un arc de cercle ayant 
un rapport donne avec la droite AB. 

Que Tare APB soit decrit ; posons un quadrant de cercle ZHE 
donne de position ( 6 ) ; decrivons la quadratrice Z@K ; etablissons 
pour Tare ZE un angle compris sous les droites EH, HA 6gal a 
Tangle qui s’appuie sur l’arc Ar ( 5 ), et menons les perpendiculaires 
AM, 0N. Des lors, en vertu de la propriety de la ligne ( 7 ), l'arc 
AE sera a la droite ©N comme Tare EAZ est a la droite ZH, 
c’est-a-dire comme la droite AH est a la droite HK. Mais, la 
droite 0N est aussi a la droite AM comme la droite 0H est a la 
droite HA; done, Tare EA est aussi a la droite AM comme la 


1. Voir proposition 26. 

2. Voir page 224, note 3, in fine. 

3. Euclide, Donnies, prop. 2, enoncee p. 24, note 1. 

4. Euclide, ibidem, definition 5 : « Un cercle dont le rayon est donne de 
grandeur, est donn£ de grandeur ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 302. 

5. Le texte nous parait avoir perdu k cet endroit, ou bien 1 ’auteur aura neglige 

d’ajouter, les mots xal tco e’est-i-dire : et de grandeur ; puisque le cours 

de la demonstration amenera a reconnaitre qu’une droite du quadrant considere 
est donnee, non seulement de position, mais encore de grandeur. 

6. C’est-a-dire un angle ayant son sommet au centre du cercle auquel appar- 
tient l'arc ArB. 

7. C’est-a-dire de la ligne quadratrice. Voir p. 191. 
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droit e ©H est a la droite HK (*). 
Prenons le centre S de 1’arc ATB, 
et menons la perpendiculaire SPr 
sur la droite AB ; Tangle compris 
sous les droit es TS, EA est done 
6gal a Tangle compris sous les 
droit es EH, HA ( 2 ). Et les points 
S, H sont des centres ; done, [l’arc ATB est a la droite AB] ( 8 ) 
comme l’arc Ar est a la droite AP, e’est-a-dire comme la droite 0 H 
est cL la droite HK ( 4 ). Et on a le rapport de l’arc ATB a la 
droite AB ( 5 ) ; done, on a aussi le rapport de la droite 0H a la 
droite HK. Or, la droite HK est donnee (®) ; done, la droite H0 
est donnSe aussi ( 7 ) ; done le point 0 est sur une circonference ( 8 ). 
Mais, il est aussi sur la ligne Z0K ( 9 ) ; done, le point 0 est 


I. On a, par propriete de la quadratrice : — • ®r, la propo- 
sition 26 (voir p. 194) a demontre que l'on a: done, 

comme le texte : ar ^^ E = A? Or, ; done, par raison d’egalitS en 

@N HK AM AH r 

proportion trouble (Euclide, liv. V, prop. 23 : « Si l'on a trois grandeurs, et 
d'autres grandeurs igales en nombre aux premieres ; si ces grandeurs, prises 
deux i deux, ont la meme raison, et si leur proportion est troublee, ces grandeurs 
auront la meme raison par egalite ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 283), ou 

bien encore, par produit, on aura X -rrv = ^r7> x -^5* ou * comme le texte : 

WW AM HA An 


arc AE ©H 
AM ~ HK' 

2. Par construction. 

3. Lacune comblee par Commandin (cfr. loc. cit., p. no). 

4. On a : Or, les arcs AE, Ar qui sous-tendent des angles 

AB AP 


egaux dans des cercles differents donnent: 
blables AHM, ASP donnent 


arc EA 


^= 5 ^; done: 


arc Ar AS 
arc EA 


®A, et les triangles sem- 


AP AS 


AM 
arc Ar — AP ' 


d'oii : 


arc EA 
AM : 


arc Ar 
AP ’ 


d'oii, en presence de la relation : ar AA B — demontrSe plus haut. 


. . arc AT 0 H , , . ,, . arc ArB 0 H 

il vient : — — — —-m? > done, comme le texte : — — = 

A r nil AB nK 


5. Par hypothese. 

6. Le quadrant etant donne de position et de grandeur, la droite HE est 
donnee de grandeur ; done, la droite HK qui, en vertu de la quadratrice, est 
dans un rapport donne avec la droite HE, est donnee aussi. 

7. Euclide, Donnies, prop. 2, enoncee p. 24, note 1. 

8. Sur une circonference donnee de centre H et de rayon H 0 . 

9. Par hypothese. 
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donn£ ; done, la droite H@A est donnee de position (*). En 
consequence. Tangle compris sous les droit es EH, HA est donne ( 2 ). 
Or, cet angle est egal a celui qui est compris sous les droites TE, 
SA; la droite TE est donnee de position et le point A est donne ; 
done, la droite AE est donnee de position ; en sorte que Tare ArB 
est donne aussi ( 3 ). 

Et la synthese est manifeste. En effet, il faut faire en sorte 
que le rapport d’une droite AH a la droite HK soit le meme qu’un 
rapport donne ( 4 ) ; puis, decrire autour du centre H un arc 
passant par le point A; prendre le point 0 oil cet arc coupe la 
quadratrice, et mener la droite de jonction 0H. Enfin, coupant 
la droite AB en deux parties egales, et eievant la perpendicu- 
laire PE, il faut mener la droite AE comprenant avec la droite EP 
un angle egal k celui qui est compris sous les droites KH, H0, 
et decrire, autour du centre E, par le point A, Tare de cerde ATB 
dont le rapport avec la base AB sera le meme que le rapport 
donne. 

LI. 

Proposition 41. — Il n’est pas invraisemblable qu’on puisse 
trouver ( 8 ) des angles incommensurables ; car, en vertu de ce qui 


1. Euclide, Donnies, prop. 26, enoncee p. 214, note 5. 

2. Euclide, ibidem, prop. 30 : « Si d'un point donne, on m&ne A une droite 
donnee une ligne droite faisant un angle donn£, la droite men 4 e est donnee de 
position ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 344. Cette proposition est toute- 
fois invoquee ici dans sa reciproque. 

3. Le point A est donn6 ; Tangle AST est donn6 ; done, son double. Tangle 
AEB est donn£, d’ou (Euclide, Donnies, prop. 90 : * Si dans la circonf6rence 
d'un cercle donn6 de position Ton prend un point donn6, et si de ce point on 
m&ne une droite qui, 6tant bris£e A la circonf£rence, fasse un angle donnl, l'autre 
extremite de la ligne brisee sera donnee ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 467) 
le point B est donne ; done (Euclide, Donnies, prop. 26, 6nonc6e p. 214, n. 5), 
la droite AB est donnee de position et de grandeur ; d’ob (Euclide, Donnies, 
definition 8 : « Des segments sont dits donnas de position et de grandeur, quand 
les angles qu’ils comprennent sont donnas de grandeur, et que les bases des 
segments sont donnees de position et de grandeur*. Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, 
p. 302), Tare ArB est donn£. 

4. C’est-a-dire que la droite HK £tant donnee par la quadratrice, on doit 


determiner une droite AH telle que Ton ait : 4 ? = les deux droites 0 , H 

HK 11 


6tant simplement tracees dans la figure, mais non mentionn^es dans le texte. 

5. C’est-a-dire au moyen de la quadratrice. 
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precede, des arcs incommensurables d’un meme cercle sont pris 
aussi, et si Ton suppose qu’un seul angle ou arc est rationnel, le 
restant ( J ) deviendra irrationnel. 

Exposons un quadrant ABr et, dans celui-ci, la quadratrice 
AEAZ. Menons transversalement une droite BE ; menons la 
droite EH parallele a la droite Br, et decoupons une droite B© 
incommensurable en longueur avec la droite BH. Enfin, menons 

la parallfcle A© ( 2 ) et la droite de 
jonction AB ; je dis que Tangle 
compris sous les droites EB, BZ 
est incommensurable avec Tangle 
compris sous les droites AB, BZ. 

Menons la perpendiculaire AN. 
Des lors, en vertu de la ligne ( 3 ), 
Tangle compris sous les droites 
EB, BZ est a celui qui est compris 
sous les droites AB, BZ comme la 
droite EK est a la droite AN ( 4 ). 
Or, la droite EK est incommen- 
surable avec la droite AN (car la 
droite HB est aussi incommensurable avec la droite B@) ; done, 
Tangle sera aussi incommensurable avec Tangle. Et si nous sup- 
posons que Tangle compris sous les droites EB, BZ est rationnel ( 5 ), 
Tangle compris sous les droites AB, BZ sera irrationnel. 



1. C’est-i-dire Tangle ou l'arc restant. 

2. Sous-entendu : k la droite EH. 

3. En vertu de la propriety de la quadratrice AEAZ decrite dans le qua- 
drant ABT. 

4. On a, par propriety de la quadratrice {voir § XXX, p. 191) : 

Or (Euclidb, liv. VI, prop. 33, enoncee p. 181), on a : — ^ ; 

v r v r ' angle AJBr arc aT 

done, comme le texte : — - 1 - ; done (Euclide, liv. X, prop. 10 : « Si 

angle ABZ AN 

quatre grandeurs sont proportionnelles, et si la premiere est commensurable 
avec la seconde, la troisi&me sera commensurable avec la quatrieme ; et si la 
premiere est incommensurable avec la seconde, la troisi&me sera incommensurable 
avec la quatri&me ». Voir trad, de Peyrard, vol. II, p. 140) : les angles EBZ, ABZ 
sont incommensurables entre eux. 

5. Le texte presente ici la petite interpolation : xav 7\(At<mav <ipOr\<;, et si 
(Tangle) est la moitie d’un (angle) droit (Cfr. Hultsch, vol. I, p. 298, 1 . 1). 


1 1 t 
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LII. 

Proposition 42. — Je t’ai expose la solution de l'mclinai- 
son (*) qui a ete assumee par Archim&de dans son livre sur Les 
S'pirales ( 2 ), afin que tu ne sois pas embarrasse en parcourant 
ce livre. On assume d’ailleurs pour cette solution les lieux exposes 
ci-apres, qui sont encore utiles pour beaucoup d’autres probl&mes 
solides. 

Soit une droit e AB donnee de position, et qu’une droit e TAtombe 
d’un point T sur elle. Menons la droite AE a angles droits sin* 
la droite AB, et que Ton ait le rapport de la droite TA a la 
droite AE ; je dis que le point E est sur une hyperbole ( 3 ). 

Menons par le point T la droite YZ par allele k la perpen- 
diculaire ; il s’ensuit que le point Z est donn6 ( 4 ). Menons la 
droite EH parallele k la droite AB ( 5 ), et que le rapport de la 
droite YZ a chacune des droites Z0, ZK soit le meme que celui 
de la droite TA a la droite AE (•) ; il s’ensuit que chacun des 
points 0 et K est donne ( 7 ). Des lors, puisque le carr6 de la 
droite TA est [au carr6 de la droite AE] ( 8 ) comme le carr6 de 


1. C’est-k-dire la resolution du probl&me de la droite inclin^e (ou dirig£e 
vers un point donne et interceptee sur une longueur donnee entre deux lignes 
(droites ou cercles). Voir plus haut ce qui precede la proposition 31. 

2. Archim&de, . Les S'pirales. Voir trad, de P. Ver Eecke, pp. 239-299. 

3. L’hyperbole ne designant chez les geomfctres grecs que l’une des deux 
branches de la section conique, le theoreme ne determine done le lieu du point E 
que du cdte de la droite AB oil est situee la perpendiculaire AE. Le lieu complet 
se compose effectivement des deux branches de l'hyperbole qu’ Apollonius appeiie 
les opposees. 

4. Euclide, Donnies, prop. 28 : « Si, par un point donne, une ligne droite 
est menee parall&lement £ une droite donnee de position, la droite menee est 
donnee de position ». (Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 342), et Euclide, 
Donnies, prop. 25, enoncSe p. 214, n. 6. 

5. Sous-entendu : rencontrant au point H la droite VZ prolongee. 

6. Les points T, Z etant donnes, la droite TZ est donnee de grandeur 
(Euclide, Donnies, prop. 26, enoncee p. 214, n. 5) ; done, on peut d6couper sur 
la droite TZ, prolongee de part et d’ autre de la droite AB, deux droites egales 

AE 

Z®, ZK donnees de grandeur egale a TZx ^ (Euclide, Donnies, prop. 2, 

enoncee p. 24, n. 1). Or, ces droites sont aussi donnees de position (Euclide, 
Donnees, prop. 28, enoncee dans la note avant-precedente). 

7. Euclide, Donnies, prop. 27, enoncee p. 24, n. 2. 

8. Lacune comblee par Commandin dans sa version latine ( loc . cit., p. in), 
et restauration par Hultsch au moyen des mots itp6< to dno rfis AE (Cfr. loc. 
cit., vol. I, p. 298, 1. 22). 
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la crfoite TZ est au carre de la 
droit e Z0 (*) ; il s’ensuit que le 
rapport du carre restant de la 
droite ZA, c’est-a-dire du carr6 de 
la droite EH, au rectangle restant 
compris sous les droites KH, H0 
est donne ( 2 ). Or, les points K, 0 
sont donnas ; done, le point E est 
sur F hyperbole qui passe par les 
points 0, E ( 3 ). 


LIII. 

Proposition 43. — Soit une droite AB donnee de position et 
de grandeur ; menons la droite Ar a angles droits, et que le 
rectangle compris sous les droites Ar, FB soit Equivalent a celui 


1. Euclide, Donnies, prop. 50 : « Si deux droites ont entre elles une raison 
donn£e, les figures rectilignes semblables et semblablement construites sur ces 
droites, auront une raison donnee ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 383. 

2. Ce passage un peu concis s'explique par l'emploi de l’expression « cairE 

pa p2 

restant >. En effet, on a par hypothese : -— B =-=- H =-7r= ? (= rapport donnE). 

Alii ZiKy ZK 

^ Pa* rz* , ^ J , Ta 3 — rz* za* 

Done, on a : ^=^5, (= rapport donni), dou : 

(= rapport donnE) (I). Or (Euclide, liv. II, prop. 4 : < Si une droite est coupee 
4 volonte, le carrE de la droite entire est 6gal aux carrEs des segments et 4 deux 
fois le rectangle contenu sous les deux segments ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, 
p. 8 8), si n ous consid£rons l’identite (a 4- 6)*= a*-f- 6*+ 2 ab, on a : AE 3 =ZH* = 
Z0»_|_ 0 H* 4 - 2Z0 x 0 H. Or, 2Z@ x ©H = K© x ©H ; done : AE*= Z©* + 
©H*-f- K 0 x 0 H ; d'ou : AE* — Z© a = 0 H*+ K© x ©H. Or (Euclide, liv. II, 
prop. 3 : « Si une ligne droite est coupee 4 volontd, le rectangle contenu sous 
la droite entCre et l’un des segments est 6gal au rectangle contenu sous les 
segments et au carr£ du segment preincrement dit ». Voir trad, de Peyrard, 
vol. I, p. 86), si nous considdrons l’identite (a -+■ b) b = ab + i 2 appliquee 4 
la droite KH divisEe en deux parties inEgales au point ©, on a : KH x 0 H = 
©H a + K@ x ©H ; done : AE* — Z 0 *= KH x @H ; d'oii substituant dans 

ZA 3 EH 3 Pz 3 

1 'expression (I), fl vient, comme dans le texte : g fax eH = KH x ' eiT z e 1 
(= rapport donne). 

3. Les points 0 , E seront done sur l’byperbole dont le cdte transverse, ou 
diametre, est la droite 0K. Or ( Apollonius, Les Coniques, liv. I, prop. 21, 

pdX 3 in^tr 6 eh 2 

feonefe p. 219, n. 2), on a : aS53t?T®K = KHireH' d ’° 4 : P arara4tre ~ 
EH* 

KH X 0 H’ 


©K X 
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qui est compris sous une droite donn6e et la droite TA ; je dis 
que le point A appartient a une parabole donnee de position ( x ). 

En effet, coupons la droite AB en deux parties egales au 
point E ; menons la droite EZ a angles droits, et que le rectangle 
compris sous la droite donnee 
et la droite EZ soit equivalent 
au carre de la droite EB. Des 
lors, le point Z est donne ( 2 ). 

De plus, menons la droite AH 
parallele a la droite AB ; il 
s’ensuit que le carre rest ant de 
la droite Er, c'est-a-dire le carre 
de la droite HA, equivaut au rectangle compris sous la droite 
donnee et la droite ZH ( 3 ). Or, le point Z est donne ; done, le 
point A appartient a la parabole qui passe par les point A, Z, B, 
dont l'axe est la droite EZ ( 4 ). 



z. C’est-A-dire que, si la perpendiculaire AT est de grandeur telle que 

AX' X rB 

l’expression — — =0 soit donnee, le point A sera sur une parabole. 

2. En effet, la droite EZ est donnee de longueur (Euclide, Donnies, prop. 57, 
6nonc6e p. 144, n. 5), et elle est donnee aussi de position (Euclide, Donnies, 
prop. 30, enoncee p. 229, n. 2) ; done, le point Z est donn6 (EuCLmE, Donnies, 
prop. 27, 6nonc6e p. 24, n. 2). __ 

3. On a par construction : EB*= 0 x EZ. Or (Euclide, liv. II, prop. 5 : 
« Si une ligne droite est coupee en parties Egales et en parties in£gales, le rectangle 
sous les deux segments inegaux de la droite entire, avec le carr6 de la droite 
placee entre les sections, est egal au carre de la moiti6 de la droite entire ». Voir 

trad, de Peyrard, vol. I, p. 93), si nous appliquons l’identit6 ab -f- 

ti — ^ a la droite AB, divisee en parties 4 gales en E et en parties in£gales en I* 

on a : ATx TB + ET a =**W ; done : AT X TB+ ff *«0 X EZ. Or, on a 
par hypoth^se : AT x PB == 0 x TA ; done : 0 x TA + Er 4 ** 0 X EZ ; d’ou : 
Er*= 0 (EZ — TA) = ©(EZ — HE) = © x ZH ; d’oii, comme le texte : HA*= 
© X ZH. 

4. Les premiere et derni&re expressions de la note pr£c£dente donnent : 
@ x EZ EZ 

— ; done (Apollonius, Les Coniques, liv. I, prop. 20 : Si, dans 
ha 2 ® x ZH ZH v » r r 

la parabole, l'on am&ne deux droites d’une mani&re ordonnee de la section sur 
le diam&tre, les droites qu’elles dScoupent sur ce diam&tre, du c6t6 du sommet, 
seront entre elles comme les carres des premieres droites ». Voir traduction de 
P. Ver Eecke, p. 42), le point A est sur la parabole dont l’axe est la droite EZ 
et dont le param&tre sera la droite donnee 0. 
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LIV. 


Proposition 44. — Ces choses etant demontrees au prealable 
[on demontre la solution] ( x ) proposee plus haut ( 1 2 ) en adoptant 
la maniere suivante : 

Un cercle ABr etant donne de position ; une droite Br etant 
donnee de position ( 3 ) dans ce cercle et un point A etant donne 
sur la circonference, il faut etablir, entre la droite Br et l’arc 
BEr, une droite egale a une droite donnee H© et inclinee vers 
le point A ( 4 ). 

Que la chose soit obtenue ; posons une droite egale a la 

droite EA ( 5 6 ), et menons, perpendi- 
culairement a la droite Br, la 
droite AZ egale a la droite AA. Des 
lors, puisque, du point donne A, on 
a jete une droite AA sur la droite Br 
donnee de position et, qu’a partir du 
point A, cette droite est egale a celle 
qui a ete etablie a angles droits (*), 



1. Lacune comblee conjecturalement par Hultsch (cfr. loc. cit., vol. Ill, 
appendix, p. 1232, 1. 31). 

2. C'est-a-dire la solution du problfeme d’inclinaison dont il est question au 
debut de la proposition 42. 

3. La droite BT pouvant aussi etre exterieure au cercle, la solution ne visera 
done qu'un cas particular du probl^me d’inclinaison. 

4. Le texte de cette proposition est malheureusement efface presque com- 
plfetement dans le manuscrit archetype (Vaticanus graecus, 218), et il se presente 
avec de si nombreuses lacunes dans les manuscrits subsequents, que Commandin 
a vu ici un « locus desperatus » et a abandonne cette proposition dans sa version 
latine (cfr. loc. cit., p. 112). D’autre part, Hultsch avait donne d’abord dans son 
edition critique un texte lacuneux tout a fait incomprehensible, accompagne 
d’une figure conjecturale inacceptable (cfr. loc. cit., vol. I, p. 303), lorsque Richard 
Baltzer, en 1877, lui communiqua une note critique dans laquelle il reconstituait 
une figure, telle qu’elle devait avoir rationnellement accompagne le texte dont 
il proposait de reconstituer certaines lacunes de la maniere la plus heureuse. 
Cette note a ete publiee par Hultsch en annexe de son edition, avec un texte 
reconstitue que nous avons suivi dans notre traduction (Cfr. loc. cit., vol. Ill, 
appendix, pp. 1231-1233). 

5. C’est-a-dire posons la droite H0 qui sera donnee aux fins de la synthase 
(construction) de la proposition. 

6. C’est-k-dire que le rapport de AA k AZ, egal a l’unite, est donne pour 
repondre k l’une des conditions de la proposition 42. 
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[il s’ensuit que le point Z est] ( x ) sur une hyperbole ( 2 ). Derechef, 
puisque le rectangle compris sous les droites BA, Ar equivaut au 
rectangle compris sous les droites AA, AE, c’est-a-dire au rectangle 
compris sous les droites ZA, AE, et que la droite AE est donnee, il 
s’ensuit que le rectangle compris sous les droites BA, Ar 6qui- 
vaut au rectangle compris sous une droite donnee et la droite AZ. 
En consequence, le point Z est sur une parabole ( 3 ) ; done, le 
point Z est donne ( 4 ). 

C’est d’un probleme analogue a celui-ci qu’Archimede a fait 
usage pour demontrer que la circonference du cercle est egale 
a une certaine droite ( 5 ), et d’aucuns lui ont reproche d’ avoir 
employe un probleme solide autrement qu’il convenait de le 

faire ( 6 ) ( 7 ) ; ils montrent que l’on peut 

egalement trouver une droite egale a la circonference du cercle 
au moyen des plans ( 8 ), en utilisant les theoremes que nous avons 
donnas sur la spirale. 


1. Lacune comblee conjecturalement par Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. Ill, 
p. 1233, 1. 6). 

2. En vertu de la proposition 42, le point Z sera done sur l'hyperbole dont 
l'axe transverse sera le double de la perpendiculaire abaissee du point A sur 
la droite BT, et dont le parametre sera determine par l'expression donnee 
p. 232, n. 2. 

3. Les secantes BI\ EA du cercle donnent : BA x AT = AA x AE. Or, on 
a pose : AZ = AA ; done, comine le texte : BA x AT = AZ x AE. Or, la droite AE 
est donnee ; done, la droite AZ est de grandeur determinee par l'expression 

BA x AT 

donnee : — — . Or, la proposition 43 a demontre que, dans ces conditions, 

le point Z est sur une parabole. 

4. Le point Z est done l’une des intersections d'une hyperbole et d’une para- 
bole donnees de position ; done, le point Z est donne. Des lors, la construction 
de la droite inclinee sur le point A, interceptee sur la longueur donnee H@, se 
reduit a abaisser la perpendiculaire ZA du point Z donne et a prolonger la droite 
de jonction A A jusqu’au point E. 

5. ArchimiiDE, Des Spirales, proposition 18, enoncee p. 200, n. 4. 

6. C’est-i-dire d’ avoir employe subsidiairement dans les propositions 5, 6, 
7, 8 et 9 du traite Des Spirales, le probleme de la secante interceptee sur une 
longueur donnee dans une direction donnee, en faisant simplement appel k 
1’ intuition et au principe de continuity. Voir CEuvres d’Archimede, trad, de 
P. Ver Eecke, pp. 246-253. 

7. Lacune irremediable affectant une vingtaine de caractfcres. 

8 . C’est-^L-dire au moyen de probl6mes utilisant des lignes (droites ou circon- 
ferences de cercle) qui trouveront leur origine dans le plan. 
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IL CONTIENT LES COMPARAISONS DES FIGURES 
PLANES AYANT MEME PERI METRE ENTRE ELLES 
ET AVEC LE CERCLE, ET LES COMPARAISONS DES 
FIGURES SOLIDES AYANT MEME SURFACE ENTRE 
ELLES ET AVEC LA SPHERE. 


La divinite, cher Megethius, a donne aux hommes la concep- 
tion la plus haute et la plus parfaite de la sagesse et des 
mathematiques, mais n'a octroye ce privilege que partiellement 
aux animaux. Elle a, en effet, accords aux hommes de pouvoir, 
de par leur intelligence, faire toute chose par raison et en 
connaissance de cause et, quant aux autres etres vivants, elle 
a octroye a chacun d’eux la faculty d’acquerir ce qui leur est 
utile et de necessity vitale, non plus par raison, mais grace a une 
certaine intuition naturelle. On peut d’ailleurs observer la realite 
de ce fait chez un grand nombre d’esp&ces animales, et tout 
particulierement chez les abeilles. En effet, non seulement il y a 
lieu d* admirer leur discipline et leur soumission envers celles qui 
dirigent le gouvernement etabli parmi elles ; mais, ce qui etonne 
encore plus, c’est leur zble, leur proprete dans la recolte du miel, 
leur vigilance et leur sagesse en vue de sa conservation. On dirait 
que, convaincues que c’est de la part des dieux qu’elles apportent 
cette parcelle d'ambroisie aux hommes cultives, les abeilles n’ont 
pas cru bon de repandre leur miel au hasard sur le sol, sur du 
bois ou sur quelque autre mati&re informe et irreguliere ; elles 
choisissent les plus belles fleurs parmi les plus agreables qui 
croissent a la surface de la terre et, pour contenir ce miel, elles 
construisent des vaisseaux qu’on appelle des alveoles, tous egaux 
entre eux, semblables, juxtaposes et de la forme hexagonale. Au 
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reste, voici comment on se rend compte de ce qu’elles parviennent 
a ce resultat a la faveur d’une certaine intuition g6ometrique. 
Elies ont cru que ces figures devaient etre absolument juxta- 
posees et avoir leurs cotes communs, afin que des substances 
etrangeres ne puissent tomber dans leurs intervalles et venir 
souiller ainsi le fruit de leurs travaux. Or, trois figures rectilignes 
etaient susceptibles de remplir cette condition, c’est-a-dire des 
figures regulieres (*), equilaterales et [equiangles ; car les] ( 1 2 ) 
figures dissemblables repugnaient aux abeilles, et ce sont done 
les triangles, les quadrilateres et les hexagones equilateraux juxta- 
poses qui peuvent avoir ainsi leurs cot6s communs sans qu’il y 
ait entre eux des complements dissemblables ( 3 ). En effet, l’espace 
qui regne autour d’un meme point est rempli par six triangles 
equilateraux en raison de six angles dont chacun vaut les deux 
tiers d’un angle droit ; par quatre carres en raison de quatre 
angles droits, et par trois hexagones en raison de trois angles 
d’hexagones dont chacun vaut un angle droit et un tiers. Mais, 
trois pentagones ne suffisent plus pour remplir l’espace qui regne 
autour d'un meme point, tandis que quatre excedent cet espace, 
parce que trois angles de pentagones sont plus petits que quatre 
angles droits (car chacun d’eux vaut un angle droit et un cinquieme), 
et que quatre de ces angles depassent quatre angles droits. Et 
trois heptagones ne peuvent pas non plus etre disposes autour 
d’un meme point en etant juxtaposes entre eux suivant leurs 
cdtes, parce que trois angles d’heptagones depassent quatre angles 
droits (car chacun d'eux vaut un angle droit et trois septiemes) ; 
et le meme raisonnement peut s’appliquer, a fortiori, aux poly- 
gones plus eleves. En consequence, comme il y a trois figures 
au moyen desquelles on peut remplir l’espace qui regne autour 
d’un meme point : le triangle, le carre et l’hexagone, les abeilles 


1. TetayjjLEva, (figures) ordonnees, c’est-a-dire regulieres. 

2. Restauration de Scaliger en marge du manuscrit de Leyde, et admise dans 
l’edition critique de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 306, 1. 3). 

3. Le texte presente ici une phrase que l'edition de Hultsch place entre 
crochets comme interpolation (cfr. loc. cit., vol. I, p. 306, 11. 6-8) : raura yap 
ouvaxai aup.7iAr,pouv eS; outwv tov rapl to auto aTjjxerov t6«ov, £Tsp<p oe T«Tayjjtcv(p 

touto TtoteCv iSuvaTov, c’est-a-dire : « car ces figures peuvent remplir 
par elles-memes le lieu situe autour d’un meme point ; tandis que, pour une 
autre figure donnee, il est impossible de realiser cela ». 
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ont choisi en vue de leur indnstrie, grace a leur habilete, la figure 
la plus polygonale, apres avoir compris qu’elle peut recevoir plus 
de miel que chacune des autres figures. 

D’ailleurs, les abeilles ne reconnaissent que ce qui leur est 
utile, notamment que l’hexagone est plus grand que le carre et 
le triangle, et que, si la meme quantite de matiere est depensee 
pour la construction de chacune de ces figures, c’est l’hexagone 
qui pourra contenir plus de miel. Mais pour ce qui nous conceme, 
comme nous avons la pretention de posseder une plus grande 
part de sagesse que les abeilles, nous rechercherons quelque chose 
de plus remarquable. En effet, parmi les figures planes equilate- 
rales et equiangles de meme perimetre, celle qui poss&de un plus 
grand nombre d’ angles est continuellement plus grande, et la plus 
grande de toutes est le cercle lorsqu’il a meme perimetre qu'elles. 

I. 

Proposition i ( x ). — Soient ABr, AEZ deux polygones equi- 
lateraux et equiangles, et que leurs perimetres soient egaux, alors 
que le polygone AEZ a le plus grand nombre d’ angles ; je dis 
que le polygone AEZ est plus grand que le polygone TAB ( 1 2 ). 

En effet, ptenons les centres H, 0 des cercles circonscrits k 
ces polygones ; menons les perpendiculaires HK, 0A, et menons 
les droites de jonction AH, Hr, 

©A, ©Z. Des lors, puisque le 
polygone EAZ a plus d’ angles que 
le polygone ABr, la droit e AZ 
mesurera le perimetre du polygone 
AEZ plus de fois que la droit e Ar 

r . , ? , , , AM & r A A Z 

ne mesure le perimetre du poly- 


1. Cette proposition reproduit la premiere des quatorze propositions de 
l’ouvrage de Zenodore sur Les figures isometres (rcepl Is ojxeTpwv a^TjjxotTwv), qui 
nous a ete conserve par Theon d’Alexandrie dans son Commentaire sur l’ Almagest? 
de Ptolemee, publie k Bale, en 1538, puis par l’abbe Halma dans sa version 
fran$aise (Paris 1821). Une version latine des propositions de Zenodore a ete 
publiee par Hultsch, en annexe de son edition critique precitee de la Collection 
mathematique de Pappus (vol. Ill, pp. 1189-1211). 

2. Certains manuscrits donnent a cette proposition l'enonce: « Demontrons 
d’abord que, parmi les polygones ordonnes n’ayant pas meme nombre d’ angles, 
mais meme perimetre, le plus polygonal est toujours le plus grand aussi ». 
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gone ABr ; par consequent, la droile Ar est plus grande que la 
droite AZ (car les perimetres ont ete supposes egaux) ; en sorte 
que la droite AK est aussi plus grande que la droite AA (car 
les unes sont respectivement les moities des autres). Posons la droite 
KM egale a la droite AA, et menons la droite de jonction MH. Et 
puisque Tangle compris sous les droites AH, Hr est une partie de 
quatre angles droits dans la mesure ou la droite Ar est une partie 
du perimetre du polygone ABr (parce que le polygone est equilate- 
ral) Q) ; que, de meme aussi. Tangle compris sous les droites A©, ©Z 
est une partie de quatre angles droits dans la mesure ou la droite AZ 
est une partie du perimetre AEZ, et que les perimetres sont egaux 
entre eux [tandis que les quatre angles droits sont egaux aux 
quatre angles droits] ( 2 ) ; il s’ensuit que Tangle H est a quatre 
angles droits comme la droite Ar est au perimetre ABR Or, 
quatre angles droits sont a Tangle compris sous les droites A©, ©Z 
comme le perimetre du polygone AEZ, c’est-a-dire du polygone 
ABR est k la droite AZ ; done, par raison d’egalite, Tangle com- 
pris sous les droites AH, Hr est k Tangle compris sous les 
droites A©, ©Z comme la droite Ar est a la droite AZ, et Tangle 
compris sous les droites AH, HK est done aussi a Tangle compris 
sous les droites A®, ©A comme la droite AK est a la droite AA, 
c’est-a-dire a la droite KM ( 3 ). Mais, le rapport de-la droite AK 
k la droite KM est plus grand que celui de Tangle compris sous 
les droites AH, HK k Tangle compris sous les droites MH, HK 
(car cela a ete demontre dans les lemmes pour les Spheriques) ( 4 ) ; 


1. Des angles egaux sont compris sous des c6t6s 6gaux. Voir Euclide, liv. Ill, 
propositions 26 et 28, Snoncees p. 148, n. 3. 

2. La phrase xal al 8'opQai -ra?; 8'0’pQati; (sous-entendu urn ewlv), dont nous 
mettons la traduction entre crochets, se rencontre chez quelques anciens geo- 
m^tres, mais est consider^ comme inutile chez la plupart des autres ; en sorte qu’on 
se trouve probablement ici en presence d’une petite interpolation de scoliaste. 

0 . angle AHr _ Ar n 4 angles droits perim. AEZ 

__ - j — pgnm. ABr. ' angle A0Z 777 


4 angles droits 
perim. ABT . angle AHT 


X 


ABr. 

4 angles droits Ar 

angle A0Z “perim. ABr 


AZ 

perim. ABr 


AZ 4 angles droits " angle A0Z perim. ABr AZ 

1 , . angle AHT Ar ,, , angle AHK 

ou, comme letexte: — ^ d ou, considerant les moities : — = 

angle A0Z AZ' angle A0A 

AK_ AK 
AA ~ KM* 

4. D'aprds cette phrase incidente, ce lemme aurait fait partie d'une serie 
d'autres destines k des propositions sur la sphere, dues a un autern: inconnu. 
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par consequent, le rapport de Tangle compris sous les droit es 
AH, HK k celui qui est compris sous les droites A0, 0A est aussi 
plus grand que le rapport de Tangle compris sous les droites 
AH, HK a celui qui est compris sous les droites MH, HK; done, 
Tangle compris sous les droites MH, HK est plus grand que celui 
qui est compris sous les droites A0, 0A. Mais, Tangle au point K, 
qui est droit, est egal a Tangle au point A; done. Tangle restant 
compris sous les droites HM, MK est plus petit que celui qui est 
compris sous les droites 0A, AA Q). Que Tangle compris sous 
les droites KM, MN soit egal a celui qui est compris sous les 
droites 0A, AA. Or, la droite AA est egale a la droite KM ; done, 
la droite A0 est aussi egale k la droite KN ; par consequent, la 
droite 0A est plus grande que la droite KH. Or, les perim&tres 
sont 6gaux ; done, le rectangle compris sous la droite A0 et le 


et qui ne nous sont pas parvenus. Commandin a donne de 
ce lemme une demonstration assez longue, que nous tra- 
duisons librement d’apr&s son texte latin, en le resumant 
comme suit (cfr. loc. cit., p. 115) : Reproduisons les triangles 
rectangles AHK, MHK de la figure du texte. On a : AH > 

MH > KH ; decrivons l’arc EMO de centre H et de rayon 
HM. Des lors, on a : triangle AHM > secteur OHM, et 

, • unv . . j triang. AHM _ sect. OHM 

tnang. MHK < secteur MHa ; done : — = — > — ■ - . . 

tnang. MHK sect. MHE 

.. triang. AHM AM , sect. OHM_ angle AHM . , 

Ur ’ tnang. MHK - MK' sect. MHE ~ angle MHK ’ C : 

AHM + angle MHK 



d’ou 


AM 4 - MK ^ angle 
MK > 


ou 


AK 

MK 


AM ^ angle AHM 

MK > angle MHK' MK ' angle MHK 

angle AHK 
angle MHK' 

La demonstration de Commandin, qui date de la Renaissance, ne correspond 
sans doute pas a celle de l’epoque de Pappus, ou l’on se basait probablement 
sur le postulat de l’inegalite des lignes concaves dans une meme direction, ayant 
memes extremites dans le plan, au moyen duquel ArchimMe demontre la premiere 
proposition du livre I de son traite De la Sphere et du Cylindre (voir trad, de 
P. Ver Eecke, pp. 6-8). D£s lors, comme l’a fait remarquer Hultsch (cfr. loc. cit., 
vol. I, p. 311, en note), la demonstration aurait montre d’abord que i'on a : 
MK < ME, et qu’a fortiori : MK < arc ME. Puis, que AM > tangente MH en M 
l'arc OME, et qu'a fortiori : AM > arc OM, d’ou, passant des arcs aux angles : 
AM ^ angle AHM ,, , . AM 4- MK ^ angle AHM 4- angle MHK 
MK > angle MHK' ‘ MK > angle MHK 

, ,, . AK ^ angle AHK 

precedemment : 

Les demieres expressions des deux notes precedentes donnent 


ou, comme 


1. 

angle AHK angle 


angle MHK 
expressions 

AHK an gi e MHK > angle A 0 A, d'ou 


— i a j — wtji/i “ ....... ^ ^ • angle droit 

angie A 0 A angle MHK 

angle MHK< angledroit — angle A 0 Aou, comme le texte: angle HMK< angle 8 A A. 


Pappus d’Alezandiie. — I 


*4 
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perim&tre du polygone AEZ est plus grand que le rectangle com- 
pris sous la droite KH et le perimetre du polygone ABr. De plus, 
les polygones sont les moities des aires que nous venons de dire (*) ; 
done le polygone AEZ est plus grand que le polygone ABr. 


II. 

Proposition 2 . — Soit de nouveau un polygone equilateral 
et Squiangle ABr ayant son perimetre 6gal a la circonference du 
cercle AEZ ; je dis que le cercle AEZ est plus grand que le 
polygone ABr. 

Prenons d’une part le centre © du cercle AEZ, d' autre part 
le centre H du cercle circonscrit au polygone ABr ; decrivons, 
autour du cercle, le polygone AMNEO semblable au polygone 
ABr ; menons la droite de jonction ©A, et menons la perpen- 

diculaire HK du point H sur la 
droite AT. D&s lors, puisque le 
perimetre du polygone AMNEO 
est plus grand que la circon- 
ference du cercle AEZ, comme 
Archim&de 1’ a expose dans le 
livre De la Sphere et duCylindre( 1 2 ), 
et que la circonference du cercle 
est egale au perimetre du polygone ABr, il s’ensuit que le peri- 
metre du polygone AMNEO est aussi plus grand que le perimetre 
du polygone ABr. De plus, les polygones sont semblables ; done, 
la droite AA est plus grande que la droite AK. Or, le triangle AHK 
est semblable au triangle A©A (car les polygones entiers sont 
semblables aussi) ; done, la droite ©A est aussi plus grande que 




1. On a : triangle 0AZ A0 x AZ, d'ou : somme des triangles ©AZ = 
aire polygone AEZ = ^ A© x perimetre AEZ. Et, de meme: aire polygone ABT = 

i KH x perimetre ABT. Or, perimetre AEZ = perimetre ABI\ et on a demontre 

que A0 >KH ; done : aire polygone AEZ > aire polygone ABT. 

2. Le texte presente ici 1’interpolation : Sia to itepti^eiv aun\v, parce qu’il 
entoure ce (cerde). Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. I, p. 312, 1. 8. 
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la droite HK (f). Mais, la circonference du cercle AEZ est egale 
au perimetre du polygone ABr ; done, le rectangle compris sous 
la droite A0 et la circonference du cercle AEZ est plus grand 
que le rectangle compris sous la droite HK et le perimetre du 
polygone ABr. Or, le rectangle compris sous la droite A0 et la 
circonference du cercle est le double du cercle AEZ (car cela a ete 
aussi demontre par Archimede dans son livre De la Circonference 
du Cercle) ( 1 2 ) ; tandis que le rectangle compris sous la droite HK 
et le perimetre du polygone ABr est le double du polygone ABr ; 
et il en est ainsi pour les moities ; par consequent, le cercle est 
plus grand que le polygone ABr ( 3 ). 

III. 

Proposition 3. — Archimede a demontre que le rectangle 
compris sous le perimetre du cercle et le rayon est le double du 
cercle. Nous allons cependant demontrer la chose ci-dessous, afin 
qu’on ne doive pas recourir a l’ouvrage d’ Archimede pour ce 
seul theoreme ( 4 ). 


1. On a (Archimede, De la Sphere et du Cylindre, liv. I, prop. 1 : « Si un 
polygone est circonscrit a un cercle, le perimetre du polygone drconscrit est 
plus grand que la circonference du cercle ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 6) : 
perimetre AMNEO > circonference cercle AEZ. Or, par hypoth£se : circonference 
cercle AEZ = perimetre polygone ABr ; done : perimetre polygone AMNEO > 
perimetre polygone ABI\ Or, les polygones sont semblables par hypoth^se ; 
done : AA > AK. Or, par similitude des polygones on a aussi : triangle AHK 
semblable au triangle A© A ; done : ©A > HK. 

2 . Archimede, De la Mesure du Cercle, proposition i : « Tout cercle equivaut 
au triangle rectangle pour lequel on a le rayon egal ct l'un des c6t6s adjacents 
k Tangle droit, et le perimetre egal a la base ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 127. 

Le traite d’ Archimede qui, d’apr&s Pappus etait intitule : De la Circonference 
du Cercle (irept *cou xuxXou ireptcpepeia?) ne nous est malheureusement pas 
parvenu en entier, et la partie que nous en possedons sous le titre : De la 
Mesure du Cercle (itepl xuxXou purp^o^), accompagnee du precieux commentaire 
d’Eutocius, ne comporte que trois theor^mes, sans preambule, lesquels etablissent 
le rapport de la circonference au diamdtre du cercle, et constituent le principal 
titre de gloire d’ Archimede. 

3. On a (note avant-precedente) : ©A > HK ; done : ©Ax circonference 
du cercle AEZ > HK x perimetre du polygone ABT. Or, la proposition 
d’ Archimede enoncee dans la note precedente donne : ©A x circonference du 
cercle AEZ = 2 cercles AEZ, et HK x perimetre du polygone ABT = 2 aires 
polygone ABT ; d'ou, considerant les moities, on a : cercle AEZ > aire poly- 
gone ABT. 

4. Le theoreme d' Archimede est enonce ici d'une maniere plus libre et un 
peu differente de celle que nous avons rapportee dans la note avant-precedente, 
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Soit, en effet, le cercle ABrA, et que l’aire Z soit la moitie 
du rectangle compris sous le perimetre de ce cercle et son rayon ; 
je dis que l’aire Z est 6quivalente au cercle ABrA. 

Qu’elle soit d’abord plus petite s'll se peut. Des lors, d’apres 
la marche suivie dans le douzieme livre des Elements l 1 ), il est 
possible d’inscrire un polygone dans le cercle ABrA, de maniere 
que ce polygone inscrit soit plus grand que l'aire Z, en inscrivant 
d’abord un carre dans le cercle, et en divisant continuellement 
les arcs des segments restants en deux parties egales, jusqu'a ce 
qu’il reste des segments plus petits que l’excedent dont le cercle 

ABrA surpasse l'aire Z. Qu’il soit 
inscrit ; que ce soit le polygone 
ABrAE, et menons du centre H 
la perpendiculaire H0 sur un cote 
du polygone, notamment sur le 
cote TA. Des lors, puisque le 
perimetre du cercle ABrA est 
plus grand que le perimetre du 
polygone ABrAE, et que son rayon 
est plus grand que la droite H0, 
il s’ensuit que le rectangle com- 
pris sous le perimetre du cercle 
ABrA et le rayon est plus grand que le rectangle compris sous 
le perimetre du polygone ABrAE et la droite H0, et qu’il en 
est de meme pour les moities. En consequence, l’aire Z est plus 
grande que le polygone ABrAE ; ce qui est impossible, car on 
a suppose qu’elle est plus petite ; done, le cercle ABrA n'est pas 
plus grand que l’aire Z. 


K 



et la demonstration apagogique qu’en donne Pappus est aussi beaucoup plus 
longue que celle d’Archimede. La meme proposition d'Archimede sera d'ailleurs 
invoquee par Pappus, plus loin, a la proposition 22 du livre VIII, ou il ajoute 
qu’il a donne lui-meme une demonstration de cette proposition dans son com- 
mentaire sur le premier livre de la Composition mathematique, ou Almageste, de 
Claude Ptolemee. Ce commentaire est perdu, et la presente proposition 3 est 
probablement le seul fragment qui nous en ait ete conserve, pour la raison que 
Pappus reproduit ici cette demonstration afin de se conformer sans doute 4 
l’ordonnance de l'opuscule de Zenodore, ou la meme proposition d'Archimede 
est aussi demontree, mais d’une maniere un peu differente (Cfr. Hultsch, loc . 
cit., vol. Ill, Zenodori de figuris isometris, p, 1194). 

1. Euclide, liv. XII, prop. 2, enoncee p. 181, n. 1. 
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Je dis qu’il n’est pas plus petit. En effet, qu’il soit plus petit 
s'il se peut. Des lors, il est possible de circonscrire un polygone 
au cercle ABrA de manifere que l’aire Z soit plus grande que ce 
polygone circonscrit, en circonscrivant d’abord un carre autour 
du cercle, et en menant continuellement des tangentes aux arcs 
restants divises en deux parties egales, jusqu’a ce qu’il reste des 
segments des figures situees a l’exterieur plus petits que 
1’excedent dont l’aire Z surpasse le cercle ABrA (car il est 
demontre comment cela peut ( x ) s’obtenir ( 1 2 ). Qu’un polygone 
soit done circonscrit comme on vient de le dire, que ce soit le 
polygone KAMNE, et menons la droite de jonction HO du 
centre H a l’un des points de contact 0. Dfes lors, puisque le 
perimfctre du polygone KAMNE est plus grand que le perimetre 
du cercle ABrA, il s’ensuit que le rectangle compris sous le 
perim&tre du polygone KAMNE et la droite HO est plus grand 
que le rectangle compris sous le perimetre du cercle ABrA et la 
droite HO, et qu’il en est de meme des moities. En consequence, 
le polygone KAMNE est plus grand que l’aire Z; ce qui est 
impossible, car on a suppose qu’il est plus petit. Des lors, l’aire Z 
n’est pas plus grande que le cercle ABrA. Or, on a demontre 
qu’elle n’est pas plus petite ; done, elle lui est equivalente, etl’aireZ 
est le double du rectangle compris sous le perimetre du cercle 
ABrA et le rayon de ce cercle. 

IV. 

Le cercle est, non seulement plus grand que les figures planes 
ordonnees qui sont equilaterales et equiangles, mais aussi que 
celles qui ont les cotes inegaux et les angles different s lorsqu’il 
a meme perimetre que ces figures ; car nous allons demontrer 
que, parmi les figures polygonales isoperimfctres et ayant le meme 
nombre de cotes, la plus grande est equilaterale et equiangle. 


1. Le texte pr&ente ici le mot ivayxrj (forcement ou par necessite) qui a 4 te 
abandonne comme interpolation par Commandin (loc. cit., p. 117, en note), et 
{dace entre crochets dans 1 ’ edition de Hultsch {loc. cit., vol. I, p. 317, 1 . 4). 

2. Euclide, liv. XII, prop. 2, ^noncee p. 181, n. 1. 
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Nous commencerons done par exposer les theoremes qui sont 
assumes pour cette demonstration. 

Proposition 4. — Soit un triangle ABr ayant le cote AB 
plus grand que le c6te Br ; soit une droite E plus petite que 
la droite AB et plus grande que la droite Br ; je dis qu’il est 
possible d’etablir sur la droite Ar deux droites dont la somme 

est egale aux droites AB, Br, 
tandis que Tune d’elles est egale 
a la droite E. 

En effet, soit la droite Z 
celle dont les droites AB, Br 
surpassent la droite E. Des lors, 
la droite Z est d’une part plus 
petite que la droite AB (puisque 
la somme des droites AB, Br est egale a la somme des droites E, 
Z, par mi lesquelles la droite E est plus grande que la droite Br) 
et, d’ autre part, plus grande que la droite Br (puisque la somme 
des droites AB, BE est de nouveau egale a la somme des droites E, 
Z, parmi lesquelles la droite E est plus petite que la droite AB). 
En consequence, puisque la somme des droites AB, Br est plus 
grande que la droite Ar ( 1 ) J il s'ensuit que la somme des droites E, 
Z est aussi plus grande que la droite Ar. Et puisque la somme 
des droites Ar, FB est aussi plus grande que la droite AB ; que 
la droite E est plus grande que la droite FB, et que la droite Z 
est plus petite que la droite AB, il s’ensuit que la somme des 
droites Ar, E est, a fortiori, plus grande que la droite Z. Pareil- 
lement, puisque la somme des droites Ar, FB est plus grande 
que la droite AB, et que la droite E est plus petite que la droite AB, 
il s’ensuit que la somme des droites AF Z est, a fortiori, plus 
grande que la droite E ( 2 ). En consequence, il est possible de 


A B 



1. Euclide, liv. I, prop. 20 : « Deux cdtes d'un triangle quelconque, de 
quelque mani&re qu’ils soient pris, sont plus grands que le cdte restant. » Voir 
trad, de Peyrard, vol. I, p. 34. 

2. Soit AB > E > Br. Posons : Z = AB + Br - E, d'ou : Z 4- E = 

AB 4 - Br. Or, d’une part : E > Br ; done : Z < AB et, d’autre part : E < AB ; 
done : Z > Br. Or, AB + Br > AT ; done : Z + E > AT. Mais, Ar + BT> AB, 
d'oii, considerant que E > Br et Z < AB, on a : Ar + E > Z. Pareillement : 
Ar + Br > AB, d’oii, considerant que Z > Br et E < AB, on a : Ar-f- Z > E. 
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construire un triangle au moyen des droites Ar, E, Z (*). Que 
soit construit le triangle ArA ( 1 2 ). 


V. 

Proposition 5. — Parmi les triangles isop6rim&tres et de 
meme base, le triangle isocele est le plus grand, et celui qui 
approche plus l’isocele ( 3 ) est continucllement plus grand. 

En effet, soient, sur la base Br, des triangles isoperimetres : 
le triangle isocele ABr et le triangle BAr qui approche plus 
l’isoc&le que le triangle BEr (car ils peuvent etre construits en 
vertu de ce que l’on a demontre tantot) ( 4 ) ; je dis que le 
triangle ABr est le plus grand et que le triangle BAT est plus 
grand que le triangle BEr. 

Prolongeons la droite BA; posons la droite AZ egale k la 
droite TA et menons les droites de jonction ZA AA. D&s lors, 
puisque les droites ZA, BA ( 5 ) sont plus grandes que la droite BZ, 
elles sont done aussi plus grandes que les droites BA, Ar (car 
la droite Ar est egale a la droite AZ). Mais, les droites BA, Ar 
sont egales aux droites BA, Ar ; done, les droites BA, AZ sont 
aussi plus grandes que les droites BA, AT. Si on retranche de 
part et d’ autre la droite BA, la droite restante ZA est plus grande 
que la droite Ar. Or, les deux droites ZA, AA sont respectivement 
Egales aux deux droites PA, AA, et la base ZA est plus grande 


1. Euclide, liv. I, prop. 22 : « Avec trois droites qui sont egales k trois droites 
donnees, construire un triangle ; il faut que deux de ces trois droites, de quelque 
mani&re qu'elles soient prises, soient plus grandes que la troisteme, parce que 
deux cotes d'un triangle, de quelque maniere qu’ils soient pris, sont plus grands 
que le troisteme ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 37. 

2. La fin de la proposition se perd dans une lacune (Cfr. Hultsch, loc. cit., 
vol. I, p. 318, 1. 18). II manque done la conclusion disant que deux droites ont 
ainsi ete etablies sur la droite Ar, dont l'une est egale k la droite E, et dont la. 
somme est egale k la somme AB 4- Br. 

Le passage lacuneux est suivi d’une phrase que Hultsch place entre crochets 
pour marquer qu’il s'agit d’une extrapolation : « et il est clair que si les 
droites E, Z sont egales, le triangle ArA sera isocele ; et si elles sont inegales, 
la plus grande d’entre elles sera egale k la droite TA » (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 318, 
11. 18-20). 

3. t’o-offxeXeorspov, litteralement : plus isocele, e’est-i-dire se rapprochant 
plus de la figure isocele. 

4. Voir proposition 4. 

5. C’est-k-dire la somme des droites ZA, AB. 
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que la base* Ar ; done. Tangle compris 
sous les droites ZA, AA est plus grand 
que celui compris sous les droites AA, AT ; 
done, Tangle compris sous ZA, Ar est 
plus grand que le double de Tangle compris 
sous AA, AT. Mais, il est le double de 
Tangle compris sous AB, Br, e’est-^-dire 
de Tangle compris sous Ar, FB (car le 
triangle est isocele) ; done. Tangle compris 
sous Ar, FB est aussi plus grand que 
Tangle compris sous AA, AF Posons 
Tangle compris sous les droites PA, AH 
egal a cet angle compris sous les droites Ar, FB ; il s’ensuit que 
la droite AH est parallele a la droite Br a cause des angles 
altemes egaux. Des lors, prolongeant la droite TA jusqu’au point H, 
et menant la droite de jonction BH, il est clair que le triangle ABr 
est plus grand que le triangle BAF car le triangle BAr equivaut 
au triangle BHr (*). 

Derechef, prolongeons la droite BA jusqu’au point K ; posons 
la droite AK egale a la droite AF et menons les droites de 
jonction KE, AE. Puisque les droites BE, EK sont plus grandes 
que la droite BK, e’est-a-dire que les droites BA, AT, e’est-a-dire 
que les droites BE, EF si Ton retranche de part et d’ autre la 
droite BE, la droite restante EK est plus grande que la droite EF 
Or, les deux droites KA, AE sont respectivement egales aux deux 
droites TA, AE, et la base KE est plus grande que la base Er 
done, Tangle compris sous les droites KA, AE est plus grand que 
celui qui est compris sous les droites TA, AE ; done, Tangle compris 
sous KA, AT est plus grand que le double de Tangle compris sous 
TA, AE. Or, ce meme angle compris sous KA, Ar est plus petit 



1. En notations usuelles, on a : ZA -f AB > BZ. Or, on a par construction : 
AZ = Ar ; done : ZA -f AB > BA + Ar. Or, les triangles isoperim&tres ABr, 
ABr donnent : BA + Ar = AB + Ar ; done : ZA + AB > AB -j- Ar ou : 
ZA > Ar. Considerant les triangles ZAA, TAA dans lesquels ZA = Ar, on a : 

ZAA > AAr, d’oii : ZAr > 2AAr. Or, le triangle ABr est isocele ; done: 

ZAr = 2ABr = 2 ArB ; done : ArB > AAr. Construisons TAH = ArB, d’ou paral* 
lelisme des droites AH, Br, d’ou : triangle BAr = triangle BHT ; done triangle 
BAr > triangle BAr. 
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que le double de Tangle compris sous AT 1 , rB (car Tangle compris 
sous Ar, FB est plus grand que celui qui est compris sous AB, Br, 
parce que les angles compris sous AB, Br et sous Ar, FB sont 
6gaux) ; done. Tangle compris sous Ar, TB est plus grand que 
celui qui est compris sous TA, AE. Etablissons, sur la droite Ar 
et au point A, un angle compris sous les droites TA, AA egal 
a Tangle compris sous les droites Ar, rB. Or, il est clair que la 
droite AA, parallele a la droite Br a cause des angles altemes, 
sera situee entre les droites AE, AK; done, si la droite rE est 
prolongee jusqu’a la parallele AA qu'elle rencontre au point A, 
et si on mene la droite de jonction BA, le triangle BrA sera equi- 
valent au triangle BAr ( 1 ) ; en sorte que le triangle ABr est plus 
grand que le triangle BEr qui est plus petit que le triangle BAr( 2 ). 


VI. 

Proposition 6. — Soient, au contraire, deux triangles 
rectangles semblables ABr, AEZ ayant les angles T, Z egaux ; 
je dis que le carre des droites Ar, AZ constituant une seule droite 
equivaut aux carres des droites Br, EZ constituant une seule 
droite et des droites AB, AE constituant une seule droite. 

En effet, prolongeons la droite EZ jusqu'au point H ; posons 
la droite EH egale a la droite Br ; que la droite menee par le 
point H, parallklement a la droite AE, rencontre au point K la 
droite AZ prolongee, et menons la droite A0 parallele a la 
droite ZH. D&s lors, puisque la droite A0 est egale a la droite 
HE dans un parallelogramme, e’est-a-dire egale a la droite Br; 
que Tangle compris sous les droites KA, A0 est egal a Tangle Z, 


1. Le texte presente ici T interpolation : « etant sur la meme base Br, et les 
droites Br, AA etant par alleles » (Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. I, p. 322, 1 . 4). 

2. On a : BE 4 - EK > BK. Posons : AK = Ar ; done : BE + EK > BA-fAr. 
Or, les triangles isoperim^tres BAT, BET donnent : BA 4- Ar = BE -f- Er ; 
done : BE EK > BE + Er ou, comme le texte : EK > Er. Consid 6 rant les 

triangles KAE, TAE dans lesquels KA = TA, on a : KAE > TAE, d’ou : 

KAr > 2TAE. Mais, KAT = ATB + ABT et ABr < ABr = ArB < ATB, d'ou : 

KAr < 2ArB ; done, comme le texte : ArB > TAE. Construisons rAA= ArB, 
d'oii parall&isme des droites AA, BT, d’ou : triangle BAr =* triangle BAr, done : 
triangle BAr > triangle BEr. 
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c’est-a-dire a Tangle T; que Tan- 
gle droit 0 est egal a Tangle B ; 
que Tangle restant K est egal a 
Tangle A, il s’ensuit que les 
triangles K0A, ABF sont equi- 
angles et egaux. En consequence, 
le carre de la droite KZ equi- 
vaut aux carres des droites KH, 
HZ, c’est-a-dire que le carre des droites AI\ AZ constituant une 
seule droite equivaut au carre des droites AB, AE constituant une 
seule droite et au carre des droites BI\ EZ constituant une 
seule droite f 1 ). 



VII. 

Proposition 7. — La somme des triangles semblables isoc&les 
est plus grande que la somme des triangles isoceles qui, etablis 
sur les memes bases, ne sont semblables ni entre eux ni a ces 
triangles semblables, et sont isoperimetres avec ces derniers ( 2 ). 

Soient les triangles semblables isoceles AZB, BAI\ et soient, 
sur les memes bases, d’autres triangles isoceles AEB, BAI\ isoperi- 
metres avec les triangles AZB, BAr et necessairement non sem- 
blables a ces derniers ( 3 ), et il sera demontre comment cela 
peut etre construit ( 4 ) ; je dis que la somme des triangles ABZ, 
BAr est plus grande que la somme des triangles AEB, BAR 

Menons les droites de jonction EZ, AA et prolongeons-les 
jusqu’aux bases ; elles les coupent done en deux parties egales et 
a angles droits ; car les droites AE, EZ sont egales aux droites 
BE, EZ, les bases AZ, ZB sont egales parce que les triangles 


1. Il resulte des constructions que Ton a : KZ* = KH* HZ* Or, KZ* = 

(AT -f AZ) 2 ; KH*= (AB + AE) 2 et HZ*= (BT + EZ) 2 ; d’oii : (AT + AZ) 2 = 

(AB + AE) 2 -f- (BT 4 - EZ) 2 . 

2. Cette proposition reproduit presque litteralement la proposition 10 de 

l'opuscule de Zenodore, dont l’enonce est cependant plus complet que celui de 
Pappus, en ce sens qu’il specifie que les triangles sont etablis sur des bases 

inegales (i^L dvio-wv ^d«wv) Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. Ill, p. 1203. 

3. Le texte presente ici l’interpolation on al ywvta avtarot eCa iv, (parce 
que les angles sont inegaux) Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. I, p. 324, 1 . 3. 

4. Voir ci-apres proposition 8. 
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sont isoceles, et les angles sont 
egaux (*) ; en sorte que les angles 
exterieurs Z, Z sont egaux ( 1 2 ). 

Mais les angles A, B sont aussi 
egaux ; done, les angles restants 
H, H sont aussi egaux ; done ils 
sont droits, et les droites AH, HB 
sont egales. Pareillement, les 
droites BM, Mr sont aussi egales, 
et les angles M, M sont droits. 

Que les droites coupent done aux 
points H, M ( 3 ) ; prolongeons la 
droite EH ; posons la droite H0 egale a cette droite et menons la 
droit e de jonction ©B. Des lors, Tangle compris sous les droites 
EB, BH sera 6gal a Tangle compris sous les droites ©B, BH. Mais, 
Tangle compris sous EB, BH est plus grand que Tangle compris 
sous AB, Br (parce qu'il est aussi egal a Tangle compris sous 
ZB, BH ; car les triangles ABZ, BAr sont semblables) ; done, 
Tangle compris sous ©B, BH est aussi plus grand que Tangle 
compris sous AB, Br. En consequence, la droite qui relie les 
points ©, A coupe la droite BM, parce que, supposant ABr comme 
etant une seule droite, et la droite ©BN etant prolongee en dehors 
de la droite AB, Tangle compris sous AB, Br est plus petit que 
Tangle compris sous ©B, BH, c’est-a-dire plus petit que Tangle 
compris sous NB, Br situe suivant son sommet, et parce que 
Tangle compris sous AB, Br est, a fortiori, plus petit ; en sorte 
que la droite BM sera coupee par la droite ©A au point K. Et 
il est clair que celle-ci ne coupera pas la droite Mr, sinon elle 
couperait en un point autre que A la droite AM prolongee. Des 
lors, puisque AE, EB, BA, Ar sont egales aux droites AZ, ZB, 
BA, Ar ( 4 ) (car les triangles ont ete supposes de meme perimetre), 


1. Le texte presente ici la glose interpolee : xal otxota ta AEZ, ZEB -rpiycova 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 324, 1 . 10). 

2. Nouvelle glose interpolee : urat st’a-tv ?»<; svto<; (Cfr. Hultsch, loc . cit., 
vol. I, p. 324, 1. 12). 

3. C’est-a-dire que les droites EZ, AA prolongees coupent les bases AB, Br 
aux points H, M. Cette phrase inutile semble d’ailleurs avoir ete interpolee. 

4. C’est-a-dire : puisque la somme des droites est egale a la somme des droites 
par hypoth&se d’isoperimetrie. 
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et que, de moities, les droites EB, * BA, c’est-a-dire les droites 
©B, BA, sont aussi egales aux droites ZB, BA, tandis que les 
droites ©B, BA sont plus grandes que la droit e ©A, il s’ensuit 
que les droites ZB, BA sont aussi plus grandes que la droite ©A, 
et le carre des droites ZB, BA, prises ensemble comme une seule 
droite, est done plus grand que le carre de la droite ©A. Mais, 
le carre des droites ZH, AM prises ensemble comme une seule 
droite, conjointement avec le carr6 des droites HB, BM prises 
ensemble comme une seule droite, c’est-a-dire avec le carre de 
la droite HM, vaut le carre des droites ZB, BA prises ensemble 
comme une seule droite, en vertu de la similitude des triangles 
rectangles HZB, BAM (car cela a 6te demontre precedemment) ( x ); 
tandis que le carre des droites AM, H© prises ensemble comme 
une seule droite, c’est-a-dire le carre des droites AM, HE prises 
ensemble comme une seule droite, conjointement avec le carre 
des droites HK, KM prises ensemble comme une seule droite, 
c’est-a-dire avec le carre de la droite HM, vaut le carre de la 
droite ©A, c’est-a-dire le carre des droites ©K, KA prises ensemble 
comme une seule droite, en vertu de la meme demonstration 
precedent e ( 1 2 ). En consequence, le carre des droites AM, ZH 
prises ensemble comme une seule droite, conjointement avec le 
carre de la droite HM, est [plus grand] ( 3 ) que le carre des droites 
EH, AM prises ensemble comme une seule droite conjointement 
avec le carre de la droite HM. Retranchons de part et d’ autre 
le carre de la droite HM ; il s'ensuit que le carre rest ant des 
droites ZH, AM prises ensemble comme une seule droite est plus 
grand que le carre des droites HE, AM prises ensemble comme 
une seule droite ; done, la somme des droites ZH, AM est de 
longueur plus grande que la somme des droites EH, AM ( 4 ). Or, 


1. Voir proposition 6. 

2. Voir proposition 6. 

3. Lacune comblee d’abord par Scaliger au moyen du mot pet^ov, en marge 
du manuscrit de Leyde, puis par Commandin au moyen du mot majus dans sa 
version latine (Cfr. loc. cit., p. 120). 

4. La premiere partie de la demonstration, d’une lecture assez penible, en 
raison probablement de certains remaniements de scoliastes, se deroule comme 
suit en notations actuelles : On a par hypoth£se : AE -f EB + BA + AT = 
AZ 4- ZB + BA -f- Ar ou, vu que les triangles sont isoceles : EB 4 - BA = 
ZB 4 - BA. Or, on a par construction : 0B = EB ; done : ©B 4- BA = ZB 4- BA. 
Or, 0B 4 - BA > ©A ; done : ZB 4- BA > ©A, d’ou : (ZB 4 - BA) 2 > ©A 2 (I). 
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les triangles qui sont sous la meme hauteur sont entre eux comme 
les bases ; par consequent, si Ton considere les moities des 
triangles, le triangle EHB est au triangle ZHB, et si Ton considere 
les triangles entiers, le triangle AEB est au triangle AZB comme 
la droite HE est a la droite HZ ; tandis que le triangle MAr 
est au triangle MAr et le triangle double BAr est au triangle 
double BAr comme la droite AM est a la droite MA (*) ; done, 
en additionnant pour composition, le rapport de la somme 
des triangles AEB, BAr a la somme des triangles AZB, ABr 
est le meme que celui de la somme des droites EH, AM k 
la somme des droites ZH, AM ( 2 ) ; car cela sera demontre dans 


Or, en vertu de la proposition 6, les triangles rectangles semblables ZHB, 
AMB donnent, d'une part : (ZH + AM)*+ (HB 4- BM)*= (ZB + BA)* ou : 
(ZH + AM)* + HM* = (ZB 4 - BA)*, et les triangles rectangles semblables @HK 
AMK donnent d’autre part : (AM + H 0 )*+(HK + KM)*= (©K + KA)* ou : 
(AM 4- HE)* -|- HM * = ©A*, d’oti, en presence de la relation (I), il vient : 
(ZH + AM)* 4 * HM* > (AM 4 - HE)* -f HM* ou: (ZH + AM)* > (AM + HE)* ou, 
comme le texte : ZH 4- AM > AM + HE. 

1. Les triangles EHB, ZHB demSme hauteur HB donnent : 55 , 

tnang. ahd ha 

d’ou, considerant les doubles de ces triangles, on a: (I). 

D’autre part, les triangles MAr, MAr de meme hauteur Mr donnent : 

^ an ^l e d’ou, considerant les doubles de ces triangles, on a: 

triangle MAr MA 

triangle BAr _ AM /TTX 

triangle BAr* MA * 

2. Le texte porte ici efiectivement : tov au-rov e^ei Xoyov (a meme rapport), 
e'est-i-dire que, des deux relations (I) et (II) de la note precedente, on devrait tirer 

par addition : triangle . AEB + triangle BAf _ HE + A M ce ; est ^possible 
r triangle AZB 4- triangle BAr HZ 4 - MA 

dans le cas des triangles de bases inegales consideres dans la proposition. On 
peut d'ailleurs rechercher dans quelles conditions les relations (I) et (II), que 

nous designerons pour abreger par | = | ^ onneront = (HI). 

En effet, on peut ecrire : a ka ; $ — kb \ y = mkc et 3 = mkd, d’ou (III) 

a 4- c _ka 4- m kc a -f- me . a 4- c a 4- c — (« 4- me) nii . 

b 4- d ~ kb 4- mkd ~~ f+~m 2 ’ ° ' b + d~ b + d — (b 4 md ) ' 

a_4-c_ c(w— -1) /jyt ce • a( j met deux solutions. La premiere, pour m — 1, 
b 4- d d{m — i) v ' H r 

entraine done : - =- =- = ^: ce qui n’est pas le cas dans les figures de la pro- 
a y (1 8 

position. La seconde solution, pour m ^ 1, reduit la relation (IV) & ~ 


devient : 


d’oti j = J ' ce < l u * ne r ®P on( ^ davantage au cas des triangles de la proposition. 

Commandin n'a pas releve l’erreur dans sa version (Cfr. loc. cit., p. 120). 
Hultsch donne le texte que nous reproduisons au debut de cette note et que 
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la suite ( 1 ). Or, la somme des droites EH, AM est plus petite 
que la somme des droites ZH, AM; done, la somme des trian- 
gles AEB, BAr est aussi plus petite que la somme des triangles 
AZB, BAr ( 2 ). 


VIII. 

Proposition 8. — Soient les triangles isoceles AEB, TAZ 
etablis sur les bases inegales AB, TA; que la droite AE soit 
egale a la droite TZ, et que la droite AB soit plus grande que 


nous avons respects dans notre traduction ; mais, il fait cependant remarquer 
en note qu’il est impossible de comprendre de quelle manure l'auteur etablit 
la relation d’6galite en question (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 326, 1. 36 etnote). Revenant 
sur ce passage dans l'appendice de son Edition (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1239), 
Hultsch suppose que l’auteur grec a voulu dire tov aurov iXaaw ovo<; piei^ov 

^oyov, avec le mot au-riv pris, non plus dans le sens de « meme » ou « egal », 
mais dans le sens particular de « similaire » ; de sorte que la phrase signifierait 
ainsi que le rapport de la somme des triangles k la somme des triangles est 
similaire 4 celui de la somme des droites k la somme des droites ; rapport qui 
a ete demontre plus haut etre plus petit que l’unite. 

Quelle que puisse avoir 6te 1’ alteration subie par le texte en cet endroit, nous, 
croyons que l’explication proposee par Hultsch est trop detournee, et que le texte 
aura simplement perdu une negation (oux) ; de sorte que le texte indiquerait 
d^s lors que les relations (I) et (II) permettent de considerer la relation 
d’ineffalite • triangle AEB + triangle BAT > HE 4- AM 
8 * triangle AZB + triangle BAT < HZ + MA' 

1. Le texte renvoie k la proposition 9, qui devait precisement demontrer la 
relation d'inegalite de la note prec6dente ; mais cette proposition est malheureu- 
sement entierement perdue dans une longue lacune. 

2. On a vu plus haut que l’on a : HE -f- AM < HZ + MA, d’ou en presence 
de la relation d'inegalite de la note precedente, en adoptant toutefeis le signe <, 
on a, comme le texte : triangle AEB -|- triangle BA r < triangle AZB + 
triangle BAT. 

Cette conclusion, qui manque de rigueur devant l’adoption arbitraire du 
signe <, fait fortement douter de l’authenticite de toute la fin de la demonstration 
a partir de l’etablissement de la relation : ZH + AM > AM + HE, endroit jus- 
qu’ou Pappus reproduit presque textuellement la demonstration de Zenodore. 
On se trouve done probablement en presence d’une substitution de la part d'un 
auteur posterieur. La fin de la demonstration de Zenodore, plus claire et plus 
correcte, se resume d’ailleurs de la maniere suivante (cfr. Hultsch, loc. cit., 
vol. Ill, p. 1203, appendix) : Retranchons de part et d’ autre ZH + AM, il vient : 
ZH 4. AM — (ZH + AM) > AM + HE — (ZH + AM) ou : AA > EZ. Or, par, 
hypothese faite dans l’enonce de Zenodore, mais omise dans l’enonce de Pappus 
on a : BT > AB, d'ou : BM > HB, tandis qu’on a : AA x BM = 2 triangles ABA 
et EZ x HB = 2 triangles EBZ ; done : triangle ABA > triangle EBZ. On 
aura de meme : triangle ATA > triangle EAZ ; done, par addition on a : qua- 
drilatere rentrant BATA > quadrilatfere rentrant AEBZ, d’oii : quad. BATA -j- 
(triangle AZB + triangle BAT) > quad. AEBZ + (triangle ABZ + triangle BAr) 
ou : triangle AZB + triangle BAr > triangle AEB + triangle BAr. 
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la droite TA (les triangles sont done dissemblables). Des lors, il 
faut etablir des triangles isoceles semblables sur les droites AB, TA, 
de maniere que la somme de quatre de leurs cStes soit egale a 
la somme des droites AE, EB, TZ, ZA (*). 

Exposons une droite H© egale aux droites AE, EB, TZ, ZA; 
coupons-la au point K de maniere que la droite HK soit k la 
droite K0 comme la base AB est k la base TA, et coupons 
aussi chacune des droites HK, K0 en deux parties Sgales aux 
points A M. Des lors, puisque la droite H0 est plus grande que 
la somme des droites AB, TA 
(parce que les droites AE, EB 
et TZ, ZA sont aussi plus 
grandes) et que la droite HK 
est k la droite K0 comme la 

droite AB est a la droite J7A, H £ S M • 

il s’ensuit que la droite HK est 

plus grande que la droite AB et la droite K0 plus grande que 
la droite TA ( 2 ). Et chacune de ces droites est divisee en deux 
parties egales ; done, deux des droites AB, HA AK, tou jours 
prises conjointement, sont plus grandes que la droite restante ; 
et pareillement pour les droites TA, KM, M0 ( 3 ) Etablissons done 
le triangle ASB au moyen des droites AB, HA AK (il est clair 
d’ailleurs que les droites AS, SB tomberont a Fext6rieur des 
droites AE, EB, parce que les droites HA AK sont plus grandes 
que les droites AE, EB, car les droites AE, EB sont la moitie 
de la droite H0, puisque les droites AE, EB sont egales aux 

droites TZ, ZA ; que T ensemble des droites est egal a la 

droite H0, et que la droite HK est plus grande que la moitie 

1. Cette proposition resout le probleme invoque au d6but de la proposition 
precedente, et dont la solution aurait ete differee. Elle reproduit en termes peu 
differents la proposition 8 de Zenodore (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. 1200). 

C' -J. TTrt An 1 no I nr, rr A . • , HK AB j, » HK -{- K 0 

2 . Soit H 0 = AE + EB + rz + ZA, et soit : T — d ou : = 

K0 X A 

= AB + r ._. Or, AE + EB > AB et TZ + ZA > TA, d’ou: H 0 > AB + TA; 
K0 TA 

done, comme le texte : K 0 > TA et HK > AB. 

3. Considerant les deux demieres relations de la note precedente, on a 
d’une part : HK = HA + AK ; done, comme le texte : HA -j- AK > AB et 
AB + AK > HA et AB + HA > AK ; et on a d'autre part : K 0 = KM + M© ; 
done, comme le texte : KM -j- M© > TA et TA M 0 > KM et TA -f- KM>M 0 . 
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de la droite H@) (*), et etablissonsjle triangle TNA au moyen 
des droites TA, KM, M© (il sera pareillement etabli interieure- 
ment) ( 2 ). Et il est clair que ces triangles sont semblables ; car 
la droite HK est a la droite K© et, considerant les moities, la 
droite HA est a la droite KM et la droite AK a la droite M© et, 
considerant les droites qui leur ont ete etablies egales, la droite AS 
est a la droite TN et la droite BE a la droite AN, comme la 
droite AB est a la droite TA ( 3 ). 

[Mais, le triangle AEB devient tantot plus grand, tantot plus 
petit que le triangle TZA, tantdt egal a ce triangle. 

En effet, soit le triangle nPE ayant la droite IIP egale a la 
droite Zr, la droite PS egale a la droite AZ et la droite IIS dgale 
a la droite TA. Les triangles TZA, II PS sont done egaux et semblables 
entre eux. Des lors, puisque la droite AB est plus grande que 
la droite IA, e’est-a-dire plus grande que la droite IIS, et que 
les droites AE, EB sont egales aux droites IIP, PS (parce qu’elles 

sont aussi respectivement egales 
aux droites TZ, ZA), ( 4 ) il s’en- 
suit que l’angle compris sous les 
droites AE, EB est plus grand 
que Tangle compris sous les 
droites IIP, PS {puisqu’il est 
aussi plus grand que Tangle 
compris sous les droites TZ, ZA). Posons Tangle compris sous 



1. Le triangle etabli sur AB avec les droites HA, AK sera plus grand que 
le triangle AEB ; car, on a par hypothese : AE = rz, d'ou : AE -f- EB = rz+ZA. 

Or, on a pose : H© = AE + EB + TZ + ZA ; done : | H0 = AE + EB = 

TZ -f ZA. Or, HK = HA + AK > ~ H© ; done : HA + AK > AE + EB. 

2. Le triangle etabli sur TA avec les droites KM, M0 sera compris a l'interieur 
du triangle TZA ; car on a, comme dans la note precedente : ^ H0 = TZ -(- ZA 

et K0 = KM -f- M© < - H0 ; done : KM + M0< TZ -f ZA. 

2 

HK AB 

3. Les triangles AZB, TNA sont semblables ; car on a pose : d’ou. 


considerant les moities : 


HA AB 
KM~rA’ 


d’ou, considerant que HA = AS 


KM = TN = AN, on a 


AS 

TN 


BS_ AB 
AN - TA’ 


4. On a par hypothese : AE = EB = TZ = ZA. 


= BS et 
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les droites IIP, PT egal a Tangle E, la droit e PT 6gale a la 
droite PS, et menons la droite de jonction IIT ; il s'ensuit que 
le triangle II PT est egal et semblable au triangle AEB. Prolon- 
geons la droite IISY ; que la droite IIT soit egale a la droite AB, 
et menons la droite de jonction PT; il s’ensuit que la droite PT 
est plus grande que la droite PS et que la droite PT (car chacune 
des droites IIP, PT est egale a la droite PS). En consequence, 
le triangle II PT est egal et semblable au triangle AEB ; ou bien 
le triangle II PT est egal au triangle IIPE lorsque la droite TS 
est parallele a la droite PII et lorsque les angles altemes compris 
sous les droites PII, IIT et sous les droites IIT, TS sont egaux 
(car les triangles sont sur la meme base PII et entre les memes 
paralleles PII, TS) ; ou bien il est plus grand lorsque la droite TT est 
parallele & la droite PII et lorsque Tangle compris sous les droites 
IIT, TT est egal a Tangle alterne compris sous les droites PII, IIT 
(car le triangle IIPT devient de nouveau egal au triangle PYII, tan- 
dis que le triangle IIPT est plus grand que le triangle IIPS ; done, 
le triangle IIPT est aussi plus grand que le triangle IIPS). Enfin ( x ), 
lorsque la droite TO est parallele a la droite PII (a cause des 
angles alternes egaux compris sous les droites PII, IIT et sous 
les droites IIT, TO et a cause de l'egalite des triangles IIPT, PIIO, 
de maniere que le triangle IIPS soit plus grand que le triangle 
nPO, e’est-a dire plus grand que le triangle IIPT). En sorte que 
le triangle AEB, egal au triangle IIPT, est aussi plus grand ou 
plus petit que le triangle IIPS, e’est-a-dire que le triangle F Z A, 
ou bien lui est £gal] ( 1 2 ). 

Proposition 9. — Void le reste des choses qui ont ete dif- 
ferees ( 3 ) 


1. Le triangle IIPT devient plus petit que le triangle UPS. 

2. Le long passage faisant suite a la proposition 8, et que l'edition critique 
de Hultsch place entre crochets (cfr. loc. cit., vol. I, pp. 330-332), est une digres- 
sion confuse, contenant d’ailleurs une inexactitude, qui doit etre attribute a 
un scoliaste interpolateur. 

3. Cette proposition se perd entierement dans une lacune. Elle devait pro- 

, , , , ,, . , ... triangle AEB 4- triangle BAT ^EH 4 - AM 

bablement demontrer la relation : — 2_ — -■■ -—7 - . — 2. — 

triangle AZB 4- triangle BA 1 > ZH 4- AiM 

qui avait ete admise provisoirement sans demonstration 4 la fin de la propo- 
sition 7. 

Pappus d’ Alexandria. — X 


*5 
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IX. 

Proposition 10. — Ces choses etant exposees au prealable, 
nous allons demontrer ce qui a ete propose plus haut ( 1 ), notam- 
ment que, parmi les figures rectilignes ayant meme perimetre et 
meme nombre de cotes, la plus grande est celle qui est equilaterale 
et equiangle ( 2 ). 

Soit ABrAE le plus grand des plurilateres ( 3 ) ayant meme 
perimetre et meme nombre de cotes que lui ; je dis qu’il est 
equilateral. 

En effet, qu’il ne le soit pas ; mais que les droites AB, BP 
soient, si possible, inegales, et menons la droite de jonction AT sur 

laquelle soit etabli le triangle iso- 
cele AZP de maniere que la somme 
des droites AZ, Zr soit egale a la 
somme des droites AB, Br, con- 
formement a la quatrieme propo- 
sition ( 4 ). Des lors, puisque nous 
avons demontre, avant les trois 
dernieres propositions ( 5 ), que le 
triangle isocele est le plus grand 
des triangles isoperimetres etablis 
sur une meme base, il s’ensuit que 
le triangle AZr est plus grand 
que le triangle ABP Ajoutons de 
part et d’autre le quadrilatere ArAE ; on aura une aire ZrAEA 
plus grande que l’aire la plus grande ABrAE ( 6 ), de meme peri- 



E A 


1. Voir l'alinea qui precede la proposition 4. 

2. Cette proposition est demontree dans l’opuscule de Zenodore, oil elle 
constitue la proposition 11 (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill : Supplementa in 
Pappi Alexandrini Collectione, Zenodori de figuris isometris, pp. 1206-1207). 
Pappus reproduit la demonstration de Zenodore dans la meme forme, mais d'une 
maniere un peu plus explicite. 

3. Pappus emploie le mot TtoXorAeupov, plurilatere, lorsque la figure rectiligne 
plane est consideree au point de vue de ses cotes ; tandis qu’il reserve le mot 
itoXuywvov, polygone, pour le cas ou cette figure est consideree specialement au 
point de vue de ses angles ou de ses sommets. 

4. Voir proposition 4. 

5. Voir proposition 5. 

6. Par hypothese. 
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metre qu’elle et ayant meme nombre de cotes ; ce qui est impos- 
sible. En consequence, ABrAE est equilateral. Et il est clair que 
le plurilatere plus equilateral (*) est continuellement plus grand ; 
car, ainsi qu’on l’a demontre trois propositions plus haut ( 1 2 ), le 
triangle plus isocele est aussi continuellement plus grand. 

X. 

An reste, je dis que le plurilatere ABrAE est aussi 6quiangle. 

En effet, qu’il ne le soit pas ; mais que Tangle B soit plus 
grand que Tangle A, s’il se peut. Des lors, la droite Ar est aussi 
plus grande que la droite TE (car la somme des droit es AB, Br 
est egale a la somme des droites TA, AE) ( 3 ). Etablissons, sur les 
droites inegales Ar, TE, les triangles semblables isoceies AZr, 
THE, ayant la somme des cotes AZ, Zr, TH, HE egale a la somme 
des cotes AB, Br, TA, AE, comme nous l'avons montre dans la 
proposition qui precede d’une celle-ci ( 4 ). En consequence, la 
somme des triangles etablis AZr, THE sera plus grande que 
celle des triangles primitifs ABr, TAE ; car cela a €t€ egalement 
demontre deux propositions plus 
haut ( 5 6 ). Et si Ton ajoute de part 
et d' autre le triangle ArE, il se 
presentera de meme ce qui ne 
peut avoir lieu ; car le plurilatere 
AZrHE sera plus grand que le 
plus grand plurilatere ABrAE (•) 
ayant meme perim^tre que lui. 

En consequence, le plurilatere 
ABrAE est equiangle. [Mais il 
est aussi equilateral] ( 7 ) ; done, 
parmi les figures rectilignes iso- 

1. foweXeupoTepov, (figure plurilatere) dont les c6t£s tendent le plus vers 
l’egalite. 

2. Voir proposition 5. 

3. Par hypothese. 

4. Voir proposition 8. 

5. Voir proposition 7. 

6. Par hypothese. 

7. Reconstitution proposee par Hultsch (Cf. loc. cit. vol. Ill, appendix, 
p. 1240). 
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4 

perimetres et de meme nombre de cdtes, la plus grande est 
equilaterale et equiangle. 

Et il est evident que le cercle est la plus grande des figures 
isoperimetres, puisque nous avons demontre (*) qu’il est plus 
grand qu’une figure ordonnee ( 1 2 ), c’est-a-dire equilaterale et 
equiangle. 


XI. 

D'ailleurs, ceci rentre egalement dans les memes considerations 
que nous venons de faire : le demi-cercle est le plus grand des 
segments de cercle qui ont le meme arc. Nous allons le demontrer 
en exposant d’abord les choses que l'on adopte a cet effet. 

Proposition ii. — Les circonferences de cercles sont entre 
elles comme les diametres ( 3 ). 

Soient deux cercles AB, TA et leurs diametres AB, TA; je 
dis que la droite AB est a la droite TA comme la circonference 
du cercle AB est a la circonference du cercle TA. 

En effet, puisque le carre de la droite AB est au carre de la 
droite TA comme le cercle AB est au cercle TA ( 4 ), mais, que le 
rectangle compris sous la droite AB et la circonference du cercle 

est le quadruple du cercle AB, 
et que le rectangle compris 

© sous la droite TA et la circon- 
ference du cercle TA est le 
quadruple du cercle TA (car 
cela a ete demontre precedem- 
ment) ( 5 ), il s’ensuit que le 
carre de la droite AB est au 
carre de la droite TA comme le rectangle compris sous la droite AB 
et la circonference du cercle AB est au rectangle compris sous 



1. Voir proposition 6. 

2. C’est-i-dire reguli^re. 

3. La meme proposition, enoncee en termes peu differents, sera de nouveau 
demontree au livre VIII, prop. 22. 

4. Euclide, liv. XII, prop. 2 , enoncee p. 181, n. 1. 

5. Voir proposition 3, p. 243. 
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la droite TA et la circonference du cercle TA et que, par permu- 
tation, le rectangle compris sous la circonference du cercle TA 
et la droite TA est au carre de la droite rA comme le rectangle 
compris sous la circonference du cercle AB et la droite AB est 
au carre de la droite AB. En consequence, la circonference du 
cercle TA est a la droite TA comme la circonference du cercle AB 
est a la droite AB et, par permutation, la droite AB est a la 
droite TA comme la circonference du cercle AB est a la circon- 
ference du cercle TA ( 1 ). 


XII. 

Cela se demontre aussi sans admettre que le rectangle compris 
sous le diam&tre du cercle et sa circonference est le quadruple 
du cercle ; car les polygones semblables inscrits ou circonscrits 
dans les cercles ont des perim&tres qui sont entre eux dans le 
meme rapport que les rayons ; de sorte que les circonferences des 
cercles sont aussi entre elles comme les diam&tres. 

Proposition 12. — Soient de nouveau le cercle ABr decrit 
autour du centre A, son rayon AB, et menons du point A une 
droite AE; je dis que le cercle ABr est au secteur BAE comme 
la circonference du cercle ABr est k Tare BZE. ( 2 ) 

Si l’arc BZE est commensurable avec la circonference du 
cercle ABr; si le perimetre ABr du cercle est divise dans les 
mesures de cet arc, et si les droites de jonction sont menses des 


1. En notations nsnelles, on a (Edclide, Uv. XII, prop. 2) ; 

Or, la proposition 3 a demontr6 que l’on a : dreonf. cercle AB X diam. AB = 
4 cercles AB et circonf. cercle TA x diam&tre TA = 4 cercles TA ; done : 
AB 2 _ circonf . cercle AB x AB , circonf. cercle TA __ circonf. cercle AB . 
FA 2 circonf. cercle TA x TA’ ° U ' TA AB 

ji-jl „ _ . AB circonf. cercle AB 

a ou, comme le texte : =— = , 5 — — — . 

TA circonf. cercle TA 

2. Cette proposition 12 a probablement ete iterpolee par un copiste ; car 
elle appartient au commentaire que Pappus a ecrit sur le livre V de V Almageste 
de Claude Ptolemee, oil elle est a sa place plutot qu’ici. (Voir : Commentaires 
de Pappus et de Theon d’Alexandrie sur V Almageste. Texte itabli et annotd par 
A. Rome. Tome I, Commentaire sur les livres 5 et 6 de V Almageste. Roma, 
Bibliotheca Apostolica Vaticana, 1931, pp. 256-257). 
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points de division au centre A, 
toils les secteurs s’adaptent entre 
eux, et leur nombre est egal au 
nombre des mesures. En conse- 
quence, le cercle ABr sera au 
secteur BAE comme le perim&tre 
entier ABr du cercle est a 
l'arc BZE l 1 ). 

Mais, si le perimetre n’est 
pas commensurable avec l'arc 
BEZ, le perim&tre ABr est 
pareillement a l’arc BZE comme 


le cercle ABr est au secteur BAE. 

Que le perimetre ABr du cercle soit, si possible, d’abord a 
l’arc BZ, plus petit que l’arc BZE, comme le cercle ABr est au 
secteur BAE ; prenons un autre arc BH, plus grand que l’arc BZ, 
plus petit que l’arc BZE et commensurable avec le perimetre ABr; 
ce qui constitue un lemme des Spheriques ( 2 ), et menons la droite 
de jonction AH. Des lors, en vertu de ce que nous avons dit 
plus haut ( 3 ), le perimetre ABr du cercle est a l’arc BZH comme 
le cercle ABr est au secteur BAH. Mais, le rapport du perimetre 
ABF du cercle a l’arc BZH est plus petit que son rapport a 
l’arc BZ ( 4 ), e’est-a-dire plus petit que le rapport du cercle ABr 


1. Euclide, liv. V, prop. 15 : « Les parties comparees entre elles ont la 
meme raison que leurs equimultiples ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 267. 
Le texte pr6sente ici la petite interpolation : >.s' too s' oTot^eiwv, e’est-k-dire : 
(proposition) XV du (livre) V des Elements (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, 
P- 338. 1. 5). 

2. Xrjpfxa arcpaiptxwv, Pappus semble renvoyer ici a un lemme sur la sphere 
que l'on ne rencontre cependant pas dans les Spheriques de Theodore de Tripoli, 
et que Commandin declare n'avoir rencontre nulle part ; en sorte qu’il indique 
lui-meme un moyen de trouver un arc commensurable avec le perimetre du 
cercle (Cfr. loc. cit., p. 124). Hultsch conjecture, au contraire, qu’il s’agit ici de 
la proposition 27 du livre V de Pappus, dont la seconde partie contient des pro- 
positions ayant principalement trait a la sphere (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, 
p. 339. en note). II y a cependant lieu de remarquer que, dans le commentaire 
de Pappus sur le livre V de Y Almageste, d’ou cette proposition a ete empruntee, 
le texte porte Xri(x(xa <x<patpwdv (voir p. 257, 1 . 16, de l’edition de A. Rome 
mentionnee dans la note avant-precedente), ce qui permettrait une interpretation 
differente. 

3. Voir la premiere partie de cette proposition. 

4. Euclide, liv. V, prop. 8, enoncee p. 36, n. 6. 
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au secteur BAE ; done, le rapport 
du cercle ABr au secteur BAH 
sera aussi plus petit que son 
rapport au secteur BAE ; ce qui 
ne peut avoir lieu ( } ). En conse- 
quence, le perimetre ABr du cercle 
n’est pas a l’arc BZ, plus petit 
que l’arc BZE, comme le cercle 
ABr est au secteur BAE. 

Je dis aussi qu’il n’est pas a 
un arc plus grand que l’arc BZE. 

En effet, qu’il soit, si possible, 
a un arc BEr ; prenons pareil- 
lement un arc BE® qui, plus grand que l'arc BZE et plus petit 
que l’arc BEr, est commensurable avec le perimfctre ABr du 
cercle, et menons la droite de jonction A®. Des lors, puisque le 
perimetre ABr du cercle est de nouveau k l'arc BE® comme le 
cercle ABr est au secteur BA®, et que le rapport du perimetre 
ABr a l’arc BE® est plus grand que son rapport k l’arc BEr, 
e’est-a-dire plus grand que le rapport du cercle ABr au secteur 
BAE ( 2 ), le rapport du cercle ABr au secteur BA® sera evidem- 
ment aussi plus grand que son rapport au secteur BAE; ce qui 
ne peut avoir lieu ( 3 ). En consequence, le perimetre ABr du 
cercle n’est pas a un arc plus grand que l’arc BZE comme le 
cercle ABr est au secteur BAE. Or, on a demontre qu’il n’est 


A 



1. Si l’arc BH, commensurable avec la circonference ABT, est tel que l’on 
ait : arc BZ < arc BH < arc BZE, on a, en vertu de la premiere partie de la 

demonstration: g.^re. ce rcle ABr^ cercle ABr p Uv 

arc BZH secteur BAH 


„„ „ . perimetre cercle ABT ^ perimetre cercle ABr, * 
0na - arc BZH < £F 5 "BZ et 


on a: 


cercle ABr . 
secteur BAE ’ 
cercle ABr 


done ■ P^rim. cercle ABT ^, cercle ABT 
arc BZH secteur BAE’ 


perim. cercle ABT 
arc BZ 
cercle ABr 
secteur BAH 


d’ou 


< 


; ce qui est impossible. 


secteur BAE 

2. Par hypoth^se. 

3. Si l’arc BE©, commensurable avec la circonference ABr est tel que l'on 
ait: arc BZE < arc BE© < arc BEr, on aura, en raisonnant comme plus haut : 

cercle ABr cercle ABT , . ... 

secteur BA8 > se T toir BAE ; ce est ln> P° sslble - 
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I 

pas a un arc plus petit ; done, le perimetre ABr du cercle est 
a Tare BZE comme le cercle ABr est au secteur BAE. 


XIII. 

Proposition 13. — Les segments semblables de cercles sont 
entre eux comme sont entre eux les carres de leurs bases (*), et 
leurs arcs sont entre eux comme les bases. 

Soient ABr, AEZ des segments semblables de cercles ; je dis 
que le carre de la droite Ar est au carre de la droite AZ comme 
le segment ABr est au segment AEZ, et que la droite Ar est 
a la droite AZ comme [l’ arc] ( 1 2 ) ABr est a 1’arc AEZ. 

Completons les cercles ( 3 ) ; prenons leurs centres H, 0, et 
menons les droit es de jonction AH, Hr, A0, @Z. Des lors, puisque 
les segments ABr, AEZ sont semblables. Tangle au point H est 
egal a Tangle au point 0, le triangle AHr est semblable au 
triangle A0Z, et l’arc ABr est semblable & l’arc AEZ. En conse- 
quence, le perimetre du cercle 
^ ^ ABr est a l'arc ABr, e’est- 

a-dire deux angles droits sont 
I \ a Tangle H, comme le cercle 

( 0 j ABr est au secteur AHPB, et 

V J le perimetre du cercle AEZ est 

^ a l’arc AEZ, e’est-k-dire deux 

angles droits sont a Tangle 0, 


comme le cercle AEZ est au secteur A0ZE. Or, Tangle 0 est j 

egal a Tangle H ; done, le cercle AEZ est au secteur A0ZE ; 

comme le cercle ABr est au secteur AHTB et, par permutation, i 

le secteur AHrB est au secteur A0ZE comme le cercle ABr I 

j 

est au cercle AEZ. Mais, le carre de la droite AH est au carre j 


1. Cette proposition a dej& ete invoquee sans demonstration au cours de la 
proposition 30 du livre IV (voir p. 204). 

2. Laeune corablee d’abord par le mot « circonferentia » dans la version 
de Commandin (cfr. loc. cit., p. 125, 1 . 14) ; puis par le mot wepupepeia dans 
T 4 dition.de Hultseh (cfr. loc. cit., vol. I, p. 340, 1 . 17). 

3. ttpoffava7W , rcX7\pa>d)(«>a , av oi xoxXoi, litt 4 ralement : que les cercles soient 
combl 4 s. 
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de la droite A®, c’est-^-dire que le triangle AHr est an triangle 
A0Z (*) comme le cercle est au cercle ( 2 ) ; par consequent, le 
triangle AHr est aussi au triangle A®Z comme le secteur AHrB 
est au secteur A0ZE, et le segment restant ( 3 ) ABr est au segment 
restant AEZ comme le triangle AHr est au triangle A0Z, c’est-a- 
dire comme le carre de la droite Ar est au carre de la droite AZ ( 4 ). 

Au reste, je dis que la droite Ar est a la droite AZ comme 
l’arc ABr est a l’arc AEZ. 

En effet, les constructions etant les memes, l’arc ABr est a 
Tare AEZ comme la circonference du cercle ABr est a la circon- 
ference du cercle AEZ, et la droite AH est a la droite A®, 
e’est-a-dire la droite Ar a la droite AZ ( 6 ), comme les circonferences 
des cercles sont entre elles (®) ; par consequent, la droite AP est 
a la droite AZ comme Tare ABr est a Tare AEZ. 

XIV. 

Proposition 14. — Soient deux cercles et, a leurs centres, les 
angles egaux compris sous les droites AB, Br et sous les droites 
AE, EZ ; soient les tangentes AH, A0 et les perpendiculaires AK, 
AA ; il faut demontrer que le triangle A0A est au triligne AZA ( 7 ) 
comme le triangle AHK est au triligne ATK. 


1. Euclide, liv. VI, prop. 19 : « Les triangles semblables sont entre eux en 
raison double de leurs c6tes homologues ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, 
P- 330. 

2. Euclide, liv. XII, prop. 2 enoncee p. 181, n. 1. 

3. Euclide, liv. V, prop. 19 : « Si une grandeur entire est a une autre 
grandeur entiere comme la grandeur retranchee de la premiere est & la grandeur 
retranchee de la seconde, la grandeur restante sera k la grandeur restante comme 
la premiere grandeur entire est a la seconde grandeur entire ». Voir trad, de 
Peyrard, vol. I, p. 275. 

„ . cercle AEZ cercle ABr ^ * secteur AHTB 

4- Un a . irnn . d ou, comme le texte : 


On a: 
cercle ABr 


Or Wangle AHr _ AH cercle ABr _ AH a . 

* trianp’lp A fit 7, AM a rprcla A R7, AM S> 


secteur A0ZE 
cercle ABr 


cercle AEZ triangle A0Z A0 a ” cercle AEZ~ A 0 4 ’ cercle AEZ' 

sect. AHrB — triangle AHr _ segment ABr _ triangle AHr 
sect. A0ZE — triangle A0Z~" segment AEZ triangle A0Z' 


triangle AHr . ^ 
tnangle A0Z ' 

A r 2 


ou: 


AZ 3 


et 


5. Euclide, liv. VI, prop. 4, enoncee p. 27, n. 1. 

6. Voir proposition 11. 

7. Tptypau[iov, le triligne ou figure plane delimitee par trois lij ;aps. 

courbes. ' 
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Cela resulte clairement de ce qui vient d’etre expose ( x ). En e££et, 
le triangle AHK devient semblable au triangle A0A et le triligne 




ArK semblable au triligne AZA, et ils ont respectivement entre 
eux le meme rapport que le carre de la droite AK possede avec 
le carre de la droite AA ( 2 ). 


XV. 


Proposition 15. — Soit le triangle rectangle ABr ; decrivons, 
autour du point T comme centre, l’arc AA passant par le point A, 
et que l’angle au point B soit droit. II faut demontrer que le 
rapport du secteur AAr au triligne AAB est plus grand que celui 
de Tangle droit a Tangle compris sous 3es droit es BI\ TA. 

Menons la droite ZA perpendiculaire a la droite TA (elle est 
done tangente a l’arc AA) ; decrivons par le point B, autour du 
centre A, Tare EBH, et menons la perpendiculaire B0 sur la 
droite AZ. Des lors, puisque le rapport du triligne EBZ au tri- 
ligne EB0 est plus grand que son rapport au secteur EAB ( 3 ) 


triangle AEN segment AZN 


triangle ABM 
triangle AEA 


1. Voir proposition 13. 

2. On a demontre (prop. 13) que l’on a : 

d’oii, considerant les moities des termes 

triangle ABK 

d’ou, considerant la similitude des triangles AHK, ABK et des triangles A@A, AEA 
on a ’ Wangle A® A _ triligne AZA __ A A 2 
triangle AHK ~ triligne ArK ~ AK* 

3. Euclide, liv. V, prop. 8, enoncee p. 36, n. 6. 


_ AN 

segment ATM ~~ AM 2 
triligne AZA __ ~AA 2 
triligne ArK AK 2 ' 
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et que, pax composition, le rapport 
du triangle Z0B au triligne E0B 
est aussi plus grand que le rapport 
du triangle ZAB au secteur EAB, 
tandis que le triangle ZAB est au 
triligne AAB comme le triangle Z0B 
est au triligne EB0, parce que les 
angles compris sous les droites EA, AB et sous les droites AI\ TAsont 
egaux (car cela a ete demontre precedemment) (*), il s’ensuit que 
le rapport du triangle ZAB au triligne AAB est aussi plus grand 
que le rapport de ce meme triangle au secteur EAB ( 1 2 ) ; done, 
le secteur EAB est plus grand que le triligne AAB. En cons4- 
quence, le rapport du secteur EAB au secteur AHB est plus grand 
que celui du triligne AAB au secteur AHB. Mais, le rapport du 
triligne AAB au secteur AHB est plus grand que son rapport au 
triangle ABr ; done, a fortiori, le rapport du secteur EAB au 
secteur BAH est plus grand que celui du triligne AAB au 
triangle BAI\ Or, Tangle compris sous les droites ZA AB est 
a Tangle compris sous les droites BA, Ar comme le secteur EAB 
est au secteur BAH ( 3 ) ; done, le rapport de Tangle compris sous 
ZA, AB a Tangle compris sous BA, Ar est plus grand que celui 
du triligne AAB au triangle BAr et, inversement, le rapport du 
triangle BAr au triligne BAA est plus grand que celui de Tangle 
compris sous BA Ar a Tangle compris sous BA, AZ ( 4 ) et, par 
composition, le rapport du secteur ABA au triligne AAB est plus 
grand que celui de Tangle compris sous ZA, Ar a Tangle compris 
sous ZA, AB ( 5 ), e'est-a-dire que celui de Tangle droit a Tangle 
compris sous Ar, IB (car Tangle compris sous ZA, AB est egal 
a Tangle compris sous Ar, TB, parce que, dans le triangle 


A 



1. Voir proposition 14. 

2. Euclide, liv. V, prop. 13 : « Si la premiere grandeur a la meme raison 
avec la seconde que la troisteme avec la quatrteme, et si la troisteme a avec la 
quatrieme une raison plus grande que la cinqui&me avec la sixieme, la premiere 
aura avec la seconde une raison plus grande que la cinquieme avec la sixieme. » 
Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 264. 

3. Euclide, liv. VI, prop. 33, enoncee p. 181, n. 1. 

4. Cette transformation d'inegalite de rapports est demontree au livre VII, 
prop. 7. 

5. Transformation demontree au livre VII, prop. 3. 
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rectangle ZAP, la droite AB est * perpendiculaire et que le 
triangle ZAB est semblable au triangle ArZ) f 1 ). 

XVI. 

Proposition 16. — Soit de nouveau le triangle rectangle ABr 
ayant Tangle droit au point B, et decrivons autour du centre P 
Tare AA passant par le point A (*) ; je dis que le rapport du 
secteur ArA au triligne ABA est plus grand que celui de Tangle 
droit a Tangle compris sous les droites AT, TA. 

Menons la droite AE perpendiculaire a la droite Ar ; prolon- 
geons la droite BA et decrivons par le point T l'arc ErZ autour 
du centre A. Des lors, puisque les arcs sont decrits autour du 
meme rayon PA, il est clair qu’ils appartiennent a des cercles 
6gaux. Et Tangle compris sous les droites Ar, TA est plus grand 
que Tangle compris sous les droites PA, AE ( 3 ); done, le secteur ArA 
est plus grand que le secteur APE. En consequence, le rapport 
du secteur APA au triangle ABr est plus grand que celui du 
secteur ArE au meme triangle, et, a fortiori, plus grand que 
celui du secteur ArE au secteur APZ. Or, Tangle compris sous 
EA, Ar est a Tangle compris sous PA, AZ comme le secteur 
ArE est au secteur PAZ ; done, le rapport du secteur APA au 


i. On a: 


triligne EBZ triligne EBZ » 
triligne EB 0 ^ secteur EAB' 
triligne EBZ + secteur EAB le 

secteur EAB 

Or, EAB = AT A ; done (proposition 14), on a : 

done (Euclide, liv.V, prop. 13) : S ! rl z 5 > SSS* eIb ' d ' oil ; secteur B AB > 

triligne AAB 


triligne EBZ + triligne EB® 
triligne EB© 

triangle ZB 9 triangle ZAB 
triligne EB 0 > secteur EAB* 
triangle ZAB _ triangle ZB 0 
triligne AAB triligne EB© 


tnligne AAB secteur EAB 
secteur EAB triligne AAB Q r 
secteur BAH ^ secteur BAH’ ’ 


on a: 


> 


triligne AAB. D 4 s lors, on a: M;ir u aH ^ secteur BAH secteur BAH 

triligne AAB donc.j fortiori: ■ SeCtMr AAB ..Or (Eocude, liv.VI, 

triangle ABT secteur BAH tnanerie AB 1 

. angle ZAB secteur EAB 

prop. 33), on a . an ^ e secteur BAH 

d’ou • Wangle ABT angle BAT 

triligne AAB angle ZAB’ 

angle BAT 4- angle ZAB secteur AT A 


triangle AB 1 ' 
done- “S’* 


d’ou 


angle ZAB triligne AAB ^ angle ZAB angle AT B‘ 

Et coupant au point A le cdte BT prolonge du triangle ABT. 
L’ angle TAE est droit par construction. 


ZAB triligne AAB 

angle BAT ^ triangle ABI” 
triangle ABT + triligne AAB 
triligne AAB 
angle Z AT _ angle droit 
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triangle ABr est aussi plus grand 
que celui de Tangle compris sous 
EA, Ar a Tangle compris sous 
FA, AZ. Et, par inversion et com- 
position (*), le rapport du secteur 
ArA au triligne ABA est plus 
grand que celui de Tangle compris 
sous EA, Ar a Tangle compris 
sous EA, AZ, c'est-a-dire celui de 
Tangle droit a Tangle compris sous 
Ar, TA (car Tangle compris sous 
EA, AZ est egal a Tangle compris 
sous Ar, TA, parce que Tangle 
compris sous AT, TA est egal a 1 
BA augments de Tangle compris s 


E 



angle droit compris sous TB, 
ous BA, AT) ( 2 ). 


XVII. 

Proposition 17. — Ces choses etant exposees au prealable, 
nous allons demontrer de la maniere suivante le theor&me de 
comparaison qui a ete propose ( 8 ). 

Soient deux segments de cercles ABr, AEZ ayant les arcs 
ABT, AEZ egaux ; que le segment ABr soit un demi-cercle, et 


1. Le texte pr&ente ici la petite interpolation erronee d'un scoliaste : xal 
«£vaorpi<{/avTi, et par conversion (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 346, 1 . 15). 

/-v . . „ A ^ x t-, 1 j secteur Ar A ^ secteur r AE _ 

2. On a : secteur ArA > secteur TAE ; done : = ; — > r~- 5 — rsri > 

tnangle ABr triangle ABr 

secteur TAE Q r angle r AE _ secteur TAE . ^ secteur ArA angle TAE 

secteur TAZ' ’ angle TAZ — secteur TAZ ’ ’ triangle ABr ^ angle TAZ' 

,, * , ... triangle ABr -f- secteur ArA ^ 

d ou, par inversion et par composition : 2 — — < 


ang!e rAZ + _angle TAB ou triligne_ABA angle EAZ d . ojl noavei i e 
angle TAE secteur ArA angle TAE r 

sion, comme le texte : s -£ S . teur A ^ 4 > ang | e Or, TAE = 1 angle droit, et 
tnligne ABA angle EAZ 6 

******* ArA 

EAZ = i angle droit + BAr = ArA ; done, comme le texte : > 


angle droit 
angle ArA - 

3. Voir § XI, p. 260, le theor&me 6non$ant que le demi-cercle est le plus 
grand des segments de cercles ayant des arcs egaux. 
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que le segment AEZ soit d’abord plus petit qu’un demi-cercle ; 
je dis que le demi-cercle est plus grand que le segment. 

Prenons les centres H, © des cercles ; menons la perpendi- 
culaire HB, puis, du point ©, la perpendiculaire ©KE sur la 
droite AZ, puis la droite AM parallele a la droite AZ, enfin, la 
droite de jonction A@. Des lors, puisque la droite A© est a la 
droite AH comme l’arc AE est a Parc AB (car les circonferences 
des cercles sont entre elles comme leurs diametres) ( x ), et que 

l'arc AB est egal a Parc AE, il 
s’ensuit que la droite A© est a 
la droite AH comme Parc AE 
est a Parc EA. Or, le secteur 
A©E est au secteur E0A comme 
Pare EA est a Parc AE, et le 
rapport du carr6 de la droite A© 
au carre de la droite AH est le doublement de celui de la droite ©A 
a la droite HA ; tandis que le rapport du carre de la droite ©A au 
carre de la droite AH, e’est-a-dire le rapport du secteur A©E au 
secteur AHB est le doublement de celui du secteur AE© au secteur 
AE© ; done, le secteur AE® est moyen proportionnel des secteurs 
AE0, ABH ( 2 ). Et puisque, en vertu du lemme demontre pr6- 
cedemment ( 3 ), le rapport du secteur EA© au triligne EAK est 
plus grand que celui d’un angle droit, e’est-a-dire de Pangle com- 
pris sous les droites A©, ©E, a Pangle compris sous les droites. 
A©, ®E, c’est-a-dire plus grand que celui du secteur A0E au 
secteur A©E, et que le secteur A©E est au secteur AHB comme 
le secteur A0E est au secteur A©E, [il s'ensuit que le secteur 



1. Voir proposition 11. 

2. On a (prop. 11) : ^ — ar - . ~ Or, par hypothese : arc AE = arc AB ; 

A xl 3XC AB 


A© _ arc AE 
AH - 
secteur A®E 


done: X5 ~ an T ^ l l ' ^ r ’ (^ UCLIDE > ^ v - VI, prop. 33, enoncee p. i8r, n. 1), on a: 


secteur E©A 


arc AE , A 0 secteur A 0 E tv ^ . , v 

done : —rj = — . D autre part, on a (prop. 13) : 

arc AE AH secteur E 0 A ^ v 


A© 2 secteur A 0 E , . secteur A 0 E secteur A 0 E secteur A 0 E 

. « — - = — ; done : X = 

a u* Aun secteur E 0 A secteur AHB 


AH 2 secteur AHB secteur E 0 A 

le texte • secteur _ secteur E 0 A 
secteur E 0 A secteur AHB* 
3. Voir proposition 15. 


, ou, comme 
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A0E] ( 1 ) a un rapport pins grand avec le triligne AEK qne celui 
que possede ce meme secteur avec le secteur ABH. En conse- 
quence, le secteur AHB est plus grand que le triligne AKE. Or, 
il en est de meme pour les doubles ; done, le demi-cercle ABE 
est plus grand que le segment AEZ ( 2 ). 

XVIII. 

Que le segment soit, au contraire, plus grand que le demi- 
cercle ; je dis que le demi-cercle est ainsi plus grand aussi ( 3 ). 

En effet, faisons les memes constructions. Des lors, nous- 
d6montrerons pareillement que le secteur A0E est au secteur 
AHB comme le secteur A0E est au secteur A0E (car les arcs- 
AB, AE sont 6gaux). Et puisque, en vertu du lemme qui precede 
celui-ci de deux ( 4 ), le rapport du secteur A0E au triligne AKE: 
est plus grand que celui de Tangle droit, c’est-a-dire de Tangle 
compris sous les droites A0, ©E, 
k Tangle compris sous les droites 
A0, 0E, c’est-a-dire plus grand 
que celui du secteur A0E au 
secteur A0E, c’est-a-dire plus 
grand que celui du secteur A0E 
au secteur ABH, il s’ensuit que le secteur AHB sera plus grand 
que le triligne AEK et, consid6rant les doubles, le demi-cercle ABF 
sera done plus grand que le segment AEZ ( 5 ). En consequence, 
le demi-cercle est le plus grand de tous les segments de cercles 
ayant des arcs 6gaux. 



1. Lacune comblee par Commandin au moyen des mots 6 apa A 0 E toaaxr 
en note de sa version latine (Cfr. loc. cit., p. 129, 1 . 29). 

2. On a (proposition 15) : secteur EGA angle AQE _ sectsnr AQE Q 

VF W tr iiig ne EAK angle E 0 A secteur E 0 A ’ 

a demontre la relation: sec * eur A 0 E secteur E© A . 


secteur E 0 A secteur AHB 


done: s**™ ggg> 


triligne EAK 


scctcur , 

— -pT-, d’ou, comme le texte : secteur AHB > triligne EAK, d’oii consi- 

secteur AHB ° 

derant les doubles : demi-cercle ABT > segment AEZ. 

3. C’est-a-dire que si l’on a : arc ABT = arc AEZ, on aura : demi- 
cercle ABr > segment AEZ. 

4. Voir proposition 16. 

5. On demontrera, comme dans la proposition 17, que le secteur A 0 E est 
moyen proportionnel entre les secteurs AHB, A 0 E, c’est-a-dire que 1 'on a. 
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XIX H. 

Les philosophes disent que c’est a juste titre que le premier 
des dieux a revetu le monde de la figure spherique, choisie comme 
etant la plus belle de celles qui existent. Ils mentionnent les 
proprieties naturelles de la sphere et y ajoutent encore que la 
sphere est la plus grande de toutes les figures de meme surface. 
Tout ce qu’ils declarent appartenir a la sphere est d'ailleurs mani- 
feste et ne reclame gu&re de demonstrations ; mais, quant a declarer 
qu’elle est plus grande que d'autres figures, les philosophes ne 
le demontrent pas et se boment a l'afi&rmer ; et il n’est pas facile 
de s’en convaincre sans examen plus etendu. Dbs lors, de meme 
que, dans ce qui precede, nous avons trouve que le cercle est la 
plus grande des figures polygonales ayant meme perimetre que 
lui, nous allons essayer maintenant de demontrer que la sphere 
est, par voie de consequence, la plus grande des figures solides 
reguli&res ayant meme surface qu’elle. Nous allons tout d’abord 
disserter quelque peu sur les solides memes auxquels il s'agit de 
comparer la sphere. Il est en effet possible d’imaginer un grand 
nombre de figures solides ayant des surfaces de toute espkce ; 
mais nous aurons egard plutot a celles qui paraissent reguli&res ( 2 ). 
Or, celles-ci ne sont pas seulement constitutes par les cinq figures 
que l’on rencontre chez le divin Platon, a savoir : le tetratdre 
et l’hexaedre, l’octaedre et le dodecaedre et, en cinquieme lieu, 
l’icosatdre ( 3 ), mais encore par celles qui ont ete dtcouvertes au 


secteur A0E secteur A0E 


Or, la proposition 16 donne 


secteur A0E 


> 


, comme 


secteur A0E secteur AHB' " r '~ r __ ' triligne AKE 

angle droit A0E _ secteur A0E . , secteur A0E secteur A0E . 

angle A0E “secteur A0E ’ 0n ' triligne AKE secteur AHB' 0 ' 
le texte : secteur AHB > triligne AKE, d'ou, considerant les doubles : demi- 
cercle ABr > segment AEZ. 

1. Ce chapitre inaugure la seconde partie du livre V relative aux corps solides. 
Certains manuscrits portent en marge le titre : irepl twv rrepewv (Sur les figures 
solides), et la version latine de Hultsch intitule ce chapitre : Libri quinti pars 
secunda. In Archimedis solidorum doctrinam (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 351). 

2. Le texte porte ici Interpolation : scat toutcdv 7toXu TtXeov tou$ t* xuvou? 


xai xuXivSpou? xat t« xaXoujxeva TtoXtieopa (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 352, 
11. 9-10). 

3. (Euvres de Platon, nouveUe edition accompagnee de notes, d’ arguments et 
de tables analytiques, precedes d’une esquisse de la Philosophic de Platon par 
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nombre de treize par Archimede et sont comprises sous des poly- 
gones equilateraux et equiangles, mais non semblables (*). 

II y a d'abord l’octaedre compris sous 4 triangles et 4 hexa- 
gones. 

En plus de ce dernier, il y a trois decat etraedres ( 2 ), dont le 
premier est compris sous 8 triangles et 6 carres, le second sous 
6 carres et 8 hexagones, et le troisi&me sous 8 triangles et 6 octo- 
gones. 

En plus de ces derniers, il y a deux icohexaedres ( 3 ), dont 
le premier est compris sous 8 triangles et 18 carr£s, et le second 
sous 12 carres, 8 hexagones et 6 octogones. 

En plus de ces derniers, il y a trois triacontado&dres ( 4 ), dont 
le premier est compris sous 20 triangles et 12 pentagones ; le 
second sous 12 pentagones et 20 hexagones, et le troisieme sous 
20 triangles et 12 decagones. 

En plus de ces derniers, il y a le triacontaoctaedre ( 5 ) compris 
sous 32 triangles et 6 carres. 

En plus de ces derniers, il y a deux hexecontado&dres (•), dont 
le premier est compris sous 20 triangles, 30 carres et 12 penta- 
gones, et le second sous 30 carres, 20 hexagones et 12 decagones. 

En plus de ceux-la, le dernier est T ennecont ado&dre ( 7 ) compris 
sous 80 triangles et 12 pentagones. 


M. Swalbe, et d'une introduction a la Republique par M. Aime-Martin . Paris, 
2 vol. gr. in-8°. Voir Timee ou de la Nature, vol. I, p. 652. 

Voir aussi : Euclide, liv. XIII, prop. 13 k 18 relatives k l'inscription des 
cinq polyMres reguliers dans la sphere (Trad, de Peyrard, vol. Ill, pp. 257-300). 

1. On ne possede plus l’ouvrage dans lequel Archimede avait traite de treize 
polyedres semi-reguliers de son invention. Un essai de reconstitution de la maniere 
dont Archimede aurait obtenu la generation de ces polyMres a ete donne par 
Kepler sous le titre : Joan. Kepleri Harmonices Mundi libri V. Lineii Austriae, 
1619, petit in-folio, pp. 62-65. 

2. TEffffapeirxatEexaeopov, le decatetraddre, c’est-i-dire le solide semi-r^gulier 
k quatorze faces ou bases. 

3. bcxaieixoffdgBpov, l'icohexa^dre, ou solide semi-regulier k vingt-six bases 
ou faces. 

4. BuoxatTptoxovraeopov, le triacontadofedre, ou solide semi-regulier k trente- 
deux bases ou faces. 

5. oxTtoxavrpiaxovTaeopov, le triacontaoctaedre, ou polyedre compris sous trente- 
huit faces ou bases. 

6. BuoxaiefoxovTaeopov, l’hexecontadoedre, ou polyedre compris sous soixante- 
deux faces. 

7 . Suox«tevevT|xovT«5pov, l’ennecontadoedre, ou polyedre compris sous quatre- 
vingt-douze faces. 

Pappas d’Alexandrie. — I 
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On reconnaitra de la maniere suivante combien chacune de 
ces treize figures polyedres possede d' angles et de cotes : 

En efiet, si, pour les polyedres dont les angles solides sont 
entoures de trois angles plans, on denombre tout simplement les 
angles plans que possedent toutes les bases du polyedre, il est 
evident que le nombre d’ angles solides est le tiers du nombre 
obtenu ; tandis que pour les polyedres dont 1' angle solide est 
entoure de quatre angles plans, si Ton denombre tous les angles 
plans que possedent les bases du poly&dre, le nombre des angles 
solides de ce polyfedre est le quart du nombre obtenu. Enfin, de 
meme pour les polyedres dont l’angle solide est entoure de cinq 
angles plans, le nombre qui exprime la quantite des angles solides 
est le cinquieme de la quantite des angles plans. 

D’autre part, on trouve de la mani&re suivante quel est le 
nombre de cotes (*) que poss&de chacun des polyedres : 

Si Ton denombre tous les cdtes que possedent les plans qui 
delimitent les polyedres, leur nombre sera evidemment egal au 
nombre des angles plans. Mais, comme chacun des cotes est 
commun a deux plans, il est evident que le nombre des cdtes du 
polyedre est la moitie de ce nombre. 

En consequence, puisque le premier des treize polyedres non 
homogenes ( 1 2 ) est compris sous 4 triangles et 4 hexagones, il a 
12 angles solides et 18 cotes ; car les angles des quatre triangles 
sont au nombre de 12 et les cdtes au nombre de 12 ; tandis que 
les angles des quatre hexagones sont au nombre de 24 et les cotes 
au nombre de 24 ; done, le nombre total obtenu etant 36, le 
nombre d’angles solides est necessairement le tiers du nombre 
que nous venons de dire, parce que chacun des angles solides 
du polyedre est entoure de trois angles plans, et que le nombre 
de cdtes est la moitie de ce nombre, e’est-a-dire de 36 ; de sorte 
qu’il y a 18 cotes. 

D’autre part, le premier des decatetraedres est compris sous 
8 triangles et 6 carres ; de sorte qu'il a 12 angles solides (car 
chacun de ses angles est entoure de quatre angles plans), et il 
a 24 cotes. Le second des decatetraedres etant compris sous 

1 . to 7tX^0o<; twv itXeupwv, la quantite de cotes, e’est-i-dire le nombre d’ aretes. 

2 . avofiotoYevrj iroXutOpa, les poly&dres non homogenes, dont les faces ne 
sont pas toutes de la m£me espece, ou polyedres semi-reguliers. 
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6 carrds et 8 hexagones, a 24 angles solides (car chacun de ses 
angles est entoure de trois angles plans) et il a 36 cotes. Enfin, 
le troisieme des decatetraedres etant compris sous 8 triangles et 
6 octogones, a 24 angles solides et 36 cotes. 

D'autre part, le premier des icohexaedres etant compris sous 
8 triangles et 18 carres, a 24 angles solides et 48 cotes ; tandis 
que le second des icohexaedres etant compris sous 12 carres; 
8 hexagones et 6 octogones, a 48 angles solides et 72 cdtes. 

D’ autre part, le premier des triacontadoedres etant compris 
sous 20 triangles et 12 pentagones, a 30 angles solides et 60 cdtes ; 
tandis que le second des triacontadoedres, etant compris sous 
12 pentagones et 20 hexagones, a 60 angles solides et 90 cdtes, 
et que le troisieme des triacontadoedres, etant compris sous 
20 triangles et 12 decagones, a 60 angles solides et 90 cotes. 

D’ autre part, le triacontaoctaedre 6tant compris sous 32 triangles 
et 6 carres, a 24 angles solides et 60 cdtes. 

D' autre part, le premier des hexecontado&dres 6tant compris 
sous 20 triangles, 30 carres et 12 pentagones, a 60 angles solides 
et 120 cotes ; tandis que le polyedre restant, dtant compris sous 
30 carres, 20 hexagones et 12 decagones, a 120 angles solides et 
180 cotes. 

Enfin, l'enn^contadoedre etant compris sous 80 triangles et 
12 pentagones, a 60 angles solides et 150 cot6s (*). 


1. Les caract&istiques des treize poly£dres semi-reguliers d’ArchimMe se 
r^sument comme suit : 


POLY&DRES 

3 EMI-r£gULIERS 

espEce DES FACES DU polyEdre 

NOMBRH 

DBS | 

faces 

angles 

art tesj 

Octaedre I 

4 triangles et 4 hexagones 

8 

12 

18 

[ 11 

8 triangles et 6 earths 

14 

12 

24 

D£catetra&dres ] III 

6 carres et 8 hexagones 

14 

24 

36 

l iv 

8 triangles et 6 octogones 

14 

24 

36 

Icohexaedres f V 

8 triangles et 18 carres 

26 

24 

48 

i vi 

12 carres, 8 hexagones et 6 octogones . . . 

26 

48 

72 

[ VII 

20 triangles et 12 pentagones 

32 

30 

60 

Triacontadoedres -! VIII 

12 pentagones et 20 hexagones 

32 

60 

90 

l ix 

20 triangles et 12 decagones 

32 

60 

90 

Triacontaoctaedre X 

32 triangles et 6 carres 

38 

24 

60 ! 

f XI 

20 triangles, 30 carres et 12 pentagones . . 

62 

60 

120 


30 carres, 20 hexagones et 12 decagones.. 

62 

120 

180 

Ennecontado&dre XIII 

So triangles et 12 pentagones 

92 

60 

150 1 



2 ?6 


pappus d’alexandrie 


J 

Nous negligerons pour le moment ces treize figures f 1 ) comprises 

sous les polygones inegaux et dissemblables parce qu’elles sont 
moins regulieres, et il convient de comparer avec la sphere les 
cinq figures que nous avons nominees ; car celles-ci etant com- 
prises sous des plans egaux et semblables, elles sont les seules 
a avoir des angles solides egaux et sont, par cela-meme, plus 
regulieres que les autres. D'ailleurs, il a ete demontre par 
Euclide ( 2 ) et par d’autres qu'il est impossible de trouver d’autres 
figures en dehors de ces cinq qui soient comprises sous des poly- 
gones equilateraux et semblables. 

Nous allons done comparer ces derniers polyedres avec la sphere. 


Proposition 18. — Soit une sphere dont on a le centre, et 
soit Tune des cinq figures que nous avons dites, ayant sa surface 
totale equivalente a celle de la sphere ; je dis que la sphere est 
plus grande. 

En effet, imaginons une sphere inscrite dans le polyedre de 
maniere a etre tangente aux plans qui l'entourent ; il s’ensuit 
que la surface du polyedre est plus grande que la surface de la 
sphere inscrite, car elle l’entoure. Mais, la surface du polyedre 
equivaut et la surface de la sphere A; en sorte que la surface de 
la sphere A est aussi plus grande que la surface de la sphere 
inscrite dans le polyedre, et le rayon de la sphere A est done 

aussi plus grand que le rayon 
de la sphere inscrite. Or, la 
surface de la sphere A equi- 
vaut a la surface du polyedre ; 
done, le cone dont la base est 
un cercle equivalent a la sur- 
face de la sphere A [et dont 
la hauteur est egale au rayon de la sphere A] ( 3 ) est plus grand 



1. Le texte presente icil’interpolation: Tyrot, ivopo'.oyumix ovra r\ (Cfr. Hultsch, 
toe. cit., vol. I, p. 358, 1. 19). 

2. Euclide, EUments, liv. XIII. 

3. Lacune comblee par Eisenmann dans son Edition premiere du texte grec 
de la seconde partie du livre V de Pappus, etablie d’apres un manuscrit de Paris 
(codex Parisinus 2368) et intitulee : Pappi Alexandrini collectiones mathematicae 
nunc primum graece edidit Herm. Jos. Eisenmann. Libri quinti pars altera. 
Parisiis, 1824. 
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que la pyramide dont la base est le rectiligne ( x ) equivalent k la 
surface du polyedre, et dont la hauteur est le rayon de la sphere 
inscrite dans le poly&dre. Mais, ce c6ne equivaut a la sphere A 
(car cela est manifeste en vertu des choses demontrees par Archi- 
mede dans le livre De la Sphere et du Cylindre ( 1 2 ) et des autres 
lemmes que nous avons ranges ci-dessous) ( 3 ) ; tandis que cette 
pyramide equivaut au poly&dre ( 4 ) ; par consequent, la sphere 
A est plus grande que le poly&dre propose. 


XX. 

Au reste ces cinq figures presentent encore entre elles une 
certaine conformite que nous examinerons ultdrieurement ( 5 ). On 
demontrera, en effet, que si on leur suppose des surfaces equi- 
valent es, celle qui a plus de bases est continuellement plus grande. 
Ainsi, l’icosaedre sera plus grand que le dodecaedre et le dode- 
caedre plus grand que l’octaedre et, pareillement, l’octaedre sera 
plus grand que le cube et le cube plus grand que la pyramide. 
Ces solides sont d’ailleurs affectes de la meme mani&re que les 
polygones plans ; car, de meme qu’on a demontre que, lorsque 
ces demiers ont meme perimetre, celui qui a plus d’ angles est 
continuellement plus grand ( 6 ) et que le cercle est le plus grand 
de tons ( 7 ), on demontrera maintenant que la sphere est plus 
grande que les polyedres. 


1. 8u8uYpa[x(xov (sous-entendu e^jxa, figure), c’est-i-dire la figure plane 
delimitee par des lignes droites, ou le rectiligne. 

2. Archimede, De la Sphere et du Cylindre, liv. I, prop. 33 : « L’aire de toute 
sphere est quadruple du plus grand de ses cercles », et prop. 34 : « Toute sphere 
est quadruple du cdne ayant le plus grand cercle de la sphere comme base et 
le rayon de la sphere comme hauteur ». Voir : CEuvres completes d* Archimede, 
trad, de P. Ver Eecke, pp. 63-69. 

3. Voir les vingt-trois lemmes constituant les propositions 20 k 36 qui vont 
suivre. 

4. Euclide, liv. XII, prop. 6 : « Les pjTamides qui ont la ra&me hauteur 
et qui ont des polygones pour bases, sont entre elles comme leurs bases ». Voir 
trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 143. 

5. Les proprietes de conformite ou de comparaison (wpcpteiv) des cinq 
polyedres reguliers feront l'objet de la troisi&me partie du livre V, k partir de 
la proposition 38. 

6 . Voir proposition 1. 

7. Voir proposition 2. 
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Proposition 19. — D’ailleurs, il est manifeste aussi que le 
cone et le cylindre ayant respectivement meme surface que celle 
d’une sphere sont plus petits qu’elle. 

En effet, le cone, dont la base est equivalente a la surface 
d’une sphere et dont la surface totale est plus grande que la 
surface de cette sphere, sera trouve equivalent a celle-ci, lorsque 
sa hauteur est egale au rayon de la sphere (*) ; tandis que le 
cylindre qui a meme base que ce cfine, laquelle equivaut a la 
surface de la sphere, et comme hauteur le tiers de l’axe du cone, 
cylindre equivalent ainsi au cone, sera trouve aussi equivalent 
a la sphere ( 1 2 ), tout en ayant sa surface plus grande que celle de 
la sphere ; car les deux bases du cylindre valent le double de la 
base du cone, c'est-a-dire le double de la surface de la sphere ; 
en sorte que, quand l'une ou l’autre de ces figures ( 3 ) a sa sur- 
face ( 4 ) equivalente k celle d’une sphere, cette sphere est neces- 
sairement plus grande que l’une ou 1' autre de ces figures. 

Telles sont done les choses en ce qui concerne la comparaison 
de la sphere avec les cinq figures ( 5 6 ), le cdne et le cylindre. 
Quant aux propositions demontrees par Archimfede, comme nous 
l’avons dit, nous les demontrerons encore* d’une autre maniere, 
aprfes les avoir fait preceder de tous les petits lemmes qui contri- 
buent a leur demonstration (®). 


1. On a (Archim£de, De la Sphere et du Cylindre, prop. 34, enoncee p. 277, 
n. 2) : Vol. sphere = quatre ednes de base grand cercle et de hauteur rayon de 
la sphere = Cdne de base quatre grands cercles et de hauteur rayon de la 
sphere = Cdne de base aire de la sphere et de hauteur rayon de la 
sphere. 

2. On a (Euclide, liv. XII, prop. 10 : « Un cdne est la troisidme partie d'un 
cylindre qui a la meme base et une hauteur egale ». Voir trad, de Peyrard, 
vol. Ill, p. 157) : Cylindre = trois ednes de meme base et de meme hauteur que 
le cylindre ; d’oii : Cdne = cylindre de meme base et de hauteur trois fois moindre 
que le cdne ; done : Cdne de base equivalente k l'aire de la sphdre et de hauteur 
Egale au rayon de la sphere = cylindre de base equivalente i l’aire de la sphdre 
et de hauteur egale au tiers du rayon ; d’ou, en presence de la relation de la 
note precedente : Sphere = Cylindre de base Equivalente a l’aire de la sphere 
et de hauteur egale au tiers du rayon. 

3. C’est-i-dire le cdne et le cylindre. 

4. Sous-entendu 0X71 v, (la surface) totale. 

5. C’est-a-dire les cinq polyEdres reguliers. 

6. Suivent, en effet, vingt-trois petits lemmes qui permettent de donner des 
variantes interessantes des demonstrations de quelques belles propositions bien 
connues d’ArchimEde. 
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Proposition 20 (lemme 1). — Soient un demi-cercle sur le 
diametre AB, les perpendiculaires TA, EZ quelconques sur ce 
diametre et la tangente TE ; je dis que le rectangle compris sous 
les droites ZE, Er, pris deux fois, equivaut au rectangle compris 
sous les droites AB, AZ. 

Menons du point E la perpendiculaire EH sur la droit e TA et, 
aprfes avoir pris le centre 0, menons la droite de jonction E@. 
Des lors, puisque l’angle droit compris sous les droites TE, E0 
est egal k Tangle droit compris 
sous les droites ZE, EH, si on 
retranche de part et d’ autre Tangle 
compris sous les droites HE, E0, 

Tangle rest ant compris sous les 
droites TE, EH sera egal a Tangle 
compris sous les droites ZE, E0. 

Mais, Tangle droit Z est aussi 
egal k Tangle droit H ; done, le 
triangle TEH est equiangle avec 
le triangle ZE©. En consequence, 
la droite HE est a la droite Er 
comme la droite ZE est k la droite E0 ; done, le rectangle compris 
sous ZE, Er equivaut au rectangle compris sous 0E, EH ; en 
sorte que deux fois le rectangle compris sous ZE, Er equivaut 
aussi a deux fois le rectangle compris sous 0E, EH. Mais, deux 
fois le rectangle compris sous 0E, EH equivaut au rectangle com- 
pris sous AB, AZ (car la droite HE est egale a la droite AZ) ; 
done, deux fois le rectangle compris sous ZE, Er Equivaut aussi 
au rectangle compris sous AB, AZ ; en sorte que le rectangle 
compris sous la somme des droites EZ, AH et la droite TE 
equivaut au rectangle compris sous les droites AB, AZ ( 1 ). 


tj n® *7 e® 

1. La similitude des triangles TEH, ©ZE donne : — — = — , d'oii: ZE x ET = 

iii iiW 

©E x HE, d'oii : 2ZE x Er = 2©E x HE. Or, 2©E = AB et HE = AZ ; 
done : 2ZE x Er = AB x AZ ou, comme le texte : (ZE + AH) Er = AB x AZ. 
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Proposition 21 (lemme 2). — Soient de nouveau deux per- 
pendiculaires quelconques TA, EZ sur le diametre et la droite T0E 
tangente au demi-cercle, de maniere que la droite T0 soit egale 
a la droite 0E. Je dis que le rectangle compris sous les droites 
AB, AZ Equivaut au rectangle compris sous la somme des droites 
FA, EZ et la droite TE. 

Menons la perpendiculaire 0K et la droite de jonction AHE. 
Puisque les droites TA, 0K, EZ sont paralleles, et que la droite 
rE est double de la droite E0, la droite TA est aussi double de 
la droite 0H et la droite EZ double de la droite HK; en sorte 

que la somme des droites TA, 
EZ est le double de la droite 
0K. Or, en vertu de ce qui a 
ete demontre precedemment (■*■), 
deux fois le rectangle compris 
sous les droites ©K, ©r equivaut 
au rectangle compris sous les droites AB, AK, et de meme pour 
les doubles ; done, le rectangle compris sous la somme des droites 
TA, EZ et la droite TE equivaut au rectangle compris sous les 
droites AB, AZ ( 1 2 ). 



XXII. 

Proposition 22 (lemme 3). — Soient de nouveau un demi- 
cercle, une droite quelconque TE et les perpendiculaires TA, EZ ; 
je dis que le rectangle compris sous la somme des droites TA, EZ 
et la droite TE equivaut au rectangle compris sous la droite AZ 
et la droite sous-tendant l’arc qui, conjoint ement avec l’arc TE, 
constitue celui du demi-cercle. 


1. Voir proposition 20 (lemme 1). 

2. On a par construction : T 0 = 0 E, d'ou : FE = 20 E. D&s lors, par simili- 
tude de triangles on a : TA — 2©H et EZ = 2HK ; done : T A + EZ = 
2 ( 0 H + HK) = 20 K. Or (proposition 20, voir note avant-prec 6 dente), on a : 
2K© x ©r = AB x AK, d’oii : 2 K 0 x 2©r = AB x 2AK ou: 2K© x TE =. 
AB x AZ, d'ou, comme le texte : (TA -j- EZ) TE = AB X AZ. 
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Completons le cercle, et soit T© son diam&tre. Prolongeant 
la droite TA jusqu’au point K, menons-lui la perpendiculaire EH, 
et menons les droit es de jonction E0, EK. Puisque la droite AB 
coupe la droite TK a angles droits, la droite TA est egale cl la 
droite AK (^). Mais, la droite HA est aussi egale a la droite EZ ; 
done, la droite HK est egale a la somme des droites TA, EZ ( 2 ). 
D’ autre part, E© est la droite qui sous-tend l’arc restant du demi- 
cercle rE@ ( 3 ) ; par consequent, 
puisque Tangle K est egal a Tangle 
0 ( 4 ), et que Tangle compris sous les 
droites 0E, Er, situe dans un 
demi-cercle, est egal a Tangle 
droit H, il s’ensuit que les triangles 
©Er, KEH sont Squiangles. En 
consequence, la droite KH est a 
la droite HE comme la droite ©E 
est a la droite ET ; done, le 
rectangle compris sous la droite ©E 
et la droite EH, e’est-a-dire la 
droite AZ, equivaut au rectangle compris sous les droites HK, TE, 
e’est-a-dire au rectangle compris sous la somme des droites TA, EZ. 
et la droite TE ( 5 ). 

XXIII. 

Proposition 23 (lemme 4). — II result e manifestement de ce 
qui precede que, si un arc ATA du demi-cercle ABI 7 est divise 
en un nombre quelconque d’arcs egaux, et si Ton m&ne les droites 
de jonction, les surfaces que les droites de jonction AE, EZ, ZI\. 
TH, HA engendrent dans leur revolution autour de Taxe AB sont 


1. Euclide, liv. Ill, prop. 3, Snoncee p. 140, n. 3. 

% 2. Le texte presente ici ^interpolation : ^ ts AZ ttj HE, e’est-i-dire : et la 

f (droite) AZ (est egale) k la (droite) HE. Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 366, 1 . 3. 

| 3. C’est-k-dire qui sous-entend l’arc E 0 que complete l'arc TE pour former 

I 1 ’arc de demi-cercle FE0. 

4. Euclide, liv. Ill, prop. 21, 6noncee p. 141, n. 2. 

5. L’egalite des angles K, 0 entrainant la similitude des triangles rectangles 

f ©Er, KHE, on a : 5 S = ~, d’ou : 0E x HE = KH x ET. Or, HE = AZ et. 

£Xl2i til 

KH = TA 4- EZ ; done, comme le texte : ©E x AZ = (TA 4 - EZ) E T. 
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Equivalent es au cercle dont le rayon, apres avoir mene la droite 
de jonction EB, est en puissance du rectangle compris sous les 
droites EB, A© (*). 

En effet, la surface engendree par la droite HA equivaut au 
cercle dont le rayon est en puissance du rectangle compris sous 

la somme des droites HK, A© et 
la droite HA ( 1 2 ) ; car Archimede 
enseigne que « lorsqu’un cone isocele 
est coupe par un plan parallele a 
la base, le cercle dont le rayon est 
le moyen proportionnel du c6te du 
cone compris entre les plans paral- 
leles et de la droite egale a la somme 
des rayons des cercles situes dans les plans paralleles, equivaut 
a la surface du cone situee entre les plans paralleles » ( 3 ). En 
consequence, la surface engendree par la droite HA equivaut au 
cercle dont le rayon est en puissance du rectangle compris sous 
la somme des droites HK, A© et la droite HA, lequel equivaut, 
comme on l’a demontre ( 4 ), au rectangle compris sous les droites 
EB, K® ( 5 6 ). Pareillement, la surface engendree par la droite TH 
equivaut au cercle dont le rayon est en puissance du rectangle 
compris sous les droites EB, AK (*), et il en est de meme pour 

1. C’est-a-dire que l'aire engendree par la revolution de la ligne polygonale 
AEZrHA equivaut au cercle dont le carre du rayon equivaut au rectangle 
EB x A©. 

2. Le texte presente ici Interpolation : <3v [amt, dvaXoyov g<mv b c to u 
xevrpoo too e£p»tfJievou xuxXou, c’est-4-dire : (droites) dont la droite issue du 
centre du cercle que nous venons de dire est la moyenne proportionnelle (Cfr. 
Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 366, 1. 20). 

3. Archimede, De la Sphere et du Cylindre, liv. I, prop. 16 : « Si l’on coupe 
un cone isocele par un plan paralieie k la base, la surface du cone situee entre 
les plans paralleles vaut le cercle dont le rayon est la moyenne proportionnelle 
entre le c6te du c6ne situe entre les plans paralleles et une droite egale k la somme 
des rayons des cercles situes dans les plans paralleles ». Voir : (Euvres completes 
d’ Archimede, trad, de P. Ver Eecke, p. 36. 

4. Voir proposition 22 (lemme 3). 

5. La proposition d' Archimede enoncee dans la note avant-prec^dente 
donne : Surface latera le du tronc de cdne d’arete HA = cercle de 
rayon p/(HK + A0) HA. Or (prop. 22), on a : (HK + A©) HA = EB x K® ; 
expression dans laquelle la droite EB correspond evidemment k la droite E© 
de la figure accompagnant la proposition 22 ; car « elle sous-tend l'arc EB qui 
complete l’arc de demi-cercle avec l’arc AE, c’est-i-dire avec son egal l’arc HA ». 

6. Le texte presente ici une longue phrase que Hultsch considere comme 
une interpolation de commentateur. Nous la traduisons : « Car, le cercle etant 


r 
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ies droites suivantes ( 1 ). Enfin, la surface conique engendree par 
la derniere droite AE equivaut au cercle dont le rayon est en 
puissance du rectangle compris sous les droites EB, AN, lequel 
equivaut au rectangle compris sous les droites AE, EN (car les 
triangles AEB, AEN sont equiangles, et la surface engendree par 
la droite AE equivaut au cercle dont le rayon est en puissance 
du rectangle compris sous les droites AE, EN; ce qui a aussi 
ete demontre par Archimede) ( 2 ). En consequence, la surface engen- 
dree par 1’ ensemble des droites AH, Hr, TZ, ZE, EA equivaut 
au cercle dont le rayon est en puissance du rectangle compris 
sous les droites EB, A0 ( 3 ). 

Au reste, il est evident que, si l’arc entier dudemi-cercleest divise 
en parties egales, dont l’une est AE, 
et si Ton mene les droites de jonction, 
la surface engendree dans une revo- 
lution d’ ensemble par tous les cotes 
du polygone equivaut au cercle dont 
le rayon est en puissance du rectangle 
compris sous les droites EB, BA ( 4 ). 


complete, et une droite egale a la droite EB etant appliquee dans le cercle en 
passant par le point H, le rectangle compris sous cette droite etla droite AK devient 
Equivalent au rectangle compris sous la somme des droites TA, HK et la 
droite TH ; tandis que la surface engendree par la droite EZ equivaut au cercle 
dont le rayon est en puissance du rectangle compris sous les droites EB, MN ; 
car ce dernier equivaut au rectangle compris sous la somme des droites EN, ZM 
et la droite EZ ». (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 368, 11 . 4-5). 

1. On aura, comme dans la n ote 5, p. 282 : Surface laterale du tronc de c6ne 
d’ arete TH = cercle de rayon j/EB x AK ; surface laterale du tronc de cdne d’a- 
rete TZ = cercle de rayon j/ EB x MA ; et surface laterale du tronc de cdne 
d'arete ZE = cercle de rayon j/EB x NM. 

2. Archimede, De la Sphere et du Cylindre, liv. I, prop. 14 : « La surface de 
tout cdne isocele, si l’on excepte la base, vaut le cercle dont le rayon est la 
moyenne proportionnelle entre le cdte du cdne et le rayon de la base du cdne ». 
Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 32. 

3. Cette proposition donne done pou r la demi& re corde AE : Surface laterale 
du cdne d’arete AE = cercle de rayon |/AE x EN. Or, la similitude des triangles 

rectangles AEB, ANE donne : d'011 : AE x EN = EB x AN ; done. 

comme dans le t exte : Surface laterale du cdne d’arete AE = cercle de 
rayon j/EB x AN. Done, la sommation des expressions des notes precedentes 
donne : Surface du conoide engendree par les segments egaux de la ligne po ly- 
gonale AEZrHA = cercle de rayon [/EB x (AN + NM MA -|- AK K 0 = 
cercle de rayon [/ EB x A 0 . 

4. On remarquera plus loin, au lemme 22 (p. 310), que Pappus utilisera 


A 
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XXIV. 

Proposition 24 (lemme 5). — Divisons de nouveau Tare du 
demi-cercle en un nombre quelconque de parties 6gales, d’ou l’on 
mene des tangentes de la maniere dont elles sont tracees 
ci-dessous ; je dis que les surfaces engendrees en revolution simul- 
tanee par les droites TA, AE, EZ, ZH, H0 valent le cercle dont 
le rayon est la droite AB. 

Menons les perpendiculaires des points A, E, Z, H sur le 
diametre. Des lors, comme la droite TS est egale a la droite SA ( x ), 

et que les droites TA, AK sont des 
perpendiculaires, le rectangle com- 
pris sous les droites BA, AK equi- 
vaut au rectangle compris sous la 
somme des droites TA, AK et la 
droite TA ; car cela a ete demontre 
au deuxieme theoreme ( 2 ). Mais, la 
surface engendree par la droite TA 
equivaut au cercle dont le rayon est en puissance du rectangle 


E Z 



l’expression de la surface du conolde de revolution trouvee ici en substituant k 
la droite EB le diametre du cercle inscrit au polygone AEATB. Hultsch a suppose 
que le texte avait perdu ici un alinea final (cfr. loc. cit., vol. I, p. 371) demontrant 
la legitimite de cette substitution, en disant d’une maniere plus ou moins explicite 
que, si l’on m£ne la droite H© du centre H au point de contact © du cercle inscrit, 
les angles en 0 et en E etant droits, les droites H©, EB sont parall&les, les triangles 
AEB, A 0 H sont semblables et on a : EB = 20H = 2ZH = diametre du cercle 
inscrit au polygone. 

1. En effet, si on relie les points T, E, A, O au centre Q, non marque dans 
la figure du texte, les arcs AS, SO, egaux par construction, donnent (Euclide, 
liv. Ill, prop. 27 : « Dans les cercles egaux, les angles qui comprennent des arcs 
egaux sont egaux entre eux, soit qu’ils soient aux centres ou aux circonferences ». 

Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 169) : ADE = EDO. Or (Euclide, liv. VI, 
prop. 7, enoncee p. 160, n. 5), les triangles rectangles egaux TAO, TED donnent : 

AQr = EOT, et les triangles egaux A ED, AOD donnent : EDA = ODA, d'ou : 

SDr=^ADS et EDA = ^ EDO ; done : EDT = EDA, d’ou (Euclide, liv. I, 

prop. 26 : « Si deux triangles ont deux angles egaux chacun a chacun, et un cdt6 
egal a un cote, ou celui qui est adjacent aux angles egaux, ou celui qui est oppose 
k un des angles egaux, ils auront les autres cotes egaux chacun a chacun, et 
l’angle restant egal a Tangle restanta. Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 43) : egalit6 
des triangles TED, ASD, d’ou, comme le texte : TE = EA. 

2. Voir lemme 2 (proposition 21). 
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compris sous la somme des droites TA, AK et la droite TA, et ce 
en vertu du meme theorfeme dix-sept d’Archimede ( l ) ; par con- 
sequent, le cercle dont le rayon est en puissance du rectangle 
compris sous les droites BA, AK equivaut aussi a la surface 
engendree par la droite TA ( 2 ). Pareillement, en raison de ce 
que la droite AO est de nouveau egale a la droite OE, le cercle 
dont le rayon est en puissance du rectangle compris sous les 
droites AB, KA Equivaut a la surface engendree par la droite AE, 
et il en est de meme pour les droites suivantes. En consequence, 
le cercle dont le rayon est AB equivaut a la surface engendree par 
toutes les droites TA, AE, EZ, ZH, H0 ( 3 ). 


XXV. 

On aura tout aussi bien la meme chose de la mani&re suivante : 
Inscrivons ce polygone AITAEZHOB dans un autre demi-cercle 
decrit autour du meme centre ; soit PE son diametre, et menons 
pareillement des perpendiculaires. D&s lors, en raison de ce qui 
a ete pose ( 4 ), l'arc TA devient 
double de Tare TP, l'arc H0 
double de l'arc 0E et, par suite, 
l’arc TA, conjointement avec l’arc 
TA0, est egal & l'arc P0E ( 5 ). Or, 
l’arc TA0 est sous-tendu par la 
droite de jonction T0 egale a la 


1. C’est-k-dire en vertu de la proposition 16, et non 17, du traite.De la Sphere 
et du Cylindre, liv. I, d’Archimede, enoncee p. 282, n. 3. 

2. La proposition 21 (ou lemme 2) donne : BA X AK = (TA 4-AK) TA. Or, 
la propositi on 16 d'Archim Me rappelee dans la note precedente donne : cercle 
de rayon j/(FA 4- AK) TA = surface engendree par la revolution de TA autour 
de AB ; done : cercle de rayon [/BA x AK = surface engendree par TA. 

3. On aura de meme : Cercle de rayon [/BA x KA = surface engendree 
par AE, et ainsi de suite pour les dro ites EZ, ZH, H@. Do ne, cercle de 
rayon j/BA (AK 4- KA -f- AM 4- MN -j- NB) = cercle de rayon [/ BA x BA = 
cercle de rayon BA = surface engendree par l'ensemble des droites TA, AE, 
EZ, ZH, H@. 

4. C’est-a-dire en raison des constructions de la figure precedente dans laquelle 
les droites AI\ TA, etc., sont tangentes au cercle de diametre AB. 

5. On a : arc TA = arc H©. Or, arc TA = 2 arc TP et arc H 0 = 2 arcs @S ; 
done : arc TA = arc TP + arc @E. Or, (arc TP 4- arc © 2 ) -(- arc TA© = demi- 
cercle P© 2 ; done, comme le texte : arc FA 4- arc TA© = demi-cercle P©S. 
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droite AB ; done, en vertu du troisi&me theoreme ( 1 ), le rectangle 
compris sous les droites 0I\ AK, e’est-a-dire le rectangle compris 
sous les droites BA, AK, equivaut au rectangle compris sous la 
somme des droites TA, AK et la droite TA ; le rectangle compris 
sous les droites BA, KA equivaut au rectangle compris sous la 
somme des droites AK, EA et la dioite AE, et il en est de meme 
pour les droites suivantes ( 2 ). En consequence, la somme est 6gale 
a la somme, et le cercle dont le rayon est AB equivaut done aux 
surfaces engendrees par les droites TA, AE, EZ, ZH, H0 ( 3 ). 

XXVI. 

Proposition 25 (lemme 6). — Soit un demi-cercle dont le 
diametre est la droite AB ; menons une droite quelconque AH, 
et divisons l'arc AH en un nombre quelconque d'arcs egaux en 
des points M, N, S. Menons les tangentes Ar, TA, AE, EZ, ZH 
aux points A, H ainsi qu’aux points de division et, la droite HP 
etant une perpendiculaire, posons la droite H0 egale a la droite ZH. 
Je dis que, si le demi-cercle, mu autour de l’axe AB, se remet 
en place, la surface engendree par toutes les droites Ar, TA, AE, 
EZ, ZH excede le cercle, dont le rayon est la droite AH, du cercle 
dont le rayon est en puissance de la moitie du carre construit 
sur la droite Z0 ( 4 ). 


1. C’est- 5 .-dire en vertu de la proposition 22 (lemme 3). 

2. Si l’on consid&re que la droite T® sous-tend l'arc TA© qui, augmente de 
l'arc TA (= arc TP + arc ©S), constitue le demi-cercle P©S, la proposition 22 
(lemme 3 ) donne : ®r x AK = (rA 4- AK) TA ou BA x AK = (TA -j- AK) TA ; 
puis, de meme : BA x KA = (AK 4- EA) AE ; puis : BA x AM = (EA 4- ZM) EZ; 
puis : BA x MN = (EZ + HN) ZH, et enfin : BA x NB = (HN + ©B) H 0 . 

3. On a (Archimede, De la Sph ere et du Cylind re, liv. I, prop. 16 enoncee 
p. 282, n. 3) : cercle de rayon p/ (PA -4- AK) TA = surface engendree par la 
rotation de TA autour de l'ax e AB ou, d’apres la premiere egalite de la note 
precedente : cercle de rayon |/BA x AK = surface engendree par TA. On a de 
meme : cercle de rayon j/BA x KA = surface engendree par AE ; cercle de 
rayon p/BA x AM = surface engendree par EZ; cercle de rayon p/ BA x MN = 
surface engendree par ZH ; cercle de rayon p/BA x NB = surface engendree 
par H®. Done, cercle de rayon p/BA(AK 4- KA + AM -{- MN 4- NB) = cercle de 
rayon p/BA x BA = cercle de rayon BA = surface engendree par l’ensemble 
des droites TA, AE, EZ, ZH, H®. 

4. II faut done demontrer que l'on a : surface engendree par la rotation de 
la ligne polygonaie equilaterale et equian gle A PAEZH autour de l'axe AB = 
cercle de rayon AH 4- cercle de rayon p/j Z® a . 
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Menons du point Z la perpendiculaire ZA sur la droit e AB 
et la perpendiculaire ZK sur la droite HP ; cette perpendicu- 
laire ZK tombant entre les points H, 0 si 1' angle compris sous 
les droites ZH, H0 est aigu, et 
tombant a Texterieur du point H 
si Tangle compris sous les droites 
ZH, H0 est obtus, ainsi que les 
figures le represented (*). Des lors j 
puisque deux fois le rectangle com- 
pris sous les droites PH, H0, ou 
sous les droites PH, HZ, equivaut 

au rectangle compris sous les droites AB, PA (car cela a ete demon- 
tre au premier theoreme) ( 1 2 ), ajoutons de part et d’ autre le rectangle 
compris sous les droites BA, AA conjointement avec le rectangle 

compris sous les droites H0, ©K; 
il s’ensuit que le rectangle compris 
sous BA, AA, conjointement avec 
le rectangle compris sous BA, AP 
etle rectangle compris sous H0, 0K, 
equivaut aussi a deux fois le 
rectangle compris sous PH, H0 et 
au rectangle compris sous BA AA 
conjointement avec le rectangle 
compris sous H0, 0K. Mais, le rectangle compris sous BA, AA 
conjointement avec le rectangle compris sous BA AP, c’est-a-dire 
le rectangle compris sous BA AP, Equivaut au carrg de la 
droite AH ( 3 ) ; done, le carre de la droite AH, conjointement 
avec le rectangle compris sous H0, 0K, Equivaut aussi a deux 
fois le rectangle compris sous PH, H0 conjointement avec le 
rectangle compris sous H0, 0K et le rectangle compris sous 
BA AA ( 4 ). Mais, deux fois le rectangle compris sous PH, H0, 



1. Le troisieme cas, de Tangle ZH© droit, amenant la confusion des droites 
ZH, ZK, est done abandonne en tant que cas particulier. 

2. Voir proposition 20 (lemme 1). 

3. Euclide, liv. VI, prop. 17 : « Si trois droites sont proportionnelles, le 
rectangle compris sous les extremes est egal au carre de la moyenne ». Voir trad, 
de Peyrard, vol. I, p. 326. 

4. Considerant la tangente en H et les perpendiculaires HP, ZA, la proposition 20 
(lemme 1) donne: 2PH x HZ = AB x AP. Or, on a par construction : H@ = HZ; 
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conjointement avec le rectangle compris sous H@, ©K, equivaut 
au rectangle compris sous la somme des droites HP, PK et la 
droite H0 conjointement avec le carre de la droite H@ (car cela 
sera demontre dans la suite) ( 1 ) ; par consequent, le carre de la 
droite AH, conjointement avec le rectangle compris sous H0, 0K, 
equivaut aussi au rectangle compris sous BA, AA et au rectangle 
compris sous la somme des droites HP, PK et la droite H0 
conjointement avec le carre de la droite H0 ( 2 ). D' autre part, 
puisque les cercles sont entre eux comme les carres de leurs 
diametres et comme les carres de leurs rayons ( 3 ), et qu'il a ete 
demontre, dans une proposition plus haut ( 4 ), que la figure com- 
posee de surfaces coniques engendree par les tangent es PA, AE, EZ( 5 ) 
equivaut au cercle dont le rayon est en puissance du rectangle 
compris sous les droites BA, AA ; ensuite, que la surface de la 
figure conique que la droite ZH engendre dans sa revolution 
equivaut au cercle dont le rayon est en puissance du rectangle 
compris sous la somme des droites HP, PK et la droite H0 (•) ; 
enfin, que la figure engendree par la droite TA vaut le cercle dont 
le rayon est en puissance du carre de la droite H0, il s’ensuit 
que la somme de ces trois cercles, c’est-a-dire la surface engendree 
par les droites AI\ TA, AE, EZ, ZH, excede le cercle, dont le 
rayon est en puissance du carre de la droite AH, du cercle dont 


done, comme le texte: 2 PHx H@ = ABx AP, d’oii: 2 PHx H0-j~(ABx AA-f H0x 
0K) = ABXAP + ( AB X AA-f H0 X ©K) = AB(AA X AP) -f H© x 0K = AB X AP-f 

H0 x0K. Or.les triangles rectangles semblables AP H, AHB donnent : d’ou 

AB AH 

(Euclide, liv. VI, prop. 17) : AH 2 = AB x AP ; done, comme le texte, 2 PH x 
H0 + AB X AA -f H0 X ©K = AH a -f H0 X 0K. 

1. Voir plus loin, lemme 8, p. 291. 

2 . Considerant l’identit6 2 PH x H0 -f H0 x 0K = (HP -f PK) H0 -f H 0 a 
qui sera demontree ci-apres au lemme 8, et substituant dans la demtere 
expression de la note avant-precedente, il vient, comme dans le texte: 
AB x AA -f (HP -f PK) H© -f Hw 2 = AH a + H© x ©K. 

3. Euclide, liv. XII, prop. 2, enoncee p. 181, n. 1. 

4. Voir proposition 24 (lemme 5), p. 284. 

5 . Sous-entendu: iv r/j orpoeprj itepi aqova rov AB, e’est-i-dire : dans leur 
revolution autour de l’axe AB. 

6. Archim£de, De la Sphere et du Cylindre, liv. I, prop. 16, enoncee p. 282, 
n. 3. Le texte porte d’ailleurs ici la reference interpolee : smv ’Ap^ijx^Sou? 
ic' QswpTip.a'T’., phrase dans laquelle le nombre (17) correspond au nombre 16 
des editions critiques. (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 376, 1. 10). 



LIVRE V DE LA COLLECTION 


289 


le rayon est en puissance du rectangle compris sous les droites 
H0, 0K, c’est-a-dire [de la moitie du carre construit sur la 
droite Z0] (*) ( 1 2 ). 

Lemme 7 . — II est d’ailleurs manifeste que la moitie du carre 
construit sur la droite Z0 equivaut au rectangle compris sous les 
droites H0, 0K ( 3 ) ; et ce de la maniere suivante : 

En effet, Tangle compris sous les droites ZH, H0 etant aigu 
dans la premiere figure, le carre de la droite Z0, conjointement 
avec deux fois le rectangle compris sous les droites 0H, HK, 
equivaut aux carres des droites ZH, H0, comme il en est au 
deuxieme livre des Elements ( 4 ) ; par consequent, la moitie du 
carre de la droite Z0, conjointement avec le rectangle compris 
sous les droites 0H, HK, Equivaut au carre de la droite 0H (car 
la droite ZH est egale a la droite H0). Mais, le rectangle compris 
sous les droites 0H, HK, conjointement avec le rectangle compris 
sous les droites H0, 0K, equivaut au carre de la droite 0H ; 
done, en retranchant de part et d’ autre le rectangle compris sous 
les droites 0H, HK, la moitie du carre restant construit 


1. Lacune combine par Commandin (cfr. loc. cit., p. 138) dans les termes 
repris dans l’edition de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 376, 1 . 16). 

2. La fin de la demonstration se deroule comme suit : On a, en vertu de la 
proposition 24 (lemme 5) : Surface du conoide engendree par rotation de la ligne 
polygonale TAEZ autour de l'axe AB = cercle de rayon [/aB x A A. D'autre 
part, on a, en vertu de la proposition d’Archim£de mentionnee dans la note 
avant-precedente : Surface laterale du tronc de cone engen dree par ro- 
tation de la droite ZH = cercle de rayon [/ (HP -j- ZA) H@ — cercle de 
rayon [/(HP + PK) H®. Enfin, la surface engendree par la rotation de la per- 
pendiculaire TA = cercle de rayon TA. Or, TA = ZH = H@ ; done : 
surface engendree par TA = cercle de rayon H@. D6s lors, par sommation : 
Surface totale engendree par la ligne polygonale ATAEZH = cercle de 
rayon [/ A.B x AA 4- (HP -j- PK) H© -j- H© 2 . Or, on a (voir note plus haut) : 
AB x AA + (HP + PK) H© + H© 2 = AH 2 + H 0 x ©K ; do ne: Surface eng en- 
dree par la ligne polygonale ArAEZH = cercle de rayon \/ AH a +H 0 x ©K = 
cercle de rayon [/ AH 2 -j- cercle de rayon p/H© x ©K. Or, on demontrera ci-apr^s 
(lemme 7) que l’on a : H 0 x ©K = ~ Z© 2 ; done, comme dans le texte : Surface 

engendree par la ligne polygonale ArAEZH = cercle de rayon j/ AH 2 4- cercle 
de rayon J/ i Z© 2 = cercle de rayon AH -f cercle de rayon ^ Z 0 \/~I. 

3. Expression admise sans demonstration A la fin du lemme precedent. 
Voir note. 

4. Euclide, liv. II, prop. 13, enoncee p. 135, n. 4. 

Pappus d’Alexandrie. — I 
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sur la droite Z0 equivaut au rectangle restant compris sous 
les droites H@, @K i 1 ). 

D’autre part, si Tangle compris sous les droites ZH, H© est 
obtus, comme dans la seconde figure, le rectangle compris sous 
les droites K@, ©H devient de nouveau, et ce de la maniere 
suivante, equivalent a la moitie du carre construit sur la 
droite Z0. Puisque le carre de la droite Z© excede les carres 
des droites ZH, H© de deux fois le rectangle compris sous les 
droites ©H, HK, il s’ensuit que la moitie du carre construit sur 
la droite Z© excede le carre de la droite H© du rectangle com- 
pris sous les droites ©H, HK. En consequence, le carre de la 
droite ©H, conjointement avec le rectangle compris sous les 
droites ©H, HK, equivaut a la moitie du carre construit sur la 
droite Z0. Mais, le carre de la droite ©H, conjointement avec 
le rectangle compris sous les droites ©H, HK, equivaut au 
rectangle compris sous les droites K0, ©H en vertu de la troisieme 
proposition du deuxi&me livre des Elements ; done, la moitie du 
carre construit sur la droite Z0 equivaut au rectangle compris 
sous les droites K0, 0H ( 2 ). 

Et puisque la moitie du carre de la droite Z0 est continuel- 
lement plus petite que deux fois le carre de la droite ZH, il est 
evident que la surface engendree par les droites AT, TA, AE, 
EZ, ZH est plus petite que le cercle dont le rayon est la droite AH 


1. Considerant le triangle acutangle ZH© de la premiere figure, la proposition 
d’Euclide rappelec dans lanote precedente donne : Z© 2 = ZH 2 -f H0 2 — 2H0 x HK 
ou, comme l’exprime le texte: Z0 2 \- 2 HQ x HK = ZH 2 + H© 2 . Or, on a par 
construction : ZH = H0 ; done : Z© 2 + 2 H 0 x HK == 2 H© 2 , d’oii, comme 

le texte : ^ Z© 2 + H© x HK = H 0 2 . Or, H© x HK + H© x ©K = 

H© (HK + ©K) = H© 2 ; done : ± Z© 2 ^ H 0 x HK = H 0 x HK + H 0 x ©K 

ou, comme le texte : - Z© 2 = H 0 x ©K. 

2 

2. Considerant le triangle obtusangle ZH© de la seconde figure, on a (Euclide,. 
liv, II, prop. 12, enoncee p. 135, n. 2) : ZQ 2 = ZH 2 4- HQ 2 + 2HQ x HK. Or. 
on a par construction : ZH = H 0 ; done : Z 0 2 = 2H© 2 + 2H© x HK, d’ou, 

comme le texte : | Z0 2 = H© 2 + H© x HK. Or, considerant la droite K 0 partagee 

en deux segments au point H, on a (Euclide, liv. II, prop. 3, enoncee p. 232, n. 2) 

K© x H 0 = H© 2 + H 0 x HK ; done, comme le texte : - Z© 2 = K 0 x H@. 

2 
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conjointement avec deux cercles dont le rayon est la droit e 
ZH 


XXVII. 

Lemme 8. — Je dis que ( 1 2 3 * ) deux fois le rectangle compris sous 
les droit es PH, H0, conjointement avec le rectangle compris sous 
les droit es K0, 0H, equivaut au rectangle compris sous la somme 
des droites HP, PK et la droite H0, conjointement avec le carre 
de la droite H0. 

Posons la droite PS egale a la droite HP et la droite PA 
egale a la droite 0P ; done, la droite restante AS est 6gale a la 
droite 0H. Des lors, puisque le rectangle compris sous PH, H0 
equivaut au rectangle compris 
sous P0, 0H conjointement avec 

le carre de la droite H0, il s’en- £ ^ p ^ ^ ^ 

suit que deux fois le rectangle 
compris sous PH, H0 Equivaut 

aussi a deux fois le rectangle compris sous P0, 0H conjointement 
avec deux fois le carre de la droite H0. Or, la droite HP est 
egale a la droite PS et la droite 0P egale a la droite PA; done, 
le rectangle compris sous SH, H0 Equivaut au rectangle compris 
sous A0, 0H conjointement avec deux fois le carre de la droite H0. 
Ajoutons de part et d’ autre le rectangle compris sous K0, 0H ; 
il s’ensuit que le rectangle compris sous SH, H0 ( 8 ), conjointe- 
ment avec le rectangle compris sous K0, 0H, c'est-a-dire conjoin- 
tement avec le rectangle compris sous KH, H0 et le carre de 
la droite H0, ce qui constitue le rectangle compris sous la somme 
des droites HP, PK et la droite H0, conjointement avec le carre 
de la droite H0, Equivaut au rectangle compris sous A0, 0H 


1. On a (Euclide, liv. I, prop. 20, enoncee p. 246, n. 1) : Z 0 < 2ZH, d’ou : 

Z© 2 < 4ZH 2 ; done: - Z0 2 <2ZH Z , d’ou, substituant 2ZH 2 k - Z© 2 dans l'expres- 
2 2 

sion demontree a la proposition 25 (voir p. 289, n. 2), il vient: surface engendree 
par la ligne polygonale ATAEZH < cercle de rayon AH - 4 - cercle de rayon 
ZH \/ r 2 = cercle de rayon AH + 2 cercles de rayon ZH. 

2. Sous-entendu : revenant sur l’expression invoquee dans le lemme 6 ou 
proposition 25, et dont la demonstration avait ete differee (Voir notes). 

3. Le texte presente ici 1 ’ interpolation : TOUTe<rrtv to uuo H 2 A, c'est-a-dire : 

le (rectangle compris) sous les (droites) HE, SA (Cfr. Hultsch, loc. cit ., p. 380, 1 . 1). 
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conjointement avec deux fois le cane de la droite H© et le 
rectangle compris sous K0, ©H. Or, le rectangle compris sous 
A©, ©H, conjointement avec le cane de la droite H©, equivaut 
au rectangle compris sous AH, H©, et le cane de la droite H© 
equivaut au rectangle compris sous H©, AS ; done, le rectangle 
compris sous SH, H©, e’est-a-dire deux fois le rectangle compris 
sous PH, H©, conjointement avec le rectangle compris sous K©, ©H, 
equivaut aussi au rectangle compris sous la somme des droites 
HP, PK et la droite H© conjointement avec le cane de la 
droite H© (*). 


XXVIII. 

Proposition 26 (lemme 9). — Soient une droite AB et des 
points T, A quelconques sur celle-ci ; je dis que le rectangle com- 
pris sous la somme des droites BA, AA et la droite T. B, conjoin- 
tement avec le cane de la droite IB, equivaut a deux fois le 
rectangle compris sous les droites AB, BP conjointement avec le 
rectangle compris sous les droites BI\ TA. 

Posons une droite AE egale a la droite AA et une droite AZ 
egale a la droite A17 ; il s’ensuit que la droite restante TA est 


1. Reprenons explicitement cette demonstration : On pose : PS = HP et 

PA = 0P ; done : PS — PA = HP — 0P ou : AS = 0H. Dis lors, PJI_x H0 = 

(P0 + H0) H0 ou, comme le texte : PH x H0 = P0 x H0 4- H0 1 2 , d’oii : 
2PH x H0 — 2P0 x H0 4- 2H0 3 (I). Or, 2PH = PH + PS = SH et 2P0 = 

P© + PA — A0 ; done, par substitution, l'expression (I) devient : SH x H© = 

A0 x H0 4- 2 HQ 2 , d’oii, comme le texte : SH x H0 -j- K0 x H0 = 

A0 x H0 + 2 HQ 2 -f K0 x H0 (II). Or, le premier membre de l’expres- 
sion (II) devient : SH x H0 + K0 x H0 = SH x H0 + (KH + H0) H0 = 
SHx H0+KHX H0+ H0 2 =(SH+KH)H0+ H0 2 =(HP-(-HP + KH)H0+ H0 a = 
(HP -f- PK) H© -f- H © 8 ; tandis que le second mem bre de ^expression (II) 
devient :A0xH0+ 2H 0 2 4- K0xH0=A©xH0 + H0 2 4- H© 2 4-K0 x H0= 
(A© 4- H©) H© 4- H© x AS 4- K© x H0 = AH 4- H0 4- H0 X AS4-K© X H0 = 
(AH 4- AS) H© 4- K0 X H© = SH X H© 4- K0 X H© = 2PH XH0 + K0X H©. 
Done, on a, comme dans le texte : 2PHx H©4-K©x H©=(HP4-PK)H©4-H0 2 . 

Cette demonstration se rapporte done au cas du triangle obtusangle de la 
deuxi&me figure qui accompagne le texte de la proposition 25 (lemme 6), ou 
le point K tombe au deli du point H sur la droite ©H. Mais, dans le cas du 
triangle acutangle de la premilre figure, ou le point K tombe entre les points 

0, H, la demonstration serait la meme, sauf qu’au cours des transformations 
le terme SH x H© 4- KH x H@ deviendrait SH x H© — KH x H@, et que 
le terme (SH 4 - KH) deviendrait (SH—KH). 
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egale a la droite EZ. D&s lors, puisque le rectangle compris sous 
AB, Br equivaut au rectangle 

compris sous AI\ rB conjointe- . 

ment avec le carre de la droite E Z A TAB 
FB, en vertu du troisieme theo- 
rtme du deuxieme livre des Ele- 
ments ( 1 ), il s’ensuit que deux fois le rectangle compris sous AB, 
Br equivaut a deux fois le rectangle compris sous Ar, TB 
conjointement avec deux fois le carre de la droite TB. Or, deux 
fois le rectangle compris sous Ar, rB Equivaut au rectangle com- 
pris sous Zr, rB (car la droite Zr est le double de la droite TA) ; 
done, le rectangle compris sous Zr, FB, conjointement avec deux 
fois le carr6 de la droite IB, Equivaut aussi a deux fois le rectangle 
compris sous AB, Br. Ajoutons de part et d’autre le rectangle 
compris sous IB, EZ, e’est-a-dire le rectangle compris sous Br, TA; 
il s’ensuit que le rectangle compris sous Er, IB, conjointement 
avec deux fois le carre de la droite IB, equivaut a deux fois le 
rectangle compris sous AB, Br conjointement avec le rectangle 
compris sous Br, TA. Mais, le rectangle compris sous Er, IB, 
conjointement avec deux fois le carre de la droite IB, equivaut 
au rectangle compris sous EB, Br conjointement avec le carre 
de la droite IB (car le rectangle compris sous Er, IB, conjoin- 
tement avec le carr6 de la droite IB, equivaut au rectangle com- 
pris sous EB, Br en vertu de la meme proposition des Elements) ; 
done, le rectangle compris sous EB, Br, e’est-a-dire le rectangle 
compris sous la somme des droites BA, AA et la droite Br, 
conjointement avec le carre de la droite IB, equivaut a deux 
fois le rectangle compris sous AB, Br conjointement avec le 
rectangle compris sous Br, TA ; en sorte que le rectangle compris 
sous la somme des droites BA, AA et la droite IB, conjointement 
avec le carre de la droite FB, equivaut a deux fois le rectangle 
compris sous AB, Br conjointement avec le rectangle compris 
sous Br, TA ( 2 ). 


1. Euclide, liv. II, prop. 3, enoncee p. 232, n. 2. 

2 . Posons : AE = AA et AZ = AI\ d’oix : AE — AZ = AA — Ar ou EZ = TA. 
D£s lors, on a (Euclide, liv. II, prop. 3) : AB x Br — (Ar + Br) Br = 
Ar x Br + Br 2 , d’ou : 2 ab x Br = 2Ar x Br + 2Br a . Or, zr = 2Ar ; 
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XXIX. 

Proposition 27 (lemme 10). — Soient un arc de cercle KABr 
et une droite A ; je dis qu'il est possible de retrancher d’une 
infinite de manieres un arc KA qui soit telle partie de l’arc KBr 
que, si l’on mene les tangent es KE, AE, celles-ci ( x ) soient plus 
petites qu’une droite A. 

En effet, soit KH la tangente egale a la droite A, et menons 
la droite HB© sur le centre. D&s lors, si on coupe Tare KBr en 
deux parties egales, puis sa moitie en deux parties egales, et 
procedant continuellement ainsi, il reste un arc, tel que KA, plus 

petit que l'arc KAB. Menons la 
tangente AE a ce segment ; il 
s'ensuit que la droite AE est egale 
a la droite KE ( 2 ), et on aura 
obtenu ce que l'on cherche. En 
effet, la droite qui passe par les 
points ©, A se projette sur le 
point Z ( 3 ) et la somme des droites 
KE, EA est plus petite que la 
droite KZ, parce que Tangle com- 
pris sous les droites ZA, AE etant 
droit, la droite ZE est plus grande 
que chacune des droites AE, EK 
et a fortiori, cette somme est plus petite que la droite KH sup- 
pose egale a la droite A. 



Zr x BT + 2BT* + BT x EZ, d'oix, consid eran t que EZ = TA, il vient 
2AB x Br + Br x ta = (zr + ez) Br 4- 2 bt 3 =Erx Br 4- bt 2 4- bt* — 
(Er + Br) Br + bt 2 = eb x Br + Br*= (ba 4- ae)^t + bt 2 . Or, ae = aa ; 
done : 2AB x Br + Br x TA = (BA 4 - AA) Br 4- Br 2 . 

1. C’est-a-dire la somme de ces deux tangentes. 

2. Voir proposition 24 (lemme 5), p. 284, n. 1. 

3. C’est-a-dire en un point Z situe entre les points K, H. 



LIVRE V DE LA COLLECTION 


295 


XXX. 

Proposition 28 (lemme 11). — La surface de tout segment 
de sphere equivaut au cercle dont le rayon est egal a la droite 
issue du pole du segment (*). 

Soit un segment de sphere dont le pole est le point K, dont 
la droite men6e du pole est KB, et soit le cercle le plus grand 
passant par les points K, B, dont le diametre est Kr, et sur lequel 
on a la perpendiculaire BA. Je dis que la surface spherique du 
segment, dont la base est le cercle ayant comme rayon la droite AB 
et dont le sommet est le point K, equivaut au cercle ayant comme 
rayon la droite KB ( 1 2 ). 

En effet, que ces surfaces ne soient pas equivalentes, s’il se 
peut. Que la surface du segment soit d’abord plus grande, et 
imaginons un cercle de diametre 0 qui soit plus petit que la 
difference de ces surfaces, en sorte que la surface du segment 
soit plus grande que les deux cercles ayant respectivement la 
droite KB comme rayon et la droite 0 comme diametre. Divisons 
l’arc KB en un nombre quelconque de parties 6gales, et 
menons des tangentes telles que celles tracees ci-dessous, de telle 
sorte que chacune d’elles soit plus petite qu’une droite dont le carre 
est la huitieme partie du carre de la droite 0 ; car on a expose 


1 . ix tou tzoKou tou 'jp.Tifxa'ro;, litteralement : la (droite) issue du pdle da 
segment, c'est-a-dire la distance rectiligne qui separe un point quelconque de 
la circonference du cercle de base d’un segment spherique du pdle de ce segment, 
ou pdle de ce cercle. C’est ce que l’on appelle maintenant « la distance polaire », 
par opposition avec ce que l’on appelle « le rayon spherique », ou longueur de 
l’arc de grand cercle qui va d’un pdle d’un cercle de la sphere k un point quel- 
conque de la circonference de ce cercle. L’expression de Pappus doit d’ailleurs 
etre rapprochee de la definition de Theodose de Tripoli (Les Spheriques, liv. I, 
def. 5) : « Le pdle d’un cercle situe dans la sphere est un point k la surface de 
la sphere, d’ou les droites qui tombent sur la circonference de ce cercle sont egales 
entre elles ». Voir trad, precitee (p. 98, n. 1) de P. Ver Eecke, p. 1. 

2. Pappus va resumer dans une seule demonstration, basee sur les lemmes 
qui precedent, les deux propositions d'Archimdde enoncees, l’une (De la Sphere 
et du Cylindre, liv. I, prop. 42) : « L’aire de tout segment de sphere plus petit 
que l’hemisphere est equivalente au cercle dont le rayon est egal k la droite 
menee du sommet du segment a la circonference du cercle de base du segment 
de la sphere », et l'autre ( Ibidem , prop. 43) : * Lors meme que le segment est 
plus grand que l’hemisphere, son aire est pareillement equivalente au cercle dont 
le rayon est egal a la droite menee du sommet a la circonference du cercle de 
base du segment ». Voir Oeuvres d’ Archimede, trad, de P. Ver Eecke, pp. 82-84. 
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plus haut la maniere dont cela 
peut etre obtenu ( x ). Des lors, 
puisque le carr4 de la droite 0 
est plus grand que 1’ octuple du 
carre de la droite HB, il s’ensuit 
que le cercle d4crit autour de 
la droite 0 comme diametre est 
plus grand que deux cercles dont 
le rayon est la droite HB. Or, 
ainsi qu’on Fa d4montr4 plus haut 
au sixieme th4oreme ( 1 2 ), ces deux 
cercles, conjointement avec le cercle dont le rayon est la 
droite KB, sont plus grands que la surface engendr4e par les 
tangentes, laquelle est circonscrite au segment de la sphere ; par 
cons4quent, cette surface et, a fortiori, celle du segment de la 
sphere, sera plus petite que les cercles ayant respectivement 
comme rayon la droite KB et comme diam4tre la droite 0. Mais, 
on a suppos4 que cette surface est plus grande ; ce qui est 
absurde ( 3 ). 


K A 



XXXI. 

Lemme 12 . — Mais que le cercle dont le rayon est la droite KB 
soit plus grand que la surface sph4rique du segment. En conse- 


1. Voir proposition 27 (lemme io), p. 294. 

2. Voir proposition 25 (lemmes 6 et 7), p. 286. 

3. La demonstration se deroule comme suit : Soit, en premiere hypothfese : 
Surface du segment spherique engendre par rotation de l'arc KB autour de 
l’axe Kr > cercle de rayon KB. Soit un cercle de diametre 0 tel que l’on ait : 
Surface segment spherique — cercle de rayon KB > cercle de diam&tre 0 ; 
done, comme le texte : Surface segment spherique > cercle de rayon KB -f cercle 
de diametre ©. D£s lors, d’apres la proposition 27 (lemme 10), on peut diviser 

l’arc KB en parties egales telles que l’on obtienne BH 2 < g © 2 , d’ou : © 2 > 8HB 2 

ou ©*> 2 (2HB) 2 , d’oix : cercle de diametre 0 > 2 cercles de rayon BH (I). 
D’autre part, on a : Surface segment spherique< surface engendree par la ligne 
polygonale equilaterale et equiangle KAEZHB tournant autour de l’axe Kr (II). 
Enfin, la proposition 25 (lemmes 6 et 7) a demontre que l’on a (voir p. 291, n. 1) : 
Surface engendree par la ligne polygonale KAEZHB < cercle de rayon 
KB + 2 cercles de rayon BH ; done, en presence des inegalites (I) et (II), on 
a, k fortiori, comme le texte : Surface segment spherique < cercle de rayon 
KB + cercle de diam&tre © : expression contraire a l’hypoth&se, done absurde. 
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quence, le cercle dont le rayon est en puissance du rectangle 
compris sous les droites TK, KA est plus grand que la surface 
courbe du segment. Imaginons, entre ces deux surfaces, un cercle 
dont le rayon est en puissance d’un rectangle compris sous les 
droites 0 et KA ; done, la droite KF est plus grande que la 
droite 0. Que la droite TO soit 
6gale a la droite 0, et divisons 
Fare KOB en un nombre quelcon- 
que de parties egales dont chacune 
est plus petite que Fare KAO, 
comme on Fa expose dans la pro- 
position qui precede celle-ci d’une ( x ), 
et menons les droites de jonction 
KA, AM, MN, NB. Dhs lore, la 
surface engendree par ces droites 
[dans leur revolution autour de Faxe 
KA jusqu’a leur retablissement] ( 2 ) est entourSe par la surface du 
segment ( 3 ); elle equivaut au cercle dont le rayon, apr£s avoir 
mene la droite de jonction TA est en puissance du rectangle 
compris sous les droites Ar, KA, en vertu du quatrieme th£o- 
reme ( 4 ), et elle est plus petite que la surface spherique du 
segment. En consequence, le cercle dont le rayon est en puissance 
du rectangle compris sous les droites Or, KA e’est-a-dire du 
rectangle compris sous les droites 0, KA est, a fortiori, plus petit 
que la surface spherique du segment. Mais, on a suppose que ce 
cercle intermediaire entre la surface du segment et le cercle dont 
le rayon est la droite KB est plus grand ; ce qui est impossible. 
En consequence, les surfaces en question sont equivalentes ( 5 ). 


K 



1. Voir proposition 27, p. 294. 

2. La phrase que nous pla^ons entre crochets est consid6ree comme une 
interpolation par Hultsch. (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 386, 1. 4). 

3. Le texte pr£sente ici 1’ interpolation : xal r^v aurr.v auxcji (3a<rtv eljei, et 
elle aura meme base que (ce segment). (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 386, 1. 6). 

4. Voir proposition 23 (lemme 4), p. 281. 

5. La seconde partie de la demonstration se deroule comme suit : Soit, en 
seconde hypothese : Surface segment spherique engendree par l'arc KB autour 
de l’axe KT < cercle de rayon KB. Or (Euclide, liv. VI, prop. 8, enoncee p. 54* 

n. 2), on a : ^ = d’ou : KB 2 = TK x KA (I), d'ou cette seconde hypothese 
KA KB 

s'exprime : Surface segment spherique < cercle de rayon /KF x KA. Imaginons 
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K 



r 


* Et il est manifeste que, si 
le point A est le centre, le seg- 
ment devient un hemisphere, et 
que (*) la surface de la sphere 
entiere sera equivalente au cer- 
cle dont le rayon est la drojte 
Kr( 2 ). Et l’on conclura la meme 
chose au moyen de la somme 
de deux segments quels qu'ils 
soient ( 3 ). 


XXXII. 


Proposition 29 (lemme 13). — Si Ton a trois droites telles 
que A, B, T, le cone, ayant comme base le cercle dont le rayon 


un cercle intermed iate tel que l'on a it : Surfa ce segment spherique > 
de rayon [/& x KA < cercle de rayon KF x KA (II) ; done : Kr x KA > 
© x KA ou : KT > 0 . Appliquons, dans le cercle, la droite TO = 0 ; done, il 
est possible (prop. 27) de diviser l’arc KB en parties egales plus petites 
que l’arc KAO. D6s lors, on a (prop. 23) : Surface engendree par la r otation de 
la ligne polygonale equilaterale et equiangle KAMNB = cercle de rayon [/ AT x KA. 
Or, on a : Surface segment spherique > surface engendree par la ligne poly - 
gonale KAMNB ; done : Surface segment spherique > cercle de rayon \/AT x KA ; 
d’oii, k fortiori : Surface segment spherique > cercle de rayon (/TO x KA = 
cercle de rayon |/8 x KA ; ce qui est impossible en presence de l’inegalite (II). 
Or, la premiere partie de la demonstration a deja rejete la premiere hypothese ; 
done, comme le texte : Surface segment spherique = cercle de rayon \/ Kr x KA, 
d’oii, en presence de la relation (I) il vient : Surface segment spherique = cercle 
de rayon KB. 

1. Sous-entendu : si le segment croit jusqu’a ce que la droite KB se confonde 
avec le diametre Kr. 

2. On aura : Surface de la sphere = cercle de rayon Kr = 4 cercles de 
rayon i KT = 4 grands cercles de la sphere. 

3. On aura : Surface sphere = surface en gend ree par l’arc KB + surfa ce 
engendree par l'a rc BT = c ercle de rayon \/ KB a + cercle de rayon J / 3 T Z = 
cercle de rayon j/KB 2 4- B r 3 = cercle de rayon [/XT* = cercle de rayon KT — 
4 cercles de rayon i KT. 

En determinant l’aire d’un segment spherique quelconque, puis de l'hemi- 
sph^re et, enfin, de la sphere entiere. Pappus condense en une seule proposition 
les trois celebres propositions du traite De la Sphere et du Cylindre d’Archimede, 
dont les enonces des deux premieres sont reproduits page 295, note 2, et dont 
l'enonce de la troisi^me est : (prop. 33) : « L’aire de toute sphere est quadruple 
du plus grand de ses cercles ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 63. 
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est en puissance du rectangle compris sous les droites A, B et 
comme hauteur la droite T, equivaut au cone ayant comme base 
le cercle dont le rayon est en puissance du rectangle compris sous 
les droites B, T et comme hauteur la droite A. 

En effet, exposons deux cercles E, Z ; que le rayon du cercle E 
soit en puissance [du rectangle compris sous les droites A, B, 
tandis que le rayon du cercle Z 
est en puissance] ( J ) du rectangle 
compris sous les droites B, T, et 
que la hauteur du cone E soit la 
droite EH egale a la droite T, 
tandis que la hauteur du cone Z 
est la droite Z© egale a la droite A. 

D&s lors, puisque le rectangle 
compris sous les droites A, B est 
au rectangle compris sous les dioites B, T [c'est-a-dire le rayon 
du cercle E au rayon du cercle Z] ( 1 2 ), c'est-a-dire le cercle E au 
cercle Z, comme la droite A est a la droite T, c’est-a-dire comme 
la droite Z0 est a la droite EH, il s’ensuit que le cone dont la 
base est le cercle E et la hauteur la droite EH equivaut au cone 
dont la base est le cercle Z et la hauteur la droite Z0 ; car leurs 
bases sont en opposition avec leurs hauteurs ( 3 ). 

XXXIII. 

Proposition 30 (lemme 14). — Soit un triangle ABr et, la 
droite Bf restant fixe, que le triangle tourne autour de cette droite 


a b r 



1. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 144). 

2. La phrase entre crochets doit avoir ete interpose (Cfr. Hultsch, loc. cit., 
vol. I, p. 388, 1. 17). 

3. On pose : rayon du cercle E = j/a x B et rayon du cercle Z = [/T x B ; 

cercle E ___ Ax B _ A q on a r construction : Z 0 = A et EH = T ; 
r x b r r 


done 


done 


cercle Z 
cercle E 


Z 0 

EH 


base d u cone k _ haut eur au cone z ,, , /■ RTTrTTr ,„ 
cercle Z~ EH U base du cone Z — hauteur du c6ne E' ' ’ 

liv. XII, prop. 15 : « Les bases des cones ou des cylindres egaux sont reciproque- 
ment proportionnelles aux hauteurs, et si les bases des c6nes ou des cylindres 
sont reciproquement proportionnelles aux hauteurs, les cones ou les cylindres 
sont egaux entre eux. » V oir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 184) : c6ne d e base 
cercle de rayon j/a x B et de hauteur T = c6ne de base cercle de rayon j/TxB 
et de hauteur A. 
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jusqu’a ce qu’il soit remis en place ; je dis que le solide engendre 
par le triangle equivaut au cone dont la base equivaut a la surface 
conique que la droite AB engendre dans sa revolution et dont la 
hauteur est la perpendiculaire menee du point T sur la droite AB. 

En effet, menons des points A, V les perpendiculaires TE, AA 
sur les droit es AB, BE Puisque Tangle droit A est egal a Tangle 
droite E, et que Tangle B est commun, le triangle ABA devient 
equiangle avec le triangle BrE ; 
par consequent, la droite Br est 
a la droite TE comme la droite BA 
est a la droite AA. Or, le rectangle 
compris sous les droites BA, AA 
est au carre de la droite AA 
comme la droite BA est a la 
droite AA; done, la droite Br 
est aussi a la droite TE comme 
le rectangle compris sous les droites BA, AA est au carre de la 
droite AA. En consequence, le edne, ayant comme base le cercle 
dont le rayon est en puissance du rectangle compris sous les 
droites BA, AA et comme hauteur la droite TE, equivaut au 
cone ayant comme base le cercle dont le rayon est la droite AA 
et comme hauteur la droite Br (parce que les bases de ces ednes 
sont de nouveau en opposition avec leurs hauteurs) (*). De plus, le 
solide que le triangle ABr engendre dans sa revolution ( 1 2 ) equivaut 
au edne ayant comme base le cercle dont le rayon est la droite AA 
et comme hauteur la droite Br ; done, ce meme solide equivaut 
au cone ayant comme base le cercle dont le rayon est en puis- 
sance du rectangle compris sous les droites BA, AA et comme 
hauteur la perpendiculaire TE. Mais, de nouveau en vertu du 
quinzieme theoreme d’Archimede ( 3 ), ce cercle Equivaut a la sur- 
face conique que la droite AB engendre dans sa revolution ( 4 ), 
[car la surface de tout cone isocele, exception faite de la base, 



1. Voir proposition 29 (lemme 13). 

2. Sous-entendu : autour de la droite AB. 

3. C’est-a-dire en vertu de la proposition 15 du traite De la Sphere et du 
Cylindre d’Archimede ; proposition renseignee maintenant dans les editions 
critiques comme etant la quatorzieme (Voir p. 283, n. 2). 

4. Sous-entendu : autour de la droite BA. 
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4quivaut au cercle dont le rayon est la moyenne proportionnelle 
entre le c6te du cone et le rayon du cercle de base du c6ne] f 1 ) ; 
par consequent, si, la droite Br restant fixe, le triangle mu autour 
de cette droite se retablit la d’ou il a commence de se mouvoir, 
le solide qu’il engendre eqnivaut au c6ne dont la base equivaut 
a la surface conique que la droite AB engendre dans sa revolution, 
et dont la hauteur est la perpendiculaire menee du point T sur 
la droite AB ( 2 ). 


XXXIV. 

Proposition 31 (lemme 15). — Soit de nouveau un triangle 
ArZ ; menons transversalement une droite quelconque FB et, 
celle-ci restant fixe, faisons tourner le triangle jusqu'a ce qu’il 
se retablisse en meme place ; je dis que le solide engendre par 
le triangle 4quivaut au c6ne dont la base est le cercle equivalent a la 
surface ( 3 ) que la droite AZ engendre dans sa revolution, et dont 
la hauteur est la perpendiculaire menee du point T sur la 
droite AZ. 

Prolongeons la droite ZA jusqu’au point B ( 4 ). Des lors, en 
vertu de ce qui a ete demontre plus haut ( 5 ), le sohde engendre 


1. La phrase mise entre crochets est une interpolation qui reproduit en 
d’autres termes l’enonce de la proposition precitee d’Archim&de (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 390, 1. 17). 

BT BA 

2. La similitude des triangles rectangles AAB, TEB donne : — = — . Or, 


, . BA X AA BA . BT BA X AA ... . ... 

on peut ecrxre: — ==— - , done: — ■ = — — (I). Des lors, considerant 

r AA 2 AA TE AA 2 ' ' 

BT, TE comme les hauteurs de cones aya nt respectivement comme base les 
cercles de rayon AA et de rayon [/BA x AA, la relation (I) montre que les bases 
sont reciproquement proportionne lles aux hauteurs ; done (prop. 29), on a : 
edne de base cercle de rayon [/BA x A A et de hauteur rE = cdne de base 
cercle de rayon A A et de hauteur BT. Or, le solide engendre par la revolution 
du triangle BAr autour de BT = cone de base cercle de rayon AA et de 
hauteur BA + edne de base cercle de rayon AA et de hauteur Ar = cone de 
base cercle de rayon A A et de hauteur BT ; done, s olide engendre par 
triangle BAT = edne de base cercle de rayon /BA x AA et de hauteur TE. 
Or (ArchimiiDE, De la Sphere et du Cylindre, iiv. I, prop. 1 4), on a : surface 
conique engendree par BA autour de BA = cercle de rayon \/ BA x AA ; done, 
comme le texte : solide engendre par le triangle BAT =cdne de hauteur TE et 
de base equivalente a la surface engendree par la rotation de AB autour de BA. 

3. Sous-entendu : xwvtx^, conique. 

4. Sous-entendu : et menons les perpendiculaires TE, AA. 

5. Voir proposition 30 (lemme 14). 
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par le triangle ABr Equivaut au c6ne dont la base est equivalente 

a la surface du cone que forme la 
droite AB et dont la hauteur est la 
perpendiculaire menee du point P 
sur la droite BA ; tandis que le 
solide engendre par le triangle BZr 
equivaut pareillement au cone dont 
la base est equivalente a la surface 
du cone que forme la droite BZ et 
dont la hauteur est la meme. En 
consequence, le solide restant, engendre par le triangle ArZ, equi- 
vaut au cone dont la base est Equivalente a la surface du c6ne 
tronque que forme la droite AZ et dont la hauteur est (*) la 
meme ( 1 2 ). 



XXXV. 

Proposition 32 (lemme 16). — Mais, que la droite AZ soit 
parallele a la droite Br, et menons les perpendiculaires Zr, AA, 
je dis que le solide engendre par le triangle ABZ dans sa revolu- 
tion ( 3 ) equivaut au cone dont la base est le cercle de rayon TZ et la 
hauteur le double de la droite AZ, c’est-a-dire de la droite Ar. 

En effet, puisque le cylindre engendre par le parallelogramme 
Ar Equivaut au c6ne ayant comme base [le cercle dont le rayon 
est la droite A A] ( 4 ) et comme hauteur le triple de la droite Ar ( 5 ), 


1. Le texte presente ici 1' interpolation 7| dwco ?ou T im rr|v AZ, la (perpen- 
diculaire menee) du (point) T sur la (droite) AZ (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, 
p. 392, 1. 18). 

2. On a, en vertu de la proposition precedente : Solide engendre par le 
triangle ABT = cone de base equivalente a la surface engendree par AB et de 
hauteur TE, et solide engendre par le triangle BZr = cone de base equivalente 
a la surface engendree par BZ et de hauteur TE ; done (Euclide, liv. XII„ 
prop. 11 : « Les ednes et les cylindres qui ont la meme hauteur sont entre eux 
comme leurs bases ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 164) : Solide engendre 
par triangle BZr — solide engendre par triangle ABT = solide engendre par 
rotation du triangle ATZ autour de la droite BT = cone de base equivalente a 
la surface engendree par la droite AZ (=BZ — AB) et de hauteur TE. 

3. Sous-entendu : autour de la droite Br. 

4. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 147). 

5. Euclide, liv. XII, prop. 10, enoncee p. 278, n. 2, et prop. 14 : « Les c6nes 
et les cylindres qui ont des bases egales sont entre eux comme leurs hauteurs ». 
Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 182. 
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tandis que le cone engendr6 
par le triangle ABA a la meme 
base et la droite BA comme 
hauteur, il s’ensuit que le so- 
lide engendre par le triangle 
ABA, conjointement avec le 
parallelogramme AArZ, equi- 
vaut au c6ne ayant la meme 
base et comme hauteur la droite 
BA conjointement avec trois droit es AI\ Retranchons de part et 
d’autre le c6ne de meme base engendre par le triangle BrZ et 
ayant comme hauteur la droite BA conjointement avec une seule 
droite Ar ; en consequence, le solide restant, engendre par le trian- 
gle ABZ, equivaut au c6ne de meme base et ayant comme hau- 
teur le double de la droite Ar, ou de la droite AZ (*). 

Et il est manifeste aussi que la surface engendree par la 
droite AZ, laquelle est cylindrique, equivaut au cercle dont le 
rayon est la moyenne proportionnelle entre le c6te du cylindre 
et le diametre de sa base (car Archimede a demontre cela au 
quatorzieme theoreme du traite De la Sphere et du Cylindre) ( 1 2 ) ; 
en sorte que la surface engendree par la droite AZ equivaut au 
cercle [dont le rayon est en puissance] ( 3 ) de deux fois le rectangle 
compris sous les droites ZI\ TA ( 4 ). 


A Z 



1. On a : solide engendre par la figure BAZr = c6ne de base cercle de 
rayon AA et de hauteur BA + cylindre de base cercle de rayon AA et de 
hauteur Ar = cdne de base cercle de rayon A A et de hauteur BA + c6ne de 
base cercle de rayon AA et de hauteur 3AI? = cdne de base cercle de rayon AA 
et de hauteur (BA -f- 3 AT), d'ou : solide engendre par la figure BAZr — cdne 
de base cercle de rayon AA et de hauteur (BA -j- Ar) = solide engendre par 
le triangle ABZ = cdne de base cercle de rayon A A et de hauteur (BA -f- 3Ar — 

ba — Ar = 2Ar). 

2. Archimede, De la Sphere et du Cylindre, liv. I, prop. 13 (prop. 14 des 
anciennes editions) : « L’aire de tout cylindre droit, si l'on excepte les bases, est 
equivalente au cercle dont le rayon est la moyenne proportionnelle entre le cdt 4 
du cylindre et le diametre de la base du cylindre ». Voir trad, de P. Ver Eecke, 
p. 28. 

3. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit,, p. 147, 1 . 38). 

4. On a done, en vertu de la proposition d’ Archimede mentionnee dans la 
note avant-precedente : Surface cylindrique engend ree par la rotation de la 
droite AZ autour de l’axe BT = cercle de rayon j/iZTxTX 
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XXXVI. 


Lemme 17. — Au reste, si le point B tombe entre les points 

A, r, la demonstration est plus 
facile. 

En eff et, le cylindre engendre par 
le parallelogramme AArZ ayant 
meme base que les cones engen- 
dres par les triangles ABA, ZBI\ 
et ayant comme hauteur la droite 
Ar, il excede ces cdnes d'un cone 
de meme base dont la hauteur est 
le double de la droite Ar ; en 
sorte que le solide engendre par 
le triangle ABZ equivaut a ce c6ne ; ce qu’il fallait demontrer. 



XXXVII. 

Proposition 33 (lemme 18). — Soit un quadrilat&re ABrA 
et les perpendiculaires egales menees du point B sur les droites 
AA, Ar ; menons une droite BE ( 1 2 ) et, celle-ci restant fixe, faisons 
tourner le quadrilatere jusqu’a ce qu'il soit remis en place. Je 
dis que le solide engendre par le quadrilatere equivaut au cone 
dont la base est equivalente aux surfaces que les droites AA, Ar 
engendrent dans leur revolution et dont la hauteur est la perpen- 
diculaire menee du point B sur 
Tune des droites AA, Ar. 

Menons la droite de jonction 
BA. Des lors, le solide engendre 
par le quadrilatere est celui qui 
est engendre par les triangles 
ABA, ArB. Or, on a demontre, 
deux propositions plus haut ( 2 ), 
que le solide engendre par le 


A 



1. C’est-i-dire une droite BE quelconque k l’exterieur du quadrilatere. 

2. Voir proposition 31 (lemme 15). 
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triangle ABA equivaut au cdne dont la base est equivalente k la 
surface engendree par la droite AA et dont la hauteur est la per- 
pendiculaire menee du point B sur l'une des droites AA, AI\ 
et que le solide engendre par le triangle AB F equivaut au cone 
dont la base est equivalente a la surface engendree par la droite Ar 
et dont la hauteur est la meme ; par consequent, le solide entier 
engendre par le quadrilatere ABrA equivaut au c6ne dont la base 
est equivalente aux surfaces que les droites AA, Ar engendrent 
dans leur revolution et dont la hauteur est la perpendiculaire 
menee du point B sur l'une des droites AA, Ar. 


XXXVIII. 


Proposition 34 (lemme 19). — Si, au lieu d’un quadrilatere, 
on a le quintilat&re AABZr, ou 
bien une figure ayant un nombre 
quelconque de cotes, de telle sorte 
que les perpendiculaires menees du 
point B sur chacune des droites 
AA, Ar, TZ soient egales, on demon- 
trera pareillement que le solide 
engendre par le polygone ( l ) equi- 
vaut au cone dont la base est 

equivalente aux surfaces engendrees par les droites AA, Ar, TZ 
et dont la hauteur est l'une des perpendiculaires egales que nous 
avons dites. Et il n’en sera pas autrement si la dernifere perpen- 
diculaire se confond avec la droite EB ( 2 ). 



XXXIX. 

Lemme 20. — Au reste, on aura identiquement ce qui precede 
en disant que, si l'on decrit autour d'un demi-cercle de centre E 
un polygone tel que BEZ0Ar, ayant un nombre quelconque de 


1. Sous-entendu : tournant autour d’une droite exterieure BE menee par 
le point B. 

2. Le texte presente ici une interpolation de scoliaste: ^(jTOa^rip.a, annon?ant 
une figure relative 4 ce cas particular de l’une des perpendiculaires menees du 
point B prise comme axe de rotation (Cfr. Hultsch, loc. cit., p. 396, 1. 20). 

Pappus d’Alexandrie. — I 


if 
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cotej, et si, la droite Br restant 
fixe, le polygone tourne jusqu’a 
ce qu’il se remette en meme 
place, le solide qu’il engendre, 
circonscrit a la sphere engendree 
par le demi-cercle, equivaut au 
cone dont la base est la sur- 
face ( x ) que les cotes du poly- 
gone engendrent dans leur revolution et dont la hauteur est le 
rayon de la sphere. 

En effet, toutes les perpendiculaires telles que EM, EK, EH, 
EA, EA, menees du point E sur les cotes, sont egales ; et il n’en 
sera pas autrement si le point A se confond avec le point O et 
le point M avec le point S ( 1 2 ). 

Et il est clair que Ton demontrera la meme chose si Ton decrit 
un polygone autour d’un segment de cercle tel que ESA ou MSA. 



XL. 


Proposition 35 (lemme 21). — Toute sphere equivaut au 
cone dont la base est la surface, de la sphere et dont la hauteur 
est le rayon. 

En effet, soit une sphere dont le diametre est ia droite AB 
et dont le centre est le point I\ Que le cone, dont la base est la 
surface de la sphere, c’est-a-dire le cercle ayant comme rayon la 
droite AB ( 3 ) et dont la hauteur est le rayon FB de la sphere, 
soit d'abord plus grand ( 4 ), s’il se 
peut. Imaginons un autre cone 
intermediate, c’est-a-dire plus 
petit que le cone et plus grand 
que la sphere, dont la base est 
la meme et dont la hauteur est 
une droite BA plus petite que la 



1. C’est-i-dire : dont le cercle de base equivaut a la surface, etc. 

2. C’est-i-dire si les demiers cotes du polygone sont perpendiculaires au 
diametre. 

3. Voir proposition 28. 

4. Sous-entendu : otpaupas, que la sphere. 
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droite FB, et, considerable demi-cercle AEB, menonsunedroite AK 
dont le carre soit equivalent a deux fois le rectangle compris sous 
les droites AB, TA. Des lors, le reste, soit deux fois le rectangle 
compris sous les droites AB, BA, equivaut au carre construit sur 
la droite des points K, B (*), et la moitie, c’est-a-dire le rectangle 
construit sous les droites AB, BA, equivaut a [la moitie] ( 2 ) du 
carre construit sur la droite des points K, B ( 3 ). [Car deux fois 
le rectangle compris sous AB, BA conjoint ement avec deux fois 
le rectangle compris sous AB, TA, c’est-^-dire deux fois le rectangle 
compris sous AB, BI\ ou le carre de la droite AB, equivaut aux 
carres des droites AK, KB, vu que Tangle au point K est droit 
dans un demi-cercle] ( 4 ). Inscrivons done dans le demi-cercle le 
polygone equilateral [ayant un nombre pair de c6tes] ( 5 ) 
AEZH0AB, de maniere que Tare BA soit plus petit que Tare 
BAK (chose qui est possible ; car, si on coupe le demi-cercle en 
deux parties egales, puis la moitie de son arc en deux parties 
egales, et si on procede continuellement ainsi, il reste un arc tel 
que BA plus petit que T arc BAK) ( 6 ). Menons la droite de 
jonction AA et menons-lui la parallele TO. D&s lors, puisque le 
triangle AAB est equiangle au triangle TOB; que la droite AA 
est double de la droite TO, tandis que la droite AB est double 
de la droite BO, et que la droite AB est plus petite que la 
droite AA ( 7 ), il s’ensuit que le rectangle compris sous les droites 
AA TO est plus grand que la moitie du carre de la droite AB. ( 8 ) 

1. Expression singulifcre pour designer la droite KB dont la construction 
ne sera explicitement mentionnee que plus loin. 

2. Restauration de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 398, 1. 24). 

3. Menons la corde AK telle que l'on ait : AK* = 2AB x TA. Or, AB* = 
2AB x Br ; d’oii : AB 2 — AK 2 = 2AB (Br — FA) ou : 1®*= 2AB x BA, d’oii : 

I KB 2 = AB x BA. Un passage justifiant le mot Xovrcov (reste) semble perdu ici. 

4. L'edition de Hultsch considfcre la phrase placee entre crochets comme 
ayant et6 interpolee (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 400, 1. 1). 

5. dpTioitXeupov, mot probablement interpole, car il ne repond pas k une 
condition necessaire. 

6. Voir proposition 27 (lemme 10), p. 294. 

7. Ce qui suppose la consideration d’un polygone inscrit d'un nombre de 

cotes tel que Ton ait au moins : AB < KB < - circonference du cerde. 

4 

8. Les triangles rectangles AAB, TOB sont semblables ; done : AA = 2T0 
et AB = 2BO. Or, AA > AB ; done : AA x 2T0 > AB x 2BO =b AB 2 , d'ou, 

comme le texte : AA x TO >- AB 2 . 
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Done, en raison de ce qui precede, si Ton mene la droite de 
jonction KB, et si l'on mene par le point T une parallele a la 
droite AK jusqu’a la droite KB, le rectangle compris sous cette 
parallele et la droite AK est plus grand que la moitie du carre 
de la droite KB (*) et, a fortiori, le rectangle compris sous les 
droites AA, TO est plus grand que la moitie du carre de cette 
droite ; ce qui est le rectangle compris sous les droites AB, BA ( 1 2 ). 
En consequence, le cone ayant comme base le cercle dont le carre 
du rayon equivaut au rectangle compris sous les droites AA, TO 
et comme hauteur la droite AB est aussi plus grand que le cone 
ayant comme base le cercle dont le carre du rayon Equivaut au 
rectangle compris sous les droites AB, BA et comme hauteur la 
droite AB. Mais, le c6ne ayant comme base le cercle dont le carre 
du rayon Equivaut au rectangle compris sous les droites AA, TO 
et comme hauteur la droite AB, equivaut au cone ayant comme 
base le cercle dont le carre du rayon equivaut au rectangle com- 
pris sous les droites AA, AB et comme hauteur la droite TO ( 3 ) ; 
done, ce meme c6ne, e'est-a-dire celui qui a comme base le cercle 
dont le carre du rayon Equivaut au rectangle compris sous les 
droites AA AB et comme hauteur la droite TO est plus grand 
que le cone ayant comme base le cercle dont le carre du rayon 
equivaut au rectangle compris sous les droites AB, BA et comme 
hauteur la droite AB, e’est-a-dire plus grand que le cone equi- 
valent ayant comme base le cercle dont le rayon est la droite AB 
et comme hauteur la droite BA. [Car la droite AB est a la 
droite BA comme le carre de la droite AB est au rectangle com- 
pris sous les droites AB, BA] ( 4 ). Et l’on a demontre au quatrieme 


1. Les triangles rectangles AKB, T 3 B sont semblables ; done : AK — 2173 
et KB = 2SB. Or, AK > KB, done : AK x 2T3 > KB x 23 B = KB*, d’oh : 

AK X T 3 > - KB*. 

2 

2. On a : AA > AK et TO > T 3 , d’ou, en presence de l’inegalite de la note 
precedente, on a, k fortiori : AA x TO > ^ KB 2 . Or, on a eu plus haut : 

- KB 2 = AB x BA, done : AA x TO > AB x BA. 

2 

3. Voir proposition 29 (lemme 13), p. 298. 

4. La phrase que nous pla^ons entre crochets est une interpolation de scoliaste 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 402, 1 . 16). 
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theoreme (*), que la surface engendree dans une rotation d' ensemble 
par tous les cotes du polygone est equivalente au cercle dont le 
carre du rayon equivaut au rectangle compris sous les droites 
AA, AB ; done, le cone ayant comme base le cercle dont le carre 
du rayon equivaut au rectangle compris sous les droites AA, AB 
et comme hauteur la droit e TO, cone qui equivaut a la figure 
solide inscrite dans la sphere ( 2 ), est aussi plus grand que le cone 
dont le rayon de la base est la droite AB et dont la hauteur est 
la droite BA; en sorte que la figure solide que nous venons de 
dire est aussi plus grande que le cone dont le rayon de la base 
est la droite AB et dont la hauteur est la droite BA. Or, on a 
suppose que ce cone est aussi plus grand que la sphere ; done, 
a fortiori, la figure solide inscrite dans la sphere est plus grande 
que cette sphere ; ce qui est impossible ( 3 ). 


1. C’est-a-dire au lemme 4, constituant la proposition 23 de l'edition de 
Hultsch. Voir p. 281. 

2. Voir lemme 20, p. 305. 

3 . L'expression AA x TO > AB x BA trouvee plus haut donne : c6ne de 
base cercle de rayon p/'AA x TO et de hauteur AB > edne de base cercle de 

rayon i/AB x BA et de hauteur AB. Or, ^ d’ou, considerant 

J v AB AA X AB 

l’equivalence de ednes dont les bases sont reciproquement proportionnelles aux 
hauteurs (prop. 29, p. 298, ou bien : Euclid e, liv, XII , prop. 15, enoncee p. 299, 
n. 3), on a : edne de base cercle de rayon p/ A A x TO et de hauteur AB = edne 
de base cercle de rayon p/AAx AB et de hauteur TO ; done, comme le texte : 
edne de base cercle de rayon p/AA x AB et de hauteur TO > edne de base 

cercle de rayon 1/ AB x BA et de hauteur AB (I). Or, ^ — — — A 5 __, d’ou 

(prop. 29, ou : Euclide, liv. XII, prop. 15) comme plus haut : edne de base 
cercle de rayon [/AB x BA et de hauteur AB = edne de base cercle de rayon AB 
et de hauteur BA. Dds lors, l’inegalite (I) donne, comme le texte : edne cercle 
de rayon j/AA x AB et de hauteur TO > edne de base cercle de rayon AB 
et de hauteur BA (II). Or, la proposition 23 (voir p. 281) a demontre que l’on 
a : surface du conoide engendre par le polygone inscrit AEZH0KAB = cercle 
de rayon p/AA x AB. Or, TO est le rayon du cercle auquel le polygone 
AEZH0KAB est circonscrit, et le lemme 20 (voir p. 305) a demontre que l’on a : 
solide engendre par le polygone AEZH0KAB = edne de base surface engendree 
par polygone AEZH0KAB et de hauteur TO ; done : solide engendre par le 
polygone = edne de base cercle de rayon p/ AA x AB et de hauteur TO, d’ou, 
en presence de l'inegalite (II), il vient, comme dans le texte : solide engendre 
par le polygone > edne de base cercle de rayon AB et de hauteur BA. Or, par 
hypothdse, on a : edne intermediaire de base cercle de rayon AB et de 
hauteur BA > sphere ; done : solide engendre par le polygone > sphere ; ce 
qui est impossible. Or, comme on a : BA < TB, ce qui entraine, a fortiori, a 
l'impossibilite, le texte semble avoir perdu ici une phrase concluant que le cone 
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XLI. 

Lemme 22. — Mais, que le cone dont la base est le cercle de 
rayon AB et la hauteur la droit e TB, c’est-a-dire le cone ayant 
com me base le cercle dont le carre de rayon equivaut au rectangle 
compris sous les droit es AB, Br et comme hauteur la droite AB ( x ), 
soit plus petit que la sphere. [Car le carre de la droite AB est au 
rectangle compris sous les droites AB, Br comme la droite AB 

est a la droite Br] ( 2 ). Imagi- 
nons un cone, intermediaire entre 
la sphere et ce cone, dont la base 
soit la meme et la hauteur une 
droite K plus grande que la droite 
AB, et circonscrivons au demi- 
cercle un polygone equilateral, tel 
que l’un de ses cotes AE soit plus 
petit que l’excedent des droites 
K, AB (®). Or, la droite AE est plus grande que les droites AA, BM, 


ayant comme base la surface de la sphere et comme hauteur le rayon n’est pas 
plus grand que la sphere. 

Le fait que ce cdne est plus petit que la sphere decoule du reste des quatre 
propositions suivantes du premier livre De la Sphere et du Cylindre d’Archimede : 

i° Proposition 25 : « L’aire d’une figure limitee par des surfaces coniques, 
inscrite dans une sphere, est plus petite que le quadruple du plus grand cercle 
de la sphere ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 51. 

2° Proposition 26 : « A la figure delimitee par des surfaces coniques inscrite 
dans une sphere equivaut le cdne ayant la base equivalente a l’aire de la figure 
inscrite dans la sphere et une hauteur egale a la droite menee perpendiculairement 
du centre de la sphere sur un cdte quelconque du polygone ». Voir, trad, precitee 
p. 52- 

3 0 Proposition 33, enoncee p. 298, n. 3. 

4 0 Proposition 34 : « Toute sphere est quadruple du cdne ayant le plus grand 
cercle de la sphere comme base, et le rayon de la sphere com me hauteur ». Voir 
trad, precitee, p. 65. 

Ab 2 AB 

1. On a r-r-K 5-= = ^=;, d’ou equivalence des cdnes dont les bases sont 

ab x Br Br 

reciproquement proportionnelles aux hauteurs (prop. 29, p. 298, ou : Euclide, 
liv. XII, prop. 15) : cdne de base cercle de rayon AB et de hauteur TB == cdne 
de base cercle de rayon |/AB x Br et de hauteur AB. 

2. La phrase mise entre crochets doit etre attribute a un commentateur 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 404, 1. 13). 

3. C’est-a-dire imaginons un cdne intermediaire tel que l’on ait : sphere 
engendree par le demi-cercle de rayon TB > cdne de base c ercle de 
rayon j/AB x BT et de hauteur K > cdne de base cercle de rayon /AB x Br 
et de hauteur AB. 


H 
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parce que la droite NA est aussi plus grande que la droite AA ; 
done, la droite AM est aussi plus petite que la droite K ( x ). Et 
puisque, en vertu du quatrieme th6oreme ( 1 2 ), la surface engendree 
par le polygone dans sa rotation autour de l’axe AM equivaut 
au cercle dont le rayon vaut en [puissance le rectangle compris 
sous les droites AM, AB] ( 3 ), il est evident que le solide engendre 
par ce polygone, lequel est circonscrit a la sphere formee par le 
demi-cercle, Equivaut, en vertu du vingtieme theor&me ( 4 ), au 
cone dont le rayon de la base vaut en [puissance le rectangle 

compris sous les droites AM, AB] ( 5 6 ) et dont la hauteur est le 

rayon rB de la sphere ( 8 ). [D'ailleurs, le cone dont la base est le cercle 
dont le carre du rayon equivaut au rectangle compris sous les 
droites AM, AB et dont la hauteur est la droite Br equivaut au 
cone dont le rayon de la base est la droite AB et dont la hauteur 
est la droite Br, e’est-a-dire au cone dont la base equivaut au 
cercle dont le carre du rayon equivaut au rectangle compris sous 
les droites AB, Br et dont la hauteur est la droite AB, parce que 
la droite AB est de nouveau a la droite Br comme le rectangle 

compris sous les droites AM, AB est au rectangle compris sous 

les droites AB, Br, et que les bases sont en opposition avec les 
hauteurs ; par consequent, le solide engendre par le polygone 
dans sa revolution autour de l'axe AM equivaut au cone ayant 
comme base le cercle dont le carre du rayon equivaut au rectangle 
compris sous les droites AM, AB et comme hauteur la droite BFJ( 7 ). 


1. On a par construction : AE < K — AB, d'ou : AE + AB < K. Or, 

AN > AA, d’ou : 2AN = AE > 2AA = AA -f- BM ou, comme le texte : 

AE > AA + BM ; done : AE -j- AB > AA + BM -f- AB = AM, d'ou : AM < K. 

2. Proposition 23 ou lemme 4. Voir p. 281, et notes. 

3. Lacune comblee par Hultsch au moyen de : Suvajjtivri to utco AM, AB, 
e’est-i-dire que le carre (du rayon) — rectangle AM x AB (Cfr. Hultsch, loc. 
cit., vol. I, p. 406, 1. 2). 

4. Voir lemme 20 (p. 305). 

5. Lacune comblee par Hultsch au moyen des memes mots mentionnes dans 
la note avant-precedente (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 406, 1. 5). 

6. II resulte de la proposition 23 (lemme 4) que l'on a : surface engendree 
par le polygone AEZH0AM autour de l'axe AM = cercle de rayon {/AM x AB. 
Or, on a demontre (lemme 20) que l'on a : Solide engendre par le polygone 
AEZH0AM =* cone de base equivalente a la surface engendree par le polygone 
et de hauteur TB ; done, comme le texte : solide engendre par le polygone = 
cone de base cercle de rayon p/aM x AB et de hauteur TB. 

7. Le long passage que nous mettons entre crochets est un commentaire 

interpole (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 406, 11. 7-18). 
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De plus, la droite K est plus grande que la droite AM, tandis que 
le cone ayant comme base le cercle dont le carre du rayon equivaut 
au rectangle compris sous les droites K, AB et comme hauteur 
la droite Br est plus petit que la sphere ; done, le solide circonscrit 
est, a fortiori, plus petit que la sphere ; ce qui est impossible ( 1 ). 
En consequence, le cone equivaut a la sphere. 

XLII. 

Proposition 36 (lemme 23). — Une sphere et un rapport 
etant donnes, couper la surface de la sphere par un plan de maniere 
que les surfaces des segments aient entre elles ce meme rapport 
donne. 

En effet, soit une sphere dont AABE est un cercle le plus 
grand et AB le diametre. Soit d' autre part le rapport de la 
droite Z a la droite H, et coupons la droite AB en un point T de 
maniere que la droite Ar soit a la droite rB comme la droite Z 
est a la droite H. Coupons la sphere par un plan passant par le 
point T, a angles droits sur la droite AB ; soit AE la section 
commune ( 2 ), et menons les droites de jonction AA, AB. 


1. On a pos£ : c6ne intermediate de base cercle de rayon |/AB x Bf et 
de hauteur K < sphere engendrEe par le demi-cercle de rayon TB. Or, considE- 

rant que -r? on a : c6ne de base cercle de rayon i/' AB x BT et 

de hauteur K — c6ne de base cercle de rayon [/K x AB et de hauteur BT ; 
done, on a par hypothese : c.6ne de base cercle de rayon |/K x ab et de 
hauteur BT < sphere. Or, K > AM ; done, la demiEre expression de la note 
avant-prEcEdente donne, k fortiori : Solide engendre par le polygone = c6ne 
de base cercle de rayon j/AM x AB et de hauteur BE < sphere, ce qui est 
impossible. 

Le fait que ce c6ne est, au contraire, plus grand que la sphere decoule du 
reste des quatre propositions suivantes du premier livre De la Sphere et du Cylindre 
d'Archimede : 

i° Proposition 30 : « L’aire d'une figure circonscrite a la sphere est plus 
grande que le quadruple du plus grand cercle de la sphere ». Voir trad, de Paul 
Ver Eecke, p. 57. 

2° Proposition 31 : « A la figure circonscrite k la sphere plus petite equivaut 
un edne ayant comme base un cercle Equivalent a l’aire de la figure, et dont la 
hauteur est egale au rayon de la sphEre ». Voir ibidem , p. 59. 

3 0 Proposition 33, enoncee p. 298, n. 3. 

4 0 Proposition 34, enoncee p. 309, n. 3. 

2. C’est-a-dire la section commune du plan et du grand cercle AABE. 
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Exposons deux cercles 0, K : le 
cercle © ayant son rayon egal 
a la droite AA et le cercle K 
ayant son rayon egal a la droite 
AB. En consequence, le cercle 0 
sera equivalent a la surface du 
segment AAE, et le cercle K sera equivalent k la surface du seg- 
ment ABE ; car cela a et 6 demontre precedemment ( 1 ). Et puisque 
Tangle compris sous les droites AA, AB est droit, et que la 
droite A F est perpendiculaire, le carre de la droite AA est au carre 
de la droite AB, c’est-a-dire le carre du rayon du cercle 0 au carr6 
du rayon du cercle K, c’est-a-dire le cercle 0 au cercle K, c’est- 
a-dire la surface du segment AAE a la surface du segment ABE 
de la sphere, comme la droite Ar est a la droite FB, c’est-i-dire 
comme la droite Z est a la droite H. ( 2 ) 

XLIII. 

Proposition 37. — Etant donne ce qui precede ( 3 ), il est clair 
aussi que, pour toute sphere, le cylindre ayant la base dquivalente 
au plus grand des cercles de la sphere et la hauteur egale au 
diam&tre de la sphere est sesquialt&re ( 4 ) de la sphere, et que sa 
surface est sesquialtere de la surface de la sphere. 

En effet, etant donne le demi-cercle AET dont la droite Ar 
est le diametre, le point E, celui de la division en deux parties 
egales et le point Z le centre, si Ton m&ne les trois tangentes 
AB, BA, AT par les points A, E, T, et si, la droite Ar restant fixe, 



1. Voir proposition 28, p. 295. __ 

2. On a (Euclide, liv. VI, prop. 8, enoncee p. 54, n. 2) : AA 2 = AB x AF 

Ta* at 7 

et AB a = AB x TB. done : ^=—3 = — = — Or (Euclide, liv. XII, prop. 2, enoncee 

AB 2 TB H 

. . cercle @ AA 2 , cercle 0 Z ^ . Q . 

p. i8r, n. 1) on a : ; — ; done : r— - — Or (prop. 28), on a : 

r cercle K AB 2 cercle K H vr r 

cercle 0 = surface segment AAE et cercle K = surface segment ABE ; done : 
surface segment AAE _ Z 
surface segment ABE H' 

3. C’est-a-dire les vingt-trois lemmes qui precedent. 

4. t||ju o)ad<; sesquialtere, c’est-a-dire | ou une fois et demie. 
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on fait tourner le demi-cercle jusqu'a^e qu’il soit retabli en meme 

lieu d’oii il a commence d’etre mu, 
le cylindre engendre par le paral- 
lelogramme rectangle ABAr aura le 
rapport sesquialtere ( x ) avec la 
sphere engendree par le demi-cercle, 
et sa surface sera dans le meme 
rapport avec la surface de la sphere. 
En effet, puisque la surface du cy- 
lindre engendre par la droite BA 
equivaut au cercle dont le rayon [est la moyenne proportionnelle 
entre la droite BA et la somme des droites AB, TA, c’est-a-dire 
au cercle dont le rayon ( 2 )] est la droite Ar ( 3 ), et que ce cercle 
equivaut a quatre cercles les plus grands de la sphere ( 4 ) ; tandis 
qu’on a demontre aussi que la surface de la sphere equivaut a 
quatre cercles les plus grands ( 5 ), il s’ensuit que la surface 
engendree par la droite BA equivaut a la surface de la sphere. 
En consequence, conjoint ement avec les deux cercles qui sont les 
bases du cylindre, son rapport a la surface de la sphere est celui 
de 6 a 4, ce qui est le rapport sesquialtere ( 6 ). Et puisque le cone 
qui a la base Equivalent e a la surface de la sphere et comme 


B E A 



1. fytdXwx; Xdyo<;, le rapport sesquialtere, c'est-i-dire le rapport de il a i. 

2. La phrase que nous mettons entre crochets est une interpolation de 
scoliaste qui, nonobstant ce que Pappus a demontre plus haut, prefere s'en 
rapporter k la proposition 13 du livre I du traite De la Sphere et du Cylindre 
d’Archimede, enoncee p. 303, n. 2. Or, comme cette proposition est en realite 
relative au cone, Hultsch a fait remarquer que 1' interpolates se serait exprime 
plus correctement en disant : p.eoin, avaXoydv eariv t f,<; BA xai. 8«rXa<na$ AB, 
touteotiv, etc., est la moyenne proportionnelle de la (droite) BA et du double 
de la (droite) AB, c’est-A-dire... (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 411, en 
note). 

3. Voir proposition 24 (p. 284), d’ou il resulte que l'on a : surface laterale 
du cylindre engendree par rotation de BA autos de Ar = cercle de rayon 
Ar. 

4. Car Ar = 2AZ. 

5. Car il resulte de la proposition 28 (voir p. 295), que la ssface de la sphere 
equivaut au cercle dont le rayon est egal au diametre de la sphere, c’est-a-dire 
equivaut k quatre grands cercles. 

6. C’est-a-dire que si, k la surface laterale du cylindre equivalente k 

quatre grands cercles, on ajoute les deux grands cercles des bases, on a : 
surface totale du cylindre 4+2 6 ^ 1 

surface de la sphere — 4 — 4 ~ 1 2’ 
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hauteur le rayon de la sphere f 1 ) est la sixieme 

partie du cylindre entier ; done, ce cylindre est aussi sesquialt&re 
de la sphere ( 2 3 ). 

[Au reste, il a ete demontre anterieurement que, si l’arc de 
demi-cercle n’est pas coupe en deux arcs egaux, mais en autant 
d’arcs qu’on pourra, et si l'on mene des tangentes a ces arcs de 
la maniere dont elles ont ete tracees ici, la surface engendree par 
toutes ces tangentes dans une revolution d’ ensemble 6quivaut 
pareillement a quatre cercles les plus grands.] ( s ) 

Les choses que nous avons exposees concemant les propo- 
sitions qui sont demontrees par Archimede dans le traite De la 
Sphere et du Cylindre se terminent ici ( 4 ), et, a leur suite, confor- 
mement a notre promesse ( 5 6 ), nous allons traiter des comparaisons 
des cinq figures ayant meme surface : la pyramide, le cube, 
l’octafedre, le dodecaedre et l’icosaedre ( 8 ), non pas par la methode 
appelee analytique, au moyen de laquelle quelques-uns chez les 
Anciens ont 6tabli les demonstrations ( 7 ), mais par la voie de la 
synthese, afin que ces comparaisons soient exposees par nous 


1. Lacune que la recension des divers manuscrits n'a pas permis de combler. 

2. Le passage lacuneux de la fin de la demonstration a fait l’objet d’une 
premiere restauration conjecturale de la part de Commandin (cfr. loc. cit., p. 154, 
11 . 17-21), laquelle a ete completee par Hultsch (cfr. loc. cit., vol. I. p. 411, 
11. 10-16) et que nous traduisons du latin comme suit, en usant de caractlres 
italiques pour ce qui fait defaut dans le texte grec : « ... est Equivalent a la sphere, 
il en resulte que le c 6 ne ayant comme base un cercle le plus grand de la sphere et 
meme hauteur est la quatrieme partie de la sphere. Mais ce c&ne est la troisieme 
partie du cylindre qui a la meme base et la meme hauteur, e’est-d-dire qu’il est 
la sixi&ne partie du cylindre entier que nous avons pose au debut ; done, ce 
cylindre est aussi d la sphere dans le rapport de six d quatre, e’est-d-dire qu’il est 
sesquialtere de la sphere ». 

3. Le passage mis entre crochets est une interpolation intempestive qui 
consid&re la surface de la sphere a la limite du conoide circonscrit (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 410, 11. 16-21). 

4. Pappus abandonne ici les quelques propositions d’Archimfede dont il s’est 
attache a donner des demonstrations quelque peu differentes en se basant sur 
la serie de lemmes qui precedent, et il passe a la troisi&me partie du livre V qui 
sera consacree aux proprietes comparatives des cinq poly&dres reguliers. Bien 
que le texte grec de cette troisieme partie ne porte pas de sous-titre, la version 
latine de Hultsch l’intitule : Libri quinti pars tertia. Quinque polyearorum Platoni- 
corum comparationes (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 411). 

5. Voir § XX, p. 240, n. 5. 

6. Le texte presente ici 1 ’ interpolation : et elles (ces comparaisons) donnent 
la voie des demonstrations (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 410, 1 . 27). 

7. Le texte presente ici 1' interpolation : des figures que nous venons de dire 

(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 412, 1. 1). 
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d’une maniere plus claire et plus concise Q). Exposons prealable- 
ment ( 1 2 ) les choses suivantes ( 3 ). 

XLI V. 


Proposition 38 (lemme 1). — Le carre construit sur un des 
cot6s de tout triangle equilateral est plus grand que le double 
de ce triangle equilateral et plus petit que son quadruple. 

En effet, soient le triangle equilateral ABr et la perpendicu- 
laire A© sur la base Br (laquelle coupe evidemment la droite Br 
en deux parties egales). Decrivons le carr6 BAEr sur la droite Br 

(il est evident qu’il tombera au 
dela du triangle ABr, parce que 
la perpendiculaire A© est plus 
petite que le cote du triangle) ( 4 ), 
et menons par le point A la droite 
ZAH parallele a la droite Br. Des 
lors, puisque le carre de la droite 
AB est le quadruple du carre de 
la droite B©, il s'ensuit que le 
carre de la droite AB est l'epi- 
trite ( 5 ) du carre de la droite A©, 
B 0 r c’est-a-dire que le carre de la 

droite AB est l'epitrite du carre 
de la droite BZ ; done, la droite AB est plus petite que le double 
de la droite BZ. De plus, le carre BE est au parallelogramme ZP 
comme la droite AB est a la droite BZ ; done, le carre BE est 
aussi plus petit que le double du parallelogramme Zr [c’est- 
a-dire que le quadruple] ( 6 ) du triangle ABr. En consequence. 



1. Le texte presente ici 1’ interpolation : « puisque, de plus, tous les lemmes 
grands et petits, au nombre de seize, dont on a besoin ici ont ete disposes 
a l’intention du grand nombre de ceux qui desire nt s’instruire ». (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 412, 11. 3-6). 

2. Le texte porte l’interpolation : twv Tuxotcreuv, aux comparaisons (Cfr. 
Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 412, 1. 6). 

3. C’est-a-dire les seize lemmes qui vont suivre. 

4. Remarque elementaire probablement interpolee. 


5. fetTatco?, l’epitrite, c’est-a-dire 1 ou 1 -f 

3 3 

6. Lacune comblee par Eisenmann au moyen des mots tooteottiv tj TETpaitXa^tov^ 
lesquels ont ete adoptes par Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 412, 11. 22). 
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le carre BE est plus petit que le quadruple et plus grand que le 
double du triangle ABr ( 1 ). 


XLV. 

Proposition 39 (lemme 2). — Le carre de la droite menee 
du centre d’une sphere qui enveloppe un octaedre, perpendicu- 
lairement a un plan de cet octaedre, est la troisieme partie du 
•carr6 du rayon de la sphere. 

Soient ABr un triangle de l’octaedre situe dans la sphere, 
le cercle decrit autour de ce triangle et la perpendiculaire AE 
men6e du centre A de la sphere sur le plan du cercle. Des lors, il 
resulte manifestement des Sfiheriques que le point E est le centre 
du cercle ( 2 ). Menons les droites de jonction EB, BA; je dis que 
le carr6 du rayon AB de la sphere est le triple du carre de la 
droite AE. 

En effet, puisqu'il a ete demontre que, dans le cas de 1’ octaedre, 
le carre du diametre de la sphere est le double du carre du cote 
de 1’ octaedre ( 3 ), et qu’il est aussi le quadruple du carre du rayon 
de la sphere, il s’ensuit que le carre de la droite Br est le 
double du carre de la droite BA. Et puisque, en vertu de la pro- 
position 12 du livre XIII des Elements ( 4 ), le carre de la droite 
Br est le triple du carre de la droite BE, et qu’il est le double 
du carre de la droite BA, il s’ensuit que le carre de la droite 


1. On a : AB = BF = 2B0 ; done : AB 3 = 4B0 2 . Or, le triangle rectangle 

AB0 donne : AB 2 = A© 2 + B0* = A0 2 -f - AB 2 , d’oii, corame le texte : AB 2 = 4 A0 3 

4 3 

done : BA 2 < 4BZ 2 , d’ou, comme le texte : BA < 2BZ. Or, 


done 


BA 2 < 2BZ x BT. Or, BZ x Br = 
Or, BA > BZ, d'ou : 


ou : BA 2 = 4 BZ 2 ; 

3 , 

BA 2 _ BA 2 _ BA 

BZ X BF BZ X BA BZ' 

2 triangles ABr ; done : BA 2 < 4 triangles ABr 
BA 2 > BZ x BA = A© X Br = 2 triangles ABr. 

2. Th£odose de Tripoli, Les Spheriques, livre I, corollaire : « Il est clair, 
d’apr^s cela, que si l’on a un cercle dans une sphere, la perpendiculaire men6e 
du centre de la sphere sur ce cercle tombera sur le centre du cercle ». Voir trad, 
precitee de P. Ver Eecke, p. 3. 

3. Euclide, liv. XIII, prop. 14 : « Construire un octaedre, et le circonscrire 

par la meme sphere par laquelle on a circonscrit la pyramide, et de montre r que 
le carre du diametre de la sphere est double du carre du cot6 ». 

Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 263. /x? 

4. Euclide, liv. XIII, prop. 12, enoncee p. 115, n. 4. / A 

jz & 

_ l => maTEMA TISKE 



3i8 


pappus d’alexandrie 


BA 4st sesquialtere du carre de 
la droit e BE. Or, le carr 6 de la 
droite BA equivaut aux carres des 
droites BE, EA ; done, les carres 
des droites BE, EA sont sesquial- 
teres du carre de la droite BE ; 
done, le carre de la droite BE 
est le double du carre de la droite 
AE ; done, la somme des carr 6 s 
des droites BE, EA, e’est-a-dire le 
carre de la droite BA, est le triple 
du carre de la droite AE ( 1 ). 

XL VI. 

LA MEME CHOSE D’UNE AUTRE MANIERE. 

Lemme 3 . — Exposons un carre sur lequel soit etablie la moitie 
d’un octaedre ABrAE ; menons les droites de jonction AT, BAqui 
sont les diametres du carre, ainsi que la droite de jonction EZ. Done, 
comme dans les Elements ( 2 ), la droite EZ est le rayon de la sphere 
qui enveloppe l’octa&dre. Menons maintenant du centre Z la 
perpendiculaire ZH sur la droite AB (la droite AH est done 
egale a la droite HB) ( 3 ), et menons la droite de jonction EH. 
Et puisque le triangle ABE est equilateral, et que la droite AH 
est egale a la droite HB, la droite EH passe done par le centre 
du [cercle] ( 4 ) decrit autour du triangle ABE ( 5 ). En conse- 

1. En notations usuelles on a (Euclide, liv. XIII, prop. 14) : 2Bf 2 = 4BA 3 
ou, comme le texte : BT 2 = 2BA 2 . Or, dans le triangle equilateral ABr inscrit 
dans le cercle de rayon BE on a (Euclide, liv. XIII, prop. 12) : BT 2 = 3BE 2 ; 

done : 2~BA 2 = 3BE 2 , d’ou, comme le texte : BA 3 = | BE 2 . Or, le triangle rectangle 

BEA donne : BA 2 = BE 2 + ^AE 2 ; done : 5 BE 2 = BE 2 -j- AE 2 , d'ou : BE 2 = 2AE 2 

2 

d’ou : ^E 2 4 - ’AE* = 3AE 2 , ou : BA 2 = 3AE 2 . 

2. Euclide, liv. XIII, prop. 14, enoncee p. 317, n. 3. 

3. Cette phrase, que le texte grec presente entre parentheses, a probablement 
et6 interpolee. 

4. Restauration indiquee d’abord dans la version latine de Commandin (cfr. 
loc. cit., p. 156, 1 . 10) et adoptee dans l’edition de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. I, 
p. 416, l.i). 

5. Euclide, liv. Ill, prop. 1, corollaire : « De la il est evident que si dans 
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quence, la perpendiculaire menee du 
point Z sur le plan du [cercle] ( x ) ABE 
tombe sur la droite EH ( 2 ). Qu'elle 
tombe telle que la droite Z0. Dks lors, 
puisque la droite AZ est egale a la 
droite ZB, et que Tangle compris sous 
les droites AZ, ZB est droit, il s’ensuit 
que Tangle compris sous les droites ZA, 

AH est la moitie de Tangle droit. 

Mais, Tangle compris sous les droites 
ZH, HA est droit aussi ; done. Tangle 
restant, compris sous les droites AZ, 

ZH, est aussi la moitie de Tangle droit ; done, la droite AH 
est 6gale a la droite ZH ; done, le carre de la droite AZ est dou- 
ble du carr6 de la droite ZH. Or, la droite AZ est egale a la 
droite EZ ; done, la somme des carres des droites EZ, ZH est 
triple du carr6 de la droite ZH. Mais, la somme des carres des 
droites EZ, ZH equivaut au carre de la droite EH, parce que 
la droite EZ est perpendiculaire au carre ABrA ( 3 ) ; par con- 
sequent, le carre de la droite EH est triple du carre de la droite ZH. 
De plus, la droite EZ est a la droite Z0 comme la droite EH 
est a la droite HZ, parce que les triangles EZH, EZ0 sont equian- 
gles ; par consequent, le carre de la droite EZ, rayon de la sphere, 
est triple du carre de la perpendiculaire Z0 men6e sur le plan de 
Toctaedre ( 4 ). 


E 



un cercle une droite en coupe une autre en deux parties 6gales, et k angles droits, 
le centre du cercle est dans la secante. » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 120. 

1. Lacune que la version latine de Commandin comble par « trianguli » (du 
triangle) (cfr. loc. cit., p. 156, 1. n) ; que la premiere Edition du texte grec du 
livre V par Eisenmann comble par le mot Tpiywvou (du triangle), et que Hultsch 
comble enfin par le mot xuxXou (du cercle) (cfr, loc. cit., vol. I, p. 416, 1. 2) ; ce 
qui correspond mieux a la proposition de Th6odose invoqu^e ici tacitement. 

2. La perpendiculaire menee du point Z sur le plan du cercle ABE tombe 
au centre de ce cercle (Theodore, Les Spheriques, liv. I, prop. 1, Snoncee p. 118, 
n. 2) ; done, elle tombe sur la droite EH qui passe par ce centre. 

3. C’est-a-dire au plan du carre ABrA. 

4. Les triangles rectangles considers par le texte donnent : AH = ZH, 
d’ou : AZ 2 = 2ZH 2 . Or, les droites AZ, EZ, rayons de la sphere circonscrite a 
l’octaedre, sont egales, done : EZ 2 = 2ZH 2 , d’ou, comme le texte : EZ 2 -+• ZH 2 =3ZH 2 . 
Or, le point E est le p61e de Themisphere circonscrit au demi-octa&dre, et le 
point Z est le centre du cercle de base de Themisphere, circonscrit au carr6 ABTA; 
d’ou le triangle EZH est rectangle en Z, d’ou, comme le texte : TSz 2 -+■ ZH 2 * HE 2 ; 
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XL VII. 

Proposition 40 (lemme 4). — Soit ABr un triangle equila- 
teral inscrit dans une sphere, et soit A le centre de la sphere. 
Menons, de ce centre, la perpendiculaire AE sur le plan du triangle 
(le point E est done le centre du cercle circonscrit au triangle 
ABr, comme cela se trouve dans les Spheriques) (*), et prolongeons 

la droit e de jonction AE ; je dis 
que la droite AE est double de 
la droite EZ. 

En effet, menons les droites 
de jonction BE, Er ; elles sont 
done egales entre elles. Et 
puisque les angles compris sous 
les droites BA, AE et sous les 
droites EB, BZ sont Pun et 
1’ autre le tiers de Tangle droit, 
et que les angles compris sous 
les droites BE, EZ et sous les 
droites AB, Br sont Tim et 
T autre les deux tiers de Tangle 
droit, le triangle ABZ est 
equiangle au triangle BEZ. En consequence, la droite BE, e’est- 
a-dire la droite AE, est a la droite EZ comme la droite AB est a 
la droite BZ. Or, la droite AB est double de la droite BZ ; done, 
la droite AE est aussi double de la droite EZ ( 2 ). 



— HE 

done : HE* = 3ZH*. Or, les triangles semblables EZH, EZ© donnent : = -^g, 

1 fiyt 

d’oii : — - d'ou, en presence de l’egalit6 precedente : EZ* = 3Z fcr. 

Z0* ZH* 

1. Th£odose, Les Spheriques, liv. I, prop, i, corollaire, enonce p. 317, n. 2. 

2. En notations usuelles : BAE = EBZ = ^ angle droit ; done : ABr = 

BEZ = - angle droit, d'ou similitude des triangles ABZ, BEZ, d’oii : 
3 

= 45. Or, AB = 2BZ ; done : AE = 2EZ. 

hi/i i iZi 
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XL VIII. 

Proposition 41 (lemme 5). — Soient le cercle ABrA decrit 
autour du centre E et le diametre Ar ; que la droite AHB, a 
angles droits sur la droite Ar, soit celle dn pentagone (*), et 
posons la droite ZH egale a la droite TH ; je dis que la droite ET 
est decoupee en extreme et moyenne raison au point Z, et que 
le grand segment est la droite EZ. 

En effet, menons les droites de jonction EA, ZA, TA. Des 
lors, puisque TA est Tare du decagone (car AP R est Fare du 
pentagone), Tangle compris sous les droites AE, Er est les deux 
cinqui&mes de Tangle droit ; en sorte que les angles compris sous 
les droites Er, TA et sous les droites EA, Ar sont Tun et Tautre 
les quatre cinquiemes de Tangle droit. Mais, puisque la droite ZH 
est 6gale a la droite Hr ; que la droite AH est commune ( a ) et 
a angles droits sur la droite Zr, il s’ensuit que la droite AZ est 
aussi 4gale a la droite AT ; en sorte que Tangle compris sous les 
droites AZ, Zr, 6gal a Tangle compris sous les droites Ar, TZ, 
est aussi les quatre cinquiemes de Tangle droit. Or, Tangle 
compris sous les droites ZE, EA est deux cinquiemes de Tangle 
droit; done, Tangle rest ant compris sous les droites EA, AZ est 
deux cinquiemes de Tangle droit. 

En consequence, Tangle compris 
sous les droites AE, EZ est egal 
a Tangle compris sous les droites 
EA, AZ ; en sorte que le cdte EZ 
est 4gal au cdte ZA, e’est-a-dire 
a la droite Ar ( 4 ). Des lors, 
puisque Tangle compris sous les 
droites EA, Ar est egal a Tangle 
compris sous les droites Er, TA, 
e’est-a-dire a Tangle compris sous 


1. C’est-i-dire : que la droite AHB soit un c6t6 du pentagone regulier inscrit 
dans le cercle. 

2. Euclide, liv. VI, def. 3, enoncee p. 114, n. 5. 

3. C’est-&-dire commune aux deux triangles rectangles ZAH, TAH. 

4. L'^galite des droites EZ, ZA, Ar est d£montree ici comme dans la pro- 
position 15 du livre Des Lemmes d’ArchimMe. Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 540. 

* 9 
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les droites AZ, Zr, et que Tangle cojnpris sous les droites AT 1 , TZ 
est commun, il s'ensuit que Tangle restant, compris sous les droites 
AE, Er, est egal a Tangle restant compris sous les droites ZA, 
Ar; done, le triangle AEr est equiangle au triangle AZR En 
consequence, la droite TA est a la droite TZ comme la droite Er 
est a la droite TA ; done, le rectangle compris sous les droites 
Er, rZ equivaut au carre de la droite TA. Or, la droite TA est 
6gale a la droite EZ ; done, le rectangle compris sous les droites 
Er, rZ Equivaut au carre de la droite EZ. En consequence, la 
droite Er est decoupee en extreme et moyenne raison au point Z; 
et le grand segment est la droite EZ ( 1 ). 

IL. 

Proposition 42 (lemme 6). — Lorsqu’une ligne droite est 
decouple en extreme et moyenne raison, le rapport du carre de 
la droite enti&re au quintuple du carre du petit segment est plus 
grand que celui de 4 a 3. 

En effet, que la droite AB soit decoupee en extreme et moyenne 
raison au point T, et que la droite rB soit son petit segment, 
je dis que le rapport du carre de la droite AB au quintuple du 
carr6 de la droite TB est plus grand que celui de 4 a 3. 


x. L’angle AEZ, qui mesure l’arc du decagone, = ? d' angle droit, d’ou : 
ETA + EAT = 2 angles droits — ? d’angle droit = ^ d’ angle droit, d'ou: 
ETA = EAT = 1 d’angle droit. Or, on a pose : ZH = Hr ; done : AZ = Ar ; 
done : AZr = ErA = ^ d’angle droit, d'ou : AZr — AEZ = EAZ = ^d'angle 


droit ; done : EAZ = AEZ, d’ou : EZ = ZA = Ar (I). Des lors, considerant 
les deux triangles isoceles EAr, ATZ ayant l’angle Arz commun, il reste : 


AEr = ZAf, d’oii similitude des triangles EAr, Arz, d’oii : 


TA Er 
rz ~ Ta’ 


d'ou. 


comme le texte : Er x TZ = TA", d’ou, en presence de l’egalite (I), il vient : 
Er EZ 

Er x rz sb EZ 8 , d oil : ^ , c est-i-dire que Er est divise en extreme 

et moyenne raison en Z. Une note de Commandin relative a cette proposition 
(cfr. loc. cit., p. 158) fait remarquer qu’il en resulte que, si le cdte de l’hexagone 
inscrit est divise en extreme et moyenne raison, le grand segment est le cdte du 
decagone inscrit. 
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4 


Posons la droite TA egale a la droite rB. Des lors, puisque 
la droite AB est decoupee en extreme et moyenne raison, le carre 
de la droite AB, conjointement avec le carre de la droite IB, 
devient, conformement au theor&me 4 du livre XIII des 
Elements (*), equivalent a trois carres de la droite AI\ c’est-a-dire 

a trois rectangles compris 

sous les droites AB, Br. Mais, A A r? r d 

trois rectangles compns sous 

les droites AB, Br valent trois rectangles compris sous les droites 
Ar, rB conjointement avec trois carres de la droite FB (parce 
que le rectangle compris sous les droites AB, Br pris une seule 
fois equivaut au rectangle compris sous les droites AT, FB 
conjointement avec le carr6 de la droite FB, en vertu du 
theor&me 3 du livre II des Elements) ( 2 ) ; done, les carres des 
droites AB, Br valent trois rectangles compris sous les droites 
Ar, IB conjointement avec trois carres de la droite rB. Si on 
retranche de part et d' autre le carre de la droite Br, le carre 
restant de la droite AB equivaut done a trois rectangles compris 
sous les droites Ar, TB conjointement avec deux carres de la 
droite Br, c’est-a-dire a trois rectangles compris sous les droites 
Ar, TA conjointement avec deux carres de la droite TA. Mais, 
trois rectangles compris sous les droites Ar, FA valent trois 
rectangles compris sous les droites AA, Ar conjointement avec 
trois carres de la droite TA (parce que le rectangle compris sous 
les droites Ar, TA equivaut au rectangle compris sous les droites 
AA, Ar conjointement avec le carre de la droite Ar, en vertu 
du meme theoreme 3 du livre II des Elements ) ; done, le carre 
de la droite AB vaut trois rectangles compris sous les droites 
AA, Ar conjointement avec le quintuple du carre de la droite TA, 
c’est-a-dire avec le quintuple du carre de la droite IB ( 3 ). Posons 


1. Euclide, liv. XIII, prop. 4 : « Si une ligne droite est coupee en extreme 
et moyenne raison, le carre de la droite entiere, conjointement avec le carr6 du 
plus petit segment, est triple du carre du plus grand segment ». Voir trad, de 
Peyrard, vol. Ill, p. 220. 

2. Euclide, liv. II, prop. 3, enoncee p. 232, n. 1. 

Si l’on suit le texte en notations usuelles, on a par construction d’ extreme 
AB AT 

et moyenne raison : — d'ovi : AB x Br = Ar*. Or, la droite AB ainsi 

divisee donne aussi (Euclide, liv. XIII, prop. 4) : AB 8 + Br*= 3A]? 8 ; done : 
aB*+ BT*= 3AB x Br. Or, considerant la droite AB divisee au point T on a 
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done la droite AE egale a la droite AA. II est clair d'ailleurs que 
la droite AA est plus petite que la droite TA (*), parce que la 
droite TA est aussi decouple en extreme et moyenne raison, et 
que son grand segment est la droite AI\ 

En effet, d’une maniere generale, si une ligne droite, telle 
que AB, est decoupee en extreme et moyenne raison, ayant 
comme petit segment la droite TB, si Ton pose la droite TA egale 
a la droite rB, la droite Ar est aussi decoupee en extreme et 
moyenne raison, et son grand segment est la droite Ar ( 2 ). De 
la meme maniere, la droite Ar est aussi decoupee en extreme 
et moyenne raison au point E, et son grand segment est la 
droite AE ( 3 ) [et, en effet, la droite TA etant posee egale a la 
droite TB, la droite entiere est decoupee en extreme et moyenne 
raison au point T ; done, la droite Er est plus petite que cha- 
cune des droites AA, AE, parce que la droite TA est a la droite 
AA, e’est-a-dire k la droite AE, comme la droite Ar est a la 
droite EA, et, par division, la droite Er est a la droite AE 
comme la droite AA est a la droite TA. Or, la droite AA est plus 
petite que la droite Ar ; done, la droite Er est aussi plus petite 
que la droite AE] ( 4 ) ; par consequent, le quadruple du rectangle 
compris sous les droites AE, Er est plus grand que le rectangle 


(Euclide, liv. II, prop. 3, e’est-i-dire 1 ' identity : (a -f&) b = ab -f b 2 ) : 

AB x Br = Ar X_BT +_Br 2 ; done : AB 2 + BT* = 3_[Ar xBF + BT 2 ) _ou, 

comme le texte : AB 2 -f Br*= 3Ar x Br -f 3BT 2 , d'oii : AB 2 = 3Arx Br -f 2BT 2 . 
Mais, on a pos6 : TA = Br; done: AB*= 3Ar x TA + 2TA 2 . Or, consid^rant 
la droite Ar divisee au point A, on a comme plus haut (Euclide, liv. II, prop. 3) : 
AE x TA = AA x TA f TA 2 , d’oii, comme le texte : 3Ar x TA = 

3AA x TA + 3rA 2 ; done : AB 2 = 3AA x TA + 5TA 2 . Or, TA = Br ; done : 
AB 2 = 3AA x TA 4. 5BT 2 . 

1. C’est-a-dire que AE = AA < TA. 

AB AT AB Ar Ar 

2. On a par construction : __ = _, d’oii : — _ = d’oii, consid^rant 

A1 i51 A1 — x51 sS L 

TA Ar 

que l'on a pose : TA = Br, il vient : — -r==-r, e’est-i-dire que la droite Ar est 


divisee en extreme et moyenne raison en A, et que le grand segment est TA. 


3. L’expression de la note precedente donne de meme : 


TA Ar — TA 
AA — TA — AA' 


d'ou, considerant que l’on a pose : AE = AA, il vient : 


£A_ AE 
AE — Er' 


c’est-ci-dire 


que Ar est divise en extreme et moyenne raison en E, et que le grand segment 
est AE. 

4. Le passage mis entre crochets doit etre attribue a un commentateur 
(Cfr, Hultsch, loc. cit., vol. I, p. 422, 11 . 1-7). 
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compris sous les droit es AI\ TE. Ajoutons de part et d’ autre 
quatre fois le rectangle compris sous les droites AI\ rE ; il s’ensuit 
que quatre fois le rectangle compris sous les droites AE, EI\ 
conjointement avec quatre fois le rectangle compris sous les droites 
Ar, TE, c’est-a-dire avec quatre fois le carr6 de la droite AE, 
est plus grand que cinq fois le rectangle compris sous les droites 
Ar, TE. Mais, quatre fois le rectangle compris sous les droites 
AE, Er, conjointement avec quatre fois le carre de la droite AE, 
equivaut a quatre fois le rectangle compris sous les droites TA, AE; 
[done, quatre fois le rectangle compris sous les droites TA, AE] (*) 
est plus grand que cinq fois le rectangle compris sous les droites 
Ar, TE. Ajoutons de part et d’ autre cinq fois le rectangle compris 
sous les droites TA, AE ; il s’ensuit que neuf fois le rectangle 
compris sous les droites TA, AE est plus grand que cinq fois le 
rectangle compris sous les droites TA, AE conjointement avec 
cinq fois le rectangle compris sous les droites Ar, rE, c’est-a-dire 
plus grand que cinq fois le carre de la droite Ar. En consequence, 
le rapport de trois fois le rectangle compris sous les droites AA, Ar 
a cinq fois le carr6 de la droite Ar est plus grand que son rapport 
a neuf fois le rectangle compris sous les droites AA, AR Or, le 
rapport de trois fois le rectangle compris sous les droites AA, Ar 
a neuf fois le rectangle compris sous les droites AA, Ar est celui 
de 1 a 3 ; done, le rapport de trois fois le rectangle compris sous 
les droites AA, Ar a cinq fois le carre de la droite Ar est plus 
grand que celui de 1 a 3. En consequence, par composition, le 
rapport de trois fois le rectangle compris sous les droites AA, Ar 
conjointement avec cinq fois le carre de la droite AR c’est-a-dire 
avec cinq fois le carre de la droite FB [a cinq fois le carre de la 
droite FB] ( 1 2 3 ) est plus grand que celui de 4 a 3. Or, on a demontre 
que trois fois le rectangle compris sous les droites AA, AR con- 
jointement avec cinq fois le carre de la droite FB, equivaut au 
carre de la droite AB ; done, le rapport du carre de la droite AB 
a cinq fois le carre de la droite FB est plus grand que le rapport 
de 4 a 3 (*). 


1. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 160, 1 . 12). 

2. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 160, 1 . 22). 

3. On a : AE > ET, d'ou : AE x Er > ET 2 . Or, considerant AT divise en E 
(Euclide, liv. II, prop. 4, c’est-a-dire l’identite : ab -j- b* = (a -f b) b), on a : 
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II result e done manifest ement de la, que le carre de la droit e 
AB est ausSi plus grand que cinq fois le carr6 de la droite Br ( 1 ). 


L. 


Proposition 43 (lemme 7). — Le dodecuple du carre de la 
perpendiculaire menee, du centre de la sphere qui enveloppe 
l’icosaedre, sur un plan de l’icosaedre est plus grand que le quin- 
tuple du carre du cote de l’icosaedre. 

Exposons le cercle ABr qui admet, comme dans les Elements ( 2 ) 
le pentagone de l'icosaedre ( 3 ), et soient Ar le diametre de ce 
cercle et E le centre. D 'autre part, soit AKB le cote du pentagone 
equilateral, perpendiculaire sur le diam&tre [cot4 qui est d’ailleurs, 
comme dans les Elements , celui de l'icosaedre] ( 4 ) ; elevons, aux 
points E, T, les droites ZEH, TA perpendiculaires au plan du 
cercle ; que les droites E0, TA soient l'une et l'autre celles de 


ae x Er+ Br 2 =ar x Er ; done: AExEr + AExEr + lr*>ArxEr + ET* 
ou : 2AE x ET> AT x EI\ d’oii, a fortiori, comme le texte : 4AE x ET > AT x EI\ 
d'oii : 4AE x ET 4 - 4Ar x ET > AT x ET -f 4AT x Er. Or, on a demontr6 plus 

haut que l'on a : d’oii : Ar x Er = AE 2 ; done, comme le texte : 

Ah Jcii 


4AE x Er -f- 4AE*> 5Ar x Er. Or, considdrant Ar divise en E, l'identite 
ab 4- a 2 = (a + b)a donne : AE x Er 4 -“AE*= Ar x AE ; done, comme le texte : 
4Ar x AE > 5Ar x Er, doii : 5Ar x AE4 4Ar x AE > 5Ar x AE 4- 5Ar 4- Er, 
ou : 9Ar x AE > 5Ar (AE 4 - Br) = sAr 2 . Or, par construction : AE = AA ; 
done : gAr x AA > 5AP, d’oii (Euclide, liv. V, prop. 8 enoncee p. 36, n. 6) 
l’on a : 3 * Tx AA gATx AA 1 S^AA + s^ 1 + 3. Qr> 

5Ar* 9Ar x aa 3 5&r 2 3 

construction : Ar = TB ; done, comme le texte : 3^ r * > i. Or, on 

5rB 2 3 

a demontre (voir, page 323, n. 3) que l’on a : 3Ar x AA 4- 5TB 2 = AB 2 ; done, 
AB 2 4 
5T^ > 3‘ 


comme le texte 


1. La demi&re inegalite de la note prdeddente entraine : AB 2 > 5rB 2 . 

2. Euclide, liv. XIII, prop. 16 : « Construire un icosaMre, et le circonscrire 
par la meme sphere par laquelle on a circonscrit les figures precedentes, et demontrer 
que le c6t6 de l’icosaedre est l’irrationnelle qu'on appelle mineure ». Voir trad, 
de Peyrard, vol. Ill, p. 270. 

3. C’est-^-dire : soit ABr le petit cercle de la sphere circonscrit k la base 
de la pyramide pentagonale de l’icosaedre inscrit dans cette sphere. 

4. La phrase mise entre crochets doit avoir ete interpolde (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 424, 1. 2). 
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Thexagone (*) ; les droites EZ, H 0 , Tune et l’autre celles du deca- 
gone ( 1 2 ), et coupons la droite E 0 en deux parties egales au point O. 
Le point 0 est done le centre de la sphere ( 3 ), conformement au 
theoreme 16 du livre XIII des Elements ( 4 ). Menons les droites 
de jonction AA, AB, AK, Br. D&s lors, puisque la droite I\A 
appartient a Thexagone, la droite Br au decagone, et que Tangle 
compris sous les droites Br, TA 


est droit, il s’ensuit que la droite BA 

H 

appartient au pentagone en vertu 


du theoreme 10 du livre XIII ( 5 6 ), 

A 

et que la droite AA lui appartient 

0 

pareillement. Or, la droite BA lui 

j 

appartient aussi ; done BAA est 0 

JL ft 

un des triangles equilateraux qui 


entourent l’icosaedre ( 8 ). Et puisque 

~ ih'r 

la droite AK est [a angles droits] ( 7 ) 

e 

sur la droite BA( 8 ), le plan passant 

"g 

par les droites AT*, KA etant celui 

z 


qui passe par les par alleles EH, TA, 

est done perpendiculaire a la droite BA( 9 ), [et la droite BA est done 
perpendiculaire a ce plan, car cela a ete demontre dans les propo- 


1. C’est-k-dire posons les droites E0, T\ toutes deux Egales au cote de 
l'hexagone regulier inscrit dans le cercle ABI\ 

2. C’est-ci-dire posons les droites EZ, H 0 toutes deux egales au cdte du 
decagone regulier inscrit dans le cercle ABI\ 

3. C’est-cL-dire le centre de la sphere circonscrite a l’icosa&dre dont AB est 
une arete. 

4. Euclide, liv. XIII, prop. 16, corollaire : <1 D’apr^s cela, il est evident que 
le carre du diamfctre de la sphere est quintuple du carre du rayon du cercle 
d’apres lequel l’icosa&dre a ete construit, et que le diam&tre de la sphere est 
compost du cdte de l’hexagone et du double du cote du decagone, ces polygones 
etant decrits dans le meme cercle ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 279. 

5. On a par construction : AT = cdte de l'hexagone et FB = cd t£ du deca- 
gone. Or, le triangle ATB est rectangle en T ; done : AT* 4 - r6*= Ai?, c’est-A-dire 
que (Euclide, liv. XIII, prop. 10, enoncee p. 115, n. 1) la droite AB est le cdte 
du pentagone inscrit dans le cercle ABI\ 

6. On a par hypothdse : BA = cdte du pentagone ; done : BA = AB = AA ; 
done, le triangle BAA est equilateral, et, comme le point A est sur la sphere, ce 
triangle constitue une face de I'icosa&dre. 

7. Restauration d'Eisenmann, adoptee par Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. I, 

p. 424, 1. 13). ^ ^ 

8. On a par hypothese : AK = KB ; done : AKA = BKA. 

9. Euclide, liv. XI, prop. 4, enoncee p. 103, n. 7. 
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sitions des Elements relatives aux solides] ( 1 ). En consequence, 
tous les plans qui passent par la droite BA, et dont l’un est le 
triangle BAA, sont perpendiculaires au plan qui passe par les 
paralleles EH, TA ( 2 3 ), et dans lequel se trouve aussi le triangle 
FKA ; en sorte que le triangle BAA est aussi perpendiculaire au 
triangle TKA. Menons la perpendiculaire ON sur la droite KA. 
Des lors, on a deux plans TKA et BAA, perpendiculaires entre 
eux, et la droite ON est perpendiculaire a leur section com- 
mune KA dans l’un de ces plans (*) ; done, la droite ON est 
perpendiculaire au triangle BAA ( 4 ). Et la droite AB est double 
de la droite BK ( 5 6 ) ; en sorte que la droite AN est double de la 
droite NK en vertu du quatrieme lemme (®). Coupons la droite TA 
en deux parties egales au point M, et menons la droite de 
jonction OM f 7 ) ; il s’ensuit que la droite OM sera parallele a la 
droite Er (car la droite EO est egale a la droite TM, parce que 
les droites TA, E 0 , qui sont leurs doubles, sont egales et paral- 
leles), et la droite AI est egale a la droite IK (car la droite IM du 
triangle TKA est menee parallelement a la droite TK, et la 
droite TM est egale a la droite MA). Or, la droite AN est double 
de la droite NK ; done, la droite KA est comme 6, la droite AN 
comme 4, la droite KN comme 2, chacune des droites AI, IK 
comme 3, et la droite IN comme 1 ; done, la droite AI est triple 
de la droite IN ( 8 ). En consequence, je dis que douze carres de 


1. La phrase mise entre crochets est une interpolation de commentateur 
qui renvoie k la proposition d’Euclide rappelee dans la note precedente (Cfr. 
Hultsch, loc. cil., vol. I, p. 424, 1. 15). 

2. Euclide, liv. XI, prop. 18, cnoncee p. 105, n. 1. 

3. Dans le plan TKA. 

4. Euclide, liv. XI, def. 3 : « Une droite est perpendiculaire k un plan, 
lorsqu’elle fait des angles droits avec toutes les droites qui la rencontrent, et 
qui sont dans ce plan ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 1. 

5. Car on a demontre que la droite AB est egale au cote BA du pentagone 
inscrit dans le cercle ABI\ 

6. La droite ON est menee du centre 0 de la sphere, perpendiculairement 

au plan du triangle equilateral AAB ; done (prop. 40, que le texte designe comme 
etant le lemme 4, voir p. 320), le point N divise la droite AK de manidre que 

AN = 2NK. 


7. Sous-entendu : qui coupe la droite KA au point I. 

8 . On a : AI = IK, et on a demontre que l'on a : AN = 2NK ; done, 

AK = 3NK ; puis : AI = IK =1 AK=JNK ; puis: IN = (IK — NK) = - NK, d’oii : 

AK AN AI KN IN ,, , . 4 ^ 

—zr = — - = — = — — — — , d ou, comme le texte : AI = 3IN. 

04321 J 
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la droite ON sont plus grands que cinq carres de la droite BA. 

Posons la droite KS egale a la droite KT. Des lors, en vertu 
du cinquieme theoreme expose plus haut, la droite Er est decoupee 
en extreme et moyenne raison au point E, et la droite EE est 
son grand segment (*-) ; tandis que, en vertu du sixieme theoreme, 
le carre de la droite Er est plus grand que le quintuple du carre 
du petit segment Er ; done, le carre de la droite Er est plus grand 
que le quintuple du carre de la droite Er et plus grand que le 
vingtuple du carre de la droite Kr ( 1 2 ). Et le carre de la droite TA 
est au carre de la droite TK, e’est-a-dire que le carre de la 
droite ON est au carre de la droite NI, comme le carre de la 
droite Er est au carre de la droite Kr (car les triangles ONI, 
AIM, AKr sont equiangles) ; par consequent, le carre de la 
droite ON est plus grand que vingt carres de la droite NI, et 
36 carres de la droite ON sont done plus grands que 720 carres 

de la droite NI. Or, 720 carres de la droite NI valent 80 carr6s 

de la droite AI (car on a demontre que la droite AI est triple de 
la droite IN) ; tandis que 80 carres de la droite IA valent 

20 carres de la droite AK (car la droite AK est double de la 

droite AI), et que 20 carres de la droite KA valent 15 carres de 
la droite BA (car le triangle ABA est isocele, la droite AK est 
perpendiculaire, et le carre de la droite BA est l’epitrite ( 3 ) du 
carre de la droite KA) ; en sorte que 36 carres de la droite ON 
sont plus grands que 15 carres de la droite BA ; done, 12 carres 
de la droite ON sont plus grands que 5 carres de la droite BA; 
ce qu’il fallait demontrer ( 4 * * * ). 


1. La droite ET est menee du centre E du cercle, perpendiculairement au 
cdt6 du pentagone regulier inscrit dans le cercle ; done, si l'on pose : KE = Kr, 
la proposition 41, que le texte designe comme 6tant le lemme 5, a demontre que 
la droite Er est divisee en extreme et moyenne raison, et que EE est le grand 
segment. 

2. La droite Er etant done divisee en extreme et moyenne raison, la pro- 
position 42, que le texte designe comme etant le lemme 6, a demontre que l’on a : 
ET 8 > 5*T 2 . Or, Er = 2Kr ; done, comme le texte : ET 2 > 20 KT 2 . 


3. ^TtCTpvros, e’est-a-dire 1 + 

4. Les triangles rectangles ArK, ONI, respectivement semblables au triangle 

ON 2 rA 2 

rectangle AMI, sont semblables entre eux ; done : =3- = =—3. Or, on a par 

5 NI 2 TK 2 y 


construction : Er = TA ; done 


ON 2 

NT 


Er* 

TK 3 ' 


Or, la derniere inegalite de la 
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LI. 

Proposition 44 (lemme 8). — Si deux droites sont decoupees 
en extreme et moyenne raison, elles sont dans la proportion 
indiquee ci-apres (*) : 

Decoupons la droite AB en extreme et moyenne raison au 
point r, et que son grand segment soit la droite Ar ; decoupons 
pareillement la droite AE au point Z, et que son grand segment 
soit la droite AZ ; je dis que la droite entiere AE est au grand 
segment AZ comme la droite entiere AB est au grand segment AI\ 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites AB, Br 
equivaut au carre de la droite AB, et que le rectangle compris 
sous les droites AE, EZ equivaut au carre de la droite AZ, il 
s’ensuit que le rectangle compris sous les droites AE, EZ est 

au carre de la droite AZ comme 
le rectangle compris sous les droites 
AB, Br est au carre de la droite AI\ 
En consequence, quatre fois le 
rectangle compris sous les droites 
AE, EZ est au carre de la droite AZ 
comme quatre fois le rectangle compris sous les droites AB, Br 
est au carre de la droite AT, et, par composition, quatre fois le 
rectangle compris sous les droites AE, EZ, conjointement avec le 
carre de la droite AZ, est au carre de la droite AZ comme quatre 


A 


B 


Z E 


Tsr* 

note 2 ci-dessus donne : — > 20 ; done, comme le texte : ON 8 > 20 Nl* ou : 
36 ON* > 720 "El*. Or, NI = I AI ; done 720 NF 8 = Z £2 a! 2 = 80 aI* ; tandis que 
AI =3 AIC, d’ou : 80 A? = — AK* = 20 AK* ; done : 36 ON* > 20AK*. Or, 

24 

considerant que le triangle ABA est equiangle, et que la droite AK est perpen- 
diculaire sur la base BA, la proposition 38, ou lemme 1 (voir p. 316) a demontre 

que l’on a : BA* =4 AK*, d'ou : 20 AK* == 15 BA* ; done, comme le texte : 

36 ON* > 15 BA*, d'ou : 12 ON* > 5 BA 2 . 

1. Cette proposition reproduit presque textuellement la proposition 7 du 
livre XIV d’Euclide, attribue k Hypsiclfcs, laquelle est enoncee : « Ensuite, si 
deux droites sont coupees en extreme et moyenne raison, nous demontrerons 
ainsi qu’elles sont dans la proportion suivante ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, 
P- 504 - 
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fois le rectangle compris sous les droites AB, Br, conjointement 
avec le carre de la droite AT, est au carre de la droite Ar. Mais 
quatre fois le rectangle compris sous les droites AB, Br, conjoin- 
tement avec le carre de la droite Ar, constitue le carre de la 
somme des droites AB, Br en vertu du theoreme 8 du livre II 
des Elements ; tandis que quatre fois le rectangle compris sous 
les droites AE, EZ, conjointement avec le carre de la droite AZ, 
constitue le carre de la somme des droites AE, EZ (*) ; done, le 
carre de la somme des droites AE, EZ est au carre de la droite AZ 
comme le carr6 de la somme des droites AB, Br est au carr6 de 
la droite AT. En consequence, la somme simple des droites AE, EZ 
est a la droite AZ comme la somme des droites AB, Br est a la 
droite Ar, et, par composition, la somme des droites AE, EZ 
conjointement avec la droite AZ, e’est-a-dire deux droites AE, est 
a la droite AZ comme la somme des droites AB, Br conjointement 
avec la droite AT, e'est-a-dire deux droites AB, est a la droite AT. 
Enfin, considerant les moities des antecedents, la droite AE est 
a la droite AZ comme la droite AB est a la droite Ar ( 2 ). 

II est clair, d'apres cela, que si Ton a deux droites egales, 
telles que AB, AE, et si chacune d’elles est decoupee en extreme 
et moyenne raison aux points I\ Z, leurs grands segments sont 
egaux et leurs petits segments sont pareillement egaux ; car, 
comme on l’a demontre, la droite AE est a la droite ZA comme 
la droite AB est a la droite AT, et permutons ( 3 ). 


1. Euclide, liv. II, prop. 8 : « Si une droite est coupee d'une manure quel- 

conque, quatre fois le rectangle compris sous la droite enti&re et l'un des 
segments avec le carre du segment restanc, est egal au carr6 decrit avec la droite 
entire et le dit segment, comme avec une seule droite *. Voir trad, de Peyrard, 
vol. I, p. 99. 

2. On a par construction : AB x BT = AT 8 et AE x EZ = AZ 8 ; done : 

4AE x EZ 4AB x Br . 4AE X EZ -(- AZ 8 4AB x Br + AT* 


AZ 




at 4 


AZ 2 


Or 


(Euclide, liv. II, prop. 8, e’est-i-dire l’identit6 : 4 (a + b) b -j- a 2 = ((a 6) -}- 6] 2 ), 

on a : 4AE xEZ + AZ 2 = (AE + EZ) 2 et 4AB xBT + Ar* = (AB + Br) 2 ; 
(AE + EZ) 2 (AB + Br) 2 , AE + EZ AB + Bf 


done 


d’ou 


AZ 2 

AE -f EZ + AZ 


texte 


AE 
AZ 

3. La relation 


AZ 

AB 

Ar* 


Ar 2 

AB 4- Br+ Ar 
= Ar 


d'oix, comme le texte 

2AE 2AB 
AZ““ Af’ 


ou 


de la note precedente donne 


Ar 

AZ 


AB 
: AE 


AZ Ar ’ 

d’ou, comme le 


done, si AB = AE, 
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LII. 

Proposition 45 (lemme 9). — Soit le demi-cercle ABr dont 
le centre est le point E ; qne la droite Ar soit triple de la 
droite TA, la droite AB perpendiculaire sur la droite AT, et 
menons la droite de jonction Br. Le carre de la droite Ar est 
done triple dn carre de la droite Br (car le carr6 de la droite AT 
est an carr6 de la droite TB comme la droite Ar est a la droite TA, 
a cause de la similitude des triangles ABr, BAr) ( 1 ). D'autre 
part, decoupons la droite Br en extreme et moyenne raison au 
point 0 ; que le grand segment soit la droite B0, et que le carr6 
de la droite Er soit quintuple du carre de la droite EZ (ce qui 
est possible, car la droite Er est triple de la droite EA) ( 2 ) ; je 
dis que le rapport du carre de la droite B0 au carre de la droite TZ 
est celui de 5 a 3. 

Posons la droite EH egale a la droite EZ ; decoupons la 
droite ZH en extreme et moyenne raison au point K, et que son 
grand segment soit la droite ZK. Et puisque le carre de la droite TE 
est quintuple du carr6 de son segment EZ, et que le double de 
la droite EZ ( 3 ) est decoupe en extreme et moyenne raison au 


on a : AT = AZ et TB = ZE. Ce corollaire evident ne se trouve pas k la suite 
de la proposition d'Hypsicl£s mentionn^e dans la notei de la page 330. Hultsch n'a 
cependant pas attribue ce corollaire k un interpolates (Cfr. loc. cit., vol. I, 
p. 431, en note). 

1. On a par construction : AT = 3TA. Or, les triangles semblables ABT, BAr 

, Ar Br ,, , at 2 Br x at at , , , . 

donnent: ^=53, d ou : —5 = ^^— ^ ; done, comme le texte : 


Ar 2 = zBT\ 

2. La determination de la droite EZ telle que l'on ait : EI 2 = 5EZ 2 etant 
supposee connue, il y a lieu de s’en rapporter, soit a la proposition 16 du livre XIII 
d'Euclide (voir 1'enonce p. 326, n. 2) au corns de laquelle cette determination 
intervient, soit a la proposition 48 qui va suivre, oil cette determination inter- 

vient egalement d'une maniere que l'on peut appliquer 
ici comme suit : La relation Ar = 3TA ou 2Er = 
3(ET — EA) donne : ET = 3EA. Posons : AO = Ar = 
2EA ; menons la droite de jonction EO, coupant la circon- 
ference en n, et abaissons la perpendiculaire IIZ. Dds 
lors, la similitude des triangles EAO, EZII donne : 

^2 = IS; done : Zn = 2ZE, d’oii : zn* = 4ZE 2 . Or, 
A E Z E 

En 2 = ZE ! + Zn 2 ; done : EH 2 = ZE 2 + 4ZE 2 = 5ZE 2 ou ET 2 = 5EZ 2 . 

3. C’est-a-dire la droite ZH. 



E 41 



LIVRE V DE LA COLLECTION 


333 


point K, il s’ensuit que la droit e KZ 
est egale a la droite Zr en vertu 
du theoreme 2 du livre XIII des 
Elements (*) ; en sorte que la droite 
FH est aussi decouple en extreme 
et moyenne raison au point Z, et 
que son grand segment est la droite 
ZH ( 1 2 ). Mais, d’apres ce qui a ete demontre precedemment, la 
droite FH est a la droite HZ, c’est-a-dire la droite ZH a la 
droite Zr, comme la droite FB est a la droite B0 ( 3 ) et, par 
permutation, la droite B© est a la droite TZ comme la droite Br 
est a la droite ZH ; done, puisque le carre de la droite Ar est 
triple du carre de la droite Br et quintuple du carre de la 
droite HZ, le carre de la droite AT est done comme 15, le carre 
de la droite Br comme 5, et le carre de la droite HZ comme 3. 
En consequence, le rapport du carre de la droite Br au carre 
de la droite ZH est celui de 5 a 3 ; en sorte que le rapport du 
carre de la droite B0 au carre de la droite Zr est aussi celui de 
5 * 3 ( 4 )- 



1. Euclide, liv. XIII, prop. 2 : « Si le carre d’une ligne droite est egal au 
quintuple du carre d’un de ses segments, et si le double de ce segment est coupe 
en extreme et moyenne raison, le plus grand segment est la partie restante de 
la droite premCrement exposee ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 215. 

2. Euclide, liv. XIII, prop. 5 : « Si une ligne droite est coupee en extreme 
et moyenne raison, et si on lui ajoute une droite egale au plus grand segment, 
la droite entire sera coupee en extreme et moyenne raison, et le plus grand 
segment sera la droite preincrement exposee ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, 
p. 222. 

3. Voir proposition 44 (lemme 8), p. 330. 

ZH as 2EZ KZ 

4. Explicitement : on a par construction : Er*=5EZ? et 


c’est-a-dire que la droite ZH est decoupee en extreme et moyenne raison en K. 
Or, dans ces conditions (Euclide, liv. XIII, prop. 2), on a : KZ = Zr. Des 
lors, considerant la droite ZH couple en extreme et moyenne raison en K, a 
laquelle on ajoute la droite Zr egale au grand segment KZ, on a (Euclide, 
TH HZ 

liv. XIII, prop. 5) : c’est-a-dire que la droite TH est decoupee en 

hz z r 

extreme et moyenne raison au point Z. Des lors, les droites TH, ZH, Br decoupees 
en extreme et moyenne raison respectivement aux points Z, K, © donnent 
rH HZ TB 

(voir prop. 44) : _ — d’oii, par permutation, comme le texte : 

ttz 1 h.zj — 1 Zj uy 


B 0 

rz 


TB 

HZ 


(I). D'autre part, on a d&nontre (p. 332, n. 1) que 1 ’on a : AT 2 == 3Br 2 ; 


et puisque TE — 


1 AT et EZ = - HZ, la relation de construction TE 8 = 5EZ 8 

2 2 
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LIII. 

Proposition 46 (lemme 10). — Soit de nouveau le demi- 
cercle ABr dont le centre est le point Z ; que le carre de la 
droite TZ soit quintuple du carre de la droite EZ (*) ; que la 
droite BE soit a angles droits sur la droite Ar ; decoupons la 
droite de jonction BI 1 en extreme et moyenne raison au point A, 
et que son grand segment soit la droite BA ; je dis que les carres 
des droites rB, BA sont le quintuple du carre de la droite TE. 

Posons la droite ZH egale a la droite EZ ; la droite TH est 
done decoupee en extreme et moyenne raison au point E, et son 
grand segment est la droite EH ( 2 ). Et puisque le rectangle compris 
sous les droites Hr, TE equivaut au carre de la droite EH, et 
que la droite Er est Sgale a la droite AH (parce que la droite EZ 

est aussi egale a la droite ZH), 
il s’ensuit que le rectangle compris 
sous les droites AE, Er equivaut 
au carre de la droite EH (®). De 
plus, le carre de la droite Br est 
au carre de la droite BA comme 
le carre de la droite EH, e’est- 
a-dire le rectangle compris sous les 
droites AE, Er, est au carre de la droite Er (parce que la 
droite rB est aussi a la droite BA comme la droite HE est a la 
droite Er ); tandis que la droite EA est a la droite Er comme 
le rectangle compris sous les droites AE, Er est au carre de la 



devient : AT* = 5HZ* ; done, comme le texte : AT* =31*1* = 5 HZ 2 , d’ou : 


AP BP 


■ — = d'oii : = -, d’ou la relation (I) donne, comme le texte : 

15 5 3 HZ 2 3 

B0*_5 

TT? 3 

1. Voir p. 332, n. 2. 

2. Voir p. 333, n. 2. 

3. La droite I’H est decoupee en extreme et moyenne raison en E, e’est-a-dire 

HP EH _ 

que l’on a : d’oii, comme le texte : Hr x Er = EH 2 . Or, on a par 

hd .hi 

construction : ZH = EZ, d'oii : Zr — EZ = ZA — ZH ou, comme le texte : 
Er = AH, d’ou : Hr = HE + Er = HE + HA = AE ; done : AE X Er = EH 2 . 


Br* 
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droite Er, [car cela est demontre par la proposition i du livre VI 
des Elements en decrivant un carre sur la droite Er, et en 
completant le parallelogramme sur la droite AE] (*) ; par conse- 
quent, le carre de la droite rB est au carr6 de la droite BA, 
comme la droite AE est a la droite Er (*). Par composition, la 
somme des carres des droites rB, BA est au carre de la droite BA 
comme la droite AT est k la droite PE, c’est-a-dire comme le 
carre de la droite Ar est au carre de la droite PB. ( 3 ) Or, le carre 
de la droite BA est aussi au carre de la droite Er comme le carre 
de la droite Br est au carre de la droite EH ( 4 ) ; done, par raison 
d’identite, la somme des carres des droites rB, BA est au carre 
de la droite PE comme le carre de la droite AP est au carre de 
la droite EH. Or, le carre de la droite AT est quintuple du carr6 
de la droite HE; done, la somme des carres des droites PB, BA 
est quintuple du carre de la droite Er ; ce qu’il fallait demontrer ( 5 ). 


1. D’apr&s Hultsch, la phrase mise en crochets doit avoir ete interpose (Cfr. 
loc. cit., vol. I, p. 432, 11. 23-25). 

2. Les deux droites Hr, Br sont coupees en extreme et moyenne raison 

Br Hr 

respectivement aux points E, A ; done (prop. 44 ou lemme 8), on a : -g^ = 

BT EH 

d’ou (premiere relation de la note 3, page 334) : ^ d'ou, comme 

le texte : — ^ = d'ou (seconde relation de la note 3, page 334) : 


Br* -f BA* 

3. La relation de la note precedente donne : — ——5 — 


AE + Br Ar 


Or, la corde Br donne dans 
^2 


BA Z _ET Er* 

le demi-cercle : AT x Er = BT 8 , d’ou : 

Ar* Ar AT* . . A . BT® + BA* AT* 

— — — =~—s, done, comme le texte : — ==>=5 — = —5. 

Ar x Er Er Br* ba* bi* 

4. On a demontre (note 2 ci-dessus) que l'on a 

BA Br ,, f , B? BT* 

= — — d ou, comme le texte : 

Eti ~ lunr 

donnent 


an j, , 

= ^r=., d ou r 


BA~ ‘ ET' 


Er EH’ 
5. Les 


demieres relations 


des deux 


BIT* 4- BA* 
BA 5 


BA 2 

Er 2 


AI* 

BT 5 


Br* 

m 


notes precedentes 
BT*-|-BA* Af ! 


x x Wm ou > comme le texte : 0r ' on a 


EH 


pose: rz* = 5EZ*, et l’on a : rz=P\r et EZ=~EE, d'ou : aT* = 5EH*; 
done, comme le texte : BT 2 4 - BA 2 = 5ET*. 
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LIV. 

Proposition 47 (lemme 11). — Si le cote de l’hexagone 
est decoupe en extreme et moyenne raison, le grand segment est 
le cote du decagone ( 2 ). 

En effet, decoupons le cote AB de l’hexagone en extreme et 
moyenne raison au point T, et que le grand segment soit la 
droite Ar ; je dis que la droite Ar est le cote du decagone. 

Apposons la droite AA qui soit le cote du decagone ; done, 
la droite AB est decoupee en extreme et moyenne raison au 

point A. Mais, la droite AB est 

1 1 • aussi decoupee ainsi au point T; 

A A P B done, en vertu du lemme 8, la 

droite BA est a la droite Ar 
comme la droite AB est a la droite BA, e’est-a-dire comme la 
droite BA est a la droite AA. En consequence, la droite AA est 
egale a la droite AE Or, la droite AA est le cote du decagone ; 
done, la droite AT est aussi le cote du decagone ( 3 ). 

LV. 

Proposition 48 (lemme 12). — Au regard des [figures] ( 4 ) 
inscrites dans une meme sphere, un meme cercle entoure le 
pentagone du dodecaedre et le triangle de l’icosakdre ( 5 ). 


1. Sous-eulendu : regulier inscrit dans un cercle. 

2. Sous-entendu : regulier inscrit dans le meme cercle. 

3. Explicitement : Si on ajoute le c&te AA du decagone au cdte AB del’hexagone 
inscrits dans le meme cercle (Euclide, liv. XIII, prop. 9, enoncee p. 114, n. 7), 
il s’ensuit que la droite entire AB est decoupee en extreme et moyenne raison 


en A, e’est-i-dire que l’on a 


. AB_BA 
’ BA “ AA' 


Or, par hypoth&se on a aussi : 


BA _ AT j 
AT ~ TB ’ 


done (prop. 44 ou lemme 8, voir p. 330), on a ; done : ^ = d’oii : 

r -TT r jo /> Ar BA AI AA 

Ar = AA. Or, par hypoth^se AA est le cote du decagone ; done, AT est aussi 

le c6te du decagone. 

4. Le texte aura perdu ou sous-entendu ici le mot (T^jjuxTwv, des figures. 

5. Cette propriete comparative du dodecaedre et de l’icosaedre inscrits dans 
une meme sphere avait dej& ete deduite comme corollaire k la proposition 58 
du livre III (voir p. 120), et la demonstration propre que Pappus en donne ici 
ne differe pas essentiellement de celle donnee par Hypsicl^s dans le livre I er , 
prop. 2, de son ouvrage sur les cinq corps solides ; ouvrage ordinairement designe 
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En effet, exposons le diametre AB d’une sphere, le demi-cercle 
de centre T decrit autour de ce diametre, et la perpendiculaire TA 
menee de ce centre sur la droite AB. Coupons la droite AB de 
maniere que la droite AE soit double de la droite EB ; menons 
la perpendiculaire EZ et les droites de jonction AAB, ZB. La 
droite ZB est done le cote du cube (*), comme dans le livre XIII 
des Elements ou il est question du cube f). Coupons la droite 233 
en extreme et moyenne raison au 
point H, et que son grand segment 
soit la droite ZH ; il s’ensuit que 
la droite ZH est le cote du dode- 
caedre en vertu du corollaire relatif 
au dodecaedre dans le livre XIII 
des Elements ( 3 ). Prolongeons la 
droite de jonction Ar jusqu’au 
point K; menons la perpendicu- 
laire K© sur la droite AB ; decoupons la droite de jonction KB 
en extreme et moyenne raison au point M, et que son grand 

comme etant le livre XIV des Elements d’Euclide. Cette proposition y est 
enoncee : « Le meme cercle comprend le pentagone du dodecaedre et le triangle 
de l’icosaedre, ces solides etant decrits dans la meme sphere ». Voir trad, de 
Peyrard, vol. Ill, p. 485. 

Hypsiclds fait preceder sa demonstration des considerations suivantes : « Cela 
est ecrit par Aristee dans le livre de la comparaison des cinq corps, et par Apollonius 
dans la seconde edition de la comparaison du dodecaedre avec l'icosaedre, oil 
il fait voir que la surface du dodecaedre est k la surface de l'icosaedre comme 
le dodecaedre est k l'icosaedre, parce que la perpendiculaire menee du centre 
de la sphere au pentagone du dodecaedre est la meme que la perpendiculaire 
menee au triangle de l'icosaedre. Nous demontrerons que le meme cercle com- 
prend le pentagone du dodecaedre et le triangle de l’icosaedre, ces solides etant 
decrits dans la meme sphere, apres avoir expose ce qui suit : Si dans un cercle 
on decrit un pentagone equilateral, la somme des carres du cdte du pentagone et 
de la droite qui sous-tend deux cdtes du pentagone, est quintuple du carre du 
rayon de ce cercle. » Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 485. 

1. C’est-a-dire le cdte du cube inscrit dans la sphere de diamdtre AB. 

2. Euclide, liv. XIII, prop. 15 : « Construire un cube, et le circonscrire par 
la mdme sphere par laquelle on a circonscrit les figures precedentes, et demontrer 
que le carre du diametre de la sphere est triple du carre du cdte du cube ». Voir 
trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 267. 

3. Euclide, liv. XIII, prop. 17 : « Construire un dodecaedre, et le circonscrire 
de la meme sphere que les figures precedentes, et demontrer aussi que le cdte 
du dodecaedre est l'irrationnelle qu’on appelle apotome ». Voir trad, de Peyrard, 
vol. Ill, p. 280. 

Corollaire : « D'apres cela, il est evident que le cdte du cube etant coupe en 
extreme et moyenne raison, le plus grand segment est le cdte du dodecaedre ». 
Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 288. 
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segment soit la droite KM. Et puisque la droite AB est double 
de la droite Br et la droite AE double de la droite EB, la droite 
restante EB est done double de la droite restante TE. Mais, la 
droite BE est egale a la droite EA, pares que la droite BE est 
a la droite EA comme la droite Br est a la droite AT ; done, la 
droite AE est aussi double de la droite EI\ Mais, la droite K 0 
est aussi double de la droite 01 ? ; done, le carre de la droite 0 K 
est quadruple du carre de la droite T0 ; done, le carre de la 
droite Kr est quintuple du carre de la droite T0 ; done, le carre 
de la droite Br est aussi quintuple du carre de la droite T0 ( x ). 
En consequence, la droite KB est le c6te de l'icosa&dre ; car cela 
a et6 demontre dans le livre XIII des 'Elements ( 2 ). Des lors, puis- 
qu’il a ete demontre, dans le lemme 9 ( 3 ), que le rapport du carre 
de la droite ZH au carr6 de la droite B 0 est celui de 5 a 3, 
et, dans le lemme 10 ( 4 ), que la somme des carres des droites 
BK, KM est quintuple du carre de la droite B 0 , il s'ensuit que 
la somme des carres des droites BK, KM est triple du carre de 
la droite ZH ( 5 ). 


1. On a par construction : AE = 2EB. Or, AB = 2rB ; done : AB — AE = 
2 (rB — EB) ou, comme le texte : EB = 2l?E. Or, la similitude des triangles 

BrA, BEA donne : gp * d’oii : EB = EA ; done EA = 2rE. Or, 

KQ EA 

la similitude des triangles TEA, r©K donne : ; done : K© = 2©I\ d’oii : 

01 

k©*= 4©r 2 , d’oii : EK* = ©T 2 + K© 2 = 0 T a + 4@T* = 5©!*, ou, comme le texte : 
Br a = 5©r*. 

2. Cette deduction se deroule explicitement comme suit : La demiere egalite 
de la note precAdente donne : 4BT* = 5 (4©r 2 ), d’oii, en presence de K© = 2©r, 
il vient : AB 2 = 5K© 1 ; done (Euclide, liv. XIII, prop. 16, enoncee p. 326, n. 2, 
et corollaire, enonce p. 327, n. 4), la droite K© est le rayon du cercle circonscrit 
A la base pentagonale de_a pyramide de l’icosaedre inscrit dans la sphere de 
diamAtre AB. Or, KB 2 = B© 2 4- K© 2 ; done (Euclide, liv. XIII, prop. 10, enoncee 
p. 115, n. 1), la droite KB est le c6te du pentagone, la droite B® le c6te du 
decagone, et K© le c6te de l’hexagone inscrits dans ce meme cercle de rayon K 0 , 
Or, K© =* 2©r ; done : AB = 2rB = 2 (©r + B©) = K@ + 2B®, d’oii (Euclide, 
liv. XIII, prop. 16, corollaire enonce p. 327, n. 4), la droite K© est le cdte de 
l’hexagone, et B© le c6te du decagone inscrits dans le cercle circonscrit au penta- 
gone de 1 ’icosaAdre. Or, on vient de voir que la droite KB est le c6te du penta- 
gone inscrit dans ce cercle ; done, la droite KB est une arete de l’icosaedre, 
c'est-A-dire un c6te des triangles 6quilateraux qui constituent la surface de 
l'icosaedre inscrit dans la sphere de diamAtre AB. 

3. C’est-A-dire la proposition 45 constituant le lemme 9, voir p. 332. 

4. C’est-A-dire la proposition 46 constituant le lemme 10, voir p. 334. 

5. On a demontre plus haut que l’on a : RT 2 = 5©T 2 , et, par hypothese, la 
droite ZB est divisee en extreme et moyenne raison en H ; done (prop. 45), on 
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Dhs lors, exposons le cercle qui entoure le triangle de 
I’icosaedre (*) ; qu’une droite quelconque NS menee du centre 
soit decoupee en extreme et moyenne raison au point O, et que 
le grand segment soit la droite ON. En consequence, la droite NO 
est le cot6 du decagone en raison de ce qui a ete d^montre prece- 
demment ( 2 ). Et puisque le carre du cote du triangle equilateral 
inscrit dans le cercle de centre N est triple du carre du rayon NS, 
conformement au livre XIII des 
Elements ( 3 ), et que le cote de 
ce triangle est la droite KB, il 
s’ensuit que le carre de la droite 
KB est triple du carre de la 
droite NS. De plus, ces deux 
droites sont decoupees en extreme 
et moyenne raison ; done, en vertu 
de ce qui a ete demontre au 
debut ( 4 ), la droite KM est a la 
droite NO comme la droite BK 
est a la droite NS ; et il en est 
de meme pour leurs carr6s, qui 
sont tous a tous comme l'un est k l’autre. En consequence, la 
somme des carres des droites BK, KM est triple de la somme des 
carres des droites SN, NO. Or, on a demontre que la somme des 
carres des droites BK, KM est aussi triple du carre de la droite ZH ; 
done, la somme des carres des droites SN, NO equivaut au carre 
de la droite ZH ( 5 ). Or, la droite NS est le cote de l’hexagone, 



ZH* 

B ^ 1 


d'oii 

3 


a, comme le texte : d'oii : 3ZH*=5BO*. Or, on a (prop. 46) : 

BK* + KM* = 5B® 2 ; done, comme le texte: BK* -f KM* = 3ZH*. 

1. C'est-a-dire le triangle equilateral dont le c6te a ete trouvd egal k la 
droite KB. 

2. Voir proposition 47 ou lemme n, p. 336. 

3. Euclide, liv. XIII, prop. 12, enoncee p. 115, n. 4. 

4. C’est-h-dire k la proposition 44, ou lemme 8, voir p. 330. 

5. Explicitement : le rayon NE est le cdte de l’hexagone inscrit. Or, il est 
divise en extreme et moyenne raison en O ; done (prop. 47 ou lemme 11), la 
droite NO est le cdte du decagone inscrit. Or (Euclide, liv. XIII, prop. 12), oh 
a : KB* = 3NS* (I), et les deux droites NS, KB sont divisees en extreme et moyenne 
raison respectivem ent au x po ints O, M, e’est-h-dire que l'on a (prop. 44, lemme 8) : 
BK_KM , BK*_EM* a , s BK* -j- KM* BK* 

NE NO’ d0U : N^ W 


d'ou 


NE V 4- NQ 4 = N^ ; d ° nC ’ Cn P r6sence de la 
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et la droite NO celui du decagone ; done, la droite ZH est le cote 
du pentagone inscrit dans le cercle dont le centre est N (car cela 
est aussi demontre dans le livre XIII des Elements) ( r ). Or, la 
droite ZH, cote du pentagone, est aussi le cdte du dodecaedre ; 
done, le meme cercle entoure le triangle de l’icosaedre et le 
pentagone du dodecaedre ( 2 ). 


LVI. 

(Lenune 13). — On demontrera d’une autre maniere qu’un 
meme cercle entoure le triangle de l'icosaedre et le pentagone 
du dodecaedre. 

Exposons une sphere dans laquelle nous inscrivons le dode- 
caedre et l’icosaedre (•). Que le pentagone TAEZH du dodecaedre 
soit entoure par le cercle TAE, et que le triangle de l’icosaedre 
soit inscrit dans le cercle IIPZ ; je dis que ces cercles sont egaux, 
e’est-a-dire que le meme cercle entoure le pentagone et le triangle. 

Menons la droite de jonction Er ; la droite TE est done le 
cote du cube compris dans la meme sphere que le dodecaedre ; 
car cela est demontre dans le livre XIII des Elements ( 4 ). Prenons 


relation (I) on a, comme le texte : BK* + KM* — 3(H a* + NO 2 ). Or, on a demontre 
(voir page 338, note 5) que l'on a : "BK* -f- &M 4 = 3ZH* ; done, comme le 
texte : Nl* 4 - NO* = ZH*. 

1. Euclide, liv. XIII, prop. 10, enoncee p. 115, n. 1. 

2. La derniere expression de la note avant-precedente indique, en vertu de 
la proposition d'Euclide rappelee dans la note precedente, que la droite ZH est 
le cdte du pentagone inscrit dans le cercle de rayon N 3 . Or, on a vu, au debut 
de la demonstration, que la droite ZH est aussi (Euclide, liv. XIII, prop. 17, 
corollaire, enonce p. 337, n. 3) le cote du dodecaedre inscrit dans la sphere de 
diametre AB (voir premiere figure) ; done le triangle de l’icosaedre et le penta- 
gone du dodecaedre sont inscrits dans un meme cercle de la sphere de diametre AB. 

3. C’est-a-dire : soit une sphere representee sur la figure par son diametre A 3 , 
et imaginons que le dodecaedre et l'icosaedre soient inscrits dans cette sphere. 

4. Cette conclusion se justifie comme suit : Menons la droite AZ. On a done 
deux droites TE, AZ qui sous-tendent deux angles consecutifs d’un pentagone 
regulier; done (Euclide, liv. XIII, prop. 8, enoncee p. 114, n. 6), elles se coupent 
mutuellement en extreme et moyenne raison au point O, et leurs grands segments 
TO, OZ sont tous deux egaux au cote TA du pentagone. Or, TA est le cote du 
dodecaedre et (Euclide, liv. XIII, prop. 17, corollaire enonce p. 337, n. 3), 
lorsque le cote du cube inscrit dans la sphere est coupe en extreme et moyenne 
raison, le grand segment est le cdte du dodecaedre inscrit dans la meme sphere ; 
done, la droite TO etant egale au cdte du dodecaedre, la droite TE, coupee en 
extreme et moyenne raison en O, est le cdte du cube. 
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le centre K du cercle, d’ou nous 
menons la perpendiculaire KA que 
nous prolongeons jusqu'aux points 
r, 0 f), et menons la droite de 
jonction E0. La droite E0 est 
done le cote du decagone ( 1 2 ). Et 
puisque le carre de la droite T0, 
e’est-a-dire la somme des carres 
des droites TE, E0, est quadruple 
du carre de la droite 0K, il s’ensuit que la somme des carres 
des droites TE, E0, 0K est quintuple du carr6 de la droite 0K. 
Mais, les carres des droites E0, 0K valent le carre de la droite EZ 
(car le carre du cote du pentagone vaut le carre du cot£ de l’hexa- 
gone, conjoint ement avec le carre du cdte du decagone, inscrits 
dans le meme cercle, conform6ment au livre XIII des Elements )( 3 ) ; 
done, la somme des carres des droites TE, EZ est quintuple du 
carre de la droite 0K( 4 5 ). Exposons done le diametre AB de la sphere, 
ainsi qu’une droite MN telle que le carre de la droite AB soit quin- 
tuple du carre de la droite MN, conformement a un lemme du 
livre XIII des Elements (*). Or, le carre du diam&tre de la sphere 
est quintuple du carre du rayon du cercle d’oii l’on a l’icosaedre, 
conformement au livre XIII des Elements ( 6 ) ; done, la droite MN 

1. Le texte admet comme demontre que le prolongement de la perpendi- 
culaire men6e du centre K sur le c6te EZ du pentagone tombe sur le point T, 
sommet d'angle du pentagone, attendu que T est le sommet du triangle isoc&le 
ZTE, par le milieu de la base duquel passe la perpendiculaire. 

2. Car le point © divise l'arc du pentagone en deux parties egales. 

3. Euclide, liv. XIII, prop. 10, enoncee p. 115, n. 1. 

4. Considerant le diametre du cercle de centre K, on a : r< 5 a = 4©K 2 . Or, 
le triangle rectangle TE 0 donne : r© 2 = FE 2 -f- E© 2 ; done, comme le texte : 

Te 2 4- E© 2 = 4©K 2 , d’oii +- E© 2 +• ©K a = ^_5®L 2 ^Or (Euclide, liv. XIII, 

prop. 10), on a : E 0 a + ©K a = EZ 2 ; done : TE 2 + EZ 2 = 5©K*. 

5. C’est-k-dire conformement a la construction exposee subsidiairement dans 
la proposition 16 du livre XIII d’EucLiDE (voir aussi la prop. 45, p. 332, n. 2). 
Dans les conditions de la pr^sente proposition, il suffit de diviser la droite AB 
en cinq segments egaux ; d’elever, au premier point de section, une perpendi- 
culaire coupant la demi-circonference de cercle decrite sur AB en un point d’ou 
l’on mene la droite de jonction avec le point de section suivant, et le carre de 
cette droite sera la cinquieme partie du carre de la droite AB. 

6. C’est-a-dire que, en vertu du corollaire de la proposition 16 du livre XIII 
d’Euclide (enonce p. 327, n. 4), le carre du diametre de la sphere est quintuple 
du carre du rayon du cercle de cette sphere, dans lequel s’inscrit la base penta- 
gonale de la pyramide & faces de triangles equilateraux de 1’icosaMre inscrit 
dans cette sphere. 


A B 
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est le rayon [du cercle] (*) d’oii 1’ufi a l’icosa&dre. Coupons la 
droite MN en extreme et moyenne raison au point S, et que le 
grand segment soit la droite MS. Des lors, la droite MS est le 
c6te du decagone en vertu du lemme n (*). Et puisque le carre 
de la droite AB est quintuple du carre de la droite MN ; et que 
le carre de la droite AB est aussi triple du carre du cote TE du 
cube, conformement au livre XIII des Elements ( 1 2 3 ), il s’ensuit 
que trois carres de la droite TE valent cinq carres de la 
droite MN ( 4 ). Or, cinq carres de la droite MN sont a cinq carres 
de la droite MS comme trois carres de la droite TE sont a trois 
carres de la droite TA (car le cote TE du cube etant coupe en 
extreme et moyenne raison, son grand segment est le c6te du 
dodecaedre, conformement au livre XIII des Elements ) ( 5 ) ; par 
consequent, trois carres de la droite TE, conjointement avec trois 
carres de la droite ZE, sont egaux a cinq carres de la droite MN 
conjointement avec cinq carres de la droite MS ( 6 * ). Or, cinq carres 
de la droite MN, conjointement avec cinq carres de la droite MS, 
valent cinq carres de la droite PS conformement a ce qui est 


1. Lacune que Hultsch comble, d’aprds Commandin, suivi par Eisenmann, 
au moyen des mots tou xuxXou. 

2. La droite MN etant le rayon du cercle dans lequel s’inscrit la base penta- 
gonale de la pyramide de l’icosaddre, elle est aussi le cdte de l'hexagone inscrit 
dans ce cercle, et cette droite etant divisee en extreme et moyenne raison, la 
proposition 47, ou lemme 11 (voir p. 336) a demontre que le grand segment M 2 
est le cdte du decagone inscrit dans le meme cercle. 

3. Euclide, liv. XIII, prop. 15, enoncee p. 337, n. 2. 

4. On a demontre plus haut (p. 340, n. 4) que la droite TE est le cdte du 
cube inscrit dans la sphere de diamdtre AB circonscrite au dodecaedre ; done 
(Euclide, liv. XIII, prop. 15, e'est-a-dire que le carre du diamdtre de l a sphere 
est triple du carre du cdte du cube inscrit dans cette sphere), on a: AB* = 3TE*. 
Or, par hypothese, on a : AB 8 = 5MN 8 ; done, comme le texte : 30? = 5MN 2 * . 

5. Euclide, liv. XIII, prop. 8, enoncee p. 114, n. 6. 

6. Si le cdte TE du cube inscrit est decoupe en extreme et moyenne raison 

(voir droite AZ et point 0 ajoutes dans la figure du texte), son grand segment TO 
est dgal au cdte du pentagone r A (Euclide, liv. XIII, prop. 8). Or, par 
hypothdse, TA est le cdte du doddeaddre inscrit dans la sphdre de diamdtre AB. 
Dds lors, considerant les deux droites TE, MN coupees en extreme et moyenne 
raison respectivement aux points O, 2, la proposition 44, ou le mme 8 (voir 

p. 330) donne : f CT^Ta ^ MS’ d ou> comme le texte : d 

d ’ 0i1 ’ en P r4sence de la derni ^ re elation de la 

note 4 ci-dessus: 3TE 8 + 3]^ A 8 = 5MN 8 + 5 M 2 * , d’ou, considerant que EZ = TA, 

on a, comme le texte : 3TI 8 + 3ZE 8 = 5MN 8 4* 5 ME 2 
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demontre relativement a I’icosa&dre dans le livre XIII des 
Elements ; done, cinq carres de la droit e PS valent trois carres 
de la droite TE conjointement avec trois carres de la droite ZE. 
Mais, cinq carres de la droite PS valent quinze carres du rayon 
du cercle circonscrit autour du triangle IIPS en vertu du 
theor&me 12 du livre XIII des Elements ; tandis que trois carres 
de la droite TE, conjointement avec trois carres de la droite ZE, 
valent quinze carres du rayon du cercle circonscrit autour du 
pentagone TAEZH (car on a demontre que la somme des carres 
des droites TE, EZ est quintuple du carre de la droite ©K) ; done, 
quinze carres du rayon du cercle circonscrit autour du triangle IIPS 
valent quinze carres du rayon du cercle circonscrit autour du 
pentagone TAEZH ; en sorte qu’un carre de rayon est egal & un 
carre de rayon, et que le cercle est egal au cercle (*). En conse- 
quence, le meme cercle entoure le pentagone du dodeca&dre et 
le triangle de l’icosaedre inscrits dans la meme sphere. 

LVII. 

Proposition 49 (lemme 14). — Douze pentagones sont plus 
grands que vingt triangles inscrits dans un meme cercle. 

Soit le cercle BrAE entourant le triangle de l’icosaedre et 
le pentagone du dodeca&dre {*) ; inscrivons, dans ce cercle, le 

1. La fin de la demonstration se deroule explicitement comme suit : On a 
demontre plus haut (voir p. 342, n. 2) que la droite MN est le rayon du cercle 
dans lequel s’inscrit la base pentagonale de la pyramide de l'icosaedre inscrit 
dans la sphere de diametre AB ; done, cette droite est le cdte de l’hexagone 
inscrit dans ce cercle. D'autre part, on a demontre que MS est le cdte du de- 
cagone inscrit dans ce cercle (p. 342, n. 2). Or, par hypothdse, PS est le cdte de 
la face triangulaire de l’icosaedre inscrit dans la sphere ; done (Euclide, liv. Ill, 
prop. 16, enoncee p. 326, n. 2), PS est le cdte du pentagone (base de la pyramide de 
l'icosaedre) inscrit dans le cercle de rayon MN. Dds lors (Euclide, liv. XIII, 
prop. 10, enoncee p. 115, n. 1), puisque, dans un meme cercle, la somme des carrds 
des cdtesde l’hexagone et du decagone vaut le carre du cdte du pentagone, 
on a: MN* + Ml* = PS 1 2 , d’ou : 5MN 2 -j- 5 MS* = 5 PS*, d'ou, en pr esenc e de la 
demidre relation de la note precedente, on a, comme le texte : 5 Pi? = 3TE 2 -j- 3ZE 2 . 
Or (Euclide, liv. XIII, prop. 12, enoncee, p. ns,n. 4), le carre du cdte du t riang le 
equilateral etant triple du carre du rayon du cercle circonscrit, on a : PS* = 
3( rayon cercle IIPS) 2 , d’ou : 5 PS* = 15 (rayon cercle IIPS) 2 . Or, on a demontre 
(p. 341, n. 4), que l’on a : PE 2 4- ZE* = 58K*, d’ou: 3 IE* + 3SE* = I 50 K* = 
I5( rayon cercle TAEZH) 2 ; done, comme le texte : (rayon cercle IIPS) 2 = (rayon 
cercle TAEZH) 2 , d’ou : cercle IIPS = cercle TAEZH. 

2. Voir proposition 48. 
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cote BE du triangle et le cote TA du pentagone, et que ces cotes 
soient paralleles. Prenons le centre A du cercle, d’ou nous menons 
la perpendiculaire AZH0 sur les paralleles, et menons les droites 

de jonction AB, AT, AA, AE, 
[B0, T0] ( x ). Des lors, puisque la 
droite BE est le cote du triangle, 
la droite B0 est done le cote de 
l’hexagone ( 1 2 ). D'autre part, puisque 
la droite TA est le cdt6 du penta- 
gone, la droite T0 est done le cote 
du decagone ( 3 ). De plus, les droites 
BZ, TH sont des perpendiculaires 
done, le rectangle compris sous les 
droites TH, HA est plus grand que 
le rectangle compris sous les droites 
BZ, ZA en vertu de ce qui va suivre ( 4 ). En consequence, le 
triangle ArA est aussi plus grand que le triangle ABE, et soixante 
triangles TAA sont done aussi plus grands que soixante 
triangles BAE. Mais, soixante triangles TAA constituent le dod6~ 
ca&dre, car chaque pentagone contient cinq triangles pareils air 
triangle TAA ( 5 ) ; tandis que soixante triangles BAE constituent 
l’icosa&dre, car chaque triangle contient trois triangles pareils au 
triangle BAE ( 6 ). Dfes lors, douze pentagones sont plus grands 
que vingt triangles inscrits dans le meme cercle ( 7 ). 



1. Lacune combiee par Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 444, 1 . 26). 

2. La perpendiculaire A© divise en deux parties egales l’arc BE du trigone. 

3. La perpendiculaire A© divise en deux parties egales l’arc TA du pentagone. 

4. Voir la proposition suivante 50 (lemme 15). 

5. C’est-A-dire que soixante triangles TAA constituent la surface totale du 
dodeca^dre, dont les douze faces pentagonales contiennent chacune cinq de ces 
triangles. 

6. C’est-a-dire que soixante triangles BAE constituent la surface totale de 
l’icosaedre, dont les vingt faces triangulaires contiennent chacune trois de ces 
triangles. 

7. Admettant en fait l’inegalite TH x HA > BZ x ZA qui ne sera demontree 
qu'i la proposition suivante, probablement pour eviter ici les complications 
de la figure, on a : TH x HA = triangle ArA et BZ x ZA = triangle ABE ; 
done : triangle ArA > triangle ABE, d’ou : 60 triangles ArA > 60 triangles ABA. 
ou : 12 pentagones de cote TA > 20 triangles de cote BE. 
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LVIII. 

Proposition 50 (lemme 15). — Voici le lemme qui a ete dif- 
fere f). Soient le cercle ABrA dont le centre est le point K, des 
diametres Ar, BA perpendiculaires entre eux, l'arc AE de l’hexa- 
gone, Tare AZ du decagone, et les droites E 0 , ZH perpendiculaires 
sur le diametre BA. Je dis que le rectangle compris sous les 
droites ZH, HK est plus grand que le rectangle compris sous les 
droites E 0 , 0 K. 

En effet, soit AO l’arc de l’octogone. Des lors, considerant le 
cercle comme etant 360, l'arc AE est ainsi 60, l'arc AZ est 36, 
l’arc OA est 45 ; done, l’arc rest ant ZO est 9, et l’arc restant OE 
est 15 ( 1 2 ). Posons l’arc OP egal a l’arc ZO ; il s’ensuit que l'arc 
restant AP est aussi egal a l’arc 
restant AZ ( 3 ). Prolongeons les 
droites de jonction ZE, ZP, et 
qu’elles soient telles que les droites 
NEZE, APZM. En consequence, 
la droite de jonction KO coupe 
la droite ZP en deux parties egales 
et a angles droits. Qu’elle la coupe 
au point 2 . Des lors, puisque 
chacun des angles compris sous 
les droites OK, KA et sous les 
droites OK, KM est la moitie de 
Tangle droit, la droite KM est 
done egale a la droite KA ; tandis que la droite K 5 est, a fortiori, 
plus grande que la droite KN ( 4 ). Et la droite ZH est a la droite HE 


A 



1. C’est-a-dire le lemme dont la demonstration a ete postposee au cours de 
la proposition precedente (voir p. 344, n. 4). 

2. C’est-a-dire que, si Ton consid&re la circonference du cercle divisee en 
360 parties egales ou degres, l’arc AE de l'hexagone inscrit sera le sixieme de 
la circonference, ou 6o°, l’arc AZ du decagone sera le dixieme, ou 36°, l’arc AO 
de l’octogone sera le tantieme, ou 45 0 ; d'ou : arc ZO = arc AO — arc AZ — 9 0 , 
et arc OE = arc AE — arc AO = 15 0 . 

3. Posons : arc OP = arc ZO. Or, arc AO = arc AO = 45° ; done : 
arc AO — arc OP = arc AO — arc ZO ou, comme le texte : arc AP = arc AZ. 

4. On a : OKA = OKM = * angle droit, d’oii similitude et egalite des 
triangles OKA, OKM, d’oii, comme le texte : KM = KA. Or, le point P est situe 
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comme la droit e NK est a la droite *KE ; done, la droite ZH est 
plus petite que la droite HE. Mais, la droite ZH est plus grande 
que la perpendiculaire menee du point E sur la droite AK, e’est- 
a-dire plus grande que la droite ©K (car la perpendiculaire menee 
du point P (*) est egale a la droite ZH) ; done, le rapport de la 
droite H 0 a la droite ©K est plus grand que son rapport a la 
droite HE f), et, par composition, le rapport de la droite HK a 
la droite K© est plus grand que celui de la droite ©S a la 
droite EH, c’est-&-dire de la droite E® k la droite ZH. En conse- 
quence, le rectangle compris sous les droites ZH, HK est plus 
grand que le rectangle compris sous les droites E©, ©K ( 3 ). 

LIX. 

Proposition 51 (lemme 16). — Lorsqu'un triangle isocele a 
comme angle au sommet les quatre cinquiemes d’un angle droit, 
et qu’un triangle equilateral lui est equivalent, on demontre que, 
si l’on decoupe une droite en extreme et moyenne raison, le 
rapport du carre d’un cote du triangle equilateral au carre de 
l’un des cotes egaux du triangle isocele est plus petit que celui 
du carre de la droite enti&re a cinq fois le carre du petit segment. 

En effet, soit le triangle isoc&le BAE, ayant comme angle au 
point E les quatre cinquiemes d’un angle droit, entoure du cercle 
dont le centre est le point E, et soit AEZr le diametre perpen- 
diculaire sur la droite BA. La droite BZA est done le cote du 


entre les points E, Z ; done : KM < KS et KA > KN, d'ou, k fortiori, comme 
le texte : K3 > KN. 

1 . Sous-entendu : ini T 7 \v AK, sur la (droite) AK. 

2 . Euclide, liv. V, prop. 8 , enoncee, p. 36 , n. 6 . 

ZH KN 

3 . Les triangles semblables ZH3, NK3 donnent : ^ 3 -=. = , d’ou, en presence 

nfi Ku 


de la demi&re inegalite de la note antepenulti&me, on a, comme le texte : 
ZH < H3. Or, ZH = perpendiculaire de P sur AK, et perpendiculaire de P 
sur AK > perpendiculaire de E sur AK (= ©K) ; done : ZH > ©K. Des lors : 


H© HQ 
©K > ZH 
H© 4 . ©K 
©K 


H© H© , 

et ^ ; done, comme 

nd ZH 

H0 + H3 , . . . 

> ou, comme le texte : 

xi A 


, , , H© H© j, . 

le texte : d ou : 

Or, les triangles sem- 

©K Ha 


blables E©E, ZH3 donnent 
ZH x HK > E© x 0 K. 


03 _E© 
H3 ZH 


, HK 
; done : — - > 
©K 


E@ 

ZH’ 


d’oii, comme le texte : 
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pentagone ( x ). Des lors, si nous 
decoupons les arcs TH, T0 comme 
Etant l’un et l’autre ceux du dode- 
cagone, et si nous menons la droite 
de jonction H0 et les droites de 
jonction EH, E0, il s’ensuit que 
le triangle EH0 sera equilateral (2). 

Et si nous menons la tangente 
KTA, le triangle EKA sera aussi 
Equilateral ( 3 ). Et si l’on veut 
ajuster un triangle ( 4 ) equivalent 
au triangle BAE ( 5 ), on demontre qu’il tombe entre les triangles 
0EH, KEA, c 'est- a- dire qu'il sera plus grand que le triangle EH0 
et plus petit que le triangle KEA. 

En effet, puisque le rapport du carre de la droite 0E au carre 
de la droite EM est celui de 4 a 3, et que la droite 0E est Egale 
k la droite Er, il s’ensuit que le rapport du carrE de la droite EF 
au carrE de la droite EM est aussi celui de 4 k 3 ( 6 ). Or, le carrE 
de la droite KA est au carrE de la droite 0H, c’est-a-dire que 
le triangle KEA est au triangle EH0, comme le carrE de la 
droite EF est au carre de la droite EM, et il en est de meme 
pour les sextuples ; done, le rapport de l’hexagone circonscrit a 
l’hexagone inscrit est celui de 4 a 3, c’est-a-dire de 12 a 9. Or, 


1. Sous-entendu : iyysYpap|xevou tov xuxXov, e’est-ct-dire : inscrit dans le 
cercle. 

2. C’est-X-dire que, si l’on pose : T 0 = TH = arc du dodecagone, on a : 
H 0 = arc de l'hexagone, d’oii : H© = c6te de l’hexagone inscrit = rayons EA 
et EH, d'oii le triangle EH 0 est equilateral (Euclide, liv. IV, prop. 15, 6noncee 
p. 116, n. 3). 

3. La tangente KA etant parallele k la droite ©H, la similitude des triangles 

donne : 5 ? - ~ Or, E 0 = 0 H ; done : EK = KA = EA. 

KA WH. 

4. L’enonce de la proposition indique que le texte sous-entend ici le mot 
tffoitXeupov, equilateral. 

5. C’est- 4 -dire ajuster sous l’angle KEA un triangle equilateral equivalent 
au triangle isocele BAE. 


6. Le triangle 0 EH etant equilateral, on a: 0 M E 0 . Or, E 0 * = EM* -f ©M* j 
done : E© 2 = EM a +5 E© 2 , d’oii : 3E© 2 = 4EM*, d'oti : = Or, E 0 = Er; 

done, comme le texte : 

1M* 3 
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le rapport de l’hexagone circonscrit a cinq triangles KEA est 
celui de 12 a 10 ; done, cinq triangles KEA sont plus grands que 
l’hexagone inscrit (*) ; done, a fortiori, ils sont plus grands que 
le pentagone inscrit (car le pentagone equilateral inscrit dans le 
cercle est plus petit que l'hexagone qui y est inscrit) ( 2 ). En conse- 
quence, le triangle AEB est plus petit que le triangle KEA ( 3 ). 

D’autre part, je dis que ce triangle est plus grand que le 
triangle EH 0 . 

En effet, prenons l’arc TN de l’hexagone, et menons la perpen- 
diculaire NE. Et puisque, en vertu du lemme qui precede ( 4 ), le 


K A EF 

On a, par similitude de triangles : -, 

0 x 1 EM 


d’ou (Euclide, liv. VI, 
triangle KEA EF n . 


\ . K. A 2 KA x EF triangle KEA El* ,, . 

prop. 22, enoncee p. 125, n. 4) : . — = 2 — d ou : 

F y J 0 H* 0 HxEM triangle QEH CT 

6 triangles KEA EF 2 hexagone circonscrit de cdte KA Er* ,, > 

6 triangles 0 EH E.\l 2 hexagone inscrit de cdte 0 H EM 2 

presence de l’egalite de la note precedente : - - ^ a ^ one c * rconscr ^ _ 4 _ _ . Or, 

hexagone inscrit 3 9 


hexagone circonscrit = 6 triangles KEA 6 12 . , 

- — : 1 " T V.! '; 1 1 =£— — - , ClOnC, 

5 triangles KEA 5 io 


texte : 


5 triangles KEA > hexagone inscrit. 

2. II est probable que cette remarque incidente s’appuie sur une demonstra- 
tion directe ancienne qui ne nous est pas parvenue. Toutefois, en faisant 
abstraction du fait que Pappus pouvait deji legitimement invoquer l'ensemble 
des propositions du traite De la mesure du Cercle d'Archim&de (voir trad, de 
P. Ver Eecke, pp. 127-134) pour conclure que dans le meme cercle l'aire de 
l’hexagone regulier est plus grande que celle du pentagone regulier, il y a lieu 
de remarquer qu’il peut s’en rapporter aussi au chapitre IX, livre I de VAlmageste 
(voir trad. Halma, pp. 26-29), ou Claude Ptolem6e considere le cdte du pentagone 
regulier inscrit comme sous-tendant 72 des 360 parties egales, e’est-a-dire nos 
degres actuels, dans lesquelles il divise la circonference du cercle, puis mesure 
le cote du pentagone en fonction du diametre du cercle qu’il divise en 120 de 
ces memes parties, et trouve qu'il est egal a 70 de ces parties, 32 scrupules (nos 
minutes actuelles), et 3 secondes ; done, que le perimetre du pentagone regulier 

est plus petit que du diametre du cercle circonscrit. Or, comme 

dans ces memes conditions le cdte de l'hexagone inscrit sera 60 parties du diametre 

divise en 120 parties, son perimetre sera _ 2^? du diametre: d'ou : peri- 

r r 120 120 r 

metre de l’hexagone > perimetre du pentagone. Des lors, la premiere proposition 
du livre V (voir p. 139), dans laquelle Pappus demontre que l’aire de l'hexagone 
est plus grande que celle du pentagone de meme perimetre, permet de conclure, 
a fortiori, que l'aire de l’hexagone regulier est plus grande que celle du pentagone 
regulier inscrit dans le meme cercle. 

3. On a done : aire hexagone inscrit > aire pentagone inscrit ; done, l'inegalite 
de la note 1 ci-dessus donne, a fortiori : 5 triangles KEA > pentagone inscrit. 
Or, pentagone inscrit = 5 triangles AEB ; done : triangle KEA > triangle AEB. 

4. Voir proposition 50 ou lemme 15, p. 345. 
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rectangle compris sous les droit es AZ, ZE est plus grand que le 
rectangle compris sous les droites NS, SE, et que le rectangle 
compris sous les droites NS, SE equivaut au rectangle compris 
sous les droites ©M, ME (car toutes sont egales a toutes) ; il 
s’ensuit que le rectangle compris sous les droites AZ, ZE est plus 
grand que le rectangle compris sous les droites ©M, ME ; en 
sorte que le triangle BAE est aussi plus grand que le 
triangle ©EH ( L ). 

En consequence, le triangle equilateral construit ( 1 2 ) equivalent 
au triangle BAE est tel que sa base, parallele a la droite H@, ou 
a la droite KA, tombe entre les points K, ©. Des lors, puisqu’il 
a ete ddmontre au lemme 6 ( 3 ) que, lorsqu’une droite est ddcoupee 
en extreme et moyenne raison, le rapport du carre de la droite 
entiere a cinq fois le carre de son petit segment est plus grand 
que le rapport de 4 a 3 ; tandis que le rapport du carre de la 
droite KE au carre de la droite Er, c’est-a-dire de la droite E 0 , est 
celui de 4 a 3 ( 4 ), il s’ensuit que le rapport du carre de la droite entire 
a cinq fois le carre de son petit segment est, a fortiori, plus grand 
que le rapport du carre du cote du triangle equilateral ( 5 ), situe 
entre les droites KE, ©E, au carre de la droite E©, c’est-a-dire 
au carre du cote EA du triangle isocele ( 6 * ). 


1. Considerant les deux perpendiculaires AZ, NS, la proposition rappelee 
dans la note precedente donne : AZ x ZE > NS x SE. Or, par construction, 
l’arc FN est celui d'un cote de l’hexagone ; done, les droites de jonction NE, Nr, 
non tracees sur la figure du texte, toutes deux egaies au rayon, forment avec 
la droite Er un triangle equilateral egal au triangle E 0 H ; done : NS = ME 
et SE = 0 M, d'ou : NS x SE = ME X ©M ; done : AZ x ZE > ME X ©M 
ou, comme le texte : triangle BAE > triangle 0 EH. 

2. C’est- 4 -dire construit dans l’angle KEA. 

3. Voir proposition 42, ou lemme 6, p. 322. 

4. Voir proposition 38, ou lemme 1, p. 316. 

5. Sous-entendu : equivalent au triangle BEA. 

6. Explicitement : une droite decoupee en extreme et moyenne raison donne 

, . . carre de la droite entiere 

(prop. 42) 


, — , , > d. Or dans le triangle equilateral KEr 

5 carres du petit segment 3 


on a : KE*= ET 2 -}- KT*= ET* + l KE*, 

4 


d'ou: 3KE 2 = 4EI 2 ou, comme le texte: 


KE 8 _ 4 . ^ carre de la droite entiere _ KE a 


> — Or, on a demontre que la base 

5 carres du petit segment ET" 


EF" 3 

du triangle equilateral equivalent au triangle isocele BEA tombe entre les 
bases 0 H et KA ; done, cette base est plus petite que KE; done, on a, k fortiori: 
carre de la droite entiere ^ carre du cdte du triangle equivalent au triangle BEA 
^ WE a = EA 2 


5 carres du petit segment 
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LX. 


Les lemmes consacres a la comparaison des [cinq figures] ( 1 ) 
ayant une surface Equivalent e ont ainsi ete demontres a part, et 
il s’agit maintenant de demontrer successivement que l'icosaedre 
est la figure la plus grande ; qu’aprEs lui viennent le dodEcaEdre, 
puis 1 ’octaEdre ; qu’aprEs ToctaEdre vient le cube, et que la 
pyramide ( 2 3 ) est la figure la plus petite. 


Proposition 52. — Traitons en premier lieu du cube et de 
la pyramide ( s ), et soient ABr le carrE du cube et AEZ le triangle 
de la pyramide. DEs lors, puisqu’on suppose que les surfaces de 
ces figures sont Equivalentes, six carrEs AB sont done Equivalents 
a quatre triangles AEZ. En consEquence, le rapport du triangle AEZ 

au carre AB est celui de 3 k 2. 



e z 


Menons la perpendiculaire H 0 
du sommet de la pyramide sur 
le plan ( 4 ), et menons la droit e 
de jonction E 0 . II est done 
clair que le point 0 est le centre 
du cercle dEcrit autour du 
triangle AEZ ( 5 ) ; par conse- 
quent, le carrE de la droite AE, 


c’est-a-dire de la droite EH, est 


triple du carrE de la droite E 0 . De plus, Tangle compris sous les 
droites E 0 , 0H est droit ; done, le rapport du carrE de la droite HE 
au carrE de la droite H 0 est celui de 3 a 2, c’est-a-dire de 54 a 36 ; 
tandis que le rapport du carrE de la droite H 0 au carrE du tiers 
de la droite H 0 est celui de 36 a 4 ; par consEquent, le rapport 


1. Restauration due & Hultsch, d’apres Coramandin (Cfr. Hultsch, loc. cit. r 
vol. I, p. 452, 1. 14). 

2. C’est-a-dire le tetra&dre regulier. 

3. C'est-a-dire demontrons d’abord que le cube est plus grand que le tetraedre 
de surface 3quivalente. 

4. C’est-a-dire sur le plan de base AEZ du tetraedre. 

5. Th£odose, Les Spheriques, liv. I, prop. 9 : « Si l’on a un cercle dans une 
sphere, et si de l'un des pdles de ce cercle on m&ne une ligne droite perpendi- 
culaire sur le cercle, celle-ci tombera au centre du cercle et, prolongee, elle 
tombera sur l’autre pdle du cercle ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 14. 
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du carre de la droite HE, c’est-a-dire de la droite EZ, au carre 
du tiers de la droite H 0 est celui de 54 a 4 (?■). Et puisque le 
carre d’un cote de tout triangle equilateral est plus petit que 
le quadruple de ce triangle equilateral, il s’ensuit que quatre 
triangles AEZ, constituant six carres de la droite AT, sont plus 
grands que le carre de la droite EZ. En consequence, le rapport 
du carre de la droite Ar au carre de la droite EZ est plus grand 
que celui de 1 a 6, c’est-a-dire de 9 a 54. Or, comme on l’a 
demontre, le rapport du carre de la droite EZ au carre du tiers 
de la droite H 0 est celui de 54 a 4 ; done, par raison d’identite, 
le rapport du carre de la droite Ar au carre du tiers de la 
droite H 0 est plus grand que celui de 9 a 4 et, par suite, le 
rapport de la droite simple Ar au tiers de la droite H 0 est plus 
grand que celui de 3 a 2. Or, on a demontre que le rapport du 
triangle AEZ au carre AB est celui de 3 a 2 ; done, le rapport 
du triangle AEZ au carre AB est plus petit que celui de la 
droite AT au tiers de la droite H 0 et, inversement, le rapport 
de la droite AT au tiers de la droite H 0 est plus grand que celui 
du triangle AEZ au carre AB (*). Des lors, si nous faisons en 


1. Explicitement : le point 0 etant le centre du cercle circonscrit au triangle 
equi lat eral AEZ, on a (Euclide, liv. XIII, prop. 12, 4 noncee, p. 115, n. 4) : 
Al* = 3H0 2 . Or, le point H etant le sommet du tetra£dre, on a : EH as AE ; done : 

EH* =3E0*, d’oix: = d'ou: ^^5 = \ ^ r » * e triangle rectangle E 0 H 

donne : lH 2 — E 0 * = H 0 2 ; done, comme le texte : JEIL =s - = Qr 

He* 2 3*> 

|Be>= <|h 0)» d'ofc, comme le tote : ^.2=^ ; done: §gx^= 

54 36 1 . . EH 2 54 

x— , ou, comme le texte : 7 , - t T ; t75 = — • 

3b 4 (***©)' 4 

2. Le triangle equilateral AEZ donne (prop. 38 ou lemme 1, p. 316) : 
EZ 2 < 4 triangles AEZ. Or, par hypothfese ; 4 triangles AEZ =* 6 TA 2 ; done : 

— — , iq 

6 Ar 2 > EZ. ; d’ou, comme le texte : > -= — , d’oii, en presence de la demise 

E Z* 6 54 

egalite de la note precedente, et consid£rant que EH = EZ, on a : 

oil : _A£L> Or, la 
}H0 2 


u.J? 9 54 , , , AT 2 

>~ x — ou, comme le texte : > ■ 


EZ' 

relation d’hypothese precitee donne: trian g le AEZ _ 6_3 ^ onc> comme j e 

Ax 4 2 

Ar triangle AEZ 
,eXte : pia > AT 5 
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sorte que le triangle AEZ soit a une autre surface comme la 
droite Ar est au tiers de la droite H 0 , il sera a une surface plus 
petite que le carre AB. Or, le cube est le carre AB multiplie par 
la hauteur Ar, et la pyramide est le triangle AEZ multiplie par 
une hauteur qui est le tiers de la perpendiculaire amenee du 
sommet de la pyramide sur le triangle AEZ (*) ; done, le cube est 
plus grand que la pyramide ( 2 ). 

LXI. 

Proposition 53. — L'octaedre est plus grand que le cube ( 3 ). 

En effet, soit ABr le triangle de l’octaedre et ZH le carre 
du cube. Soit AE la perpendiculaire menee, du centre de la sphere 
qui entoure l'octaedre, sur le triangle ABr, et menons les droites 
de jonction AB, BE. Des lors, puisqu’on suppose que huit 
triangles ABr sont equivalents a six carres ZH, il s’ensuit que 
le rapport du carre ZH au triangle ABr est celui de 4 a 3. Or, 

d’une maniere generale, en vertu 
du premier lemme, le carre d’un 
c6te de tout triangle equilateral 
est plus grand que le double 
de ce triangle equilateral ; done, 
si l’on considere que le carre 
e de la droite Z 0 est 4, le carre 


1. Euclide, liv. VII, prop. 7 : « Tout prisme ayant une base triangulaire 
peut se diviser en trois pyramides egales entre elles, ces pyramides ayant des 
bases triangulaires a. Et corollaire : « D’apres cela, il est evident que toute pyra- 
mide est la troisi&me partie d'un prisme qui a la meme base et la meme hauteur 
qu’elle ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, pp. 147 et 149. 

2. Soit une surface a 2 < XT 2 telle que l'on ait : , 4 ^- = tr ^ an ^ — Z ’ d'ou : 

^H0 ar 

a 2 x AT = triangle AEZ x ^ H 0 , e’est-a-dire : prisme de base a 2 et de hauteur Ar =* 

prisme de base triangulaire AEZ et de hauteur ~ H 0 ; done, prisme de base 

XT 2 et de hauteur Ar = cube > prisme de base triangulaire AEZ et de hauteur 

- H 0 s pyramide de base triangle AEZ et de hauteur H 0 . Il y a lieu de 

remarquer que, sans passer par la consideration d’une surface plus petite que 
la face du cube, la derniere inegalite de la note avant-precidente donnait 

directement : AT* > triangle AEZ x^H©, e’est-a-dire cube > tetraddre. 

3 

3. Sous-entendu : de mSme surface. 
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de la droite Br est plus grand que 6. En consequence, le rapport 
de 4 a 6, c’est-a-dire de 36 a 54, est plus grand que celui du carre de 
la droite Z 0 au carre de la droite Br ( 1 ). Et puisque, en vertu 
du second lemme, le rapport du carre de la droite BA au carre de 
la droite AE est celui de 3 a x, et que le carre de la droite BA 
equivaut aux carres des droit es BE, EA, il s’ensuit que le rapport 
du carr6 de la droite AE au carre de la droite EB est celui de 
1 a 2 f). Or, le rapport du carr6 de la droite Br au carre de la 
droite BE est celui de 6 a 2 en vertu de la proposition 12 du 
livre XIII des Elements ; done, le rapport du carr6 de la droite AE 
au carre de la droite Br est celui de 1 a 6, e’est-i-dire de 9 a 54. 
Mais, le rapport du carre du tiers de la droite AE au carre de 
la droite AE est celui de 1 a 9 (car le triple en puissance est 
l’ennuple) ( 3 ) ; done, le rapport du carre du tiers de la droite AE 
au carre de la droite Br est celui de 1 k 54. Or, on a demontre 
que le rapport de 36 a 54 est plus grand que celui du carrE de 
la droite Z@ au carre de la droite Br ; done, par raison d’identite, 
le rapport de 36 a 1 est plus grand que celui du carre de la 
droite Z 0 au carre du tiers de la droite AE et, par suite, le rapport 
simple de 6 a 1 est plus grand que celui de la droite Z 0 au tiers 
de la droite AE ( 4 ). Or, le rapport de six carres ZH a un de ces 


1. On a par hypothEse : 8 triangles ABr = 6 carres ZH = 6Z© 2 , d'oii 
Z© 2 


= | d’ou: triangle ABT = ^Z© 2 . Or, le triangle Equilateral ABT 


triangle ABr 63 ' w 4 

donne (prop. 38 , ou lemme 1 , voir p. 316 ) : Br* > 2 triangles ABr ; done : 

BT* > 2 X 3 z© 2 ou, comme le texte: BT 2 >-Z0 2 , d’oii : . 

4 4 6 54 IT 5 

2. La proposition 39, ou lemme 2 (voir p. 317) a dEmontrE que le carrE de 
la perpendiculaire abaissEe du centre de la sphEre sur le plan du triangle de 
1 ’octaEdre inscrit dans cette sphEre Equivaut au tiers jiu carre du rayon de la 

= Or, le triangle 


sphEre, e'est-a-dire que l’on a: £ ba 2 = AE 2 , d’ou : 


rectangle BEA donne 
BE a +AE 2 — AE 2 


BA 2 =* BE 2 + AE 2 ; done 


Blr- f- AE 2 


AE* 


= d’ou 
I 


= ou, comme le texte 
1 


AE 2 


AE* I BE® 2 

3. La phrase entre parenthEses a probablement etE interpolee (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. I, p. 456, 1. 21). 

4. Considerant le triangle equilateral ABr et le rayon BE du cercle circonscrit, 
on a (Euclide, liv. XIII, prop. 12, EnoncEe p. 115, n. 4) : ‘ 5 r 2 = 3BE 2 , d'ou, 

"BT 2 a 6 

le texte d’oh, par raison d’identitE avec la derniEre expres- 


comme 


BE* 

h py d’Ai exi nd gj *. — I 
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carres est celui de 6 a i, et six de ces carres sont equivalents a 
huit triangles ABr ; done, le rapport de huit triangles ABr au 
carre ZH est plus grand que celui de la droite Z© au tiers de 
la droite AE. Or, l'octafcdre est constitue par huit triangles ABr 
multiplies par une hauteur qui est le tiers de la droite AE ; 
tandis que le cube est constitue par le carre ZH multiplie 
par la hauteur ©Z ; done, l’octaedre est plus grand que le 
cube f). 


LXII. 

Proposition 54. — Demontrons que l’icosaedre est plus grand 
que l’octaedre ( 2 ). 

Soient ABr le triangle de l’octa&dre et AEZ celui de l’icosaedre. 
Menons, des centres des spheres qui entourent ces solides, les 
perpendiculaires H0, KA sur les plans de ces solides. Des lors, 
puisqu’on a demontre, dans le theorfcme 7 precedemment expose ( 3 ), 
que douze carres de la droite H© sont plus grands que cinq carres 
de la droite EZ ; [tandis que cinq carres de la droite EZ] ( 4 ) 


sion de la note avant-pr£c£dente, on a ($AE)* = i AE*, d'ou : 

( 


done : x =» - x — ou > comme le texte : . Or, 

AE* 9 AE* BP 9 54 BE* 54 

on a demontre (voir page 353, note 1) que l’on a: —>— — *; done, par raison 
54 Br* 

d’ identity : — > 7 ^% ™, d’oii, comme le texte : - > 

1 (JAEP _ 1 £AE 

1. On peut ecrire : Or, par hypothese : 6Z0 2 = 8 triangles ABr ; 


done, comme le texte : — ^riangfes d'ou, en presence de la derniere 

inegalite de la note precedente, on a, comme le texte : - tr ^ an ^ e ^ A ^ r > t-—, 

Z 0 * $AE 

d’ou : 8 triangles ABr x i AE > Z0 3 , e’est-i-dire : 8 prismes de base triangu- 


laire ABr et de hauteur -AE, ou 8 pyramides de base ABr et de hauteur AE, 

ou volume de l’octaedre > cube de base z© a et de hauteur Z 0 . 

2. Sous-entendu : de meme surface. 

3. Proposition 43, ou lemme 7 (voir p. 326). 

4. Restauration due a Commandin dans sa version latine (cfr. loc. cit., p. 175, 
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valent deux carres de la droite Br (parce que cinq triangles AF,Z 
valent aussi deux triangles ABI\ vu que, au quadruple, vingt 
triangles valent huit triangles, et que, dans les figures homologues 
qui sont entre elles en raison doublee de cote homologue a cote 
homologue, le carre est au carr6 comme le triangle est au 
triangle) ( 1 ), et que deux carres de la droite Br valent douze 
carres de la droite KA (car on a 
demontre anterieurement que le 
rapport du carre de la droite Br 
au carre de la droite KA est celui 
de 6 k i) ( 2 ) ; par consequent, 
douze carres de la droite H0 sont 
plus grands que douze carres de 
la droite KA; done, la droite 0H 

est plus grande que la droite KA, et le tiers de la droite 0H est 
plus grand que le tiers de la droite KA. Et puisque l'icosa&dre 
est constitue par vingt triangles AFZ multiplies par le tiers de 
la droite H0 comme hauteur ; que l’octa&dre est constitue par 
huit triangles ABr multiplies par le tiers de la droite KA comme 
hauteur, et que, par hypoth&se, vingt triangles AEZ sont equi- 
valents a huit triangles ABr, il s’ensuit que l'icosa&dre est plus 
grand que l'octa&dre ( 3 ). 




1 . 25), puis introduite dans le texte grec par Eisenmann de la manure qui a 6te 
adoptee dans l'edition critique de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 458, 1 . 12). 

1. La phrase mise entre parentheses est admise sans reserve dans l’Mition 
critique de Hultsch. Neanmoins, nous inclinons k l'attribuer k un commentateur 
ayant voulu rappeler, en termes moins corrects d’ailleurs, la proposition 20 du 
livre VI d’Euclide qui est enoncee : « Les polygones semblables peuvent etre 
divises en triangles semblables, egaux en nombre, et homologues aux polygones ; 
et le polygone a avec le polygone une raison double de celle qu'un cdte homo- 
logue a avec un cdte homologue ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p- 333* 

2. Proposition 53 (voir p. 352). 

3. Explicitement : La proposition 43 a demontre que le doddcuple carre de 
la perpendiculaire abaissee du centre de la sphere circonscrite sur une face 
triangulaire de l’icosaedre est plus grand que le quin tuple carre de l’arete de 
l’icosaedre, e'est-a-dire que 1 'on a : 12 H0 2 > 5EZ 8 (I). Or, par hypothdse, 
l’icosaedre et l’octaedre consideres ont meme surface, e’est-i-dire que l’on a : 

20 triangles AEZ = 8 triangles ABr (II), d'ou : = Or, la 

similitude des triangles AEZ, ABT donne : tr | anj? j e __ ; done : = - , 

a triangle ABr BT* Br* 5 

d’ou, comme le texte : 5EZ 2 = 2BT a (III). Or, on a demontre (prop. 53, voir 
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Proposition 55. — L’icosaedre est plus grand que le dode- 
caedre (*). 

En effet, soient ABr un des pentagones du dodecaedre et AEZ 
un des triangles de l’icosaedre. Menons, des centres des spheres 
qui entourent ces figures solides, les perpendiculaires H0, KA 
sur les plans AEZ, ABr, et menons les droites de jonction HA, 
0A, KA, AA. Des lors, puisqu’il a ete demontre au theor&me 12 

precedemment expose ( 2 ) qu’un 
meme cercle entoure le (penta- 
gone du dodecaedre et le]( 3 ) trian- 
gle de l'icosaedre inscrit dans la 
meme sphere que le dodecaedre, 
il s’ensuit que la droite AA est 
le rayon du cercle qui entoure 
le triangle d’un icosaedre ( 4 ) ; 
que la droite KA est la perpen- 
diculaire menee du centre de la sphere sur ce triangle ; que la 



p. 353, n. 4) que, dans le triangle ABT de l’octaedre, on a : 


BI* 6 12 . , 

j— an a — * sc • t done* 

KA* I 2 

c omm e le texte : 2BI* = i2KA a , d'ou, en presence de la relation (III) on a : 
5EZ* = I2KA 1 , d’ou, en presence de la relation (I) on a, comme le texte : 

I2E© 1 > i2KA a , d'ou : H© > KA, d’ou, comme le texte :-H© KA (IV). 

3 3 

Or, on a : volume de l’icosaedre — 20 triangles AEZx hauteur ^H@, et volume 


de l'octa&dre == 8 triangles ABT x hauteur i KA, d’ou, en presence de l’egalite 
d'hypoth^se (II) et de l'inegalite (IV) on a : 20 prismes de base triangulaire AEZ 

et de hauteur - HO, ou 20 pyramides de base AEZ et de hauteur H 0 , ou volume 

3 


de l’icosaedre > 8 prismes de base triangulaire ABT et de hauteur i KA, ou 

8 pyramides de base ABT et de hauteur KA, ou volume de l’octaedre. 

1. Sous-entendu : de meme surface. 

2. Proposition 48 ou lemme 12, voir p. 336. 

3. Restauration due & Commandin (Cfr. loc. cit., p. 176, commentarius, 1 . 44)- 

4. C’est-a-dire que AA est le rayon du cercle qui entoure le pentagone ABT 
du dodecaedre et qui entoure aussi ie triangle de l’icosaedre inscrit dans la meme 
sphere de rayon KA, triangle semblable au triangle AEZ de l'icosaedre inscrit 
dans la sphere de rayon HA. 
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droit e KA est le rayon de la sphere, mais, en plus, que le 
triangle H®A est etabli semblablement, [ce pourquoi il est sem- 
blable au triangle KAA; car le rayon de la sphere qui entoure 
l’icosaedre est a la droite A@ comme le rayon de la sphere qui 
entoure le dodeca&dre est k la droite AA. Mais, la droite EA est 
aussi k la droite A© comme le cote du triangle equilateral inscrit 
dans le cercle qui accepte le triangle de l’icosaedre ainsi que le 
pentagone du dodeca&dre est a la droite AA; done, le rayon HA 
de la sphere est aussi a la droite A© comme le rayon KA de la 
sphere est a la droite AA. De plus, les angles aux points A, 0 
sont droits ; done, le triangle AKA est semblable au 
triangle AH0] ( 1 ). D’autre part, puisqu'il a ete demontre au 
theoreme 14 precedemment expose ( 2 ) que vingt triangles AEZ, 
c' est- a- dire douze pent agones ABr, sont plus grands que vingt 
triangles inscrits dans le cercle qui entoure le pentagone ABr, 
il est clair que le cercle decrit autour du triangle AEZ est aussi 
plus grand que celui qui est dScrit autour du pentagone ABr ; 
en sorte que la droite A© est aussi plus grande que la droite AA. 
Et les triangles AH0, AKA sont semblables ; done, la droite AA 
est a la droite AK comme la droite A® est a la droite ©H et, 
par permutation, la droite H® est a la droite KA comme la 
droite A® est a la droite AA. Or, la droite A© est plus grande 
que la droite AA ; done, la droite H® est aussi plus grande que 
la droite KA, et le tiers de la droite H® est done plus grand que 
le tiers de la droite KA. Or, l’icosaedre est constitue par vingt 
triangles AEZ multiplies par le tiers de la droite H© ; tandis que 
le dodecaedre est constitue par douze pentagones ABr multiplies 
par le tiers de la droite KA et l'on a suppose que vingt 
triangles AEZ sont equivalents a douze pentagones ABr ; par 
consequent, ricosaedre est plus grand que le dodecaedre ( 3 ). 


1. La longue phrase incidente, que l'edition de Hultsch place entre crochets, 
a probablement ete interpose (Cfr. loc. cit., vol. I, p. 460, 11 . 15-25). Elle constitue 
un commentaire prolixe, et d'ailleurs inutile, en presence de la conclusion legitime 
de similitude qui precede immediatement. 

2. Proposition 49 ou lemme 14, voir p. 343. 

3. Explicitement : par hypo these, l'icosaedre et le dodecaedre inscrits 
dans deux spheres differentes ont meme surface, e’est-i-dire que l’on a : 
20 triangles AEZ de l’icosaedre = 12 pentagones ABT du dodecaedre. Des lors, 
si l'on considere la sphere de centre K, le cercle de centre A entourant, outre 


1 
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LXIV. 

Proposition 56 . — Le dodecaedre est plus grand que 
l’octaedre (*). 

Soient O^TT le pentagone du dodecaedre ainsi que la perpen- 
diculaire YD menee, du centre de la sphere entourant ce dode- 
ca&dre, sur le pentagone 0<TT, et menons les droites de jonction D<£, 
05 , DT, YO ; soient, d’autre part, 2PII le triangle de l’octaedre 
et la perpendiculaire XT, menee de la meme maniere, que l’on 
doit demontrer etre plus petite que la perpendiculaire YD. 

Mettons en evidence le theo- 
r&me ( 2 ) qui a ete admis pour 
la comparaison de l’icosaedre 
et de l’octaedre ( 8 ), au moyen 
duquel on a demontre que douze 
carres de la droite ON sont plus 
grands que cinq carres de la 



le pentagone ABI\ le triangle de l’icosa&dre inscrit dans la meme sphere (prop. 48 
ou lemme 12), triangle semblable au triangle AEZ de Ficosaedre inscrit dans 
la sphere de centre H, on a, dans la sphere de centre K (prop. 49 ou lemme 14) : 
12 pentagones ABr > 20 triangles inscrits dans le meme cercle ; done, en 
presence de l'egalite d’hypoth^se on a : 20 triangles AEZ inscrits dans le cercle 
de centre 0 > 20 triangles inscrits dans le cercle de centre A, d'ou : cercle de 
centre 0 > cercle de centre A, d’oii, comme le texte : A0 > AA. Or, la simili- 
tude des triangles AH0, AKA donne : d’ou, comme le texte : ^ ; 

AK WH AK A A 


done : ©H > AK ; done : - ©H > - AK. Or, volume de Ficosaedre inscrit dans 

3 3 


la sphere de centre H = 20 prismes de base triangulaire AEZ et de hauteur i H© = 

20 pyramides de base AEZ et de hauteur H© ; et volume du dodecaedre inscrit 
dans la sphere de centre K = 12 prismes de base pentagonale ABr et de 


hauteur ~ KA = 12 pyramides de base pentagonale ABr et de hauteur KA ; 

done, en presence de l’egalite d’hypothese et de l'inegalite precedente, on a, 
comme le texte : icosa^dre inscrit dans la sphere de centre H > dodecaedre de 
meme surface inscrit dans la sphere de centre K. 

1. Sous-entendu : de meme surface. 

2. Sous-entendu : et la figure qui l’accompagne. 

3. Le texte presente ici la petite interpolation : ou <j7i|XEtov due a un 

eommentateur ayant voulu rappeler une marque de renvoi en forme d'etoile, 
ou asterisque, dans Fun des manuscrits. 
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droite BA f). Soit encore, comme dans le theor&me qni pr 4 c&de (*), 
le triangle A', B', P de Ticosafedre ( 1 2 3 ) et la perpendiculaire 
A' E' menee du point A' ( 4 ). En consequence, le triangle YO £2 est 
semblable au triangle A'A'E' et au triangle ONA ( 5 6 ) [et douze 
carr6s de la droite A'E' sont plus grands que cinq carres de la 
droite B'P, c’est-a-dire que douze carres de la droite YH sont 
plus grands que cinq carres de la droite ^T] (®). D&s lors, puisque, 
en vertu du lemme 16 ( 7 ), il a 
etd d6montr6 que, si Ton a un 
triangle isocele, tel que <TQT, 
ayant comme angle au point & 
les quatre cinquifemes de Tangle 
droit, ainsi qu’un triangle equi- 
lateral qui lui soit equivalent, 
tel que M*MPM?, le rapport du 
carre de la droite M*MP au 
carre de la droite <7 £2 est, si Ton 
decoupe une droite en extreme 



et moyenne raison, plus petit 


1. Voir proposition 43, on lemme 7, p. 326. 

2. Voir proposition 55, p. 356. 

3. C’est-i-dire le triangle de l’icosaddre inscrit dans la meme sphere de 
rayon T®. 

4. C’est-i-dire menee du centre A’ de la sphere circonscrite k l’icosaddre 
auxiliaire. 

5. La similitude de ces trois triangles se d&nontre forc6ment d'une mani&re 
trop longue, vu les propositions precedentes invoqu6es par le texte. Ainsi, par 
hypothfese, le cercle ®ST de la sphere de rayon Y® est drconscrit au pentagone 
du dod£ca6dre inscrit dans cette sphere et, par construction (voir prop. 43 et 
figure), le cercle AAB de la sphere de rayon OA est circonscrit au triangle de 
l’icosa&dre inscrit dans cette sphere. Or, la proposition 48, ou lemme 12 (voir 
p. 336)» a demontr6 qu’un meme cercle entoure le pentagone du dod£ca&dre et 
le triangle de l’icosa^dre inscrits dans la meme sphere ; done, si Ton compare, 
comme dans la proposition 55 (voir p. 356), le triangle AAB avec le triangle 
inscrit dans le cercle ®ST, lequel est le triangle A'BT', la similitude des triangles 
A'BT', AAB entraine, comme dans la proposition 55, la similitude des triangles 
A'A'E', AON. Or, les triangles Y®Q, A'A'E' sont egaux, e'est-k-dire semblables, 
done, comme le texte : le triangle Y®Q est semblable aux triangles A'A'E' 
et AON. 

6. La phrase que nous mettons entre crochets a probablement et6 interpose ; 
car, sa premiere partie, bien que vraie, n’interesse pas la demonstration, et la 
seconde partie est erronee par suite de quelque corruption du texte, comme 
l’a fait remarquer Commandin en disant : « Corrupta haec sunt, ut opinor, neque 
enim vera ; quare si quis ea una cum antedictis de medio tollat, fortasse non 
errabit » (Cfr. loc. cit., p. 179, commentarius, 1. 11). 

7. Proposition 51, ou lemme 16, voir p. 346. 
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que le rapport du carre de la droite entiere a cinq fois le carre 
de son petit segment ; et puisque la droite Er est decouple en 
extreme et moyenne raison au point S (*), il s'ensuit que le 
rapport de la droite Er a cinq fois le carre de la droite Sr est 
plus grand que celui du carre de la droite M*MP au carre de la 

droite <7X2, c'est-a-dire que celui de quinze fois le carre de la 

droite M*M? a quinze fois le carre de la droite <7X2 ( 2 ). Et puis- 
qu’on a huit triangles ZPII equivalents a douze pentagones <&<7T, 
c'est-a-dire soixante triangles QQT, il s’ensuit que deux triangles 
HPII sont aussi Equivalents a quinze triangles <7X2T, c'est-a-dire 
a quinze triangles ; en sorte que deux carres de la 

droite 211 sont Equivalents a quinze carrEs de la droite 
En consequence, le rapport du carre de la droite Er a cinq fois 
le carrE de la droite Sr est plus grand que celui de deux carrEs 
de la droite 211 a quinze fois le carrE de la droite X20, (car la 

droite XKT est Egale a la droite X20) ( 3 ). Or, deux carrEs de la 

droite 211 valent douze carrEs de la droite XT comme on l’a 
dEmontrE dans la comparaison du cube et de 1’octaEdre ( 4 ) ; done, 
le rapport du carrE de la droite Er a cinq fois le carrE de la 
droite Sr est plus grand que celui de douze carres de la droite XT 
a quinze carrEs de la droite QO. De plus, la droite HK est Egale 
a la droite KT ; done, le rapport du carrE de la droite Er a vingt 


1. Proposition 43, ou lemme 7, p. 326- 

2. ConsidErant le triangle isocEle SQT dont la base ST est le cdtE du penta- 
gone, on a : angle SflT=l angle droit; considerant d' autre part un trian g le 

EquilatEral MaMPMy equivalent au triangle isocEle SQT, et considErant enfin 
qu’il a EtE dEmontrE au cours de la proposition 43 (voir p. 329, n. 1) que la 
droite ET est dEcoupEe en extrEme et moyenne raison en S, on a (prop. 51, ou 
, .. IT 1 M*Mp* , . . . ET* ^ 15 M«MP* 

' 52!® as* 5ST* 15 as* 

3. L'octaEdre et le dodEcaEdre considErEs ont meme aire par hypothEse, 
e'est-i-dire que Ton a : 8 triangles SPH — 12 pentagones <DST = 60 triangles SQT, 
d'oii, comme le texte : 2 triangles LPII = 15 triangles SQT. Or, on a par con- 
struction : triangle MaM{JMr = triangle SOT ;donc : 2 triangles 2 PII = 15 triangles 
MaM(3Mr, d'ou, par substitution des carrEs des cdtEs homologues de ces deux 
triangles EquilatEraux, on a, comme le tex te : 2211*= isMftMT*, d’ou la demiEre 

jjjp* 2211* 

inEgalite de la note prEcEdente devient : ^ Or, on a 

, . . , ET* 2211 * ^ 

done, comme le texte :-»?> — 

52T 15Q®* 

4. Proposition 53, voir p. 352. 


a® = QS ; 
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fois le carre de la droite Kr est plus grand que celui de douze 
carres de la droite XT a quinze carres de la droite QO ; en sorte 
que le rapport de trente-six carres de la droite EI\ c’est-a-dire 
trente-six carres de la droite TA, , a sept cent vingt carres de 
la droite TK est plus grand que celui de 12 carres de la droite XT 
a 15 carres de la droite Qd>. Mais, la droite AM est a la droite IM 
comme la droite TA est a la droite FK ; tandis que la droite ON 
est a la droite NI comme la droite AM est a la droite MI ; en sorte 
que le rapport de trente-six carres de la droite ON a sept cent 
vingt carres de la droite NI, c’est-a-dire a quatre-vingts carres 
de la droite AI (car on a demontre au lemme 7 que la droite 
IA est triple de la droite IN), c’est-a-dire a vingt carres de la 
droite KA, c’est-a-dire a quinze carres de la droite BA (car le 
carre de la droite BA est l’epitrite du carre de la droite KA), 
est plus grand que le rapport de douze carres de la droite XT a 
quinze carres de la droite DO; en sorte que le rapport de douze 
carres de la droite ON a cinq carres de la droite BA est aussi plus 
grand que celui de douze carres de la droite XT a quinze carr6s 
de la droite DO. Or, cinq carres de la droite BA valent quinze 
carres de la droite NA conformement au livre XIII des Elements (*) 
(car le centre du cercle decrit autour du triangle BAA est le 
point N) (*) ; par consequent, le rapport de douze carres de la 
droite ON a quinze carres de la droite AN, c’est-a-dire de douze 
carres de la droite A'E' a quinze carres de la droite E'A', est 
plus grand que celui de douze carres de la droite XT a quinze 
carres de la droite DO. De plus, le triangle A’ A'E' est semblable 
au triangle YOQ ; done, le rapport de douze carres de la droite 
TO a quinze carres de la droite DO [est plus grand que celui de 
douze carres de la droite XT a quinze carres de la droite DO] (*) ; 
par consequent, la perpendiculaire YQ est plus grande que la 
perpendiculaire XT. Or, on a suppose que les surfaces des figures 


1. Euclide, liv. XIII, prop. 12, enoncee p. 115, n. 4. 

2. ThiiOdose, Les Sfheriques, liv. I, prop. 1, corollaire, enonce p. 317, n. 2. 

Le point O est le centre de la sphere a laquelle appartient le cercle decrit 
autour du triangle BAA, et la droite ON est perpendiculaire au plan <fe ce 
cercle. . 1 2 3 ' / 

3. Restauration due a Commandin (cfr. loc. cit., p. 179, comm&hfarius , 1 . 45) 
et adoptee dans l’edition de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. I, p. 468,, 1L 8-9). 
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solides sont equivalentes ; done, le dodlca&dre est plus grand que 
l'octa&dre ( 1 ). 


AMI, ONI (voir prop. 43, p. 329, n. 4) donne : ^ = done :^= 


1. La demiEre partie de la demonstration, d’une lecture un peu penible, se 
dEroule comme suit : Considerant le triangle DPII de 1’octaEdre et la perpendi- 
culaire XT menee, du centre X de la sphere circonscrite ci 1’octaEdre, sur le plan 
du triangle, la proposition 53 a demontre subsidiairement (voir p. 353, n. 4), 

que Ton a: 2£il‘== 12 XT* ; done, 1 ’inEgalitE prEcedente (voir page 

360, n. 3) devient, comme dans le texte : Or, en posant 

EK = Kr on a decoupe Er en extreme et moyenne raison (voir prop. 43, 
p. 229, n. 1), d'oh : EK -+• Kr = 2Kr ou : ET = 2Kr, d’oh: aT* = 4KI* ; done, 

comme le texte: — ou : Or, rA Etant, par con- 

20KT* 1500* 720KT 1 15*}®* * 

struction, le c6te de l'hexagone inscrit dans le cercle ABr (voir prop. 43, p. 327, 

n. 2), on a : TA = Er ; done : D’autre part, la similitude des 

triangles AMI, ArK donne: et la similitude des triangles rectangles 

TA . 

l’inegalite precedente devient, comme le texte : 36 QN I2X¥" q_ on a 

720 njl* 15 a®* 

demontre (prop. 43, p. 328, n. 8) que l’on a : AI = 3NI, d’ou : Nl*==i A?; done: 
9 

36 UN* > £ Or, AI = 5 KA, d’ou : A? = l KA* ; done, comme le texte; 
80AP 15Q® 1 2 4 

3 6 ^>5 2X ^!, Or, KA , =AB*— EB^AB* — I AB*= l AB*, d’ou: 201CA* = 15 AB*. 
20EA* 15 Q® 1 44 

done, comme le texte: ou : I2Q N*^ I2 ^V Or, N est le centre 

15 AB* 15 ft®* 5AB“ 15O® 4 

et NA le rayon du cercle decrit autour du triangle Equilateral AAB ; done 
(Euclide, liv. XIII, prop. 12), on a: BA* = 3NA* ou : 5BA 2 = 15NA* ; done: 
12^* 12X4^ 

comme le texte: — >-— t— j. Or, on a demontre plus haut que les triangles 

OAN, A'A'E' sont semblables ; done : d’ou : I2 °^== t ; done, 

NA A'E' 15NA* 15 TW* 

I2A'E'* I2X4 r * 

comme le texte : ~ Or, on a demontre plus haut que les triangles 

A'TjJf YQ 

A'A'E', Y®Q sont semblables ; done: — =^; done, comme le texte : 
12 m* 12XT* 

1511®* > < ^ 0 ^ 1 : ^ XT. Or, le dodecaedre et 1'octaedre consideres ayant 

meme aire, on a : 12 pentagones OST = 8 triangles DPII ; done : 12 pentagones 
®ST X ^YQ > 8 triangles DP II x| XT ou : 12 prismes de base pentagonale 

®ST et de hauteur. YU > 8 prismes de base triangulaire DPII et de hauteur i XT 
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Proposition 57. — II resulte clairement des propositions 
demontrees ci-dessus que, parmi les cinq figures qu'on appelle 
aussi polyedres, celle qni est plus polyedrique (*)1 est continuel- 
lement plus grande, et Ton reconnaitra de la maniere suivante, 
qu’en dehors de ces cinq figures, il est impossible d’en trouver 
d’autres qui soient comprises sous des polygones equilateraux 
egaux et semblables ( 2 ). 

Tout angle solide doit etre constitue par trois angles plans ( 3 ) 
au moins ; et si les angles qui comprennent Tangle solide sont 
au nombre de trois ou plus, ils sont toujours plus petits que quatre 
angles droits ( 4 ). En consequence, un angle solide ne peut pas 
etre compris sous des angles d’hexagone ou sous ceux (Tune autre 
figure rectiligne plus polygonale (car trois de ces angles qui pour- 
raient au moins le comprendre ne sont pas plus petits que quatre 
angles droits) ; tandis qu’il peut etre compris sous trois angles 
seulement du pentagone, comme cela se prEsente pour le dode- 
caedre. Derechef, quatre angles ou plus du carrE ne peuvent pas 
comprendre un angle solide (car ils ne sont pas plus petits que 
quatre angles droits) ; tandis que trois de ces angles comprennent 
Tangle du cube. Enfin, de la meme fagon, six angles ou plus 
du triangle Equilateral ne sont pas plus petits que quatre angles 
droits et, par la meme, ils ne comprendront pas un angle solide ; 
tandis que cinq, quatre et trois de ces angles pourront le com- 
prendre, et Tangle de l’icosaedre sera compris sous cinq de ces 


ou : 12 pyramides de base <DCT et de hauteur TCI > 8 pyramides de base SPII 
et de hauteur XT ou : volume dodeca&dre > volume octa&dre. 

1. itoXueSpd'Ttpov, la (figure) qui a des bases plus nombreuses. 

2. Cette proposition doit etre rapprochee de la proposition 18 du livre XIII 
d'Euclide : « Exposer les c6tes des cinq figures, et les comparer entre eux. » (Voir 
trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 289), et Scolie : « Je dis aussi, qu’excepte les cinq 
figures dont nous venons de parler ; on ne peut pas construire une autre figure 
qui soit contenue sous des figures equilaterales et 6quiangles ». Voir trad, de 
Peyrard, vol. Ill, p. 298. 

3. Euclide, liv. XI, def. 11 : « Un angle solide est l’inclinaison mutuelle de 
plus de deux lignes qui se rencontrent et qui ne sont pas dans une meme surface. 
Autrement : Un angle solide est celui qui est compris par plus de deux angles 
plans qui ne sont pas dans une meme surface et qui sont construits en un seul 
point. » Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 3. 

4. Euclide, liv. XI, prop. 21 : « Tout angle solide est compris sous des angles, 
plans qui sont plus petits que quatre angles droits ». Voir trad, de Peyrard, 
vol. Ill, p. 43. 
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angles, celui de l’octa&dre sous quatre, et celui de la pyramide 
sous trois. II r6sulte done manifestement de ce que nous venons 
de dire, qu’a 1’ exception de ces derniers angles solides, il n’y en 
a pas d ’autre qui soit constitue par des angles egaux d’un meme 
polygone ; en sorte qu’en dehors des cinq polyedres dont nous 
venons de parler, il n'est pas possible d’en trouver un autre qui 
soit contenu sous des polygones 6gaux et semblables. 
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LIVRE VI DE LA COLLECTION 
DE PAPPUS D’ALEXANDRIE 


IL CONTIENT LES SOLUTIONS DES QUESTIONS 
EMBARRASSANTES QUI SE PRESENTENT DANS 
LA PETITE COLLECTION ASTRONOMIQUE f). 


Comme beaucoup de ceux qui professent le domaine astro- 
nomique (*) se sont enquis avec trop peu de soin au sujet de 
ses propositions, ils en ajoutent certaines comme dtant necessaires 
et en omettent d’autres comme n’etant pas necessaires. C’est ainsi 
que, par exemple, a propos du sixi&ine thdor&me du troisieme 
livre des Sphiriques de Theodose (*), ils disent que chacun des 
cercles les plus grands doit etre decoupe a angles droits par celui 
qui passe par les poles de la sphere, alors que ce n’est pas toujours 


1. La petite collection astronomique se compose des ouvrages suivants que 
l'Ecole d'Alexandrie opposait au grand ouvrage astronomique intitule 
1 ' Almageste de Claude Ptolemee : les trois livres des Spheriques de Theodose 
de Tripoli ; les Donnies, YOptique, la Catoptrique et les Phenomenes d’Euclide; 
le traite Des Habitations et les deux livres Des Jours et des Nuits de Theodose ; 
le traite De la Sphere en mouvement et les deux livres Du Lever et du Coucher des 
etoiles errantes d’Autolycus; le traite Des Grandeurs et des Distances du Soleil 
et de la Lune d’Aristarque de Samos; le traite Des Ascensions d'Hypsicl&s et 
les trois livres Des Sphiriques de Menelaiis (Voir Bibliotheque grecque de Fabricius, 
edition de Harles, vol. II, p. 16). 

2. & de"tpovo[xou[jievoc toitos, expression dans laquelle totcoc (lieu) a le sens 
de ce qui embrasse la mati&re d’une science ou d'une discipline, e’est-^-dire le 
sens de champ ou domaine (astronomique). 

3. Theodose, Les Sphiriques, liv. Ill, prop. 6 : « Si le p 61 e de parall£les est 
situe sur la circonference d'un cercle le plus grand ; si deux cercles les plus grands, 
dont run est un des paralldles, et dont l’autre est oblique sur les paraUiles, 
coupent ce grand cercle k angles droits; si l'on decoupe, sur le cercle oblique, 
d'un meme cdte du plus grand des parall^les, des arcs 6gaux consecutifs, et si, 
par les points ainsi determines et par le pdle, on decrit des cercles les plus grands, 
ceux-ci decouperont, dans leur intervalle, des arcs inegaux sur le plus grand 
des paralleles; et l’arc plus rapproche du cercle le plus grand primitif sera 
continuellement plus grand que celui qui en est plus eloigne ». Voir trad, de 
P. Ver Eecke, p. 96. 
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le cas. II en est de meme pour* le deuxieme theoreme des 
Phenomenes d’Euclide (*) ou ils negligent d’indiquer combien de 
fois le zodiaque (2) sera perpendiculaire a l’horizon ( 1 2 3 ). Enfin, 
au quatrieme theoreme du traite Des Jours et des Nutts, ils 
denaturent Theodose, et omettent, comme n’etant pas necessaires, 
qnelques-unes des autres propositions qui suivent ce theoreme et 
qui seront demontrdes par nous chacune en particulier. 

I. 

Proposition i. — Si, sur une surface spherique, trois arcs de 
cercles les plus grands, respectivement plus petits que le demi- 
cercle, se coupent mutuellement, deux de ces arcs, de quelque 
maniere qu’on les prenne, sont plus grands que l’arc restant. 

Que des arcs de cercles les plus grands se coupent mutuelle- 
ment aux points A, B, T ; je dis que deux de ces arcs indifferem- 
ment pris sont plus grands que l’arc restant. 

En effet, prenons le centre de la sphere qui est le meme que 
celui des axes AB, Br, TA ; que ce soit le point A, et menons les 
droites de jonction AA, AB, Ar. Des lors, puisque Tangle solide 
situe au point A est enveloppe par les trois angles plans compris 


1. Euclidis Phaenomena et Scripta Mustca edidit Henricus Menge. Fragmenta 
coUegit et disposuit J. L. Heiberg. Lipsiae, in aedibus B. G. Teubneri, 1916. La 
proposition 2 est 6nonc6e (p. 12 de cette edition critique) : « Ev [xia xo»{xou 
ittptcpopqi 6 uiv oia xuv itoXwv tt,<; orsatpa? xtixlo? ol? e<rrat &p 96 s npoq xov opi^ovxa * 6 
5 s xwv sipoiuv xuxXo? upoq pev xov |xsanr){ji^piv6v 8U eoxat apOo?, icpo< oe xov o’pll*ovxa 
oubeitoxe, oxav 6 noXo« xou &pt£ovxoq |xexa?u 3 jxou 6eptvou xpoictxoy xai xou oavepou 
itoLou ». A defaut de pouvoir renvoyer a une traduction frangaise encore 
attendue, nous traduisons done : « Dans une revolution du monde, le cercle qui 
passe par les pdles de la sphere sera deux fois perpendiculaire a l’horizon, et le 
cercle du zodiaque sera deux fois perpendiculaire au meridien ; mais il ne le sera 
jamais a l’horizon si le pole de l’horizon est situe entre le tropique d’ete et le 
pdle apparent ». 

2. Le texte presente ici 1 ’ interpolation 3 U (deux fois). C’est une remarque 
de commentateur passee de marge en texte d'un manuscrit (Cfr. Hultsch, loc . 
cit., vol. II, p. 475, 1 . ii). 

3. Le mot 6pi^fa>v, qui qualifie le mot sous-entendu xuxXo? (cercle), designe 
id le grand cercle qui separe ou delimite la partie apparent e de la partie non 
apparente de la sphere celeste. Le mot horizon par lequel nous traduisons le mot 
grec n’a done pas ici le sens que nous donnons habituellement a ce mot, e’est- 
h-dire la partie de la surface terrestre ou se termine notre vue, ou ligne circulaire 
dont l’observateur est le centre, et ou le ciel et la terre semblent se joindre. 
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sous les droites AA, AB, les droites 
BA, AF et les droites FA, AA, 
deux de ces angles, de quelque 
maniere qu'on les prenne, sont 
plus grands que l'angle restant ( 1 ). 

Or, les angles compris sous les 
droites AA, AB, les droites BA, Ar 
et les droites TA, AA s’appuient 
sur les arcs AB, Br, TA; done ( 2 ), deux de ces arcs, de quelque 
maniere qu'on les prenne, sont plus grands que l’arc restant. 

Menelaiis appelle une telle, figure un trilatere ( 3 ) dans ses 
Sphenques ( 4 ). 


A 



II. 

Proposition 2. — Si deux arcs de cercles les plus grands sont 
etablis interieurement sur un seul cote d'un trilatere, ils seront 
plus petits que les deux cotes restants de ce trilat&re. 

En effet, que les deux arcs de cercles les plus grands BA Br 


1. Euclide, liv. XI, prop. 20 : « Si un angle solide est compris sous trois 
angles plans, deux de ces angles, de quelque maniere qu'on les prenne, sont plus 
grands que l'angle restant. » Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 41. 

2. Euclide, liv. VI, prop. 33, enoncee p. 181, n. 1. 

3. rpwcXiupov, trilatere, figure que nous appelons triangle spherique. 

4. M6n61aus d’Alexandrie, astronome grec qui vecut vers le milieu du premier 
si£cle apres J.-C. D'apres Claude Ptolemee, il aurait observe k Rome une con- 
jonction de la lune avec les etoiles du front du Scorpion, l’annee de l’avenement 
de Trajan, quatre-vingt-dix-huit ans apres J.-C. II a ecrit un ouvrage intitule Les 
Spheriques qui traite uniquement des triangles spheriques, sans enseigner cepen- 
dant k les resoudre et k les calculer. Le seul th^ordme d’usage pratique qu'il 
contient est celui figurant en tete du troisieme et dernier livre, et que les Arabes 
ont nomme la regie d’ intersection, parce qu'il exprime la relation entre six segments 
determines sur les trois c6tes d'un triangle spherique par un arc de grand cercle 
quelconque. L’ouvrage de Menelaiis, dont le texte grec est perdu, nous est parvenu 
dans une version arabe qui fut traduite pour la premiere fois en latin par Francis 
Maurolyc, traduction publiee k Messine, en 1558, dans l'ouvrage contenant, en 
outre, ses versions latines des Spheriques de Theodore et du traite De la Sphere 
en mouvement d’Autolycus. Cette traduction latine fut r&mprimee dans un 
ouvrage du Pere Mersenne, a Paris, 1644, et k la suite de la deuxi&me edition 
du texte grec de Theodose par Hunt, a Oxford, 1707. L’astronome anglais 
Halley a donne deux editions latines de l’ouvrage de Menelaiis : la premiere 
intitulee : Menelai Sphaericorum libri III, ed. Ed. Halleius, Oxonii, 1758, petit 
in-4 0 , e t la seconde Menelai Sphaericorum lib. Ill, quos olim coUatis mss. 
hebraicis et arabicis typis exprimandos curavit Ed. Halleius, praefationem addidit 
G. Costard. Oxonii, 1758, petit in-4 0 . 
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soient etablis interieurement sur un seul c6te Br du trilatfere ABD 

je dis que les arcs BA, AD sont 
plus petits que les arcs BA, AT. 

Puisque deux cdtes de tout 
trilatfcre sont plus petits que le 
cote restant, les arcs rE, EA sont 
done plus grands que l’arc TA. 
Ajoutons de part et d’autre Tare 
AB, il s’ensuit que les arcs TE, EB 
sont plus grands que les arcs 
TA, AB. Derechef, puisque deux 
cotes de tout trilat&re sont plus 
grands que le cote restant, les 
arcs BA, AE sont done plus grands que Tare EB. Ajoutons de 
part et d’autre l’arc Er ; il s’ensuit que les arcs BA Ar sont plus 
grands que les arcs BE, ED Mais les arcs BE, Er sont plus grands 
que les arcs BA Ar ; done, a fortiori, les arcs BA Ar sont plus 
grands que les arcs BA Ar (*). 

III. 

Proposition 3. — Que trois arcs de cercles les plus grands, 
AB, AD AA coupent un arc de cercle le plus grand BA ; que 
chacun des arcs AB, AD AA soit plus petit qu’un quadrant, 
et que l’arc Br soit egal a l’arc TA; on doit demontrer que 
la somme des arcs BA, AA est plus grande que le double de 
l’arc Al’. 

Posons l’arc TE egal a l’arc AD Puisque l’arc Ar est plus 
petit qu’un quadrant, il s’ensuit que l’arc DE est aussi plus 
petit qu’un quadrant ; done, l’arc AE est plus petit qu’un 
demi-cercle. En consequence, le cercle AA complete ne passera 
pas par le point E ( 1 2 ). Des lors, decrivons par les points E, A le 


A 



1. On a (prop, i) : TE + EA > TA, d'ou : TE + EA + AB > TA + AB 

ou : TE EB > TA -f- AB. D'autre part, on a : BA + AE > EB, d’ou : 

BA -f- AE + TE > EB -|- TE ou : BA + AT > EB + TE, d’oix, en presence de 

i'inegalite precedente, on a, a fortiori : BA -f Ar > TA -f AB. 

2. Theodose, Les Sfheriques, liv. I, prop, n : « Dans la sphere, les cercles 
les plus grands se coupent mutuellement en deux parties egales». Voir trad, de 
P. Ver Eecke, p. 17. 
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cercle le plus grand EAZ (*) ; et puisque 
l’arc Ar est egal k l’arc TB, et l’axc AT 6gal 
a l’arc TE, il s’ensuit que la droite men6e du 
point A au point E est egale k la droite menee 
du point A au point B ( 1 2 ). En consequence, 
l’arc BA est egal a l’arc AE ( 3 ). D’autre part, 
puisque deux cotes de tout trilat&re sont plus 
grands que le cot4 restant, tandis que l’arc AE 
est egal k l’arc AB et l’arc Er egal k l’arc TA, 
il s’ensuit que la somme des arcs BA AA 
est plus grande que le double de l’arc Af ( 4 ). 



IV. 


Proposition 4. — Que quatre arcs de cercles les plus grands, 
AB, AT, AA, AE coupent un arc de cercle le plus grand BE ; 
que l'arc Br soit 6gal k l’arc AE, et que chacun des arcs AB, AT, 
A AA, AE soit plus petit qu’un quadrant. On 

doit demontrer que la somme des arcs BA 
AE est plus grande que la somme des arcs 
TA AA. 

Coupons l’arc TA en deux parties egales 
au point Z ; d&xivons par les points A Z 
le cercle le plus grand AZH, et posons 
l’arc ZH egal k l’arc AZ Decrivons par les 
points H, E le cercle le plus grand HEK et, 
par les points H, A le cercle le plus grand 
HA0. Des lors, puisque l’arc HZ est egal 
k l’arc ZA et l’arc AZ egal k l'arc ZT, il 



1. Theodose, Les S-pheriques, liv. I, prop. 20: « Par deux points donnes qui sont 
situes sur tine surface spherique, decrire le cercle le plus grand ». Voir trad, de 
P. Ver Eecke, p. 27. 

2. Theodose, ibidem, liv. Ill, prop. 3 : « Si deux cercles les plus grands se 
coupent mutuellement dans une sphere, et si l’on retranche sur chacun d'eux 
des arcs egaux consecutifs, de part et d’autre du point oh ces cercles se coupent 
mutuellement, les droites qui relient les extremites des arcs situes des memes 
cdtes sont egales entre elles ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 88. 

3. Euclide, liv. Ill, prop. 28, enoncee p. 148, n. 3. 

4. On a (prop. 1) : AA + AE > AE ou : AA + AE > AT + TE. Or (Euclide, 
voir note precedente), on a : AE = AB, et on a par construction : AT = TE ; 
done : AA + AB > 2AJT. 


374 


pappus d’alexandrie 


* 

s’ensuit que 1’arc AH est aussi egal a l’arc TA i 1 ). Pour la 
meme raison, 1’arc EH est aussi egal a l’arc BA. Or, puisque les 
deux arcs AA, AH sont etablis interieurement sur un des cotes HA 
du trilatere HEA ( 2 ), il s'ensuit que les arcs AA, AH sont plus 
petits que les arcs AE, EH ; de sorte que les arcs AE, EH sont 
plus grands que les arcs AA, AH. Or, l’arc EH est 6gal a l’arc AB 
et l’arc HA egal a l’arc Ar ; par consequent, la somme des 
arcs BA, AE est plus grande que la somme des arcs TA, AA ( 3 ) ; 
ce qu’il fallait demontrer. 


V. 

Proposition 5. — Ces choses etant demontrees au prealable, 
qu’il faille demontrer d’une autre mani&re le theorfeme 5 du 


A 



livre III des Spheriques de Theo- 
dose ( 4 ). 

Soit A le pole de cercles par al- 
leles situe sur la circonference 
du cercle le plus grand ABr ; que 
ce cercle le plus grand soit coupe 
a angles droits par deux cercles 
les plus grands, dont l’un Br est 
un des paralleles et dont l’autre 
EZ est oblique sur les paralleles ; 
decoupons sur le cercle EZ, d’un 


1. Voir proposition 3, p. 373, n. 3. 

2. C’est-a-dire : puisque les deux arcs de grand cercle A A, AH sont etablis 
interieurement sur un des cdtes HZA du triangle spherique dont les c6tes sont 
HE, EA, AH. 

3. On a (prop. 2) : AA + AH < AE + EH ou, comme dit le texte : 
AE + EH > AA -f- AH. Or (prop. 3), on a : arc EH = arc AB et arc HA = 
arc AT ; done : AE -)- AB > AA + AT. 

4. Theodcse, les Spheriques, liv. Ill, prop. 5 dont l'enonce, que Pappus 
se dispense de reproduire ici, est le suivant : « Si le pole de cercles paralleles est 
situe sur la circonference d’un cercle le plus grand ; si deux cercles les plus grands, 
done l’un est un des paralleles, et dont l’autre est oblique sur les paralleles, 
coupent ce grand cercle a angles droits ; si l’on decoupe, sur le cercle oblique, 
des arcs egaux consecutifs, du fneme cote du plus grand des paralleles, et si, par 
les points ainsi determines, i’on decrit des cercles paralleles, ceux-ci decouperont, 
dans leur intervalle, des arcs inegaux sur le cercle le plus grand primitif ; et 
l’arc plus rapproche du plus grand des paralleles sera continuellement plus 
grand que ceiui qui en est plus eloigne ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 93. 
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meme cote (*), deux arcs egaux consecutifs H©, ©K, et d4crivons 
par les points H, 0, K les cercles MN, SO, IIP paralleles au cercle 
Br. II faut demontrer que l'arc IIS est plus grand que Tare MS. 

En effet, decrivons par le point A et par chacun des points 
K, H, © les cercles les plus grands AK, A0, AH. Des lors, il est 
manifeste que chacun des arcs AK, A0, AH est plus petit qu’un 
quadrant (parce que l’arc qui va du point A jusqu’au cercle le 
plus grand Br est un quadrant) ( 1 2 ). En consequence, puisque 
les arcs AK, A0, AH de trois cercles plus grands coupent 
la circonference du cercle le plus grand EZ ; que l'arc K© est 
egal a l’arc ©H, et que chacun des arcs AK, A©, AH est plus 
petit qu’un quadrant, il s’ensuit, en raison de ce qui a ete 
demontre anterieurement ( 3 ), que la somme des arcs KA, AH 
est plus grande que le double de l’arc A© ; arcs sur lesquels la 
somme des arcs KA, AT est double de l’arc AS (car les trois 
arcs AS, AK, AT sont 4gaux entre eux, parce qu’ils passent par 
ie pole) ; done, l’arc restant TH est plus grand que le double de 
l'arc S©. Or, l’arc S© est 4gal a l’arc TT ( 4 ) ; done, l’arc HT est 
plus grand que l’arc TT. Or, l’arc HT est egal a l’arc nE, et 
l’arc TT egal a l’arc EM; done, l’arc nS est plus grand que 
l'arc EM ( 5 ) ; ce qu’il fallait demontrer. 


1. C’est-cL-dire d'un m£me cdte du grand paralldle Br. 

2. Theodose, Les Spheriques, liv. I, prop. 13 : « Lorsque, dans une sphere, 
un cercle le plus grand coupe un des cercles de la sphere a angles droits, il le 
coupe en deux parties egales et en passant par ses pdles ». Voir trad, de 
P. Ver Eecke, p. 19. 

3. Voir proposition 3. 

4. Theodose, Les Spheriques, liv. II, prop. 10 : « Si l'on a des cercles paralieies 
dans une sphere, et si l’on decrit, par leurs pdles, des cercles les plus grands, les 
arcs des cercles paralleles situes entre les cercles les plus grands sont serablables, 
et les arcs des cercles les plus grands situes entre les cercles paralleles sont egaux » 
Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 43. 

5. On a par construction : arc K@ = arc 0 H ; done, considerant les 
trois arcs AK, A 0 , AH, plus petits qu'un quadrant, on a (prop. 3) : 
arc AK -f- arc AH > 2 arcs A 0 . Or, considerant les arcs de grand cercle 
menes du pdle du cercle MN jusqu’i la circonference de ce cercle, on a : 
arc AK = arc AS = arc AT, d'ou : arc AK 4- arc AT = 2 arcs AS ; 
done : arc AK + arc AH — (arc AK + arc AT) > 2 (arc A 0 — arc AS), ou 
comme le texte: arc TH > 2 arcs S 0 . Or (Theodose, liv. II, prop. 10) on a: 
arc S 0 = arc TT ; done: arc TH > 2 arcs TT, d’ou : arc TH — arc TT > arc TT 
ou: arc HT > arc TT. Or, arc HT = arc ns et arc TT = arc 2 M; done, comme 
le texte : arc ITS > arc 3 M. 
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VI. 


Proposition 6. — Mais, qu'il faille demontrer cela lorsque 
les arcs egaux ne sont pas consecutifs (car Theodose n’a pas 
demontrS ce cas). 

Soit la meme figure, soient les arcs egaux H0, KA ; soient 
les cercles par alleles MN, SO, IIP, ST, et decrivons, par le point A 

et par chacun des points H, 0, 
K, A, les cercles les plus grands 
AH, A0, AK, AA (*). Ces arcs 
sont done plus petits qu’un qua- 
drant ( 1 2 3 ). De plus, en vertu du 
theorfeme IV qui pr6cfede, la 
somme des arcs AA, AH sera 
plus grande que la somme des 
arcs KA, A0 ; tandis que la 
somme des arcs AA, AX est egale 
a la somme des arcs TA, AO (car 
ces arcs sont issus du pole du 
cercle MN) ; par consequent, l’arc 
restant XH est plus grand que la somme des arcs 00, TK. Or, 
l’arc 00 est egal a l’arc XT; done, l’arc restant TH est plus 
grand que l’arc TK. Or, l’arc TH est egal a l’arc 211, et l’arc TK 
egal a l’arc MS ; done, l’arc 211 est plus grand que l’arc MS (*) ; 
ce qu’il fallait demontrer. 



VII. 

Proposition 7. — Qu'il faille maintenant demontrer la meme 
chose d'une autre maniere. 


1. Le texte porte ici pax negligence fttfiffToi xuxXot, les cercles les plus 
grands, au lieu de itepupipetai -ruv {leyCoruv xuxXwv, e’est-a-dire les arcs de 
cercles les plus grands. 

2. Voir proposition 5. 

3. On a (proposition 4) : arc AA -f- arc AH > arc AK + arc A®. Or, les 
arcs menes du pole A a la circonference du cercle MN etant egaux, on a: 
arc AA + arc AX = arc AT + arc AO ; done : arc AA 4- arc AH — (arc AA 4- 
arc AX) > arc AK + arc A® — (arc AT + arc AO) ou, comme le texte : arc XH > 
arc TK 4- arc O®. Or, arc O® = arc XT ; done : arc XH — arc XT > arc TK 4- 
arc 00 — arc 00 ou, comme le texte : arc TH > arc TK. Or, arc TH = arc EH et 
arc TK = arc MS ; done : arc Eli > arc MS. 
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Que le pole de paralleles soit situe sur la circonference du 
cercle le plus grand ABI\ et que deux cercles les plus grands 
AE, BI\ dont l’un Br est un des paralleles et dont l’autre AE 
est oblique sur les paralleles, 
coupent ce cercle. Decoupons des 
arcs egaux ZH, ©K sur le cercle 
AE, et decrivons les cercles paral- 
leles AM, NS, Oil, PE ; je dis 
que l’arc OP est plus grand que 
Fare NA. 

En effet. Fare ZH est com- 
mensurable avec Fare H0 ou il 
ne l’est pas. Qu’il soit d’abord 
commensurable. Or, Fare HZ est 
£gal & Fare ©K; done. Fare ©K 
est aussi commensurable avec 
Fare ©H ; par consequent, les trois arcs ZH, H©, 0K sont com- 
mensurables entre eux. Divisons ces arcs en leurs parties (*) aux 
points T, T, O, X, T, et decrivons pax les points T, T, O, X, T 
les cercles paralleles QT, A'Y, OB', XT', TA'. Et puisque les 
arcs ZT, TT, YH, HO, O0, ©X, XT, TK sont egaux, il s'ensuit 
que les arcs PQ, QA\ A'O, OB', B'N, NP, PA' sont inegaux 
a partir du plus grand arc PQ ( 1 2 ). Or, le nombre des arcs PQ, 
QA', A'O est le meme que le nombre des arcs NP, PA', A'A; 
done ( 3 ), Fare PO est plus grand que Fare NA. 

VIIL 

Proposition 8. — Mais, les memes choses etant posees, que 
Fare ZH ne soit pas commensurable avec Fare H0 ; je dis que 
Fare PO est encore de meme plus grand que Fare AN. 

En effet, s’il n'est pas plus grand, il est egal ou plus petit. 
Qu’il soit d'abord plus petit. Posons Fare NP egal a Fare PO 





1. C’est-a-dire en parties egales qui divisent ces trois arcs un nombre entier 
de fois. 

2. Voir proposition 5. 

3. Euclide, liv. V, prop. 18, enonc6e p. 190, n. 1. 


i 
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et, les trois lignes AN, NT', NO etant homog&nes (*), prenons- 
en une qui soit commensurable 
avec la ligne NO, plus grande 
que la ligne Nr', plus petite que 
la ligne NA, et que ce soit la 
ligne NA'. Soient, en outre, les 
cercles paralleles XP, YA' ; posons 
l’arc HT egal a 1’arc TO, et soit 
le cercle parallele TO. D&s lors, 
puisque chacun des arcs Y0, HT 
est commensurable avec l'arc H0, 
l’arc 00 est aussi plus grand que 
Fare NA’ ( 2 ) ; par consequent, Fare 
PO est, a fortiori, plus grand que Fare NA'. Mais, Fare PO est 
£gal a Fare NP ; done, Fare NP, qui est plus petit, est plus 
grand que Fare NA' qui est plus grand ; ce qui est impossible. En 
consequence, Fare PO n’est pas plus petit que Fare NA. 

IX. 

Proposition 9. — Les memes choses etant poshes, je dis aussi 
qu’il ne lui est pas 6gal ( 3 ). 

En effet, qu'il lui soit egal, s’il se peut ; coupons les arcs 
HZ, 0K en deux parties egales 
aux points T, Y, et soient les 
cercles paralleles TO, YA'. D&s 
lors. puisque les arcs TZ, TH 
sont egaux, les arcs PO, OO sont 
done inegaux a partir du plus 
grand arc PO ( 4 ). Derechef, puis- 
que les arcs 0Y, YK sont egaux, 
les arcs NA', A' A sont done 
inegaux a partir du plus grand 
arc NA'. En consequence, puis- 

1 . apjyewav, de meme nature, ou homogenes, dans le sens d'etre des parties 
d'une meme circonference de cercle. 

2. En vertu des propositions 6 et 7. 

3 . C’est-4-dire que l’arc PO n’est pas 6gal k l'arc NA. 

4. Voir proposition 5. 
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que l’arc P£2 est plus grand que l’arc £20, et l’arc NA' plus grand 
que Tare A' A, il s'ensuit que Tare PO est plus grand que le 
double de Tare NA' ; ce qui est impossible (car on a demontre 
precedemment...) (*). En consequence, l’arc PO n’est pas egal 
k Tare NA. Or, on a demontre qu’il n’est pas plus petit ( 1 2 ) ; done, 
l’arc PO est plus grand que l’arc NA ( 3 ). 

X. 

Proposition io. — Soit de nouveau le pole de parall&les situe 
sur la circonference d’un cercle le plus grand, et que les cercles ( 4 ) 
Br, AE coupent ce cercle a angles droits. Soient, en outre, les 
cercles paralleles KA, MN, SO, et que l’arc SM soit egal a 
l’arc MK ; je dis que Pare ZH est plus petit que Pare H0. 

En effet, s’il n’en est pas ainsi, il est egal a cet arc ou plus 
grand que lui. D’une part, Pare 
ZH n’est pas egal a Pare H0 ; 
car, s’il Pest, Pare SM est plus 
grand que Parc MK ( 5 6 ). Or, il 
n'en est pas ainsi (®) ; done, 

Parc ZH n’est pas egal a Pare 
H0. D’autre part, je dis qu’il 
n’est pas plus grand. En effet, 
qu’il soit plus grand, s’il se peut, 
et posons Parc Hn egal k Parc 
0H f 7 ). D&s l° rs > pnisque Pare 


1. Lacune qui n’a pas ete comblee d’une manigre acceptable, d'abord par 
Commandin, puis par Hultsch, qui remanie trop le texte. 

2. Voir proposition 8. 

3. Explicitement : On a, par hypothgse de la proposition 7 : arc HZ = arc 0 K, 
d'ou (prop. 6) : arc £10 > arc NA' (I). Divisant les arcs HZ, 0 K en deux parties 
egales, on a : arc TZ = arc TH, et arc 0 'F as arc TK, d'ou (prop. 5) : 
arc P£1 > arc £10 (II) et arc NA' > arc A'A (III). D&s lors, les inegalites (I): 
et (II) donnent : arc P £1 > arc NA', d'ou, en presence de l’inegalite (I) on a : 
arc P £1 -(- arc £ 10 >arc NA'-f arc NA' ou, comme le texte: arc PO > 2 arcs NA'; 
ce qui est contraire a l'hypothgse : arc PO = arc NA ; car l’inegalite (III) donne: 
arc NA'-farc NA'> arc A'A 4- arc NA' ou : 2 arcs NA'> arc NA. 

4. Sous-entendu : pLeyiarot (les cercles) les plus grands. 

5. Voir proposition 5. 

6. Car on a par hypothgse : arc EM = arc MK. 

7. Le texte sous-entend ici : xal yeypaoOw itapaXXriXos xuxXot & PH, et soit 
decrit le cercle parall&le PII. 

Pappus d’A lexaodrie. — IX • 
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HIT est egal a 1’arc H@, il s’ensuit que l’arc PM est plus 
grand que 1’arc MK; done, l’arc SM est, a fortiori, plus grand 
que l’arc MK (*) ; ce qui est impossible, car on a suppose qu’il 
lui est 6gal. En consequence, Fare ZH n’est pas plus grand que 
Fare H0. Or, on a demontre qu’il ne lui est pas egal ; done. 
Fare ZH est plus petit que Fare HO ; ce qu’il fallait demontrer. 

XI. 

Proposition ii. — On a done demontre que, si l’on a un 
cercle ( 1 2 ) ABI7 ; si deux cercles les plus grands BI\ AE coupent 
ce cercle a angles droits ( 3 ) ; si l’on decoupe des arcs 6gaux ZH, HO, 

et si l'on decrit les cercles paral- 
leles KA, MN, SO, on obtient un 
arc SM plus grand que Fare MK. 
Mais, que Fare ZH soit plus grand 
que Fare HO ; je dis que Fare SM 
est, k fortiori, plus grand que 
Fare MK. 

En effet, puisque Fare ZH est 
plus grand que Fare HO, posons 
Fare HII 6gal k Fare HO, et decri- 
vons le cercle par allele nP. D&s 
lors, puisque Fare Hn est egal 
a Fare HO, Fare PM est plus 
grand que Fare MK ( 4 ) ; par consequent, Fare SM est, a fortiori, 
plus grand que Fare MK ; de sorte que, si Fare ZH est plus grand 
que Fare OH, on obtient un arc SM plus grand que Fare MK; 
ce qu’il fallait demontrer. 


A 



1. Voir proposition 5. 

2. Sous-entendu : [xevicrro?, le plus grand. 

3 . Le texte sous-entend ici evidemment : <3v b pev BT twv irapaXX^Xwv, b be 

AE upo? tou? itapaXX^ou?, c’est-ci-dire : dont BT est l’un des par alleles 

et dont AE est oblique sur les paralleles. 

4. Voir proposition 5. 
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LEMMES POUR LA DISCUSSION DU THEORlhlE 6 DU LIVRE III f). 


Proposition 12. — Soit le triangle ABI\ et menons deux 
droites AA, AE etablissant les angles egaux compris sous les 
droites BA, AA et sous les droites EA, AT, je dis que le carre 
de la droite AT est au carre de la droite AB comme le rectangle 
compris sous les droites AI\ TE est au rectangle compris sous 
les droites EB, BA. 

Circonscrivons un cercle autour du triangle AAE, et menons 
la droite de jonction ZH ; il s’ensuit que cette droite est parall&le 
a la droite Br, parce que Tare ZA est egal a l’arc EH ( 2 ). En 
consequence, la droite AB est a la droite BZ comme la droite AT 
est a la droite TH ( 3 ) ; done, le 
carre de la droite AB est aussi au 
rectangle compris sous les droites 
AB, BZ comme le carre de la 
droite Ar est au rectangle com- 
pris sous les droites Ar, TH ( 4 ). 

Or, le rectangle compris sous les 
droites AT, TH equivaut au 
rectangle compris sous les droites 
Ar, TE, et le rectangle compris 
sous les droites AB, BZ equivaut 
au rectangle compris sous les droites EB, BA ( 5 ) ; par consequent, 
le carre de la droite AB est au rectangle compris sous les droites 
EB, BA comme le carre de la droite Ar est au rectangle compris 

1. C'est-a-dire : lemmes qui seront utilises pour demontrer divers cas du 
theor&me 6 du livre III des Spheriques de Theodose. Voirl’enonce de ce theorfcme, 
p. 369, n. 3. Pappus en donne d'ailleurs l'enonce dans les memes termes que 
Theodose dans le preambule de la proposition 21. 

2. On a par hypothese : ZAA == HAE ; done (Euclide, liv. Ill, prop. 26, 
enoncee p. 148, n. 3) : arc ZA = arc HE, d’oix, menant la droite de jonction AH, 
non indiquee sur la figure, on a (Euclide, liv. Ill, prop. 27, enoncee p. 284, 

n. 1) : HAE = ZHA, d’ou parallelisme des droites ZH, BI\ 

3. Euclide, liv. VI, prop. 2, enoncee p. 48, n. 1. 

4. Euclide, liv. VI, prop. 22, enoncee p. 125, n. 4. 

5. Euclide, liv. Ill, prop. 36, enoncee p. 142, n. 4. 
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sous les droites AI\ FE ; done, pair permutation, le rectangle com- 
pris sous les droites AI\ TE est aussi au rectangle compris sous 
les droites EB, BA comme le carr6 de la droite Ar est au carre 
de la droite AB (*). 

XIII. 


Proposition 13. — Mais, que le rapport du rectangle compris 
sous les droites Ar, TE au rectangle compris sous les droites 
EB, BA, e’est-a-dire du rectangle compris sous les droites Ar, TH 
au rectangle compris sous les droites AB, BZ, soit plus grand 
que le rapport du carre de la droite Ar au carre de la droite AB ; 
je dis que Tangle compris sous les droites EA, AT est plus grand 
que Tangle compris sous les droites BA, AA. 

En effet, puisque le rapport du rectangle compris sous les 
droites AT, TH au rectangle compris sous les droites AB, BZ 
est plus grand que celui [du carre] ( 2 ) de la droite AT au carre 
de la droite AB, par permutation, le rapport du rectangle compris 
sous les droites AT, TH au carr6 de la droite AT est plus grand 

que celui du rectangle compris 



sous les droites AB, BZ au carre 
de la droite AB (*). Mais, la 
droite Hr est' a la droite AT 
comme le rectangle compris sous 
les droites AT, TH est au carre 
de la droite AT, et la droite ZB 
est k la droite AB comme le 
rectangle compris sous les droites 


AB Ar 

1. On a, par similitude de triangles : d'ou : 

o/i 1 H 

Or, les secant es du cercle donnent : _AT x TH = AT 

ab 8 AT 8 

EB x BA ; done, comme le texte : — 


ac . AB AT . AB 8 AT* 

BZ~ TH’ ° U ' AB X BZ“Ar x TH‘ 
; _AT x TH ==Ar x TE et AB X BZ = 
AB 8 _ Ar 8 A r X TE AT* 

EB X BA~AT X TE ® EB X BA AB 8 


Cette proposition reste vraie dans le cas ou les droites AA, AE sont menees 
ext6rieurement au triangle en faisant des angles egaux avec les cotes AB, AT, 
et e’est ce cas qui sera invoqu6 plus loin, au cours des demonstrations des pro- 
positions 36 et 40 du livre VII. 

2. Restauration de Hultsch au moyen de dbco (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 490, 


L J 9)- 

3. Transformation d’une expression d’megalite que Pappus demontrera au 
liv. VII, prop. 5. 
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AB, BZ est au carre de la droite AB ( x ) ; par consequent, le 
rapport de la droite Ar & la droite TH est aussi plus petit que 
celui de la droite AB a la droite BZ. Des lors, si nous faisons 
en sorte que la droite AB soit a quelqu’autre droite comme la 
droite Ar est a la droite TH, ce le sera a une droite plus 
grande que la droite BZ ( 2 ). Que ce le soit a la droite BK, et 
prolongeons la droite de jonction HK jusqu’au point 0. La 
droite Br est done parallele a la droite H0 ( 3 ) ; par consequent, 
1’arc EH est egal a l’arc A0 ; done, Tare EH est plus grand 
que l'arc AZ ; de sorte que Tangle compris sous les droites FA, AE 
est aussi plus grand que Tangle compris sous les droites BA, AA ( 4 ) ; 
ce qu'il fallait demontrer ( 5 ). 


XIV. 

Proposition 14. — Que deux cercles les plus grands ABT, 
BEr se coupent mutuellement ; soit A le pole du cercle ABI 1 ; 
decrivons les cercles les plus grands AZ, A0 ( 6 ), et que l’arc BE 
soit egal a Tare TH. On demontrera que la droite menee du 
point A au point E est 6gale & celle qui est menee du point A 
au point H. 

Coupons Tare EH en deux parties egales au point K, et 
decrivons par les points A, K le cercle le plus grand AKA. Et 
puisque Tare BE est egal a Taxc HT et Tare EK egal a Tare KH, 


1. Euclide, liv. VI, prop. 1 : « Les triangles et les parallelogrammes qui 
ont la meme hauteur sont entre eux comme leurs bases ». Voir trad, de Peyrard, 
vol. I, p. 290. 

2. Euclide, liv. V, prop. 10, enonede p. 36, n. 1. 

3. Euclide, liv. VI, prop. 2, enoncee p. 48, n. 1. 

4. Euclide, liv. VI, prop. 33, enoncee p. 181, n. 1. 

p V> ]TI3 Ar* 

5. On a par hypothese : >—=2 ou » considSrant les s^cantes du 

EB X BA AB 

Ar X TH AT 2 ,, , Ar X 
>-^5. dou 


cercle 


prop. 


AB X BZ' AB a 
Hr _ at x Hr 
Ar" 


AB X BZ 
AT 2 > AB 5 ' 


Or (Euclide, liv. VI, 


1 " * r,_ AT 2 


t ZB AB X 
6 AB — AB 1 


ZB 


done 


Hr ZB ,, . 
— > — , d ou, 
Ar AB 


comme 


. . . AT AB 

le texte : Trf < z5 - 


Air ab 

Soit BK > ZB, de telle sorte que Ton ait : 

Hr dk 


d'ou 


(Euclide, liv. VI, prop. 2) parallelisme des droites Br, ©H, d'oii : arc EH = 

arc A©, d’ou : arc EH > arc AZ, d'ou (Euclide, liv. VI, prop. 33 ): EAr < AAB. 
6. Sous-entendu : coupant le grand cercle BEr aux points E, H. 
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Tare entier BK est done egal a 
l'arc TK. D&s lors, pnisque le cercle 
le plus grand AKA est decrit par 
le point qui divise l’arc Br en 
deux parties egales et par les poles 
du cercle ABI\ il s’ensuit que le 
cercle AKA passera par les poles 
du cercle BEH (*), et qu'il sera 
a angles droits sur ce cercle ( 2 ). 
En consequence, puisqu’un seg- 
ment de cercle perpendiculaire KA 
est eleve sur le diametre part ant 
du point K du cercle KBr ; que 
l'arc du segment ainsi eleve est divise au point A, et que l’arc EK 
est egal a l'arc KH, il s’ensuit que la droite menee du point A 
au point E est egale a la droite menee du point A au point H ( 3 ) ; 
ce qu’il fallait demontrer. 



XV. 

Proposition 15 . — Soient les cercles les plus grands ABI\ 
BE Hr ; soit A le pole du cercle ABI\ et decrivons les cercles 
les plus grands AEZ, AKA, AH0 en ayant l’arc HKE divise en 
deux parties egales au point K. Je dis que, si l’arc BE est egal 
a l’arc Hr, l'arc ZA est aussi egal a l’arc A0 ; que, si l’arc BE 
est plus grand que l’arc Hr, l'arc ZA est aussi plus grand que 
l'arc A0, eniin que, si l’arc BE est plus petit que l’arc Hr, l’arc ZA 
est aussi plus petit que l’arc A0. 

x. En invoquant reciproquement : ThIodose, Les S-pheriques, liv. II, prop. 9 : 
« Lorsque deux cercles se coupent mutuellement dans une sphere, et que l'on 
decrit un cercle le plus grand par leurs pdles, il coupera en deux parties egales 
les segments isolement pris de ces cercles ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 41. 

2. Th£odose, ibidem, liv. I, prop. 15 : « Lorsque, dans une sphere, un cercle 
le plus grand coupe un des cercles de la sphere en passant par ses pdles, il le 
coupe en deux parties egales et & angles droits ». Voir trad, de P. Ver Eecke, 
p. 21. 

3. Th£odose, ibidem, liv. II, prop. 12 : « Si on eldve des segments de cercles 
egaux et perpendiculaires sur les diametres de cercles egaux ; si l’on retranche 
de ces segments, a partir de leurs extremites, des arcs egaux plus petits que la 
moitie des arcs entiers, et si l’on decoupe des arcs egaux sur les cercles, des memes 
cdtes k partir des extremites des diam&tres, les droites qui relient les points ainsi 
determines seront egales entre dies ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 47. 
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Que l'arc BE soit d’abord egal a l’arc Hr ; je dis que l’arc ZA 
est aussi egal a l’arc A0. 

En effet, puisque l’arc BE est egal a l'arc Hr, la droite menee 
du point A au point E est aussi egale a la droite menee du point A 
au point H ( x ) ; par consequent, le 
cercle decrit du pole A et a la 
distance de Tune des droites AE, 

AH passera aussi par l’autre point. 

Decrivons-le, et que ce soit le cercle 
HME qui sera done par allele au 
cercle ABr ( 1 2 ). Des lors, puisque 
deux cercles HME, EKH se coupent 
mutuellement, et que le cercle le 
plus grand AKA est decrit par les 
poles de l’un de ces cercles et par 
le point de division en deux parties 
egales K ( 3 ), il s’ensuit que l’arc EM 
est egal a l’arc MH ( 4 ). Mais, l’arc EM est semblable a l’arc ZA 
et l’arc MH semblable k l’arc A0 ( 5 6 ); done, l’arc ZA est aussi 
semblable a l’arc A0. Or, ces arcs appartiennent au meme cercle ; 
done, l’arc ZA est egal k l’arc A0 ; ce qu’il fallait demontrer. 

XVI. 

Proposition 16. — Supposons la meme figure (*) ; que 
l’arc BE soit plus grand que l’arc Hr et l'arc EK egal a l’arc KE; 
je dis que l’arc ZA est plus grand que l'arc A0. 


A 



1. Voir proposition 14. 

2. Th£odose, Les Spheriques, liv. II, prop, i : « Dans la sphere, les cercles 

parall&les sont situes autour des memes pdles ». Voir trad, de P. Ver Eecke, 

P- 33- . , 

3. Cercle passant aussi par les pdles du cercle EKH. 

4. Theodose, Les Spheriques, liv. II, prop. 9, enoncee p. 384, n. 1. 

5. Theodose, Les Spheriques, liv. II, prop. 10, enoncee p. 375, n. 4. 

6. La figure qui accompagne cette proposition dans les manuscrits est plane 
comme celle de la proposition precedente, mais, comme elle a le defaut de ne 
pas presenter clairement dans le plan du cercle ABr l'hemisphere avec les cercles 
et les droites complementaires qui interviennent dans la demonstration, Commandin 
lui substitue dans sa version latine une figure stereographique plus correcte et 
plus intuitive. C’est cette figure que Hultsch adopte dans son edition critique, 
(cfr. loc. cit., vol. II, p. 494), et que nous a doptons aussi da ns aotre traduction . 
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Posons Fare TM egal a Fare BE, %t decrivons le cercle le plus 
grand AMN. Des lors, puisque Fare BE est egal a Fare Mr, la 
droite menee du point A au point E est egale a la droite menee 
du point A au point M ( 1 ) ; par consequent, le cercle decrit par 
le pole A et a la distance de l’une des droites AE, AM passera 

aussi par Fautre point. Qu’il passe 
par ce point ; que ce soit le cercle 
EEM ; prenons le centre O de la 
sphere, et menons la droite de 
jonction OA. Cette droite sera done 
perpendiculaire sur le plan du cercle 
EEM ( 2 ) (car le point A est le pole 
de ce cercle), et le centre du cercle 
MEE sera sur la droite AO. Que ce 
soit le point II ; prolongeons la droite de jonction EM jusqu’au 
point T, la droite de jonction OE aussi jusqu’au point T ( 3 ), et 
menons les droites de jonction EO, OPK, IIP, PE, II H, HT. 
Et puisque le point II est situe dans le plan du cercle MEE, les 
points P, E sont Fun et Fautre situ6s aussi dans le plan du 
cercle MEE; done, on a trois points dans ce cercle. Derechef, 
puisque la droite OA est dans le plan du cercle AKA, le point II 
est done aussi dans le plan du cercle AKA. Et la droite OPK 
est dans ce plan ; done, le point P est aussi dans le plan du 
cercle AKA. Or, le point E est aussi dans ce meme plan ; done, 
UPS est une droite ( 4 ). Pour la meme raison d’ailleurs, IIHT 
est aussi une droite (car les points II, T sont dans le plan du 
cercle EEM ; mais, ils sont aussi dans le plan du cercle AHE®, 
et le point H est sur cette meme section des plans du cercle EEM 


A 



1. Voir proposition 14. 

2. Theodose, Les Spheriques, liv. I, prop. 10 : « Si l’on a un cercle dans une 
sphere, la droite menee par les poles de ce cercle est perpendiculaire sur le cercle, 
et elle passera par le centre du cercle et par celui de la sphere ». Voir trad, de 
P. Ver Eecke, p. 15. 

3. La droite OE est situee dans le plan du cercle BEKMr, et la droite EM 
est la section commune de ce cercle BEKMr et du cercle EZMH ; done, ces deux 
droites doivent se rencontrer en un point T. 

4. Les points n, P, S appartenant simultanement aux plans des cercles 
EEM, AKEA, ils appartiennent done k la section commune de ces plans. Or, la 
section commune de ces plans est une droite (Euclide, liv. XI, prop. 3 : « Si 
deux plans se coupent mutuellement, leur section commune est une ligne droite ». 
Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 9). 
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et du cercle AE0 ; done II HT est une droite). Et puisque 1’arc EK 
est 6gal a l'arc KS, Tangle compris sous les droites EO, OK est 
aussi egal a Tangle compris sous les droites KO, OE ( x ) ; done, 
le rapport de la droite EO a la droite OT est le meme que celui 
de la droite EP a la droite PT ( 2 ). Mais, puisque nous cherchons 
ce qu’est T arc ZA compare a l’arc A0 ( 3 ), e’est-a-dire ce qu’est 
l’arc EE compare a l’arc EH, cherchons done ce qu’est Tangle 
compris sous les droites Eli, IIP compare a Tangle compris sous 
les droites PII, IIT ; done, ce qu’est le rapport de la droite Eli 
a la droite IIT compare au rapport de la droite EP a la droite PT. 
Mais, le rapport de la droite EP a la droite PT est le meme que celui 
de la droite EO a la droite OT; done, cherchons ce qu’est le rapport 
de la droite EO a la droite OT compare au rapport de la droite Eli 
a la droite IIT. En consequence, cherchons ce qu’est le rapport 
du carr6 de la droite EO au carre de la droite OT compare au 
rapport du carre de la droite Eli au carre de la droite IIT et, par 
permutation, ce qu’est le rapport du carre de la droite OE au 
carre de la droite Eli compare au rapport du carre de la droite OT 
au carre de la droite Til et, par division, ce qu’est le rapport 
du carre de la droite Oil au carre de la droite IIE compart au 
rapport du carre de la droite Oil au carre de la droite Til ; 
done, ce qu’est le carre de la droite Til compare au carre de 
la droite IIE ; done, ce qu’est la droite Til comparee a la 
droite IIE ( 4 ). Mais, la droite IIE est egale a la droite II H qui 


1. Euclide, liv. Ill, prop. 27, enoncee p. 284, n. 1. 

2. Euclide, liv. VI, prop. 3, enoncee p. 220, n. 4. 

3. ris ZA itepttpspeia vij A©, expression singuliere employee ici pour 
exprimer, non pas le rapport habituel ( Xoyo; ) de grandeurs, mais la simple com- 
paraison de grandeurs, e’est-a-dire pour exprimer : arc ZA ^ arc A©. 

4. La premiere partie de la demonstration s’exprime en d'autres termes 
comme suit : La droite OP partage l’angle en O du triangle EOT en deux parties 

EP E O 

egales ; done (Euclide, liv. VI, prop. 3), on a : pqr = -Q^ (I). Or, pour demontrer 


que l’on a : arc ZA > arc A©, on met en question l'expression : arc ZA$ arc A©, 

ce qui revient k l’expression : arc ES £ arc SH ou k l’expression : EIIP £ PIIT, 
laquelle, etablissant que l'angle en II du triangle EIIT n’est pas divise en deux 
parties egales, n’entraine done pas (Euclide, liv. VI, prop. 3) l'expression : 

^ ^ ^ jp JE H 

mais met en question l’expression : £ — , d’ou, en presence de 


la relation (I), il vient : 

OT > IIT 


d’ou 


EO a En a 
0T a > IIT 2 ’ 


d’ou : 


E0 a OT a ,, , 

— T-ia . — jy ^ i aars , Q Oil • 

En* > nr* 
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admet comparaison, car il y a une droite plus grande qu’elle. 
En consequence, puisque la droite Til est plus grande que la 
droite II H, c’est-a-dire plus grande que la droite IIE, il s’ensuit 
que le rapport de la droite II 0 a la droite IIE est plus grand 
que celui de la droite Oil a la droite IIT (*), et que le rapport 
du carre de la droite Oil au carre de la droite IIE est plus grand 
que celui du carre de la droite Oil au carre de la droite IIT. Or, 
le carre de la droite EO equivaut aux carres des droites Eli, II O 
(car Tangle compris sous les droites Eli, II O est droit), et le 
carre de la droite TO equivaut aux carres des droites Til, II O 
(car Tangle compris sous les droites Til, II O est droit) ; done, 
le rapport du carre de la droite OE au carre de la droite Eli est 
plus grand que celui du carre de la droite OT au carre de la 
droite Til et, par permutation, le rapport du carre de la droite EO 
au carre de la droite OT est plus grand que celui du carre de 
la droite Ell au carre de la droite Til. Des lors, puisque le rapport 
du carre de la droite OE au carre de la droite OT est plus grand 
que celui du carre de la droite Eli au carre de la droite Til, il 
s’ensuit que le rapport de la droite EO k la droite OT est aussi 
plus grand que celui de la droite Ell k la droite IIT. Mais, la 
droite EP est k la droite PT comme la droite EO est k la 
droite OT ; par consequent, le rapport de la droite EP a la 
droite PT est plus grand que celui de la droite Eli a la droite IIT. 
Il result e done de la que Tangle compris sous les droites Eli, IIS 
est plus grand que Tangle compris sous les droites Eli, IIT ; 
done, l’arc ES est plus grand que l’arc SH. Mais, l'arc ES est 
semblable a l’arc ZA et l'arc SH semblable a l’arc A0 ; done, 
l’arc ZA est plus grand que l’arc A0 ; ce qu’il fallait demontrer ( 2 ). 


^-En» OT‘-UT‘ comme texte .off on> d . o4 . 

En* > ni* eh 2 > Tit 2 

d’oii reste k comparer la droite IIT avec la droite Eli. 

1. Euclide, liv. V, prop. 8, enoncee p. 36, n. 6. 

2. La demi&re partie de la demonstration se deroule comme suit : Reste 
d’apres la note avant-precedente, k comparer les droites IIT et EtE. Or, 
HT > IIH et, consid£rant des rayons du cercle ESMH, on a : IIH = nE 


d’ou 


done : HT> HE. Dks lors. on a : 

OT* ,, . OE* nE 2 ,, , 

HE* " HT* ""* HE* HT* OT* HT* 


no*+nE* no* 4 -ST* „ . . . oe* 

. > .g-a ou, comme le texte : 
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XVII. 

Proposition 17. — Mais, que l’arc ZA soit egal a l'arc A0 ; 
je dis que Parc EK est plus petit que Parc KE (*). 

En effet, puisque Parc ZA est 4gal a Parc A©, l’angle compris 
sous les droites Eli, IIS est egal a l’angle compris sous les 
droites SII, IIT ; par consequent, le rapport de la droite Eli 
a la droite IIT est le meme que celui de la droite EP a la 
droite PT ( 2 ). Or, puisque nous 
cherchons ce ‘qu'est Parc EK Com- 
paq a Parc KE, nous cherche- 
rons done ce qu'est l’angle com- 
pris sous les droites EO, OK 
compare a P angle compris sous 
les droites KO, OT. En conse- 
quence, cherchons ce qu’est le 
rapport de la droite EO a la droite OT compare au rapport de 
la droite EP a la droite PT. Mais, le rapport de la droite EP 
4 la droite PT est le meme que celui de la droite Eli a la 
droite IIT ; par consequent, cherchons ce qu'est le rapport de 
la droite Eli a la droite IIT compare au rapport de la droite EO 
4 la droite OT. Or, on a la comparaison de ces rapports ( 3 ). Done, 
puisque le rapport de la droite EO 4 la droite OT est plus grand 
que celui de la droite Eli 4 la droite IIT (car cela a ete demontre 
precedemment) ; mais que la droite EP est a la droite PT comme 


A 



OE riE 

CVT > d’ou, en presence de l'expression (I) de la note avant-precedente, 
EP IIE 

on a : ; expression qui n’entraine done pas la division en deux parties 


egales de Tangle en n du triangle EIIT, d’ou : arc EIIS > EIIT, d'ou : 
arc EE > arc EH, d’ou par similitude : arc ZA > arc A 0 . 

1. Sous-entendu : toutes autres constructions restant les memes que dans 
la proposition precedente. 

2. On a par hypothese : arc ZA = arc A 0 , d’oii egalite des arcs respective- 
ment semblables EE, EH, d’ou Egalite des angles EIIS, EIIT, d’oii, considerant 
le triangle EIIT dont Tangle en II est divise en deux parties egales, on a 

E 1 T EP 

(Euclide, liv. VI, prop. 3, enoncee p. 220, n. 4) : . 


3. Voir proposition 16, p. 388, n. 3. 
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1 

la droite Eli est a la droite IIT, il s’ensuit que le rapport de la 
droite EP a la droite PT est plus petit que celui de la droite EO 
a la droite OT. Done, d'apres cela, l'angle compris sous les 
droites EO, OK est plus petit que l’angle compris sous les 
droites KO, OT ; en consequence, l’arc EK est plus petit que 
1’arc KS ; ce qu’il fallait demontrer (*). 


XVIII. 


Proposition 18. — Que deux cercles les plus grands ABI\ 
BPT se coupent mutuellement ; soit A le pole du cercle ABT ; 
soient decrits les cercles les plus grands AZ, A0, AA, AN, et que 
l’arc EE soit egal ci l’arc IIM. Je dis que, si l’arc BE est egal a 
l'arc Mr, l’arc Z0 est aussi egal a l’arc AN ; que, si l’arc BE est 
plus grand que l’arc MI\ l’arc Z0 est aussi plus grand que 
l’arc AN, et que, si l’arc BE est plus petit que l’arc MI\ l’arc Z0 
est aussi plus petit que l’arc AN. 

Supposons que l’arc BE soit egal ci l'arc MT ; il s’ensuit que 
la droite menee du point A au point M est egale a la droite menee 
du point A au point E ( 2 ) ; done, le cercle decrit du pole A a la 
distance de l’une des droites AE, AM passera aussi par l’autre 


i. La demonstration se d6roule explicitement comme suit : Pour d6montrer 
que, dans l’hypothese arc ZA = arc A® on a : arc EK < arc KE, mettons en 

question l’expression : EOK £ KOT ; laquelle, etablissant que l’angle en O du 
triangle EOT est divise en parties inegales, n’entraine pas ['expression (Euclide, 
OE EP 

liv. VI, prop. 3) : — as et met done en question, comme dans le texte, 
OE EP 

l’expression : ^ — , d’ou, en presence de la dernifcre expression de la note 


avant-precedente, il vient : ^ Or, IIT > IIH et En = HH ; done : 


tt-t ^ I?™ ,v no no ,, . no* + En* no 2 + nT 3 

nT > En, d ou : — - > — — , d ou : > -==5 ou 

En ht En 2 nx 2 


OE a 


En 2 > rTrr ' 2 ’ 


OT 2 

ST a 


OE OT 

d’ou : — - > d’oii, en presence de la demifcre expression de la note avant- 
hii il 1 

E P OE 

precedente, on a, comme le texte : — < — . Or, cette expression n’entrainant 
? • EP OE 

pas, comme l’expression — = que, par reciproque de la proposition 3 du 

livre VI d’Euclide, l’angle en O du triangle EOE soit divise en deux parties 

egales, on a done : EOK < KOT, d’oii, comme le texte : arc EK < arc KS. 

2. Voir proposition 14, p. 383. 
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point. Decrivons-le, et que ce soit le cercle ETM. Coupons l’arc SII 
en deux parties egales au point P, 
et decrivons par les points A, P 
le cercle le plus grand APS. Et 
puisque l’arc EE est egal a l’arc 
IIM, mais que l’arc BE est aussi 
egal a l’arc Mr, il s’ensuit que 
l’arc entier BE est egal k l’arc 
entier m ; done, la droite menee 
du point A au point E est egale 
a la droite menee du point A au 
point II (*). Decrivons done le 
cercle EOII du pole A a la dis- 
tance de l’une des droites AS, All. 

Et puisque l’arc EO est egal a l’arc Oil, mais que l’arc OS 
est semblable a l’arc 02 et l'arc Oil semblable a l’arc SA, il 
s’ensuit que l’arc 0E est aussi semblable k l’arc SA. Or, ces arcs 
appartiennent au meme cercle ; done l'arc 0E est egal a l’arc SA. 
Derechef, puisque l’arc EB est egal a l'arc I'M, l'arc ZS est aussi 
egal a l’arc SN ; done, l'arc restant Z0 est egal k l’arc restant NA ; 
ce qu’il fallait demontrer. 


A 



Proposition 19. — Mais, en supposant que la figure soit la 
meme ( 1 2 ), que l’arc BE soit plus grand que l’arc TS, l'arc ET 
egal a l’arc ST, et decrivons par les points A, Tie cercle le plus 
grand ATKA ; je <3is que l’arc Z0 est plus grand que l’arc AO. 


En effet, construisons une 

A 



figure analogue a celles qui pre- 
cedent, et puisque l’angle com- 
pris sous les droites Eli, IIT est 
egal a I’angle compris sous les 
droites XII, IIP, il s'ensuit que le 
rectangle compris sous les droites 
TP, PX est au rectangle compris 
sous les droites XE, ET comme 
le carre de la droite PII est au 


1. Voir proposition 14. 

2. Voir p. 385, la note relative & la figure qui accompagne la proposition 16. 
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carre de la droite IIE ( x ). Et puisque nous cherchons ce qu’est 
l’arc Z@ compart a Tare AO. e’est-a-dire l’arc EH compare a 
l’arc KO, nous chercherons done ce qu’est Tangle compris sous 
les droites EE, ET compare a Tangle compris sous les droites XE, 
EP. En consequence, nous chercherons ce qu’est le rapport du 
carre de la droite EE au carre de la droite SP compare au 
rapport du rectangle compris sous les droites XE, ET au rectangle 
compris sous les droites TP, PX, e’est-a-dire au rapport du carre 
de la droite Eli au carre de la droite IIP. Or, ces rapports 
admettent comparaison, et le rapport du carre de la droite Eli 
au carre de la droite IIP est plus grand que celui du carre de la 
droite EE au carre de la droite EP ; car on le demontre de la 
meme maniere que precedemment ( 2 ). Mais, le rectangle compris 
sous les droites XE, ET est au rectangle compris sous les droites TP, 
PX comme le carre de la droite Eli est au carre de la droite IIP ; 
done, le rapport du rectangle compris sous les droites XE, ET 

au rectangle compris sous les droites TP, PX est plus grand que 

celui du carre de la droite EE au carre de la droite EP. En 

consequence. Tangle compris sous les droites EE, ET est plus 

grand que Tangle compris sous les droites XE, EP ; done, l’arc Z© 
est plus grand que Tare AO ( 3 ). 


1. On a par hypoth&se : arc ET = arc Y 2 ; done (Euclide, liv. Ill, prop. 27, 

6noncee p. 284, n. 1) : EIIT = XIIP. Des lors, considerant le triangle EIIP dans 
lequel les deux droites IIT, IIX sont menses sous des angles egaux, on a (voir 

. . . . TP x PX IIP* 

prop. 12), comme le texte : =— *. 

XE x ET IIE* 

2. Voir proposition 16 et notes. 

3. Explicitement : Pour ddmontrer que, dans l'hypothese arc ET = arc Y2, 

on a : arc Z@ > arc AO ou, considerant les arcs semblables, que l'on a : 

arc EH > arc K<X>, comparons les angles correspondants a ces arcs dans le cercle 

parallele EHKM®, e’est-a-dire mettons en question l’expression : EST £ XSP. 
Or, considerant le triangle ESP, dans lequel deux droites ST, SX sont menses 
sous des angles inegaux, la proposition 13 (voir p. 382), invoquee dans sa 

.. ,, ES* XE x ET ,, , 

reciproque, met en question 1 expression : — — ^ ^ d ou, en presence 

gv* HE 3 

de l’egalite de la note avant-precedente, il vient, comme le texte : — — ^ 


d’ou 
SP 

SH > SH 


sp a > np*' 

|| $ Or, ona: 2P>S$ et S<D = ES ; done : SP > ES. Des lors : 

2d IT 

ES 


np 

; d’ou : 


SP s 


SP*+ SI1 ! 


ES a S P a ES a 

1 > fg*- + ZHi OU : fjp > 1^2’ d ’ 0iX > C ° mme le teXte 
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Proposition 20 . — Que l’arc AO soit mainrenant egal a 
l’arc Z0 ; je dis que Pare EY est plus petit que l’arc TE. 

En effet, puisque l’arc Z0 est egal k Parc AO, Parc EH sera 
aussi egal a Parc K<1> (car Parc Z0 est semblable a Parc EH et 
Parc AO semblable a Parc KO) ; de sorte que l’angle compris 
sous les droites EZ, ZT est aussi egal a l'angle compris sous les 
droites XZ, ZP. En consequence, le rapport du carre de la 
droite ZE au carre de la droit e ZP est le meme que celui du 
rectangle compris sous les droites XE, ET au rectangle compris 
sous les droites TP, PX (*). Or, puisque nous cherchons ce qu’est 
Pare EY compare a Parc TS, 
nous chercherons done ce qu'est 
le rapport du carre de la droite 
Eli au carre de la droite nP 
compare au rapport du rectangle 
compris sous les droites XE, ET 
au rectangle compris sous les 
droites TP, PX, c’est-A-dire au 
rapport du carr6 de la droite EZ 
au carre de la droite ZP. Or, ces rapports admettent comparaison. 
Des lors, puisque le rapport du carre de la droite En au carre 
de la droite nP est plus grand que celui du carre de la droite EZ 
au carre de la droite ZP, e'est-a-dire celui du rectangle compris 
sous les droites XE, ET au rectangle compris sous les 
droites TP, PX, le rapport du rectangle compris sous les droites 
XE, ET au rectangle compris sous les droites TP, PX est aussi 
plus petit que celui du carr6 de la droite En au carre de la 


A 



MI* EE* 
np 5 > sp s ' 
XE X ET ^ 
TP x PX > 


d'oii, 

EE* . 
SP* ' 


en presence de l'egalite de la note avant-precedente : 
expression qui, en vertu de la proposition 13, donne : 


EST > XEP, d’ou : arc EH > arc KO, d'oii, considerant les arcs semblables : 
arc Z@ > arc AO. 

1. On a par hypothese : arc AO = arc Z0, d'ou, considerant les arcs 
semblables : arc EH = arc K<D ; done (Euclide, liv. Ill, prop. 27, enoncee 


p. 284, n. 1), on a : EST = XEP. D&s lors, considerant le triangle EEP dans 
lequel les deux droites EH, EK sont menees sous des angles egaux on a (voir 

ox 1 . . EE* XE x ET 

proposition 12, p. 381), comme le texte : — — * 

SP* TP x PX 
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droite IIP. En consequence. Tangle 4 compris sous les droites Eli, 
IIT est plus petit que Tangle compris sous les droites XII, IIP ; 
done, l'arc ET est plus petit que l’arc H'F ; ce qu’il faUait 
demontrer (!). 


XIX. 

Ces choses etant done demontrees, nous allons exposer ce en vue 
de quoi elles ont ete admises : « Si le p61e de paralleles est situe 
sur la circonference d'un cercle le plus grand ; si deux cercles 
les plus grands, dont Tun est un des paralleles, et dont Tautre 
est oblique sur les paralleles, coupent ce cercle le plus grand ; 
si des arcs egaux consecutifs sont decoupes sur le cercle oblique, 
d’un meme c6te du plus grand des paralleles, et si, par les points 
obtenus et par le pole, on decrit des cercles les plus grands, ceux-ci 
decoupent des arcs inegaux sur le plus grand des paralleles, et 
l’arc plus rapproche du cercle le plus grand primitif sera conti- 
nuellement plus grand que celui qui en est plus eloigne (*) ». 

D’aucuns pensent qu’il faut aj outer ici « a angles droits », 
parce que, dans les lemmes relatifs aux Spheriques, il est demontre 


i. Explicitement : Pour demontrer que, dans l'hypoth^se arc AO = arc Z@, 
on a : arc ET < arc Y 3 , comparons les angles correspondants k ces arcs dans 
le grand cercle BETYMST, c’est-A-dire mettons en question l’expression 

EIIT^ XHP. Or, consid 4 rant le triangle EIIP dans lequel deux droites IIT, IIX 
sont menees sous des angles inegaux, la proposition 13, invoquee dans sa reci- 


proque, met en question l’expression : 


En* ^XE x ET 
nP 3> TP x PX' 


d’oii, en presence de 


En s ^ jjii 

Tegalit6 de la note precedente, il vient, comme le texte : -*=-2^ =-=*2, d'ou : 

IIP LP 

|p. Or, SP > S® et S® = SE ; done : SP > SE, d’oii >SS, d'oii : 

SP 2 SE a 

^ ou 


jsnr sir 

En 2 SE 2 


sp*+ siT' sem-sIT 2 

en presenc e de l’egalite de la note precedente, il vient, comme le texte : 

V t* w U 1 | | * 

TP x PX < nP 2 ’ ex P ress * on < l u ^> en vertu de la proposition 13 precitee donne: 

EHT < XHP ; d'oii : arc ET < arc ¥ 3 . 

2. Voir l'enonce de la proposition 6 du livre III des Spheriques de Theodose 
que nous avons donne p. 369, n. 3. La discussion de Pappus porte done sur un 
enonce plus general en ce sens que le grand cercle equateur et le grand cercle 
oblique ne coupent plus necessairement k angles droits le grand cercle qui passe 
par les pdles des cercles paralleles. 
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que Ton doit aussi aj outer « a angles droits » pour le theor&me 
qui precede celui-ci ( l ). 


Proposition 21. — En effet, si nous exposons le cercle ABrA 
passant par les poles de la sphere, ainsi que deux cercles les plus 
grands BEA, AEr qui coupent ce cercle, dont Fun BEA est un 
des parall&les, et dont F autre AEr est oblique sur les paralleles ; 
si nous decoupons, sur le cercle AEr, des arcs egaux ZH, H0, 
et si nous decrivons par les points Z, H, 0 des paralleles au 
cercle BEA ; ceux-ci ne couperont pas toujours Pare AB (a condi- 
tion evidemment que l’arc AE ne soit pas plus grand que Parc du 
tetragone) ( 2 ). On voit done que « a angles droits » est ajoute dans 
les lemmes sur les Spheriques afin que cet arc soit un quadrant. 
Par consequent, d’aucuns pensent que la meme chose doit etre 
ajoutee au sixieme theoreme, parce que, disent-ils, ce dernier est 
demontre a l’aide du theoreme precedent ( 3 ), [et la « a angles 
droits » est utile] ( 4 5 ). Or, cela est de 
grande naivete ; car on objectera : 

« Vous ne demontrez absolument 
pas ce theoreme au moyen de celui 
qui le precede, ou cette adjonction 
avait son utilite, et, en tout cas, 
une autre demonstration, qui ne 
s’appuie pas sur ce theoreme precedent, demontre la proposition »(*). 


1. Theodose, Les Spheriques, liv. Ill, prop. 5 : « Si le pdle de cerdes 
paralleles est situe sur la circonference d'un cerde le plus grand ; si deux cerdes 
les plus grands, dont l’un est un des paralleles, et dont l’autre est oblique sur 
les paralldes, coupent ce grand cercle k angles droits ; si l'on decoupe, sur le 
cercle oblique, des arcs egaux consecutifs, du meme cdte du plus grand des 
paralleles et si, par les points ainsi determines, l'on decrit des cerdes paralleles, 
ceux-ci decouperont, dans leur intervalle, des arcs inegaux sur le cerde le plus 
grand primitif ; et l’arc plus rapproche du plus grand des paralleles sera conti- 
nuellement plus grand que celui qui en est plus eloigne ». Voir trad, de P. Ver 
Eecke, p. 93. 

2. xsTpaytovou, (arc) du tetragone, e’est-i-dire l'arc correspondant au c6t6 du 
carre inscrit dans le cercle, ou arc de quadrant de cercle. 

3. C’est-k-dire au moyen du theoreme 5 du livre III des Spheriques de 
Theodose, dont nous avons donne l’enoncS dans la note 1 ci-dessus. 

4. La phrase mise entre crochets est une interpolation (Cfr. Hultsch, loc. 
cit., vol. II, p. 508, 1 . 5). 

5. C’est-a-dire la proposition telle qu’elle est enoncee au debut du chap. XIX, 
sans presenter la condition « a angles droits » que l’on trouve dans l’enonce de 
la proposition de Theodose. 

Pappus d'Alexandrie. — II 
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Cependant, d’aucuns croient que ces mots ont ete ajoutes pour 
le motif suivant : Apres avoir decrit les cercles paralleles, pose 
l'arc KH egal a l'arc HA, et decrit le cercle par allele AS par le 
point A, ils disent : « Puisque les cercles AEI\ AEB ( x ) coupent 

le cercle ABrA ( 1 2 3 4 ) a angles droits, 
l’arc EB est done l’arc du tetra- 
gone ; par consequent, l’arc AS 
est plus petit que l’arc du tetra- 
gone de son propre cercle », et ce, 
afin d’aj outer : « Puisque le seg- 
ment EA, conjointement avec son 
complement (*), est eleve sur la 
droite issue du point S (*), perpen- 
diculairement au cercle S0 ; que 
l’arc du segment ainsi eleve est di- 
vise en parties inegales au point A, 
et que l’arc AS est plus petit que la moitie ( 5 ), il s’ensuit que la 
droite menee du point S au point A est la plus petite de toutes » (*). 
C’est en vue de cela qu’ils esti- 
ment utile d’aj outer « a angles 
droits », afin que l’arc SA soit 
plus petit que la moitie du seg- 
ment elev6. Or, cela est absurde, 
car s’il est plus grand que la 
moitie ou plus petit que la moi- 
tie, on obtient ce qui a ete pro- 
pose. En effet, si, dans un cercle 
tel que 110, on m&ne une droite 
par allele au diam&tre amene du 
point 0, telle que la droite 


1. C’est-cL-dire les grands cercles. 

2. C’est-k-dire le grand cercle. 

3. C’est-i-dire le segment EAMN ; la partie AMN du par allele EA et 
les deux lettres M, N ayant 4 t 6 ajoutees dans la figure pour plus de clarte par 
Hultsch. 

4. C’est-a-dire sur la droite qui relie les points E, N d’intersection des dreon- 
f^rences des cercles AHEr, EAMN. 

5. C’es t-^-dire plus petit que la moiti6 de l’arc entier du segment EAMN. 

6. La signification de cette droite sera donn6e k la proposition suivante. 
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amenee du point E, section commune des cercles 112, A2 (*); si on 
eleve, sur cette droite, un segment tel que SA ( 1 2 ), et si Ton y 
prend un point quelconque, tel que A, la droite menee du 
point A au point 2 est plus petite que toutes les droites tombant 
du point A sur l’arc situe entre le 
diametre et la droite qui lui est 
parallele ( 3 ), ainsi que nous le 
dSmontrerons ci-aprks ( 4 5 ). Par 
consequent, ce n’est pas davan- 
tage pour cette raison qu’on aurait 
ajoute « a angles droits », [mais 
parce qu’il se fait que, si l’arc AE 
est celui du tetragone, l’arc Oil 
devient toujours plus grand que 
l’arc IIP ; tandis que s’il est plus 
grand ou plus petit ( 6 ), l’arc Oil 
sera tantot plus grand que l’arc IIP, tantot plus petit, tantot 
egal k cet arc ; car cela sera montre dans la suite] (•). 

XX. 

Proposition 22. — Qu’il faille dSmontrer maintenant le lemme 
qui a 6t6 invoque ci-dessus ( 7 ). 

Soit le cercle ABr, le diametre Br et la droite AE qui lui est 
parallele. Elevons sur la droite AE le segment AZE. perpendicu- 



1. C’est-^-dire la droite EN, section commune des plans des cercles IINE 0 
et AMEN, en considerant les lettres M, N ajout^es k la figure par Hultsch. 

2. C’est-k-dire le segment de cercle EMAN. 

3. C’est-a-dire sur la portion d’arc situee entre le diametre OH et la droite EN 
qui lui a ete menee parallele. 

4. Voir proposition 22. 

5. C’est-a-dxre si l’arc AE est plus grand ou plus petit qu’un quadrant. 

6. Voir propositions 23 k 27. Toute la phrase que nous mettons entre crochets 
est considdree par Hultsch comme une interpolation (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 510, 
11 . 21-24). L’obscurite qui r&gne d’ailleurs dans le texte de cette proposition 
resulte du fait qu'il est base uniquement sur la figure assez simple, et pourvue 
d’un petit nombre de lettres qui accompagne la proposition 6 du livre III de 
Theodose. C’est pourquoi l’edition critique de Hultsch a remplace cette figure 
unique des manuscrits par cinq autres figures plus intuitives, et qui permettent 
de mieux suivre le texte. Nous avons adopte ces figures dans notre traduction, 
et nous renvoyons en notes aux lettres indicatrices de ces figures non utilisees 
dans le texte. 

7. Voir note 4 ci-dessus. 
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laire sur le cercle ABr ; prenons, *sur ce segment (*), nn point 
quelconque Z, et menons la droite de jonction ZA. Je dis que 
la droite ZA est non seulement la plus petite de toutes celles qui 
tombent sur l’arc AB, mais que, si l’on m&ne les diametres E0K, 
A0A, elle est encore la plus petite de toutes celles qui tombent 
sur l’arc AK. 

En effet, menons une droite ZN, et menons du point Z la 
perpendiculaire sur le plan sous-jacent. Celle-ci tombera sur la 
section commune des plans ( 1 2 ). Qu'elle tombe au point M, et 

menons la droite de jonction 
MN. Des lors, puisque nous 
cherchons si la droite ZN est 
plus grande que la droite ZA, 
nous chercherons si le carre 
de la droite NZ est plus grand 
que le carre de la droite ZA. 
Mais, les carres des droites 
NM, MZ valent le carre de la 
droite NZ, et les carres des 
droites AM, MZ valent le carre 
de la droite AZ ; done, je dis 
que la droite' NM est plus 
grande que la droite AM. 
Prolongeons la droite de jonction M0 jusqu’aux points S, A; la 
droite EA sera done un diam&tre du cercle ABr, la droite ME sera 
la plus grande, MA la plus petite ( 3 ), et celle qui est plus rapprochee 
du centre sera plus grande que celle qui en est plus eloignee ( 4 ). 



1. C’est- 4 -dire sur l’arc de ce segment de cercle. 

2. C’est-ci-dire sur la section commune du plan du segment de cercle AZB 
et du cercle ABr. Euclide, liv. XI, prop. 38 : « Si un plan est perpendiculaire 
a un autre plan, et si d'un point pris dans un de ces plans, on mene une perpen- 
diculaire oL l'autre plan, cette perpendiculaire tombe sur la section commune 
des plans ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 108. 

3. Sous-entendu : de toutes les droites menees du point M k la circonference 
du cercle ABr. 

4. Euclide, liv. Ill, prop. 7 : « Si, dans le diametre d'un cercle, on prend 
un point qui ne soit pas le centre de ce cercle, et si de ce point on conduit des 
droites k la circonference, la plus grande sera celle dans laquelle est le centre, 
et la plus petite la droite restante ; quant aux autres droites, la droite qui est 
plus pres de celle qui passe par le centre est toujours plus grande que cede qui 
en est plus Sloignee, et du meme point on ne peut mener a la circonference que 
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En consequence, la droite MN est plus grande que la droite MA ; 
ce qu’il fallait demontrer ( 1 ). 


XXI. 


Proposition 23. — Ces choses etant de montrees au prealable, 
qu’il faille demontrer le theor&me dans lequel les cercles ( 2 ) sont 
decrits par le p61e et par les arcs 6gaux ( 3 ) decoup^s sur le cercle 
oblique ( 4 ). 

Que, dans une sphere, deux cercles les plus grands BI\ AE, 
dont l’un Br est un des paralleles et dont l’autre AE est oblique 
sur les paralleles, coupent a angles droits le cercle le plus 
grand ABI\ Decoupons les arcs egaux ZH, H0 ; soit A le pdle 
des paralleles, et decrivons les cercles les plus grands AM, AN, AS. 
II faut demontrer que l’arc MN 
est plus grand que l’arc NS. [II 
est ajoute : « a angles droits » pour 
que le probleme se realise] ( 5 ). 

Completons les cercles Br, AE 
du cdte du point A. Des lors, puis- 
que l’arc AK est celui du tetragone 
et que l’arc AA Test aussi, il 
s’ensuit que l’arc A0 est plus 
grand que Parc ZK. En conse- 
quence, puisque deux cercles les 
plus grands BrA EAA se coupent 

mutuellement ; que le point A est le pdle du cercle BrA ; que des 
cercles les plus grands AM, AN, AS sont decrits, et que Parc A0 



deux droites egales de l’un et l’autre cdte de la plus petite ». Voir trad, de Peyrard, 
vol. I, p. 128. 

1. La dro ite ZM etant perpendiculaire sur le plan du cercle ABr, on 
a: ZN a =.ZM a + MN 2 et ZA 2 =* ZM* + MA*. Or, MN > MA ; done: ZM* + 
MN* > ZM* + MA 2 , d’oii : ZN > Z A. 

2. C’est-a-dire les grands cercles. 

3. C'est-a-dire par les extremites des arcs egaux. 

4. C'est-a-dire le theoreme dont l’enonce est donne au § XIX, et qui ne 
difE&re de celui du theoreme 6 du livre III des Spheriques de Theodose que par 
l’absence de la condition « a angles droits ». Voir p. 394, n. 2. 

5. La phrase mise entre crochets doit, d’apr&s Hultsch, avoir ete interpose 
(Cfr. loc . cit., vol. II, p. 512, 1. 29). 
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est plus grand que l’arc ZK, tandis que Parc @H est egal a 
l’arc HZ, il s’ensuit que Parc MN est aussi plus grand que 1’arc NS 
en raison de ce qui a ete demontre precedemment (*) ; ce qu'il 
fall ait demontrer. 


XXII. 


Proposition 24. — Je dis maintenant que, si l’on n’ajoute 
pas « a angles droits » les choses ne se presentent pas [tou jours] ( 1 2 ) 
conform^ment a la proposition. 

Supposons les memes choses, et que l’arc KA soit plus petit 
que celui du tetragone ; je dis que le probl&me se realise aussi 

de la meme maniere. 

En efiet, d^coupons les arcs 
egaux ZH, H@, et decrivons les 
cercles ( 3 ) AM, AN, AS. D&s lors, 
puisque l’arc KA est plus petit 
que celui du tetragone, et que 
l’arc KA est celui d’un demi-cercle, 
il s’ensuit que l’arc AA est plus 
grand que celui du tetragone ; 
par consequent, l’arc A0 est plus 
grand que l’arc KZ, et l’arc MN 
est done plus grand que 
Pare NS ( 4 ) ; ce qu’il fallait demontrer ( 5 ). 



XXIII. 

Proposition 25. — Mais, supposons la meme figure ; que 
Pare KA soit plus grand que celui du tetragone, et decoupons 
Pare de tetragone KZ. Les arcs egaux seront decoupes de chaque c6te 


1. Voir proposition 16, p. 385. 

2. toxvtots, restauration de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 514, 1 . 7). 

3. C'est-a-dire les grands cercles. 

4. Voir proposition 16, p. 385. 

5. Le texte prdsente ici une interpolation de commentateur qui resume la 
demonstration : « Mais supposons maintenant que l'arc KA soit plus petit que 
celui d’un quadrant, et ddcoupons des arcs egaux ZH, H© ; il s’ensuit que l'arc A© 
est plus grand que l’arc KZ, et l’arc MN plus grand que l'arc NS » (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. II, p. 514, 11 . 15-17). 
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du point Z, ou du cote des points Z, A, ou du c6te des points Z, K. 

Decoupons les arcs (*) de chaque cote du point Z ; que ce 
soient les arcs ZH, 0Z, et decrivons les cercles les plus grands p), 
[et compietons les cercles rB, 


EA] (®). Et puisque Parc KA est 
celui d'un demi-cercle et Parc KZ 
celui d’un quart de cercle, Tare 
restant AZ est done celui d'un 
quart de cercle. Par consequent, 
Parc AZ est egal & l’arc ZK : 
arcs sur lesquels l’arc HZ est egal 
a Parc 0Z ; de sorte que Parc 
restant AH est egal & Pare restant 
0K. En consequence, Parc NE est 
aussi egal a Parc EM ( 1 2 3 4 5 ) ; de sorte 



que, si Parc KA est plus grand que celui du tetragone, si on 


en retranche Parc de tetragone KZ et si on decoupe des arcs 


egaux de part et d’autre du point Z, le probl^me ne se realise pas. 


XXIV. 



Proposition 26. — Mais, sup- 
posons la meme figure ; que Parc 
KZ soit celui du tetragone, decou- 
pons les arcs egaux ZH, H0 du 
c6te des points Z, A, et decrivons 
les cercles les plus grands. Puisque 
Parc KZ est celui du tetragone, 
il s’ensuit que Parc KZ est plus 
grand que Parc 0A ; done, Parc 
EM est aussi plus grand que Parc 
NE ( 6 ) ; ce qu’il fallait demontrer. 


1. Sous-entendu wat, egaux. 

2. C’est-i-dire les grands cercles passant par le p 61 e A et par les extremites 
des arcs egaux ZH, H0. 

3. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme ayant 
ete interpolee (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 314, U. 23-24). 

4. Voir proposition 15, p. 384. 

5. Voir proposition 16, p. 385. 
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XXV. 

Proposition 27. — Mais, supposons la meme figure ; decou- 
pons les arcs 6gaux ZH, H© du cote des points Z, K, et decrivons 

les cercles les plus grands A0M, 
AZN, AHE. Et puisque KZ est 
un arc de tetragone, mais que 
[KA est un arc de demi-cercle, il 
s’ensuit que] ( x ) l’arc rest ant ZA 
est aussi celui du tetragone ; par 
consequent, Parc ZA est egal a 
Parc ZK [arcs sur lesquels Parc 
©H est 6gal a Parc HZ] (*) ; 
done, Parc restant K0 est plus 
petit que Parc ZA ; done, Parc 
ME est aussi plus petit que Parc 
NE (*) ; ce qu’il fallait d6montrer. 

XXVI. 

On a demontre ainsi que, si les cercles se coupent a angles 
droits, les choses se present ent conformement a la proposition ; 
que, s’ils ne se coupent pas a angles droits, dans le cas ou Parc KA 
est plus petit que celui du cot£ du tetragone, les choses se pre- 
sented de nouveau toujours conformement a la proposition ( 1 2 3 4 ) ; 
tandis que, dans le cas ou Parc KA est plus grand que celui du 
cote du tetragone, il n’en est pas toujours ainsi. Mais, supposons 
que nous prenions Parc de tetragone KZ, et, dans le cas ou des 
arps sont decoupes a egale distance du point Z, les cercJes les 
plus grands decrits decoupent des arcs egaux dans leur inter- 


A 



1. Restauration due a Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 516, II. 22-23). 

2. Phrase consideree comme interpolation par Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, 
p. 316, 1. 24). 

3. Voir proposition 16. 

4. Le texte ajoute ici les mots too <rcot.yeiou mis entre crochets dans l'edition 
de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 518, 1. ij. Us ont probabiement ete interpoles 
par un scoliaste voulant preciser qu’il s’agit de la proposition de 1'ouvrage de 
« principe a ou « d'filements » de Theodose. 
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valle ( x ) ; dans le cas ou les arcs decoupes egaux sont pris sur 
Fare ZA, les cercles decrits par les poles decoupent Fare plus 
rapproche du cercle le plus grand primitif plus petit que celui 
qui en est plus eloigne ( 1 2 ) ; enfin, dans le cas ou les arcs decoupes 
sont pris sur Fare ZK, la chose se presente conformement a la 
proposition, c’est-a-dire que les cercles decrits par les poles 
decoupent un arc plus rapproche du cercle le plus grand primitif, 
plus grand que celui qui en est plus eloigne ( 3 ). En consequence, 
si les cercles ne se coupent pas a angles droits, les choses se pre- 
sented conformement a la proposition, mais pas dans tous les 
cas (lorsque les arcs decoupes ne sont pas pris sur Fare ZK) ( 4 ). 

XXVII. 

Attendu que trois positions differentes des cercles les plus 
grands sont les seules que Fon consid&re dans la sphere (car ces 
cercles doivent etre perpendiculaires 4 l’axe, ou passer par les 
poles, ou etre inclines sur l'axe), Autolycus rencontre ces trois 
cas dans ses demonstrations ( 5 ). Et puisque ses premier, second 


1. C’est-X-dire que les grands cercles menes par les pdles et par les extremites 
des arcs 6gaux decoupes sur le grand cercle oblique decoupent, dans leur inter- 
vals, sur le grand cercle parall&Le, des arcs egaux. 

2. C’est-a-dire que les choses se presentent comme dans la proposition 26. 

3. C’est-a-dire que les choses se pr6sentent comme dans la proposition 27. 

4. Sous-entendu : et lorsque l'arc KA n’est pas plus petit qu'un quadrant. 

5. Autolycus, de Pitane en Eolide, vecut environ 340 ans avant J.-C., et 
est considere comme un contemporain d'Euclide. II nous reste d'Autolycus 
deux petits traites de geometrie spherique appliques k l’astronomie : l'un 
Sur la Sphere en mouvement (rapt xivoupivri? <yoa£pa$), contenant douze pro- 
positions, l’autre en deux livres Sur les levers et couchers des etoiles (rapi favmXuv 
xai outewv), contenant treize et dix-huit theor^mes generaux qui ne peuvent 
servir a aucun calcul astronomique. Une version latine incomplete des ouvrages 
d’Autolycus parut en 1501, dans l'ouvrage de George Valla : De expetendis et 
fugiendis rebus ; une autre, faite sur I'arabe, fut donnee par Maurolycus, en 1558, 
et une version latine du traite : Sur la Sphere en mouvement, faite sur six 
manuscrits grecs de Rome, fut donnee par Joseph Auria, k Rome, en 1587. 
Quant au texte grec, les definitions et les enonces des theoremes seuls furent 
d'abord publies par Dasypodius, en 1572, et par Richard Hoche, en 1877. La 
premiere traduction fran^aise, faite sur la version de Dasypodius, a ete donnee 
sous le titre : Deux livres d’Autolyce, l'un de la Sphere, et V autre du Lever et du 
Coucher des etoiles non-errantes. Ensemble le livre de Theodose des Habitations, 
traduicts par Pierre Forcadel. Paris, 1572, in-4 0 (ouvrage fort rare). Une edition 
critique du texte grec des ouvrages d’Autolycus a ete donnee sous le titre : De 
Sphaera quae movetur liber. De Ortibus et Occasibus liori duo. Una cum scholiis 
antiquis e libris manu scriptis edidit, latina interpretatione et commentariis instruxit 
Fridericus Hultsch. Leipzig, Teubner, 1885, in- 3 °. 
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et troisieme theoremes considerent les trois positions des cercles 
precitees, il a envisage toute la sphere d’une maniere generate 
et concise. En effet, si Ton suppose que [le cercle le plus grand] (*) 
est perpendiculaire a l'axe et que la sphere tourne, tous les points 
situes a la surface de la sphere decriront des paralleles ayant les 
memes poles que la sphere. D' autre part, ces points parcourent 
en un meme temps des arcs semblables de ces paralleles, et les 
arcs que ces points parcourent en un meme temps sont sem- 
blables. La meme chose se presentera si l’on suppose que le cercle 
le plus grand passe par les poles de la sphere ou qu'il est oblique 
sur l'axe. C’est pour cette raison que, dans ces propositions, les 
demonstrations ont ete etablies pour la sphere enttere. 

Le quatrteme theor&me s 'applique exclusivement a une seule 
position : celle oil le cercle le plus grand est perpendiculaire a 
l’axe ; de sorte que tous les points que 1’on prend sur la sphere 
n’ont ni lever ni coucher ; ce qui caracterise cette position et lui 
est particulier. 

Le cinquieme theor&me caracterise la position du cercle passant 
par les poles de la sphere, et ce qui est particulier a cette position ; 
il n’y a aucune des deux autres positions oil tous les points de 
la surface de la sphere ont leur lever et leur coucher, mais le fait 
se produit dans cette seule position. 

Le sixteme theoreme caracterise lui aussi la position rest ante 
qui est celle de 1'obliquite sur l'axe ; car dans aucune autre position 
on n’a le cercle le plus grand tangent a deux cercles egaux et 
paralleles, tels que celui qui est situe dans 1 'hemisphere apparent 
soit toujours visible, et que celui qui est dans 1’ hemisphere non 
apparent soit toujours cache. En effet, dans la sphere, tout cercle 
le plus grand est tangent a deux cercles 6gaux et paralleles, mais 
qui ne sont pas toujours visibles ( 1 2 ) ni toujours caches. 

Apres avoir expose d'abord les theoremes generaux d'une 
maniere habile et methodique, Autolycus expose ensuite les pro- 
priety particulieres et caracteristiques des susdites positions, 
telles qu’elles se presentent pour chacune d’elles, et il etablit 


1. Restauration de Commandin par les mots : maximum circulum (cfr. loc. 
cit., p. 2oo, 1 . 41) et adoptee par Hultsch dans les mots : ^eyiavov xiixXov 
(Cfr. loc. cit., vol. II, p. 518, 1 . 23). 

2. C’est-k-dire except^ dans le cas qui precede. 
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successivement tous les autres theoremes qui ont une portee 
commune, en ne les reservant que pour une seule position (et 
parfois pour une deuxi&me) (*). 

En effet, son septieme theoreme se reserve dans la position 
perpendiculaire du passage par les poles et dans la position de 
1’obliquite sur l’axe ; car nous avons demontre nous-meme com- 
ment ce theoreme peut etre reserve dans la position du passage 
par les poles, tandis qu'il ne peut etre reserve dans la position 
restante, parce que, dans celle-ci, il n’y a ni lever ni coucher. 

Mais, la huitieme proposition est enoncee exclusivement pour 
la position oblique sur l’axe ; car, dans la position du passage 
par les poles de la sphere, les points qui apparaissent ensemble 
disparaissent aussi ensemble, et ceux qui dispar aissent ensemble 
apparaissent aussi ensemble. En effet, dans ce cas, tous les cercles 
qui coupent l’horizon (■) sont coupes par lui en deux parties 
egales ; ils ont leurs demi-cercles au-dessus de l'horizon et en 
dessous de l’horizon, et c'est a cause de cela que les choses qui 
apparaissent ensemble disparaissent aussi ensemble, et vice versa. 

II evoque de meme le neuvieme theorfeme exclusivement pour 
la meme position ; car il veut que les cercles qui sont tangents 
a un meme cercle ne soient tangents a aucun autre si ce n’est 
a celui qui est continuellement visible. 

D’autre part, le dixieme theorfeme se reserve dans la position 
du passage par les poles et dans celle de 1’obliquite sur l'axe ; 
mais, il n’a songe qu’a la demonstration concemant la seule 
position de l’obliquite ( 1 2 3 ) ; tandis que nous avons demontre en 
plus que ce theor&me se reserve aussi dans l’autre position. Nous 


1. Le texte presente ici un petit coramentaire interpole : « ils sont consideres 
dans les trois premiers theoremes qui se suivent » (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, 
p. 520, 11. 25-26). 

2. 6pt£ovTa, il s’agit ici du cercle qui separe (6pt£e’.v) la partie apparente 
de la partie non apparente de la sphere. 

3. La proposition X du traite d’Autolycus sur La Sphere en mouvement est 

6nonc6e (voir l’edition de Hultsch mentionnee p. 403, n. 5) : ’Eav ev swaipa 
{xeyKrTO? xuxXo^ wv npo? tov aqova 6p to te cpavepov Tij? <yeatpa? xai to aoa ve<;, 

6 01a twv noXwv tt ( 5 ccpaipa? xuxXo<; ev padt Trepicpopa r/j? orpaipa^ e<rrai o’p6o< itpo? 
tov dpi^ov ra, c’est-k-dire: « Lorsque, dans une sphere, un cercle le plus grand, oblique 
sur l’axe, s6pare la partie apparente et la partie non apparente de la sphere, le 
cercle qui passe par les poles de la sphere sera deux fois perpendiculaire sur 
l’horizon (litteralement : sur le cercle de separation) au cours d’une revolution 
de la sphere ». 
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avons d'ailleurs dit comment ii si fait que, dans la position 
perpendiculaire a l’axe, le cercle qui passe par les poles de la 
sphere ne sera pas deux fois perpendiculaire a l’horizon, mais le 
sera toujours. 

Dans le onzieme theor&me (*), il a envisage la position la plus 
difficile de l'obliquite sur l’axe en disant : « oblique sur l’axe » 
et « touche des cercles plus grands que ceux que touchait le cercle 
primitif », n’ignorant pas que la demonstration relative a la 
position du passage par les poles, qu’il a omise, est facile. Nous 
avons montre, en effet, comment il se fait que, dans cette 
position aussi, les levers et les couchers se produisent en tout 
lieu du cercle horizon entre les paralleles qu'il touche. 

Enfin, en ce qui concerne le douzieme theor&me, il est clair 
qu'il se rapporte a la seule position oblique, et qu’il convient 
a celle-ci. 

[On ne doit toutefois pas ignorer qu'on ne peut pas etablir 
plusieurs cercles les plus grands perpendiculaires a l’axe, mais 
que ce cercle est seul et unique ; tandis que ceux qui passent 
par les poles de la sphere et ceux qui sont obliques sur l’axe sont 
en nombre infini. Et tous ceux qui passent par les poles de la 
sphere s'adaptent les uns sur les autres lorsque la sphere tourne (*) ; 
tandis que ceux qui sont obliques ne sont pas tous dans ce cas : 
cela ne se presente que pour ceux qui sont tangents a un meme 
par allele (ce par allele est decrit autour des memes poles que la 
sphere et est perpendiculaire a l’axe). C’est sans doute la raison 
pour laquelle, abordant 1 'expose des particularites et des caracte- 
ristiques de chacune des positions, Autolycus a d6but6 par la 


1. La proposition XI d' Autolycus (voir edit, de Hultsch) est enoncee : ’Eav 
ev <rcaipa usYt,$T0$ xuxAo? Xo£6$ wv 7tpo? tov a$o va ipt.^7] tots oavepov T7)<; iroaipa? 
xal to ateaveq, aXXo? os ti; Xo£o? piyisTos xuxXo? [isi^dvtov (X7cr/\Tat <3v 6 
aTcrsTai, xxra waaav tt,v tou 6pi^ovTO? nepuzipeiatv t/iv jistb^u twv TtapaXXriXujv xuxXtov 
uv ioaircsTat tb$ ts dvaToXa? xal tx<; oucreis 7:otetTat, c’est-ci-dire : « Lorsque, dans 
une sphere, un cercle le plus grand, oblique sur l’axe, separe la partie apparente 
et la partie non apparente de la sphere, et qu’un autre cercle le plus grand 
oblique touche des cercles plus grands que ceux que touche le (cercle) horizon, les 
levers et les couchers se font suivant tout l’arc du (cercle) horizon situe entre les 
cercles paralleles qu’il touche ». 

2 . C’est-a-dire que, si un grand cercle qui passe par les poles est suppose 
immobile pendant que la sphere tourne, tous les grands cercles passant par les 
pdles pouvant etre decrits a la surface de la sphere viendront se confondre avec 
le grand cercle immobile. 
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position qui est la premiere et la plus simple : celle qui presente 
le cercle le plus grand perpendiculaire a l'axe. Or, comme nous 
l'avons dit, cette position est unique et n’admet aucun deplace- 
ment, quel qu'il soit. II a ensuite ajoute a cette position celle qui 
lui succede en simplicity, c’est-a-dire celle du passage par les 
poles de la sphere, pour laquelle, comme nous l'avons dit, des 
cercles peuvent etre decrits en nombre infini par les p61es de la 
sphere, lesquels s’adaptent tous Fun sur l'autre, parce que les 
poles sont fixes et ne sont pas constitues d'une autre maniere. 
Enfin, l’autre position comporte cette particularity dans certains 
cas, comme nous l’avons dit, mais ne la comporte pas dans 
d’autres cas ; et c’est done pour ce motif qu'il a mis cette position 
en troisieme lieu, et la precedente en second lieu] ( x ). 

XXVIII. 

Tel est l'expose sommaire de la question ; mais on recherchera 
dans le present livre — ce qui reclamait une demonstration — 
comment les points non situys sur l'axe, mais a la surface de la 
sphere, decrivent des cercles lorsqu’ils se meuvent avec la sphere. 
En effet, si les points etaient immobiles et ne tournaient pas avec 
la sphere, on admettrait facilement que la Jigne determinee par 
un point dans la surface est une circonference de cercle ; et si, 
au contraire, la sphere venant a tourner, le point se mouvait 
uniformement sur la sphere en toumant avec elle, mais avec 
plus de lenteur ou de celerite que la sphyre, et dans le meme 
sens, la proposition aurait, meme dans ce cas, une certaine raison. 
En effet, si le point retardait sur la sphere, il determinerait 
certainement une ligne dans la surface de la sphere en changeant 
de position d'une maniere continue ; et si son mouvement etait 
plus rapide, il en serait de meme (*). Mais, si le point n'etait ni 
en retard ni en avance, et s’il occupait toujours la meme position 
dans la sphere, alors que celle-ci toume, on se demanderait avec 
raison comment il pourrait decrire un cercle ; car, le point qui 


1. Le long passage que nous avons mis entre crochets parait etre un verbiage 
interpole de scoliaste (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 524, 11. 3-24). 

2. Le texte presente ici l’interpolation : « il decrirait un cercle dans la surface 
de la sphere » (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 526, l. 6). 



408 


pappus d'alexandrie 


decrit doit decrire sur quelque chose d’immobile ; si, au contraire, 
ce sur quoi il decrit n’est pas fixe, comment decrira-t-il? Or, tout 
ce qui est dans la sphere n’est pas immobile alors que ceEe-ci 
tourne ; mais l’axe seul est immobile, et il est manifeste que des. 
perpendiculaires peuvent tou jours etre mendes, d’un point qui se 
meut, sur ce qui est fixe, et que celles-ci rencontrent l’axe en 
un certain point. En consequence, il faut que le point oh ces. 
droites se rencontrent soit immobile, puisque l’axe est aussi 
immobile. Et puisque ce point est situe sur l’axe, et -que la 
perpendiculaire qui a 4te men£e est situee dans la sphfere, alors 
que la sphere tourne, la droite est entrainee circulairement con- 
joint ement avec l'une de ses extrdmites situee sur la surface de 
la sphere, tandis que l’autre extrdmite, situee sur l'axe, est immo- 
bile. Par consequent, cette droite entrainee circulairement avec 
la sphere, se mouvant en tant que la sphere tourne, mais restant 
immobile quant a son extremite, et sans varier dans ses extre- 
mity, doit necessair ement se mouvoir suivant un plan. Or, ce 
plan dans lequel elle se meut est fixe (*) ; done, puisqu’on a suppose 
un plan fixe dans lequel la droite que nous venons de dire se meut ; 
qu’on a pris deux points quelconques ( 2 ) dans ce plan, et qu’il 
est possible de decrire dans un plan un cercle de tout centre et 
a toute distance, il est clair que le cercle, decrit en prenant comme 
centre le point situe sur l’axe et k la distance du point situe sur 
la surface de la sphere, sera decrit dans le plan sur lequel la droite 
que nous avons dite se deplacera. En consequence, le point fixe 
situe sur l’axe a ete cause qu’un cercle soit d£crit par le point 
situe sur la surface de la sphere ( 3 ). Le probleme n’aurait done 
pas pu se poser si une perpendiculaire n’eut ete menee sur l’axe 
fixe. 

[Et il faut encore savoir ceci : lorsqu’on mene une perpen- 
diculaire sur l’axe, et qu’on 6tend le plan qui passe par l’axe et 
par cette perpendiculaire, cela se fait a la condition que la sphere 


1. Le texte presente ici l’interpolation : « Or, ce plan n’est pas situe ailleurs 
que dans la sphere » (Cfr. Hultsch, loc. cit., p. 526, 1. 26). 

2. Le texte presente l’interpolation : « Les points extremes de la droite qui 
se meut, celui qui est situe sur l’axe et celui qui est situe sur la surface de la 
sphere » (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 526, 11 . 29-30). 

3. Interpolation : « car il est impossible qu’il soit decrit sans que quelque 
chose soit fixe » (Cfr. Hultsch, loc. dt., vol. II, p. 528, 1 . 3). 
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soit immobile ; car il est impossible de mener une perpendiculaire 
sur l’axe tandis que la sphere tourne. En effet, il faut qu’un 
plan ait ete suppose au prealable, afin qne, ayant une droite et 
un point quelconque dans ce plan, nous menions une perpendi- 
culaire de ce point sur cette droite. D’autre part, si le point se 
meut tandis que la sphere tourne, passant ainsi dans des plans 
innombrables, et si la droite est fixe, il n’est pas possible de mener 
une perpendiculaire sur cette droite ; mais, quand le point et la 
droite sont fixes tout a la fois, si on les con$oit dans un plan, 
il est possible de mener une perpendiculaire du point sur la 
droite] ( 1 ). 

XXIX. 

Proposition 28. — Mais on demontre de la manure suivante 
que la droite menee perpendiculairement d’un point quelconque 
de la sphere sur l’axe rencontre cet axe k l’int6rieur de la sphere. 

Soit une sphere dont la droite AB est l’axe et dont les points 
A, B sont les poles. Prenons un point quelconque T a la surface 
de la sphere, et menons la perpendiculaire sur la droite AB ; je dis 
qu’elle rencontre la droite AB a I’int&ieur de la sphere. 

En effet, s’il n’en est pas ainsi, qu'elle rencontre la droite k 
l’exterieur, au point A, s’il se peut ; que la droite TA soit la per- 
pendiculaire sur la droite AB ; prenons 
le point E, centre de la sphere, et menons B 

la droite de jonction EI\ Des lors, puis- 

que le point E est le centre de la sphere, / \ 

la droite El 1 est egale a la droite EA; / \ 

par consequent, la droite EA est plus I \ 

grande que la droite EI\ Et puisque \ I 

ErA est un triangle et que la droite EA \ s' J 

est plus grande que la droite EI\ il ^V" / 

s’ensuit que l’angle compris sous les A s' 

droites Er, TA est aussi plus grand que 
l'angle compris sous les droites EA, AI\ A 

1. Tout le passage mis entre crochets est consid6re par Hultsch comme une 
interpolation (Cfr. loc. c it., vol. II, p. 528, 11 . 9-21). 
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Or, Tangle compris sous les droitesj EA, AT est droit (*) ; done. 
Tangle compris sous les droites ET, TA est plus grand qu'un angle 
droit ; done, deux angles du triangle ETA sont plus grands que 
deux angles droits ; ce qui est impossible. En consequence, la droite 
menee perpendiculairement du point T sur la droite AB ne 
rencontre pas cette droite a Texterieur de la sphere. On demontre 
de la meme maniere qu’elle ne tombe pas aux extremites A, B 
de l'axe ; done, elle le rencontre a Tinterieur. En consequence, 
la droite menee perpendiculairement du point T sur la droite AB 
tombe a Tinterieur de la sphere ; ce qu’il fallait demontrer. 


XXX. 

Theodose est sujet a fausse interpretation dans son quatrieme 
theor&me ( 2 ) ; car, ayant demontre que le jour N0 est plus long 


1. Par hypoth^se. 

2. II s’agit ici d'une proposition de l'un des deux ouvrages astronomiques 
de Theodose de Tripoli intitule : Des Jours et des Nuits (itept 'Hfzepwv xat 
Nuxtuv). II se compose de deux livres dans lesquels il est admis, conformement 
k la conception des Anciens, que le soleil se meut uniformement, dans un sens 
contraire au mouvement diume apparent de la sphere celeste, le long du « cercle 
des animaux », nomine aussi cercle heliaque ou solaire. On y consid&re que 
1’ hemisphere visible a change, lorsqu'un point de l’ecliptique, qui etait a l’horizon 
oriental, est arrive k l'horizon occidental apr6s avoir traverse 1’ hemisphere visible ; 
tandis que l'hemisphere invisible a change quand le point de l'ecliptique, qui 
etait k l’horizon occidental, est arrive k l’horizon oriental apres avoir traverse 
tout l'hemisphere visible. On y considere enfin que le monde a fait un tour entier 
quand une etoile fixe a ete de son lever k son lever suivant, soit de son coucher 
k son coucher suivant. 

Cet ouvrage a ete publie pour la premiere fois dans les seuls enonces de ses 
propositions, en grec et en latin, par Conrard Dasypodius dans son ouvrage : 
Sphaericae doctnnae propositiones graecae et latinae, nunc primum per M. Cunradum 
Dasypodium in lucem editae, quorum auctores sequens indicat pagina. Argentorati, 
excudebat Christianus Mylius, 1572, in- 4^. La seconde page de cet ouvrage porte 
au verso le sous-titre : Theodosii de Sphaera libri tres ; de Habitationibus liber ; 
de Diebus et Noctibus libri duo. Autolici de Sphaera mobili liber, de Ortu et Occasu 
stellarum libri duo. Barleam monachi logisticae astronomicae libri sex. 

L'ouvrage de Theodose a ete publie pour la seconde fois dans une traduction 
latine complete par Joseph Auria sous le titre : Theodosii Tripolitae de Diebus 
et Noctibus libri duo, de Vaticana Bibliotheca deprompti, scholiis antiquis et figuris 
illustrati, et nunc primum de graeca in latinam conversi a J. Auria. Romae, 1591, 
in-4 0 . 

Le texte grec a fait l’objet de 1' edition critique intitulee : De habitationibus 
liber ; de diebus et noctibus libri duo. graece et latine edidit R. Fecht. Berlin, 1927, 
in-8° ( Abhandlungen der Gesellschaft der W issenschaften zu Gottingen, philologisch- 
historische Klasse, neue Folge, Bd. XIX, 3). L'ouvrage n’a pas encore ete traduit 
en langue vulgaire; mais les seuls enonces des di verses propositions ont ete traduits 
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que le jour Mil, on presume de demontrer de la meme mani&re que 
la nuit qui precede le jour N0 est plus courte que la nuit qui 
succede au jour Mil. 

En effet, soit P le coucher qui precede le lever N, et posons 
Pare IIS egal a Parc PN [par hypothese, et que le raisonnement 
se fasse sur la figure sous-jacente] (*). Des lors, si Parc N0 etait 
plus petit que Parc Mil, Parc 
entier NA deviendrait par la 
meme plus petit que Parc entier 
An, et les changements des 
arcs NP, nS s’accompliraient 
de la meme maniere. Or, main- 
tenant, puisque Parc 0A est 
plus petit que Parc AM, et que 
Parc 0N est plus grand que 
Parc Mn, il n'est pas manifeste 
que Parc entier AN soit plus 
petit que Parc entier An ; car 
il est possible qu’il devienne 
6gal et plus grand. Or, du moment que Parc AN n’est pas plus 
petit, on ne pourra pas dire que Parc NP se changera en non 
apparent en moins de temps que Parc nS. En consequence, 
Theodose devait demontrer d'abord que la somme des arcs des 
nuits et des jours ( 2 ) dans la partie AP est continuellement plus 
petite que la somme des arcs dans la partie AE, et il devait ajouter 



en frangais par Delambre (Histoire de V Astronomic ancienne, Paris, 1817, 2 vol., 
in-4 0 ). 

La proposition 4 du premier livre est enoncee comme suit d’apr&s la traduction 
de Delambre (voir pp. 237 et suiv.) : « Si le soleil s’est leve et couche sur deux 
paralleles inegalement eloignes du tropique, le solstice n'aura point lieu k midi 
du jour qui tient le milieu, le jour du solstice sera encore le plus long de l'annee. 
Les jours qui seront dans le demi-cercle ou le soleil etait plus pres du tropique 
seront plus longs que les jours de l'autre demi-cercle. Ce sera le contraire pour 
le solstice d’hiver ». 

C’est cette proposition que Pappus estime ne pas avoir 6te achevee par 
Theodose, en ce sens qu’elle omet de s’etendre k la duree des nuits qui precedent 
et qui suivent immediatement les deux jours consideres. Il va la completer et 
y rattacher dix autres propositions astronomiques qui seront d6montr6es geome- 
triquement. 

1. La phrase mise entre crochets est consid£r6e par Hultsch comme une 
interpolation (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 530, 1 . 18). 

2. C’est-a-dire la somme des arcs A©, ©N. 


Pappus d’Alexandrie. — Il 
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ainsi que les choses restantes seraient aussi de montrees de la 
meme maniere (*). 


XXXI. 

Quant a nous, c’est de la mani&re enticement astronomique 
suivante que nous allons demontrer ce que Theodose a passe 
sous silence. 

Proposition 29. — Que le soleil se leve au point Z, se couche 
au point H, et que l'arc AZ soit plus petit que l’arc AH. D'autre 
part, soit 0 le coucher qui precede le lever Z, et soit N le lever 
qui precede le coucher 0 ; soit K le lever qui suit le coucher H ; 
soit A le coucher qui suit le lever K, et que la nuit Z© soit plus 
courte que la nuit HK, tandis que le jour ©N est plus long que 
le jour KA. Je dis que l’arc entier AN est plus petit que l’arc 
entier AA. 

En effet, s’il n’en est pas ainsi, il lui est egal ou il est plus 
grand. Qu’il lui soit d’abord 6gal. Des lors, puisque l’arc AZ est 
plus petit que l’arc AH ( 1 2 ) et que l’arc Z0 est plus petit que 

l'arc HK ( 3 ), il s'ensuit que 
l’arc entier A0 est plus petit 
que l’arc entier AK. Soit done 
l’arc AM 6gal k l’arc A0. Or, 
l’arc entier NA est aussi egal 
k l’arc entier AA ( 4 ) ; done, 
l’arc restant 0N est egal a l’arc 
restant MA. En consequence, 
puisque le soleil, leve au point N, 
se couche au point 0, l’arc N0 
echange l’hemisphere eclair^ 
dans le temps ou le soleil par- 
court l’arc 0N. Or, le soleil 
parcourt en un meme temps l’arc N0 et l’arc MA qui lui est 


1. Le texte pr&ente ici la petite interpolation : « sur la figure sous-jacente » 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 532, 1. 5). 

2. Par hypoth^se. 

3. Par hypothese. 

4. En premiere hypoth&se. 
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egal ; done, le soleil paxcourt Fare MA, et l’axc ©N ^change 
Fhemisphere eclaire, en un meme temps. Mais, l’arc ©N et Fare AM 
echangent Fhemisphere eclaire en un meme temps (car ils sont 
£gaux et egalement eloignes de la conjonction d’ete) ; done, le 
soleil parcourt Fare MA, et Fare MA echange Fhemisphere eclaire, 
en un meme temps. Mais, le soleil parcourt Fare MA dans le meme 
temps oil il parcourt chacun des arcs MK, KA (*) ; tandis que 
Fare MA echange Fhemisphere eclaire dans le meme temps oh 
Fare MK se leve et ou Fare KA echange Fhemisphere eclaire ; 
done, le soleil parcourt chacun des arcs MK, KA dans le meme 
temps oh Fare MK se leve et oil Fare KA echange Fhemisphere 
eclaire. Mais, le temps dans lequel le soleil parcourt Fare KA est 
egal a celui dans lequel Fare KA echange Fhemisphere eclaire 
[car il se leve au point K et se couche au point A] ( 1 2 ) ; par conse- 
quent, le temps rest ant dans lequel le soleil parcourt Fare MK 
est egal au temps dans lequel Fare MK se leve. Or, cela est 
impossible, puisque le soleil parcourt tout Fare en un temps plus 
long que celui dans lequel cet arc se leve et se couche de nouveau 
(car nous demontrerons cela dans la suite) ( 3 ). En consequence 
Fare NA n’est pas egal a Fare AA. 

Que Fare NA soit, au contraire, plus grand que Fare AA, et 
posons Fare AS egal a Fare AN. Or, on avait pose aussi Fare A© 
egal a Fare AM ; done Fare res- 
tant ©N est egal a Fare restant 
MS, et le soleil parcourt Fare ©N 
dans un temps egal a celui dans 
lequel Fare ©N echange Fhemis- 
phere eclaire. Or,le soleil parcourt 
aussi Fare MS dans le meme 
temps oil il parcourt Fare ©N, et 
Fare MS echange aussi Fhemis- 
phere eclaire dans le meme 
temps ou le fait Fare ©N ; par 
consequent, le soleil parcourt 



1. C’est-a-dire la somme des arcs MK, KA. 

2. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme ay ant 
ete interpolee (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 534, 1 . 5 )* 

3. Voir proposition 35. 


1 
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Fare MS dans un temps egal a celui# dans lequel Fare MS echange 
Fhemisphere Eclaire. Mais, le soleil parcourt Fare MS dans le meme 
temps qu’il parcourt chacun des arcs MK, KA, AS ( l ) ; tancjis que 
Fare MS, echange Fhemisphere eclaire dans le meme temps qne 
Fare MK se l&ve, que Fare KA echange, et que Fare AS se 
couche ( 2 ). Mais, le temps dans lequel le soleil parcourt Fare KA 
est egal a celui dans lequel Fare KA echange Fhemisphere eclaire ; 
par consequent, le temps restant dans lequel le soleil parcourt 
Fare MK est egal a celui dans lequel Fare MK se leve, et le temps 
dans lequel le soleil parcourt Fare AS est egal k celui dans lequel 
Fare AS se couche. Or, cela est impossible (car le soleil parcourt 
tout Fare dans un temps plus long que celui dans lequel cet arc 
se leve et se couche de nouveau) ( 3 ) ; de sorte que Fare NA n’est 
pas plus grand que Fare AA. Or, on a demontre qu’il ne lui est 
pas dgal ; done, Fare NA est plus petit que Fare AA. On demon- 
trera cela de la meme maniere en vertu de ce qui va suivre. 
Ces choses etant exposees au prealable, la demonstration de 
Theodose se poursuivra de la mani&re que nous avons dite. 

XXXII. 

Mais, demontrons maintenant que le soleil - parcourt tout 
Fare en un temps plus long que celui dans lequel cet arc se leve 
et se couche de nouveau. II semblera a d’aucuns que ce qui suit 
est manifeste et n’a pas besoin d’etre demontre : « En effet, puisque 
le soleil parcourt le cercle ( 4 ) en une annee, et que ce cercle nous 
apparait en nuits et jours, le temps dans lequel le soleil parcourt 
ce cercle est un multiple du temps dans lequel le cercle apparait. 
Des lors, puisque le soleil parcourt le cercle entier en un temps 
plus long que celui dans lequel ce cercle apparait, le soleil par- 
courra les arcs partiels du cercle en un temps plus long que celui 
dans lequel ces arcs se levent ou se couchent ; de sorte que la 


1. C’est-i-dire la somme des arcs MK, KA, AE. 

2. Le texte porte id l'interpolation : tV 8e AE Sicmopeuerat (et parcourt 
l’arc AE), que Conunandin ( loc . cit., p. 204) et Hultsch (loc. cit., vol. II, p. 534, 
1. 25) abandonnent dans leurs versions latines. 

3. Ce qui sera demontr^ k la proposition 35. 

4. C’est- 4 -dire le cerde du zodiaque. 
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proposition est manifeste et ne merite pas plus d’attention ». II 
y a lieu d’objecter a cela que, si les arcs partiels du zodiaque, 
qui sont egaux, se levaient et se couchaient de nouveau en des 
temps egaux, ce que nous venons de dire serait manifeste pour 
nous ; car le cercle apparaitra d’une maniere uniforme, et les 
temps seront ainsi comparables entre eux, puisque le soleil, qui 
se meut ainsi d’une maniere uniforme, parcourt les arcs egaux 
dans des temps egaux. Or, du moment que le soleil parcourt le 
cercle d’une maniere uniforme, et que le cercle fait ses levers et 
ses couchers d’une maniere non uniforme, comme le temps dans 
lequel le soleil parcourt le cercle est plus long que celui dans 
lequel le cercle lui-meme apparait, il ne nous est plus permis de 
dire que le temps partiel dans lequel le soleil parcourt un arc sera 
plus long que le temps dans lequel cet arc se leve ou se couche. 
Les choses etant telles, il n’est plus etabli manifestement que 
le soleil parcourt toute la circonference en un temps plus long 
que celui dans lequel cette circonference apparait et disparait de 
nouveau. D’ailleurs, pourquoi ne pas dire qu’il parcourt tout le 
cercle dans un temps plus long que celui dans lequel ce cercle 
apparait, tandis que les temps partiels dans lesquels le soleil par- 
court chacun des arcs du cercle sont plus courts que les temps 
partiels dans lesquels chacun des arcs du cercle apparait ? Il 
resulte en effet manifestement de ce qui suit que la chose peut 
se presenter dans certains mouvements. 

Proposition 30. — Soit le triangle rectangle ABA ayant 
l’angle en B droit (*) ; decrivons un cercle ( 1 2 ) autour du point A 
comme centre, et exposons une droite N0 egale a la droite BA. 
Oue le point N, mu d'une mani&re uniforme, parcoure la droite N0 
en dix heures, et que le point de conjonction B, oil la droite AB 


1. Comme la suite fera intervenir une donnee d’hypo these qui aurait dti. etre 
posee des le debut, Commandin avait deja suppose ici une lacune ou un oubli, 
en faisant la remarque : « Adde : sint autem duo latera AA, AB centupla 
ipsius AB ; hoc enim a Pappo inferius ponitur. » (Cfr. loc. cit., p. 207, 1 . 17). 
Adoptant cette maniere de voir, 1 ’ edition critique de Hultsch propose ici une 
reconstitution dans les termes : xai, IxaTOVTanXaata (ruvatxcpoTgpo; tj AA AB 
rfi? AB, c’est-a-dire : et (soit) la somme des droites AA, AB le centuple de la 
droite AB (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 538, 1 . 10). 

2. C’est-a-dire le cercle EZH. 
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rencontre la droite BA, parcoure la droite BA en une heure ; 
coupons l’arc EH en deux parties egales au point Z et prolongeons 
la droite de jonction AZr (}). Des lors, puisque le point B par- 
court la droite BA dans le meme temps oil le point E parcourt 
Fare EH, tandis que le point B parcourt la droite Br dans le 

meme temps oil le point E 
parcourt Fare EZ, et que le 
temps dans lequel le point E 
parcourt Fare EH est double 
_ .. du temps dans lequel le point E 

4 parcourt Fare EZ, il s'ensuit 

N * * que le temps dans lequel le 

point B parcourt la droite BA 
est aussi double du temps dans lequel le point B parcourt la 
droite Br (*). Mais, le point B parcourt la droite BA en une 
heure ( 3 ) ; done, le point B parcourra la droite Br en une demi- 
heure. Et puisque Fare EZ est 6gal k Fare ZH, l’angle compris 
sous les droites EA, AZ est egal k celui qui est compris sous les 
droites ZA, AH ; par consequent, la droite AB est a la droite Br 
comme la somme des droites AA, AB est a la droite AB. Or, la 
somme des droites AA, AB est le centuple de la droite AB ; done, 
la droite AB est aussi le centuple de la droite BE D&s lors, si 
nous faisons en sorte que la droite 0N soit k la droite NS comme 
la droite AB est a la droite BE la droite N© sera done aussi le 
centuple de la droite NS. Or, la droite BA est egaie a la droite N© ; 
done, la droite BT est aussi egaie a la droite NS ( 4 ). En conse- 


1. Plus correctement : prolongeons la droite de jonction AZ jusqu’au point 
de rencontre r avec la droite BA. 

2. II faut done entendre qu’un point E' se meut k partir du point E unifor- 
mement sur Fare EH, de maniere k arriver au point H dans le meme temps qu'un 
point B', partant du point B, parcourt la droite BA, de telle sorte que les points 
E' et B', qui determinent les espaces parcourus de part et d’autre dans des temps 
egaux, sont toujours en ligne droite avec le point A. 

3. Par nypoth^se. 

4. Explicitement, on a : arc EZ = arc ZH, d'oii: EAZ = ZAH, d'oii, consi- 
derant le triangle BAA dans lequel la droite Ar coupe Tangle A en deux parties 

AT AA 

Sgales, on a (Euclide, liv. VI, prop. 3, enoncSe p. 220, n. 4) : d'oii : 

Jbl Ai> 


at 4- Br 
Br 


AA 4 - AB 
AB 


ou, comme le texte : 


AB AA 4- AB 
Br~ BA 


Or, on a par hypo- 
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quence, puisque le point N, mu d’une maniere uniforme, parcourt 
la droite N0 en dix heures, il s'ensuit qu’il parcourra la centieme 
partie de cette droite en un dixieme d’heure ; tandis que le point B, 
mu d’une maniere non uniforme, parcourt la droite Br en une 
demi-heure. Des lors, ayant deux mouvements, l’un non uniforme, 
l’autre uniforme, le temps total dans lequel le point N parcourt 
la droite N0 d’une maniere uniforme est plus long que le temps 
total dans lequel le point B parcourt la droite BA d’une maniere 
non uniforme ; tandis que le temps partiel dans lequel le point N 
parcourt la droite NS est plus court que le temps partiel dans 
lequel le point B parcourt la droite Br ; de sorte que rien ne 
s’oppose a ce que la meme chose ne se presente pour le mouve- 
ment du soleil et pour l’apparition du cercle (*) ; c’est-a-dire que 
le soleil parcoure le cercle dans un temps plus long et que le 
cercle apparaisse dans un temps plus court, et, a nouveau, que, 
par contre, certains arcs du cercle apparaissent dans un temps 
plus long et que le soleil les parcoure dans un temps plus court. 
En effet, si la vitesse de l’apparition du cercle diminue, comment 
ne diminue-t-elle pas au point qu’un arc du cercle apparaisse 
dans un temps plus long que celui dans lequel le cercle parcourt 
cet arc ? 


XXXIII. 

II faut done que nous examinions si la vitesse du zodiaque 
est au nombre des choses qui croissent a l’infini et decroissent 
a l’infini, ou au nombre de celles qui croissent a l'infini et ne 
decroissent pas a l’infini, ou au nombre de celles qui decroissent 
a l’infini et ne croissent pas a l’infini, ou au nombre de celles qui 
ne decroissent pas a l'infini et ne croissent pas a l’infini ; car il 
est clair, d’apres ce qui va suivre, que ces choses se presentent 
pour certaines grandeurs. 


th£se (voir note 1, p. 415) : AA 4 - AB = 100AB ; done : AB = iooBr. Posons : 
©N AB 

; done : 0 N = idoNS. Or, on a par hypoth&se : AB = ©N ; done, 

comme le texte : BT = NS. 

1. Sous-entendu : too ^Skxxou, du zodiaque. 
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Proposition 31. — Toutes les ^grandeurs qui interviennent 
dans les probl&mes indetermines deviennent plus grandes et, au 
contraire, plus petit es que toute quantite proposee p). 

En effet, si on applique sur une droite donnee une aire 
augmentee d’un carre, il est possible de lui appliquer une aire 

plus grande et, au contraire, une 
aire plus petite, augmentees d'un 
carre ; et cela s’obtient a l’infini ( 1 2 ). 
[Dans ce cas, la grandeur appliquee 
augmente ou, au contraire, diminue 
done a l’infini] ( 3 ). 
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Proposition 32. — Parmi les choses qui croissent a l’infini, 
mais qui ne decroissent pas a l’infini, il y a celle qui se presente 
dans le triangle decrit ci-contre. 

En effet, si on a le triangle ABr, si on coupe la droite Ar 
en deux parties egales au point E, et si du point E l'on mene trans- 
versalement la droite ZEH, le triangle ZHB est plus grand que 


1. Examen du premier eas mentionne des grandeurs susceptibles de croitre 
et de decroitre tout a la fois k l’infini. 

2. En d'autres termes, pour correspondre aux indications de la figure : Si, 
sur une droite donnee AZOAA on construit un rectangle ABr A dont le grand 
cdtd est AA, et si on augmente ce rectangle d’un carre ABEZ, il est possible de 
construire un rectangle plus grand AH0A augmente d'un carre AHKA, et, au 
contraire, de construire un rectangle plus petit AMNA augmente d’un carre 
AMEO, et ainsi de suite a l’infini. 

Cette proposition est a rapprocher des deux suivantes : Euclide, liv. VI, 
prop. 29 : «c Appliquer sur une droite donnee un parallelogramme qui soit egal 
a une figure rectiligne donnee, et qui soit excedent d'un parallelogramme sem- 
blable a un parallelogramme donnd ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 363 ; 
Archjmede, Des Spherotdes et des Conoides, prop. 2 : « Si des lignes en nombre 
quelconque sont egales entre elles, si k chacune d’elles on applique une certaine 
aire ayant comme excedent une figure carree, tandis que les cdtes des figures 
excedentes se depassent l’une l’autre d’une meme grandeur egale au cdte le 
plus petit et si, en outre, on a d’autres aires, en meme nombre que les premieres, 
dont chacune a meme grandeur que la plus grande de celles-ci, le rapport de leur 
somme a la somme des premieres aires sera moindre que celui d’une droite egale 
a la somme du cdte de la plus grande figure excedente et d’une des droites egales 
entre elles k une droite egale a la somme du tiers du cdte de la plus grande figure 
excedente et de la moitie d’une des droites egales entre elles ; tandis que le rapport 
de cette somme k ce qui reste de la somme des premieres aires, apres en avoir 
retranche la plus grande, sera plus grand que ce dernier rapport ». Voir trad, 
de P. Ver Eecke, p. 145. 

3. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme une 
interpolation (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 542, 1 . 7). 
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le triangle ABr ( 1 ). Et, dere- 
chef, si Ton mfene transversale- 
ment la droite ©EK, le triangle 
B 0 K est plus grand que le 
triangle ZBH. Et si l’on mene 
transversalement des droites ( 2 ) 
a l’infini, le triangle augmen- 
tera continuellement ( 3 ) ; tandis 
qu'une droite menee transversa- 
lement ne formera jamais un 
triangle plus petit que le trian- 
gle ABr ( 4 5 * * ). 

XXXIV. 

Proposition 33. — Parmi les choses qui ne croissent pas a 
l’infini, mais qui decroissent a l'infini, il y a celle qui se rapporte 
a la droite appliquee dans le cercle ( 8 ). 

En effet, il n’est pas possible d'appliquer dans un cercle une 
droite plus grande que toute droite proposee ; car la grandeur 
du diametre etant une grandeur determinee, on ne peut appliquer 


1. Completant les constructions de la figure du texte au moyen de la droite 
auxiliaire A A par allele a la base BT, et considerant que par construction AE =Er, 
on a : triangle AEA = triangle TEH, d'ou : triangle AEZ > triangle TEH, d’ou, 
comme le texte : triangle ZHB > triangle ArB. 

2. Sous-entendu : par le point E qui divise la droite AT en deux parties 
egales. 

3. Une note de Commandin (cfr. loc. cit., p. 207) raentionne le cas du cdte BT 

prolonge et de l’infinite de droites menees du point E au c6te BA. D'autre part, 
le manuscrit du Vatican (codex Vaticanus graecus 218) porte en marge 1’ anno- 
tation : oxt r; ota tou E jjura^u twv AB -zt\ Br, au moyen 

de laquelle un scoliaste a voulu faire observer que, si des droites sont menees 
en nombre infini « par le point E, entre les points A, B, l’une de ces droites devient 
parallele a la droite Ar ». 

4. Le texte presente ici une interpolation (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, 
p. 542, 11 . 19-22), que nous traduisons : « Cette grandeur croit done a l'infini et 
ne decroit pas ; mais il y a une grandeur plus petite que le triangle ABr qui 
ne sera pas un triangle ». 

5. La maniere d’appliquer une droite donnee dans un cercle fait l'objet de 
la proposition i re du livre IV d'Euclide : « Dans un cercle donne, adapter une 

droite egale a une droite donnee qui n'est pas plus grande que le diametre », Voir 
trad, de Peyrard, vol. I, p. 196. La maniere d'appliquer dans un cercle une droite 

donnee parallele a un diametre est indiquee par Pappus au livre III, proposition 43. 
Voir p. 97. Ces deux propositions sont a rapprocher de la proposition 7 du livre III 

d'Euclide, enoncee p. 398, n. 4. 
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une droite plus grande que ce diametre, et cela peut d’autant 
moins etre realise a l’infini. [II est en effet possible d’en appliquer 
une plus petite que toute droite] f 1 ). 

Ce que nous venons de dire est aussi manifeste en raison de 
ce que toute aire donnee, si elle est defaillante d’un carre, ne 
s ’appliquer a pas sur une droite donnee. En effet, l’aire ainsi 
appliquee ne pourra pas croitre a l’infini, parce qu'il y a une 
aire en presence de laquelle on ne pourra pas en appliquer une 
plus grande ( 2 ) ; tandis qu’en decroissance, on pourra en appliquer 
une plus petite que toute autre proposee. [Une telle grandeur 
d’application est done consideree comme ne croissant pas a 
l’infini, mais comme decroissant a l’infini] ( 3 ). 

Proposition 34. — Enfin, au nombre des choses qui ne 
peuvent ni croitre a l’infini, ni decroitre a l’infini ( 4 ), il y a celle 

qui est decrite ci-dessous. 

Si l’on a deux cercles tan- 
gents entre eux au point A; si 
un autre cercle touche l’un d’eux 
au point B et coupe l’autre aux 
points r. A, et si, des points I\ 
A, on brise, sur les points de 
contact des cercles, les droites 
AA, TA, Br, BA, Tangle compris 
sous les droites TA, AA est le 
plus grand et Tangle compris 
sous les droites TB, BA est le 



1. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme une 
interpolation (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 544, 1 . 7). 

2. La condition d'applicabilite a ete donnee par Euclide, liv. VI, prop. 28 : 
« A une droite donnee appliquer un parallelogramme qui soit egal a une figure 
rectiligne donnee, et qui soit defaillant d'un parallelogramme semblable a un 
parallelogramme donne : il faut que la figure rectiligne donnee ne soit pas plus 
grande que le parallelogramme applique a la moitie de la droite donnee ; le 
defaut du parallelogramme applique a la moitie de cette droite et le defaut de 
celui qui doit etre defaillant d'un parallelogramme semblable etant semblables 
entre eux ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 359. 

3. Hultsch considere la phrase mise entre crochets comme ayant ete inter- 
polee (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 544, 1 . 14). 

4. Le texte presente id 1’ interpolation : d\X irt Ttva [xeyeOr, u>p'.ar|iiva xaxa 
•Kivtwv TouTtd (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 544, 1 . 18). 
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plus petit de tous les angles qui se brisent a la circonference du 
cercle BEAZ (*). [Dans ce cas, si la grandeur de Tangle decroit, 
elle ne decroit pas a l’infini ; mais il y a une grandeur d’angle 
qui ne peut pas devenir plus petite. Et, au contraire, si Tangle 
croit, il ne croitra pas a l’infini ; mais il y a une grandeur d’angle 
determinee qui ne pourra pas devenir plus grande] ( 1 2 ). 


XXXV. 

Proposition 35 . — Ces choses etant exposees au prealable, 
nous allons demontrer maintenant que la vitesse decroissante du 
zodiaque n’est jamais plus petite que la vitesse du soleil ; mais 
que le soleil parcourt toujours un arc quelconque du zodiaque 
en un temps plus long que celui dans lequel cet arc se leve et 
se couche de nouveau. 

Soit AB le cercle horizon ( 3 ) ; BEA le cercle du tropique ( 4 ) d’ete ; 
A0A le cercle du zodiaque, et KNM le plus grand des par alleles. 
Considerons le commencement ( 5 ) du Cancer (®) a son coucher, 
et decoupons un arc quelconque A0 du zodiaque ; je dis que le 
soleil parcourt l’arc A0 en un temps plus long que celui dans 
lequel l’arc A0 se couche. 

En effet, decrivons par le point 0 le cercle le plus grand 0E 
tangent au cercle arctique ( 7 ). Et puisque le carre du diam&tre 


1. En effet, si l’on consid^re d’autres angles, tels que TZA, r©A, ayant leur 


sommet k la circonference du cercle BEAZ, on a : TZA > THA. Or, TBA = THA; 


done : FZA > TBA, tandis que TZA < TAA. D'autre part : T0A > TAA. Or, 
FAA am TBA ; done : T0A > TBA, tandis que T0A < TKA. Or, TKA = TAA ; 


done : T0A < TAA. Enfin, on a : T0A > TZA ; de sorte que, parmi les angles 
dont le sommet est a la circonference du cercle BEAZ, celui dont le sommet est 
plus rapproche du point A est plus grand que celui dont le sommet est plus eloigne 
de ce point. 

2. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme une 
interpolation (Cfr. loc. tit., vol. II, p. 546, 11 . 26 et suivantes). 

3. e’est-a-dire le cercle qui separe l’hemisphere eclairs de l’hemisphere 

non eclaire. 


4. Tpoictxo?, sous-entendu : xtixXo;, e'est-a-dire le cercle d’oii se fait le retour, 
ou cercle du tropique. 

5. C’est-a-dire le point A. 

6. xapxtvo«, le cancre, signifiant ici le signe du zodiaque appele le Cancer. 

7. apxTuco?, (le cercle de la constellation de) l’oursp, ou cercle arctique . 
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de la sphere poss&de avec le carre du diametre du cercle d’ete (*y 
le rapport de 629 a 529 (parce que la droite menee du centre de la 

sphere au centre du cercle du 
tropique possede avec le rayon 
du cercle du tropique le rapport 
en longueur ( 1 2 3 ) deioa 23), il s’en- 
suit que le diam&tre de la sphere- 
est plus petit que le double du 
diametre du cercle du tropique. 
En consequence, le double du 
diametre de la sphere est plus- 
petit que le quadruple du dia- 
metre du cercle du tropique (®). 
Or, le rapport du double du 
diametre de la sphere au diametre du cercle BEA est plus grand 
que celui de l’arc MN a l’arc A 0 , conformement au theoreme 12 
du livre III des Spheriques ( 4 ) ; par consequent, l'arc MN est, 
a fortiori, plus petit que le quadruple de l’arc A 0 ( 5 ). Et puisque 

1. -rou Oeptvou xux/ou, du cercle d’ete, c’est-k-dire du cercle du tropique d’ete. 

2. C’est-a-dire a la premiere puissance. 

3. Pappus emprunte ici aux tables de Claude Ptolemee le rapport : 
droite men6e du centre de la sphere au centre du cercle tropique BEA _ 10 

rayon du cercle tropique BEA — 23’ 

et il en deduit : 

(dr. menee du centre de la sph. au centre du cercle BEA) 2 -j- (rayon du cercle BEA) 2 _ 

(rayon du cercle BEA) 2 

io 2 +23 a _ ioo+529 Qu . carre du ray, de la sphere _ carre diam. sphere _629 
23* 520 carre du ray, du cercle BEA carre diam. cercle BEA 529,. 

d’o* : diametre sphere _jA 29 _ >22! o 8 d>oJl a condut ,. on a . 

diametre cercle BEA y 529 23 

de la sphere < 2 diametres du cercle tropique BEA, d’ou : 2 diametres de la 
sphere < 4 diametres du cercle tropique BEA. 

4. Theodose, Les Spheriques, liv. Ill, prop. 12 : « Si, dans une sphere, des 
cercles les plus grands sont tangents au meme d'entre des paralleles, tout en 
decoupant des arcs semblables de paralleles dans leur intervalle, et si un autre 
cercle le plus grand, oblique sur les paralleles, est tangent k des paralleles plus 
grands que ceux auxquels sont tangents les cercles primitifs, et coupe les cercles 
tangents au meme d’entre les paralleles, dans l'intervalle du plus grand des 
paralleles et de celui auquel sont tangents les cercles primitifs, le rapport du 
double du diametre de la sphere au diametre du cercle auquel le cercle oblique 
est tangent est plus grand que le rapport de l’arc du plus grand des cercles 
paralleles, situe entre les cercles tangents au meme d’entre les paralleles, k l’arc 
du cercle oblique situe entre ces demiers cercles ». Voir trad, de P. Ver Eecke, 
p. 115. 

5. La proposition de Theodose enoncee dans la note precedente donne done : 
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la vitesse du monde est plus grande que le quadruple de la vitesse 
du soleil, et que le monde est emporte suivant le cercle KNM, 
tandis que le soleil est emporte suivant le cercle A© A, il s’ensuit 
que, dans le temps ou le soleil parcourt l’arc ©A, le point N franchit 
un arc plus grand que NM (parce que le point N est emporte avec 
la meme vitesse que le monde). En consequence, le soleil parcourt 
l’arc A© en un temps plus long que celui dans lequel le point N 

parvient au point M. Decrivons encore par le point © le cercle 

parallele H©Z. Or, c’est dans un meme temps que le point N 

parvient au point M, et le point © au point H (car les 

arcs NM, ©H sont semblables) ( x ) ; done, le soleil parcourt Fare A© 
dans un temps plus long que celui dans lequel le point © par- 
vient au point H. Or, l’arc A© se couche dans le temps oh le 
point © parvient au point H ; done, le soleil parcourt l’arc A© 
dans un temps plus long que celui dans lequel l’arc A© se couche. 
Mais, Fare A© se couche dans le meme temps ou se leve Fare 
egal et oppose ( 2 ) qui vient apr&s le Capricorne ( 3 ) et, ces arcs etant 
egaux, le soleil les parcourt dans un meme temps ; de sorte que 
le soleil parcourt aussi Fare qui vient apr&s le Capricorne dans 
un temps plus long que celui dans lequel cet arc se leve. Nous 
avons du reste fait cet expose sur ces arcs-ci du zodiaque, parce 
que Fun parait se coucher dans le temps le plus long et l’autre 
se lever dans le temps le plus long ( 4 ). Mais, puisqu’il a ete 
demontre que Fare qui part du point de contact du Cancer ( 5 ) 
se couche dans un temps plus long que tous les autres arcs du 


2 diametres de la sphere arc MN , 2 diametres de la sphere arc MN 
diametre du cercle BEA^arc A©' ’ 4 diametres du cercle BEA 4 arcs A©' 

d’ou, en presence de l’inegalite de la note 3, page 422, on a, comme le texte: 
arc MN < 4 arcs A©. 

1. Th£odose, Les Spheriques, liv. II, prop. 13 : « Si l’on a des cercles parall&les 
dans une sphere, et si l'on decrit des cercles les plus grands tangents k l’un de 
ces cercles et coupant les autres, les arcs des cercles parall&les situes entre les 
demi-cercles non concourants des cercles les plus grands sont semblables, ta n dis 
que les arcs des cercles les plus grands situes entre les cercles parall&les sont 
egaux ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 48. 

2. Euclide, Les Phenomenes, proposition 11, dont l’enonce sera donne plus 
loin en texte grec et en traduction. Voir p. 475, n. 3. 

3. atyoxeptot;, le Capricorne, signe du Zodiaque. 

4. Euclide, Les Phenomenes, proposition 12 (voir texte grec et traduction 
de l'enonce, p. 458, n. 2), et proposition 13 (voir texte grec et traduction de 
l’enonce, p. 459, n. 3). 
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cercle du zodiaque, et qu’il a ete demontre que cet arc se couche 
dans un temps plus court que celui dans lequel le soleil le par- 
court, il s’ensuit, a fortiori, que les autres arcs se couchent dans 
un temps plus court que celui dans lequel le soleil les parcourt. 
Au contraire, puisque 1’arc qui part du point de contact du 
Capricome se leve dans un temps plus long que tous les autres 
arcs du zodiaque, et qu’il a ete demontr6 que cet arc se leve dans 
un temps plus court que celui dans lequel le soleil le parcourt, 
il s’ensuit que les autres arcs du zodiaque se levent dans un 
temps, a fortiori, plus court que celui dans lequel le soleil les 
parcourt ; ce qu’il fallait demontrer. 

Proposition 36. — Mais, si le point Z est le coucher et le 
point H le lever, le temps de l’arc ZH durant lequel le soleil 
parcourt cet arc sera la nuit Q). Or, il est evident que, les arcs 
ZA, AH etant inegaux, le solstice ( 1 2 ) n’aura pas lieu au milieu 
de la nuit ( 3 ), et il est evident aussi que l’arc ZAH est la nuit la 
plus longue de toutes celles de l’annSe dont le commencement 
est le solstice d'ete, parce que l’arc ZAH ^change l’hemisphere 
obscur dans le temps le plus long ( 4 ). Il s’agit done de demontrer 
encore ce qui se presente dans chaque cas ( 5 ). 

Proposition 37. — Que l’arc ZA soit d’abord plus grand que 
Fare AH ; soit © le lever qui precede le coucher Z, et que Fare KH 
soit egal a Fare Z 0 . Le soleil parcourt done les arcs Z 0 , KH dans 


1. Cette definition est conforme A celle qu’un commentateur introduit au 
debut du livre I du traite Des Jours et des Nuits de Theodose : « Xpovov 

xaLef (Geoooaioq) tov and avaToXv^ eu? Siiaews, vuxtoc Se tov and Suaewq SwS dvavo\i)<; T 
e’est-i-dire : « Theodose appelle jour le temps qui va du lever au coucher, 
et nuit celui qui va du coucher au lever ». 

2. Tpom\, mutation ou conversion, mot pris ici dans l'acception astronomique 
de solstice, c’est-d.-dire le point de l’ecliptique au moment de l'annee oh le soleil, 
parvenu a sa plus grande distance de l'equateur, sur l'un ou l'autre des cercles 
tropiques du Cancer ou du Capricome, semble s'arreter pour revenir en arriere. 

3. Le texte presente ici la petite interpolation : « parce que le temps de 
l’arc ZA que parcourt le soleil est aussi inegal » (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, 
P- 550 , 1 . 7 )- 

4. L’ evidence de ces faits est probablement admise ici en vertu de la demon- 
stration de la proposition 4 du livre I du traite Des Jours et des Nuits de Theodose 
(Voir l’enonce donne p. 420, n. 2). 

5. C’ est-a-dire les deux cas : ZA > AH et ZA < AH. 
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des temps egaux. Mais, Fare Z0 ^change Fhemisphere apparent 
dans le temps ou le soleil par- 
court l’arc Z0 ; tandis que l’arc 
Z0 echange Fhemisphere appa- 
rent dans un temps plus court 
que ne le fait Fare KH ; done, le 
soleil parcourt Fare KH dans un 
temps plus court que celui dans 
lequel Fare KH echange Fhemi- 
sphere apparent. En consequence, 
le soleil parcourra un arc plus 
grand que Fare KH dans le temps 
oil Fare KH echange Fhemisphere 
apparent. Qu'il parcoure Fare HA. 

Des lors, si le point K est au coucher, le soleil, etant au point A, 
est au-dessus de la terre ; par consequent, pour parvenir au 
coucher, il parcourra en plus un certain arc. Qu’il parcoure en 
plus Fare AM. En consequence, le soleil parcourra aussi Fare HM 
dans le meme temps ou Fare HM echange Fhemisphere apparent. 
Et Fare MH est plus grand que Fare Z0, de sorte que, dans le 
demi-cercle AE, les jours sont plus longs que dans le demi- 
cercle TA. [Cela peut done etre demontre comme on le fait voir 
dans les Elements. Mais puisque Fare ZA est plus grand que 
Fare AH et Fare Z0 plus petit que Fare HM, Fare 0A est sans 
comparaison avec Fare AM ; de sorte que la demonstration ne 
procedera pas de la meme maniere si nous ne montrons pas que 
la somme des jours et des nuits dans le segment Ar est plus 
grande que la somme des jours et des nuits dans le segment AE] ( 1 ). 
II nous faut done utiliser la demonstration qui precede, afin que 
les nuits soient comparees aussi. 

Proposition 38. — Soit done n le coucher qui precede le 
lever 0 ; posons Fare ZA egal a Fare AK et Fare KS egal a 



1. Le passage mis entre crochets etant sans pertinence a cet endroit, il aura 
probablement ete interpole. Quant aux Elements auxquels ce passage renvoie,. 
Commandin a fait la remarque suivante : « Per Elementum fortasse intelligit 
Theodosii libros de diebus et noctibus, vel potius Euclidis phaenomena »> 
(Cfr. Commandin, loc. cit., p. 2x0, L 52). 
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Fare ITZ. Puisque Tare HZ est egal a 1'arc KS, le soleil parcourt 
done chacun de ces arcs dans un Wme temps. Or, dans le temps 

oil il parcourt 1’arc ZII, il y a 
revolution du monde et coucher 
de Fare ZII ; tandis que le temps 
dans lequel Fare KS se leve est 
egal au temps dans lequel Fare 
IIZ se couche ; par consequent, 
le temps dans lequel le soleil 
parcourt Fare KS, temps d’une 
revolution du monde, est aussi 
celui du lever de Fare KS. Mais, 
le temps dans lequel le soleil 
parcourt Fare KH est plus long 
que le temps du lever de 
Fare KH (*) ; done, le temps dans lequel le soleil parcourt 
Fare HS est plus long que celui de la revolution du monde et 
du lever de Fare SH. En consequence, pendant la revolution du 
monde et le lever de Fare HS, le soleil parcourra un arc plus 
petit que Fare SH. Qu’il parcoure Fare HO. Des lors, si le 
point S est au lever, le soleil, etant au point 0, y sera avant 
lever ; de sorte que, dans le temps oil il sera au lever, il parcourra 
un arc plus petit que Fare HO. Que cet arc soit HN ; de sorte 
que le point N sera le lever qui suit le lever H ; done, la nuit 
dont le lever est le point N est plus courte que la nuit dont le 
coucher est le point n ( 1 2 ). Les choses restantes se demontreront 
aussi de la meme maniere. [De meme, s’il y a quelque hesitation 
au sujet de la figure dans laquelle le lever ou le coucher est au 
solstice d'ete, on elucidera la chose de la meme maniere] ( 3 ). 

XXXVII. 

Aristarque fait les six hypotheses suivantes dans son livre 
Sur les Grandeurs et les Distances ( 4 ). 

1. Voir proposition 35, p. 421. 

2. C’est-a-dire que la nuit qui va jusqu’au lever N est plus courte que la nuit 
qui commence au coucher n. 

3. La phrase mise entre crochets est attribute par Hultsch a un commenta- 
tes (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 554, 11 . 3-5). 

4. Le titre complet de I’ouvrage d’ Aristarque de Samos, ecrit deux cent 
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Premierement, la lune regoit sa lumiere du. soleil. En second 
lieu, la terre a le rapport d’un point et d’un centre avec la 
sphere ( x ) de la lune. En troisieme lieu, lorsque la lune nous 
apparait dichotome, elle dirige vers notre vue le cercle le plus 
grand qui separe la partie opaque de la lune de sa partie brillante. 
En quatrieme lieu, lorsque la lune nous apparait dichotome, sa 
distance du soleil est plus petite qu’un quadrant de la trentieme 
partie de ce quadrant [au lieu de dire que sa distance est de 
87 degres ( 2 ) ; car ceux-ci sont moindres que 90 degres des 3 degres 
constituant la trentieme partie de 90 degres] ( 3 ). En cinqui&me 
lieu, il suppose que la largeur de l’ombre est de deux lunes ( 4 ) 
et, en sixieme lieu, que la lune sous-tend la quinzieme partie d’un 
signe ( 5 ). 

Les premiere, troisieme et quatrieme de ces hypotheses con- 


soixante ans avant J.-C., est : irspl |xsysrwv xal iTcorrrijJLaTtov xal 

Sur les Grandeurs et les Distances du Soleil et de la Lune. 

L’ouvrage d’Aristarque a ete publie pour la premiere fois dans une version 
latine, due k George Valla, k Venise, en 1498 ; cette edition est devenue presque 
introuvable. Une seconde version latine a ete donnee par F. Commandin sous 
le titre : Aristarchi de Magnitudinibus et Distantiis solis et lunae liber, cum Pappi 
Alexandrini explicationibus quibusdam. A Federico Commandino Urbinate in 
latinum conversus, ac commentariis iUustratus. Pisauri, 1572, in-8° (Voir les 
hypotheses, p. 1). 

La premiere edition du texte grec a ete publiee par Wallis, a Oxford, en 1688, 
avec une version latine; et la seconde parut k Paris, en 1810, avec un titre en 
frangais et une version latine par La Porte du Theil. Une edition critique a ete 
publiee k Oxford, en 1913, avec une traduction anglaise, sous le titre : Aristarchus 
of Samos, the ancient Copernicus. A History of Greek Astronomy to Aristarchus, 
together with Aristarchus’s Treatise on the Sizes and Distances of the Sun and Moon; 
a new Greek text with translation and notes. By Sir Thomas Heath. 

La premiere et seule traduction frangaise est intitulee : Traite d’Aristarque 
de Samos, sur les grandeurs et les distances du Soleil et de la Lune; et fragments 
de Heron de Bizance sur les Mesures. Traduits du grec, pour la premiere fois, avec 
des commentaires et des observations, par M. le comte de Fortia d’ Urban. Pahs 
1823, in-8° (Voir les hypotheses, p. 5). 

1. C'est-i-dire non pas avec la sphere en tant que figure propre de la lune, 
mais avec la sphere celeste dans la surface de laquelle la lune a son orbite. 

2. jxoipag it£', litteralement : 87 parties, c'est-a-dire 87 des 90 parties ou 
degres qui divisent l’arc du quart de cercle. 

3. La phrase mise entre crochets a probablement ete interpolee ; car le texte 
de l'ouvrage d’Aristarque que Pappus reproduit ici dit simplement : « Lorsque 
la lune nous parait dichotome, sa distance du soleil est moindre du quart de la 
circonference de la trentieme partie de ce quart » (Voir la traduction precise 
de Fortia d’Urban, p. 5). 

4. C’est-a-dire de deux diametres de la lune. 

5. C’est-a-dire que le diametre de la lune sous-tend un arc qui est la quinzi&me 
partie d’un signe (£wo£ou) du cercle zodiaque. 


Pappus d'Alexamlrie. — II 
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cordent a peu pres avec celles d’Hypparque et de Ptolemee ; car 
la lane est eclairee en tout temps par le soleil, excepte en 
cas d’eclipse oil elle devient obscure en tombant dans l’ombre 
de forme conique que produit le soleil lorsqu’il est masque par 
la terre ; et elle offre a notre regard le cercle qui separe la partie 
rendue laiteuse par l’eclairement du soleil de la partie cendree 
qui est la couleur propre de la lune ; cercle qui ne differe pas d’un 
cercle le plus grand ( x ) dans les dichotomies qui se presentent aux 
stations du soleil ou Ton contemple celui-ci tres pres d’un qua- 
drant ( 2 ) sur le zodiaque. En effet, si 1’on etend le plan de ce 
cercle, il passera aussi par nos yeux quelle que soit la position 
de premiere ou de deuxieme phase de dichotomie presentee par 
la lune ( 3 ). Mais, les mathematiciens precit4s ont con$u les hypo- 
theses restantes d’une manure differente, parce que, d’apres eux, 
la terre n’a pas le rapport d’un point et d’un centre avec la sphere 
de la lime ( 4 ), mais bien avec celle des fixes ( 5 ) ; la largeur de 
l’ombre n’est pas de deux diametres de la lune, et le diametre 
de la lune ne sous-tend pas, dans sa moyenne, un arc de cercle 
le plus grand constitue par la quinzieme partie d’un signe, c’est- 
a-dire par deux _degr.es. En effet, d’apr&s Hipparque ( 6 ), ce cer- 
cle (*) est mesure six cent cinquante fois par le diametre de la 
lune, et le cercle d’ombre deux fois et demie en moyenne 
distance dans les conjunctions (®). D’autre part, d’apr&s Ptolemee, 
le diametre de la lune sous-tend un arc de o°3i'20" dans sa plus 
grande distance, et de o°35'20" dans sa plus petite distance ; 
tandis que le diametre du cercle d’ombre est de o°40 , 40 ,/ ( 9 ) dans 


1. Sous-entendu : T7K ?sXV)yy)C, de la lune. 

2. C’est-a-dire 4 une hauteur qui approche fort celle d'un quadrant ou de 
90 degrds. 

3. C’est- 4 -dire la position de premier ou de deuxi&me quartier de lune. 

4. C’est-a-dire avec la sphere orbitaire de la lune. 

5. twv i7tXavwv, (avec la sphere) des (astres ou dtoiles) fixes. 

6. Voir : Astronomie solaire d’ Hipparque par J. B. P. Marcos. Paris, 1828, 
in-8°. 

7. C’est-a-dire le cercle du zodiaque. 

8 . Composition mathematique de Claude Ptolemee, ou astronomie ancienne , 
traduite pour la premiere fois du grec en frangais sur les manuscrits de la Bibliotheque 
du Roi, par Halma, ( avec le texte grec ) et suivie des notes de M. Delambre. Paris, 
1816, 2 vol. in-4 0 . Voir p. 265. 

9. kivrptoe'ca ji' y.", litteralement 40 40 soixanti&mes, c’est-a-dire o°4o'4o". 

Wmm - — 1 — — — — 
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la plus grande distance de la lune, et de o°46' (*) dans sa plus 
petite distance ( 2 ). C'est pour ce motif que ces derniers deduisirent 
des rapports differents pour les distances et les grandeurs du 
soleil et de la lune. 

Aristarque emet d’ailleurs les hypotheses precitees en s’expri- 
mant litteralement comme suit : a C’est en raison de l’hypothese 
relative a la lune dichotome ( 1 2 3 ) que l’on conclut que la distance 
du soleil a la terre est plus grande que dix-huit fois et plus petite 
que vingt fois la distance de la lune, et que le diametre du soleil 
a cette meme proportion avec le diamfctre de la lune. D’autre 
part, c’est en raison du rapport trouv6 pour les distances, de 
l'hypothese relative a l'ombre ( 4 5 ), et de ce que la lime sous-tend 
la quinzieme partie d’un signe ( 6 7 8 ), que l’on conclut que le diam&tre 
du soleil est au diametre de la terre dans un rapport plus grand 
que celui de 19 a 3 et plus petit que celui de 43 a 6 ». II a dit, 
d’ailleurs : « On conclut que les distances, etc. », parce qu'il se 
proposait de demontrer ces choses aprfes avoir expose les lemmes 
qui m&nent a leurs demonstrations. C'est de tout cela qu’il a 
conclu que le rapport du soleil a la terre est plus grand que celui 
de 6859 3 . 27 et plus petit que celui de 79507 a 216 (®) ; que le 
diam&tre de la terre est au diametre de la lune dans un rapport 
plus grand que celui de 108 a 43 et plus petit que celui de 60 
a 19 f) ; enfin, que la terre est a la lune dans un rapport plus 
grand que celui de 1259712 a 79507 et plus petit que celui de 
216000 a 6859 (®). 


1. efoxocrra p,S', 46 soixantiemes, c'est-i-dire 0046'. 

2. Voir edition precitee de la traduction de Ptol6mee par Halma, p. 343. 

3. Voir quatrteme hypoth^se. 

4. Voir sixi^me hypoth&se. 

5. Voir edition precitee de la version latine de Commandin, p. 1, verso, et 
traduction fran$aise precitee de Fortia d’Urban, p. 44, oil ce passage est traduit 
fort librement toutefois. 

6 . Aristarque, Sur les Grandeurs et les Distances du Soleil et de la Lune , 
prop. 17 : « Le soleil est a la terre en proportion plus grande que celle de 6859 it 27, 
et moindre que celle de 79507 a 216 ». Voir trad. pr£cit6e de Fortia d'Urban, p. 39. 

7. Aristarque, ibidem, prop. 18 : « Le diametre de la terre est au diametre 
de la lune en plus grand rapport que celui de 108 k 43, moindre que celui de 60 
a 19 ». Voir trad, de Fortia d’Urban, p. 39. 

8. Aristarque, ibidem, prop. 19 : « La terre est k la lune en proportion plus 
grande que celle de 1259712 a 79507 et moindre que celle de 216000 a 6859 ». 
Voir trad, de Fortia d'Urban, p. 40. 

On trouvera un expose interessant de la methode et des calculs d ’Aristarque 
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D'autre part, Ptolemee a demqptre dans le cinqui&me livre 
de sa Composition (*) que, si Ton consid&re le rayon de la terre 
comme etant 1* unite, la plus grande distance de la lune dans les 
conjonctions est de 64 unites et celle du soleil de 1210 unites ; 
tandis que le rayon de la lune est de unites et le 

rayon du soleil de 5 H unites ; en sorte que, si Ton consid&re le 
diam&tre de la lune aussi comme unite, il s’ensuit que le diametre 
de la terre est de 3 plus § unites et celui du soleil de 18 plus 
5 unites. En consequence, le diam&tre de la terre est trois et deux 
cinqui&mes fois le diametre de la lune et celui du soleil dix-huit 
et quatre cinqui&mes fois celui de la lune ; tandis qu’il est cinq 
fois et demie celui de la terre ( 2 ). En raison de ce qui precede, 
le rapport des corps solides est manifeste aussi. En effet, puisque 
le cube de 1 est 1 ; que le cube de 3 plus | est au plus pr&s 39 
plus J, et que le cube de 18 plus 5 est de meme au plus pres 6644 
plus 2 ( 3 ), si l’on considere la grandeur de la lune comme 6tant 
l’unite, on en deduira que celle de la terre est de 39! de ces 
unites, celle du soleil de 6644 1 unites, et que, par suite, la 
grandeur du soleil est au plus pres cent septante fois celle de 
la terre ( 4 ). 

Nous en avons d'ailleurs dit assez au sujet de la comparaison 
des grandeurs et des distances dont il a ete question, et nous 
allons exposer un lemme digne d’investigation parmi ceux qui 
ont trait au quatrieme theoreme du livre ( 5 ). 

Proposition 39. — Soit le cercle ABI\ son diametre prolonge 
AfA et son centre E. Menons du point E la droite BEZ a 


dans l'etude de Paul Tannery: Aristarque de Samos (Memoir es de la Socieie 
des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 2® s6rie, 1883, t. 5, pp. 237-258, 
ou bien : Memoires scientifiques de P. Tannery, vol. I, pp. 371-396). 

1. Cl. Ptol£m£e, Composition mathematique, trad, precitee de Halma, chap. 15 
et suivants. 

2. C’est-k-dire que l’on a : diametre de la terre = 3 \ diametre de la lune, 
et diametre du soleil = 18 £ diametre de la lune = 5 § diametre de la terre. 

3- (3 f ) 3 = 39 m > 39 to = 39i et (184)3 = 6644^ >6644^ =6644 *. 

4. Les relations des deux notes precedentes donnent : vol. terre = 39 J vol. 
lune, et vol. soleil = 6644 £ vol. lune = ($&) 3 vol. terre = 166 f vol. terre < 170 vol. 
terre. 

5. C'est-a-dire au theoreme 4 de l’ouvrage precite d’ Aristarque, enonce : 
« Dans la lune, le plus petit cercle possible separe la partie obscure de la partie 
6clair6e, lorsque le c6ne qui comprend le soleil et la lune a son sommet a notre 
vue ». Voir trad, de Fortia d’Urban, p. n. 
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angles droits sur la droite AT A 
et, du point A, la droite A0 
tangent e au cercle ABr. Posons 
de part et d' autre dn point T 
les arcs KT, TA, moities de 
l’arc Z0, et menons les droites 
de jonction KA, AA, ZA ; je dis 
que 1' angle compris sous les 
droites KA, AA est plus grand 
que Tangle compris sous les 
droites ZA, A0. Mais exposons 
au prSalable les choses suivantes : 



Z 


XXXVIII. 


Proposition 40. — Soit le cercle ABT 1 , le diametre ATA pro- 
long6 et menons du point A une droite AEZ ; je dis que Tare AZ 
est plus grand que Tare PE. 

En effet, prenons le point H, centre du cercle, et menons les 
droites de jonction HZ, HE. L’angle situe au point Z est done 

egal a Tangle situe au point E. 
Et puis que HZA est un triangle ; 
que Tangle exterieur compris sous 
les droites AH, HZ est plus grand 
que Tangle interieur et oppose 
situ£ au point Z, e’est-a-dire Tangle 
situe au point E ; mais que Tangle 
situe au point E est plus grand 
que Tangle compris sous les droites 
AH, HE comme 6tant situ6 a 
Texterieur du triangle AHE, il s’ensuit que Tangle compris sous 
les droites AH, HZ est aussi plus grand que Tangle compris sous 
les droites EH, HA. Or, ces angles sont situes au centre ; done. 
Tare AZ est aussi plus grand que l’arc TE ; ce qu’il fallait 
demontrer. 
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XXXIX. 

Proposition 41. — Soit le cercle AB dont le centre est le 
point A, et soit un point T exterieur au cercle. Menons la droite 
FAAK, la droite FZ tangente au cercle et, par le centre A, la 
droite AA a angles droits sur le diametre KA. Coupons l’arc AZ 
en deux parties egales au point E et menons les droites de 
jonction I7BA, THE ; je dis que Tangle compris sous les droites 
AP, TE est plus grand que celui qui est compris sous les 
droites EP FZ. 

Menons les droites de jonction EB, ZH. Puisque la droite EB 
est plus grande que la droite ZH, et que la droite BI7 est plus 

petite que la droite TH, la droite 
EB est a la droite Br dans un 
rapport plus grand que celui de 
la droite ZH k la droite TH. 
Faisons done en sorte que la 
droite H0 soit a la droite Hr 
comme la droite EB est a la 
droite Br, et menons la droite 
de jonction 0P Des lors, puisque 
les angles compris sous les droites 
AB, BE et sous les droites EH, HZ 
sont egaux entre eux (parce que 
l'arc AE est egal a Tare EZ), les 
angles restants sont aussi egaux entre eux, e’est-a-dire les angles 
compris sous les droites EB, Br et sous les droites ZH, HP De 
plus, les cdtes situes autour des angles egaux sont proportionnels ; 
done, le triangle EBr est equiangle avec le triangle H0P En 
consequence, les angles compris sous les droites AP TE et sous 
les droites HP T0 sont egaux ; done, l'angle compris sous les 
droites AT, TE est plus grand que celui qui est compris sous les 
droites EP FZ f). 

1. On a : EB > ZH et B T < TH, d’oii : Prolongeons ZH de 

TTft W'D 

mani&re k avoir: ^>7=. D^s lors, on a par construction: arc AE =b arc EZ; 

Jl n 01 
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Proposition 39 fas. — Soit enfin une figure identique a la 
premiere (*), et que les donnees soient les memes ; je dis que 
Tangle compris sous les droites KA, AA est plus grand que celui 
qui est compris sous les droites ZA, A0. 

Coupons Tare Z® en deux parties egales au point M et menons 
la droite de jonction MA. II est clair, en vertu de ce qui vient 
d’etre demontre ( 2 ), que Tangle compris sous les droites ZA, AM 
est plus grand que celui qui est compiis sous les droites MA, A®. 
Prolongeons les droites ZEB, AA 
jusqu’aux points N, S ; posons n 

la droite NZ egale a la droite AA, B 

et menons les droites de jonction T^\. 

NM, NA, ZM. Et puisque ABT S \ 'v T 

est un cercle ; que la droite ArA / \ Ss 

. , I E \ lr\4// 

est son diametre prolonge, et que 
la droite AAE est amenee du 
point A sur l'arc concave, il 
s’ensuit que l'arc AS est plus 
grand que l'arc I\A ( 3 ). Mais, s 

l'arc TA est egal a l'arc ZM 

(car chacun de ces arcs est la moitie de l'arc Z0) ; par consequent, 
l’arc AS est aussi plus grand que l'arc ZM. Posons done Tare AO 
egal a l’arc ZM, et menons les droites de jonction AO, OA. Des 
lors, puisque l'arc de demi-cercle A0T est egal a l’arc de demi- 
cercle ZEB, arcs dans lesquels l’arc AO est egal a l'arc MZ, il 
s’ensuit que l'arc restant OT est egal a l'arc restant MB. Et Tangle 
compris sous les droites AA, AO s’appuie sur l’arc OI\ tandis 
que Tangle compris sous les droites NZ, ZM s’appuie sur l’arc MB ; 
par consequent, Tangle compris sous les droites AA, AO est egal 

done (Euclide, liv. Ill, prop. 21, enoncee p. 141, n. 2) : ABE = EHZ, d'ou : 

EBT = ZHT ; d’ou (Euclide, liv. VI, prop. 6, enoncee p. 158, n. 2) similitude 
des triangles EBT, H©r qui ont un angle egal a un angle et les c6tes proportionnels 

autour de ces angles, d’ou : ATE = HT@, d’oii, comme le texte : ATE > ETZ. 

1. Voir la figure de la proposition 39, p. 431. 

2. Voir proposition 41, p. 432. 

3. Voir proposition 40, p. 431 . 
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a l'angle compris sous les droites flJZ, ZM ( 1 ) (et chacun d’eux 
est plus petit qu'un angle droit) ( 2 ). Et puisque la droite AA est 
egale a la droite ZN ( 3 ), et la droite AO egale a la droite ZM ( 4 ), 
les deux droites AA, AO sont done egales aux deux droites NZ, ZM. 
Et l’angle compris sous les droites AA, AO est egal a l’angle 
compris sous les droites NZ, ZM ; done, la base OA est egale a 
la base NM. Et les angles sont egaux ; done, l’angle compris sous 
les droites AA, AO est egal a l’angle compris sous les droites 
ZN, NM ( 5 ). Derechef, puisque l’arc ZAB est celui du demi-cercle, 
l’arc ZABH est done plus grand que celui du demi-cercle. Et 
l’angle compris sous les droites ZM, MH s’appuie sur cet arc ; 
done, l’angle compris sous les droites ZM, MH est plus grand 
qu’un angle droit ( 6 ). Et la droite ZP sous-tend cet angle, tandis 
que la droite PM sous-tend l’angle aigu compris sous les droites 
PZ, ZM ; par consequent, la droite ZP est plus grande que la 
droite PM ( 7 ). Prolongeons done la droite PM jusqu’au point 2, 
et posons la droite PS egale a la droite ZP. Et puisque la droite 
entire ArA est egale a la droite entiere ZBN, et que la droite AE, 
est egale a la droite ZE, la droite restante EA est done egale a 
la droite restante EN, et l’angle compris sous les droites EA, AN 
est done egal a l’angle compris sous les droites EN, NA. En conse- 
quence, l’angle compris sous EA, AN est plus grand que celui 
qui est compris sous AN, NP, et le cote NP est done plus grand 
que le cote PA ( 8 ). Prolongeons la droite PA jusqu’au point T ; 


1. Euclide, liv. Ill, prop. 27, enoncee p. 284, n. 1. 

2. Euclide, liv. Ill, prop. 31, enoncee p., 155, n. 3. 

3. Par construction. 

4. Euclide, liv. Ill, prop. 29 : « Dans des cercles egaux, les arcs egaux 
sont sous-tendus par des droites egales ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 173. 

5. Le texte etablit ici que les triangles A AO, NZM sont semblables et egaux 
dans des termes qui font soup^onner le remaniement d'un commentateur qui 
reproduit partiellement les termes de la proposition 4 du livre I d’ Euclide : « Si 
deux triangles ont deux c6tes egaux a deux c6tes, chacun k chacun, et si les 
angles compris par les c6tes egaux sont egaux, ces triangles auront leurs bases 
egales, ils seront egaux, et les angles restants, sous-tendus par les c6tes egaux, 
seront egaux chacun k chacun. » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 11. 

6. Euclide, liv. Ill, prop. 31, enoncee p. 155, n. 3. 

7. Euclide, liv. I, prop. 19 : « Dans tout triangle, un plus grand cdte sous- 

tend un plus grand angle ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 33. 

8. On a demontre : EAN = ENA ; done : EAN > ANP ; d’oii, k fortiori : 
PAN > ANP, d'oii : NP > PA. 
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posons la droite PT egale a la droite PN, et menons la droite de 
jonction Y2. Des lors, puisque la droite ZP est egale a la droite PS, 
et la droite PN egale a la droite PY, les deux droites ZP, PN sont 
egales aux deux droites SP, PY. Et Tangle compris sous les 
droites ZP, PN est egal a Tangle compris sous les droites SP, PY 
(car ils sont disposes suivant le sommet) ; done, la base NZ est 
egale a la base SY. Et les angles restants sont egaux aux angles 
restants ; done. Tangle compris sous PZ, ZN est egal a Tangle 
compris sous PS, SY ( l ). Mais, Tangle compris sous PM, MA est 
plus grand que celui qui est compris sous PS, SY (car il est 
exterieur au triangle) ( 2 ) ; done. Tangle compris sous PM, MA est 
aussi plus grand que celui qui est compris sous PZ, ZN. Or, Tangle 
compris sous ZP, PN est aussi egal a celui qui est compris sous 
MP, PA; done, Tangle restant compris sous ZN, NP est plus 
grand que Tangle restant compris sous PA, AM ( 3 ). Mais, on a 
demontre que Tangle compris sous ZN, NP est egal a Tangle com- 
pris sous AA, AO ; done. Tangle compris sous AA, AO est aussi 
plus grand que Tangle compris sous PA, AM. En consequence. 
Tangle compris sous AA, AS est, a fortiori, plus grand que Tangle 
compris sous PA, AM. Mais, Tangle compris sous KA, AA est le 
double de Tangle compris sous AA, AS, et Ton a demontre que 
Tangle compris sous ZA, A© est plus petit que le double de 
Tangle compris sous PA, AM ; done, Tangle compris sous KA, AA 
est plus grand que celui qui est compris sous ZA, A0 ( 4 ). 


1. II y a ici meme prolixite que dans le passage plus haut (voir note) pour 
£tablir, qu'en vertu de la proposition 4 du livre I d’Euclide, les triangles ZPN, 
SPY sont egaux et semblables. 

2. II y a ici erreur probablement imputable & un commentateur qui semble 
avoir remanie plusieurs passages de cette demonstration, et qui aura confondu 
le quadriiatere MSYA avec le triangle MSA, dont Tangle exterieur est PM A. 

3. On a: ZPN + PZN + ZNP = MPA + PMA + PAM. Or, on a : ZPN=MPA 
et on a demontre que Ton a : PMA > PZN ; done, comme le texte : ZNP > PAM. 

4. On a eu plus haut : ZNP = AAO, d'ou, en presence de l’inegalite de la 
note precedente : AAO > PAM, d'ou, a fortiori: AAE > PAM. Or, par hypo- 
these, on a : arc KA = 2 arcs TA ; done : KAA = 2JTAA = 2AAS, d'oii : 
KAA > 2PAM. D'autre part, on a demontre (prop. 41) que Ton a : MAO < PAM, 
d'ou : 2 MA 0 < 2PAM, d’ou, a fortiori : MA 0 + PAM < 2PAM ou, comme le 
texte : ZA© < 2PAM ; done, k fortiori, comme le texte : KAA > ZA 0 . 
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XLI (*). 


Si une droite tombant de l’oeil au centre d’un cercle n’est pas 
perpendiculaire au plan de ce cercle, ni egale a son rayon, mais 
est plus grande ou plus petite que celui-ci, les diametres du cercle 
paraitront inegaux ( 1 2 ). 

Exposons d'abord ce qui suit en vue de ce theoreme : 

Proposition 42. — Soient deux triangles rectangles ABr, AEZ 
ayant les angles droits aux points A, A, et que le rapport de la 
droite Br a la droite TA soit plus grand que celui de la droite EZ 
a la droite ZA ; je dis que l'angle compris sous les droites Br, TA 
est plus grand que celui qui est compris sous les droites EZ, ZA. 

En effet, puisque le rapport de la droite Br k la droite TA 
est plus grand que celui de la droite EZ k la droite ZA, il s'ensuit 

qu'en puissance, puis par divi- 
sion, puis en longueur, le rapport 
de la droite BA k la droite AT 
est plus grand que celui de la 
droite EA k la droite AZ ( 3 * ). 



1. On trouve, en marge d’un manuscrit, I’annotation suivante qui indique 
le sujet de ce chapitre et des suivants : El; toc <Jimxa EiixXetSoo. (Lemmes) 
relatifs aux (propositions) optiques d’Euclide. 

2. Euclidis Optica, Opticorum recensio Theonis, Catoptrica, cun scholiis anti- 

ques edidit J. L. Heiberg. Lipsiae, aedibus B . G. Teubneri, 1895, in-8°. Voir pro- 

position 35, p. 64, dont l'enonce, un peu different de celui de Pappus, est : 
’Eocv Se ^ aito too outptaTo; itpo; to xsvrpov too xuxXoo 7cpo<ntwcTOo<ra [nyrs -repot; dpOa; 
7j tw iTr.TciStp too xoxAoo, jjl^t* Tij ex too xevTpoo w 7j, pti^TE C<raq ywvia; -reepte^oo<ra, at 
otaprrpot avt«rot epotv^aovrat itpi; a; notet avtaoo; y wvta;. C’est-a-dire : Si une droite 
tombant de l’oeil au centre d’un cercle n'est pas perpendiculaire au plan du 
cercle, ni egale au rayon, et ne fait pas des angles egaux, les diametres avec 
lesquels elle fait des angles inegaux apparaitront inegaux. 

On pourra consult er les deux traductions suivantes de l’Optique d’Euclide ; 
elles sont fort libres et basees sur des textes qui ont perdu de leur autorite en 
presence de l’edition critique precitee de Heiberg : La perspective d’Euclide, 
traduite en franqais sur le texte grec original de l' auteur, et demonstree par R. Freart 
de Chantelou, sieur de Chambray. Au Mans, de l'imprimerie de Jacques Ysambart, 
1663, in-4 0 > La prospettiva di Euclide, nella quale si tratta di quelle cose che per 
raggi diritti si vegono, etc. trad, dal R. P. M. Egnatio Danti, insieme con la pro- 
spettiva di Eliod. Larisseo. Fiorenza, 1573, petit in-4 0 . 


~ u , , , Br EZ ,, , BT* EZ* ,, , BP* — Fa* EZ* — ZA* 
3. On a par hypothese : — > — , d ou : .. « > ==, d ou : — —3 — -> — — *- 
* ta za Fa* za 5 Fa 2 zP 

BA* EA* j> , - , . BA EA 

ou : =—-= >==-=5, d ou, comme le texte : — > 

FA* ZA* r A ZA 
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Faisons en sorte qu’une droite HA soit a la droite Ar comme la 
droite EA est a la droite AZ ; il est done evident que la droite HA 
sera plus petite que la droite AB. Menons la droite de jonction Hr. 
Des lors, le triangle AHr est semblable au triangle AEZ. En 
consequence. Tangle compris sous les droites AT, TH est egal a 
Tangle compris sous les droites AZ, ZE ; done. Tangle compris 
sous les droites Ar, rB est plus grand que Tangle compris sous 
les droites AZ, ZE ( 1 ). 

XLII. 


Proposition 43. — Menons, d’un point elev6 A, la perpendi- 
culaire AB sur un plan sous-jacent, et qu’elle le rencontre au 
point B. Soit une droite TA dans ce plan ; menons, du point B, 
la perpendiculaire BA sur la droite FA, et menons la droite de 


jonction AA ; je dis que la droite AA est per- 
pendiculaire sur la droite TA p). 

Prenons un point quelconque T sur la 
droite TA, et menons les droites de jonction 
AF FB. Des lors, puisque la droite AB est 
perpendiculaire sur le plan sous-jacent, Tangle 
compris sous les droites AB, Br est droit ; 
done, le carre de la droite AT equivaut aux 
carres des droites AB, BF Or, le carre de 
la droite BT Equivaut aux carres des 
droites BA, AT ; done, le carre de la droite AT 



HA EA 

1. Soit la droite HA < BA telle que l'on ait : ~ ; d’ou similitude des 

TA ZA 

triangles rectangles AHI\ AEZ, d'oii : ATH = AZE, d’ou : ATB > AZE. 

La demonstration de la proposition 44 invoquera la reciproque de ce lemme, 

qui s’enoncerait : Si on a les triangles rectangles ABI\ AEZ, et si ATB > AZE 

BT EZ * 

on aura : — > 7^. Commandin a donne une demonstration de cette proposition 

reciproque (Cfr. loc. cit., p. 216, 11. 5-18). 

2. Ce petit lemme sera invoque plus loin au cours des demonstrations des 
propositions 8 et 15 du livre VIII relatif A la mecanique. H est rappele dans la 
proposition 8 comme Xrjpfxa <rpaipucwv, e’est-a-dire lemme (relatif) aux (propo- 
sitions) spheriques, bien qu’il eut mieux ete designe par Xrijxp.a diraxwv, e’est- 
A-dire lemme (relatif) aux (propositions) optiques, en raison de la partie de 
l'ouvrage oil il se prSsente id. 
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equivaut aux carres des droites AQ, BA, FA. Or, les carres des 
droites AB, BA valent le carre de la droite AA ; done, le carre 
de la droite Ar equivaut aux carres des droites AA, Ar. En 
consequence, l’angle compris sous les droites AA, Ar est droit (*) ; 
done, la droite AA est perpendiculaire sur la droite TA ; ce qu’il 
fallait demontrer. 


XLIII. 

Proposition 44. — D’un point eleve A, menons sur le plan 
sous-jacent une droite AB non perpendiculaire a ce plan, et 
menons du point A une perpendiculaire a ce plan ; qu’elle le 
rencontre au point T, et menons la droite de jonction rB. Je 
dis que l’angle compris sous les droites AB, Br est le plus petit 
de tous ceux qui sont compris sous la droite. AB et quelqu’une 
des droites menees du point B dans le plan sous-jacent ; que 
l’angle plus rapproche de cet angle est continuellement plus petit 
que celui qui en est plus eloigne, et que deux angles egaux ne 
s’etablissent que de part et d’autre de cet angle. 

En efiet, menons une droite quelconque BA dans le plan 
sous-jacent ; menons du point T la droite TA perpendiculaire sur 

cette droite, et menons la droite de jonc- 
tion AA. La droite AA est done perpendi- 
culaire sur la droite BA en raison de ce 
qui a ete demontre precedemment ( 2 ). Et 
puisque l’angle compris sous les droites Ar, 
TA est droit, la droite AA est plus grande que 
la droite Ar ; par consequent, le rapport 
de la droite BA a la droite Ar est plus 
grand que celui de la droite BA a la 
droite AA. Et les angles compris sous les 
droites Br, BA et sous les droites BA, AA 
sont droits ; done, l’angle compris sous les 

1. Le triangle rectangle ABT donne : AT 2 — AB 2 + BI' 2 , et le triangle BAT, 
rectangle par construction, donne : BT 2 = B A 2 + AT 2 ; done, Ai 2 = AB 2 + BA 2 + AT 2 . 
Or (Euclide, liv. XI, def. 3, enoncee p. 382, n. 4), on a : AB 2 + BA 2 = AA 2 ; 
done, AI 2 = AA l + AT 2 , d’oii le triangle AAr est rectangle ea A. 

2. Voir proposition 43, p. 437. 


A 




LIVRE VI DE LA COLLECTION 




droites BA, AT est plus grand que celui qui est compris sous 
les droites BA, AA en vertu de ce qui a ete demontre dans l’avant- 
dernier lemme ( x ) ; en sorte que l'angle restant compris sous AB, Br 
est plus petit que Tangle compris sous AB, BA. On demontrera 
pareillement que Tangle compris sous AB, Br est plus petit que tous 
les autres ( 2 ) ; done, Tangle compris sous AB, Br est le plus petit. 

Je dis aussi que Tangle plus rapproche de cet angle est conti- 
nuellement plus petit que celui qui en est plus eloigne. 

En effet, menons une droit e BE dans le plan sous-jacent ( 3 ) ; 
menons du point T la perpendiculaire TE sur cette droite, et 
menons la droite de jonction AE. La droite AE est done aussi 
perpendiculaire sur la droite BE. ( 4 ) Et puisque Tangle droit com- 
pris sous les droites BA, Ar est egal a Tangle droit compris sous les 
droites TE, EB ; mais que Tangle compris sous les droites Br, TA 
est aussi plus grand que Tangle compris sous les droites Br, TE, 
il s’ensuit que le rapport de la droite Er a la droite TB est plus 
grand que celui de la droite Ar a la droite EB ; done, a fortiori, 
la droite Er est plus grande que la droite TA ( 5 ). Et la droite TA 
est a angles droits sur chacune des droites TA, TE ; done, la 
droite EA est aussi plus grande que la droite AA ; done, le rapport 
de la droite BA a la droite AA est plus grand que son rapport 
a la droite AE ( 6 ). Et les angles situes aux points A, E sont 


1. Les triangles rectangles BrA, BAA donnent (prop. 42) : BAr > BAA. 

Or, ABr = 1 angle droit — BAr et ABA = 1 angle droit — BAA ; done : 
angle ABr < angle ABA. 

2. Sous-entendu : -ruv wept e^opivwv into ce riis AB scat exa^cr,; twv drib to u 
B <nr}p.elou 8tayojxevo>v euOeiuv iv tw Oitoxetjxiva) eniciS<«>, qui sont compris sous (la 
droite) AB et quelqu’une des droites menees du (point) B dans le plan 
sous-jacent. 

3. C’est-i-dire une droite BE telle que Ton ait : angle EBT > angle ABr. 

4. Voir proposition 43, p. 437. 


5. On a par construction : TBE > TBA. Or, les triangles BET, BAT sont 

droits en E et A ; done : BTA > BTE. Des lors, la reciproque de la proposition 42 

Br bt rE ta , 

(voir p. 437, n. 1) donne : ~ , d’ou, comme le texte : — > d'oii (Euclide, 


liv. V, prop. 10, enoncee p. 36, n. 1) : FE > TA. __ __ 

6. Les triangles rectangles ATE, AT A donnent : TE 8 — EA S — Ar 8 et 

i'.A 8 = AA 2 — AT 2 , d’ou en presence de la derniere inegalite de la note precedente: 
Eli 2 — AT 2 > A A 2 — AT 8 , d’ou : EA > A A, d’oii (Euclide, liv. V, prop. 8, enoncee 


p. 36, n. 6) : 


BA BA 
AA > EA* 
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droits ; done, Tangle compris sous les droites BA, AA est plus 
grand que celui qui est compris sous les droites BA, AE. En 
consequence, Tangle compris sous les droites AB, BA est plus 
petit que Tangle compris sous les droites AB, BE (*). On demon- 
trerait pareillement que Tangle plus rapproche de Tangle compris 
sous les droites AB, BT est continuellement plus petit que celui 
qui en est plus eloign e. 

Enfin, je dis que deux angles egaux ne s’etablissent que de 
chaque c6te de Tangle. 

Etablissons sur la droite IB, en son point B, dans le plan 
sous-jacent, un angle compris sous les droites IB, BZ egal a 
Tangle compris sous les droites AB, BT ; menons du point Y la. 
perpendiculaire TZ sur la droite BZ, et menons la droite de 
jonction AZ. Puisque Tangle compris sous les droites IB, BA est 
egal a celui qui est compris sous les droites IB, BZ ; que Tangle, 
droit compris sous les droites TA, AB est 6gal a Tangle droit comprise 
sous les droites TZ, ZB, et que la droite IB est le cote commun 
des triangles, il s’ensuit que la droite BA est egale a la droite BZ 
et la droite TA egale a la droite YZ ( 1 2 ). Et la droite AT est 
perpendiculaire sur chacune des droites AT, TZ ( 3 ) ; done, la 
droite AA est aussi egale a la droite AZ. Des lors, puisque la 
droite AB est egale a la droite BZ ; que la droite BA est commune 
et que la base AA est egale a la base AZ, il s'ensuit que Tangle, 
compris sous les droites AB, BA est egal a Tangle compris sous 
les droites AB, BZ ( 4 ). On demontrera pareillement qu’il ne 
s’etablit pas un autre angle egal k celui qui est compris sous les- 
droites AB, BA. 

L’ angle compris sous les droites AB, BT est done le plus petit 
Tangle qui en est plus rapproche est continuellement plus petit 
que celui qui en est plus eloign^, et deux angles egaux ne 
s’etablissent que de part et d’autre de cet angle. 


1. Voir proposition 42, p. 436. 

2. Euclide, liv. I, prop. 26, enonc£e p. 284, n. 1. 

3. Euclide, liv. XI, def. 3, dnoncee p. 328, n. 4. 

4. Euclide, liv. I, prop. 8 : « Si deux triangles ont deux cdtes egaux a 
deux cdtes, chacun a chacun, et s’ils ont la base egale k la base, les angles compris 
par les cdtes egaux seront egaux ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 18. 
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XLIV. 

Proposition 45. — Soient deux triangles ABr, AEZ ayant 
les droites BI\ EZ egales, et coupons les droites BI\ EZ en deux 
parties egales aux points H, 0. Menons les droites de jonction 
AH, A0 ; que ces droites soient Egales entre elles ; que la droite AH 
soit perpendiculaire sur la droite BI\ tandis que la droite A0 
n'est pas perpendiculaire sur la droite EZ, et que la droite AH 
soit plus grande que la droite HB. Je dis que Tangle compris 
sous les droites BA, AI7 est plus grand que celui qui est compris 
sous les droites EA, AZ. 

Circonscrivons le cercle ABr autour du triangle ABr et 
prolongeons la droite AH jusqu’au point A. Puisque la droite AH 
est plus grande que la droite HB, et que la droite AA est un 
diametre, il s’ensuit que le centre du cercle est situe entre 
les points A, H (car cela sera 

d 6 montr 6 dans la suite) (*■ ) . En k a 

consequence, la droite AH est la f sf 

plus longue ( 1 2 ) et celle qui en est / / y/\ ! s' / 
plus rapprochSe est continuelle- \ls / \j / 

ment plus longue que celle qui 8 “ y v z * z 

en est plus eloignee ( 3 ). Etablis- - 7 ; — 

sons un angle compris sous les 

droites TH, HM egal a celui qui est compris sous les droites A0, 
©Z ; la droite AH, c’est-a-dire la droite A0 ( 4 ), est done plus 
grande que la droite HM. Posons la droite HK egale a la droite A0, 
et menons les droites de jonction KB, Kr ; il s'ensuit que Tan- 
gle compris sous les droites FA, AZ est egal a celui qui est compris 
sous les droites BK, Kr ( 5 ). Or, Tangle compris sous les droites BA> 


1. Voir plus loin, proposition 47. 

2. C'est-a-dire la plus longue de toutes les droites menees du point H a la 
circonference du cercle. 

3. Euclide, liv. Ill, prop. 7, enoncee p. 398, n. 4. 

4. Par construction. ^ 

5. On a par construction : Hr = ©Z, HK = 0 A et KHr = A@Z, d’ou, 
(Euclide, liv. I, prop. 4, enoncee p. 434, n. 5) egalite des triangles HKI\ ©AZ. 
Or, on a : BH = E@, d’ou egalite des triangles EAZ, BKI\ d’ou, comme le texte : 
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Ar est plus grand que celui qui est compris sous les droites BK, 
Kr, et Tangle compris sous les droites BA, AT est done plus 
grand que celui qui est compris sous les droites EA, AZ ( 1 ). 

Proposition 46. — Les memes choses etant supposees, que 
la droite HA soit plus petite que la droite HB ; je dis que Tangle 
compris sous les droites BA, AT est plus petit que celui qui est 
compris sous les droites EA, AZ. 

Construisons done Tangle compris sous les droites TH, HM 
egal a celui qui est compris sous les droites A 0 , @Z. Et puisque 
la droite AH est plus petite que la droite HB, et que la droite AA 
est un diam&tre, il s'ensuit que le centre du cercle est situe entre 

les points A, H ( 2 ). En conse- 
quence, la droite AH est la 
plus courte ( 3 ) ; done, la droite 
HM est plus grande que la 
droite HA, e'est-a-dire que la 
droite A 0 . Posons la droite HN 
egale a cette droite, et menons 
les droites de jonction NB, Nr; 
il s’ensuit que Tangle compris 
sous les droites EA, AZ est egal & celui qui est compris sous les 
droites BN, NI\ Mais, Tangle compris sous les droites BN, Nr est 
plus grand que celui qui est compris sous les droites BA, Ar ( 4 ) ; 
done. Tangle compris sous les droites EA, AZ est plus grand que 
celui qui est compris sous les droites BA, Ar ( 5 ) ; ce qu’il fallait 
demontrer. 


A 



XLV. 

Proposition 47. — Soit le cercle ABr dont le diametre 
est AB. Prenons un point quelconque A sur ce diametre ; menons 

1. Si Ton mene les droites de jonction BM, I'M on a (Euclide, liv. Ill 
prop. 2i, enoncee p. 141, n. 2) : BAT = BMI\ Or (Euclide, liv. I, prop. 21, 
enoncee p. 83, n. 4), on a : BMT > BKT ; done, comme le texte : BAT > BKr, 

d’ou, en presence de l’egalite de la note precedents : BAT > EAZ. 

2. Ce qui sera demontre k la proposition 47. 

3. C'est-i-dire la plus courte de toutes celles menees du point H k la circon- 
ference du cercle. 

4. Voir proposition 45, note 1 ci-dessus. 
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la droite TA comme on voudra, et que la droite AA soit plus 
grande que la droite Ar ; je dis que la droite AA est aussi plus 
grande que la droite AB. 

Menons les droit es de jonction 
Ar, rB. Puisque Tangle compris sous 
les droites Ar, TA est plus grand 
que l’angle compris sous les droites 
TA, AA, il s'ensuit que Tangle rest ant 
compris sous les droites AT, TB est 
plus petit que Tangle restant compris 
sous les droites AB, BT ; done, la 
droite TA est plus grande que la 
droite AB. Or, la droite AA est aussi 
plus grande que la droite AT ; done, 
la droite AA est, a fortiori, plus grande que la droite AB (*). 

On demontrera pareillement que, si la droite AA est plus petite 
que la droite AT, elle est aussi plus petite que la droite AB. 

XL VI. 

Proposition 48. — Soit le cercle 
ABT dont le diametre est AB. Pre- 
nons un point A sur ce diametre ; 
menons des droites AT, AE, et que la 
droite TA soit plus grande que la 
droite AE ; je dis que la droite AA 
est plus grande que la droite AB. 

Menons la droite de jonction TE 
et la perpendiculaire AZ ; la droite TZ 
est done plus grande que la droite 
ZE ( 1 2 * ). Coupons la droite TE en deux 


1. Le triangle rectangle ATB donne : ATB = AI*A -}- ArB = TAA -f ABr. 
Or (Euclide, liv. I, prop. 18 : « Dans tout triangle un plus grand cdte est oppose 

a un plus grand angle ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 32), on a : ATA > TAA ; 

done, comme le texte : Al’B < ABT, d’ou (Euclide, liv. I, prop. 19, enoncee 
p. 434, n. 7) : TA > AB. Or. on a par construction : AA > TA ; done, k fortiori : 
AA > AB. 

2. On a : aT*= AZ a -f- rz* et AE a = AZ 4 + ZE 4 . Or, par construction : 

AT > AE ; done, comme le texte : TZ > ZE. 


A 



A 
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parties 6gales au point H, et menons par le point H la droite H© 
parallele a la droite AZ ; il s’ensuit que la droite ®H est a angles 
droits sur la droite TE. Mais elle coupe aussi cette droite en 
deux parties egales ; done, le centre est situe sin: la droite H® ( 1 ). 
Or, il est situe aussi sur la droite AB ; done, le point ® est 
le centre du cercle ; par consequent, la droite AA est plus grande 
que la droite AB. 


XL VII. 

Proposition 49. — Soient de nouveau deux triangles ABF, 

AEZ ayant les cotes Br, EZ egaux. Coupons les droites Br, EZ 
en deux parties egales aux points H, ® ; menons les droites de 
jonction AH, A® ; que celles-ci soient egales ; que les droites 
AH, A® ne soient ni Tune ni l’autre perpendiculaires sin: la base, 
et que Tangle compris sous les droites AH, HT soit plus grand 
que celui qui est compris sous les droites A®, ®Z. Je dis que, si 
la droite AH est plus grande que la droite HT, Tangle compris 
sous les droites BA, AT est plus grand que celui qui est compns 
sous les droites EA, AZ et que, si la droite HA est plus petite 
que la droite HT, Tangle compris sous les droites BA, AT est aussi 
plus petit que celui qui est compris sous les droites EA, AZ. 

Menons du point H la droite HK a angles droits sur la 
droite BT ; cette droite est done un diametre du cercle. Que la 
droite HA soit d’abord plus grande que la droite HT ; il s’ensuit, 
en vertu de ce qui a ete demontre precedemment ( 2 ), que la 
droite HK est plus grande que la droite HA [car la droite KH 

est la plus grande, et celle qui en est plus rapprochee est conti- 

nuellement plus grande que celle qui en est plus eloignee] ( 3 ). 

Etablissons un angle compris sous les droites TH, HM egal a 
celui qui est compris sous les droites A®, ©Z ; la droite HA, 
e’est-a-dire la droite A®, est done plus grande que la droite 

HM. Posons la droite HN egale a la droite ©A et menons les 

i 

I 

1. Euclide, liv. Ill, prop. 1, corollaire, enonce p. 318, n. 5. • 

2. Voir proposition 45. ' 

3. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme une inter- 
polation (Cir. loc. c it., vol. II, p. 580, 11. 4-5). 

1 - - — ^ 
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droites de jonction NB, Nr. En consequence, l'angle compris 
sous les droites BN, Nr est egal a celui qui est compris sous les 
droites EA, AZ ; done, l’angle 
compris sous les droites BA, AT 
est plus grand que celui qui est 
compris sous les droites EA, 

AZP). 

On d6montrera pareillement 
que, si la droite AH est plus 
petite que la droite Hr, l’angle compris sous les droites BA, AT 
est plus petit que celui qui est compris sous les droites EA, AZ ; 
ce qu’il fallait demontrer. 



XL VIII. 

Proposition 50. — Soit le cercle ABr dont le centre est le 
point E, et que la droite EZ soit menee k angles droits du point E 
sur le plan du cercle ; je dis que, si l’oeil est plac6 sur la droite EZ, 
les diametres du cercle apparaissent 4gaux. 

La chose est manifeste, attendu que to'utes les droites qui 

tombent du point Z a la circonference du 
cercle sont egales entre elles et com- 
prennent des angles egaux. 

Mais, que la droite EZ ne soit pas 
perpendiculaire au plan du cercle, et 
qu’elle soit egale au rayon du cercle ; 
je dis que si l’ceil est place au point Z, 
les diametres se montrent encore egaux. 

En effet, menons deux diametres Ar, 
BA et menons les droites de jonction 
ZA, ZB, Zr, ZA. Puisque les trois droites 
EA, Er, EZ sont egales, l’angle compris 
sous les droites AZ, Zr est done droit ( 2 )„ 
Pour la meme raison d’ailleurs, l'angle compris sous les droites BZ, 
ZA est droit aussi ; par consequent, les diametres AT, BA se 


Z 
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montrent egaux. On demontrera p^reillement pour tous les dia- 

metres. 

En consequence, il est manifeste 
que (!), si l'on a un cercle le plus 
grand dans une sphere, et si l’ceil 
se transporte n’importe oil ( 1 2 ) k la 
surface de la sphere en regardant la 
circonference du cercle, les diametres 
seront vus egaux. 

IL. 

Proposition 51. — Si l’on a un cercle, si on el&ve de son 
centre une droit e qui ne soit ni a angles droits sur le plan du 
cercle, ni egale au rayon du cercle, et si l’oeil est place k l’extremite 
de la droite ainsi elevee, les diametres 
seront vus inegaux ( 3 ). 

Soit le cercle ABr dont le centre est le 
point A ; elevons du point A une droite AE 
qui ne soit ni k angles droits sur le plan 
du cercle, ni egale au rayon du cercle, et 
que l'oeil soit place au point E. Que la 
droite AE soit d’abord plus grande que 
le rayon du cercle AB ; menons du point E 
la perpendiculaire EZ sur le plan du cercle ; 
amenons la droite de jonction ZHA jus- 
qu’au point I\ et menons par le point A 



Z 



1. Le texte presente ici une repetition inutile que Hultsch attribue k un 
interpolates : « Si l’on a un cercle ; si, de son centre, on mene une droite k angles 
droits sur le plan du cercle, et si l'oeil est pose ou l’on voudra sur la droite ainsi 
menee, les diametres du cercle seront vus egaux ; tandis que si la droite elevee 
du centre n’est pas k angles droits sur le plan du cercle, et est egale au rayon, les 
diametres seront pareillement vus egaux de l'extremite de cette droite. Il est 
done manifeste que...» (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 582, 11. 1-8). 

2. Exception faite du cas oil l'oeil est place sur la circonference meme du 
grand cercle de la sphere. 

3. Cette proposition doit Stre rapprochee de la proposition 36 de YOptique 
d'Euclide : Twv appatuiv oi xpo^ol tojts piv xuxXoeiBei? oatvovrai, itoxe 8e 
■reapeffTO*«rpevoi (Voir p. 80 de 1’ edition critique de YOptique d’Euclide mentionnee 
p. 436, n. 2). Nous traduisons cet enonce : Les roues des chars paraissent tantdt 
de forme circulaire, tantdt contractees. 
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la droite AB a angles droits sur la droite Hr. Je dis que la 
droite AB sera vue la plus grande, la droite Hr la plus petite, 
que celle qui est plus rapprochee de la droite Hr sera con- 
tinuellement vue plus petite que celle qui en est plus eloignee, et 
que deux droites egales se verront seulement de part et d’autre 
de la droite Hr. 

II est Evident que la droite EA est perpendiculaire sur la 
droite AB f 1 ) ; car la droite EZ est amenee du point eleve E 
perpendiculairement sur le plan du cercle, la droite AB est 
men£e quelconque ( 2 ), la droite AZ est men4e du point Z perpen- 
diculairement sur celle-ci, et on a mene la droite de jonction AE. 
II est d'ailleurs Evident aussi, en vertu des choses pr6c6demment 
dites ( 3 ), que Tangle compris sous les droites EA, AZ est le plus 
petit ; que celui qui en est plus rapproche est continuellement 
plus petit que celui qui en est plus eloigne, et que deux angles 
egaux ne s’6t?b!issent que de part et d'autre de cet angle. 

Menons maintenant une droite quelconque @AK ( 4 ) ; la 
droite EA n'est done plus perpendiculaire sur la droite ©K; car 
si elle lui etait perpendiculaire, mais etant aussi perpendiculaire 
sur la droite AB, la droite EA serait done perpendiculaire sur 
le plan du cercle ( 5 6 ) ; ce qui ne peut etre. En consequence, la 
droite EA n'est pas perpendiculaire sur la droite ©K. Menons les 
droites de jonction EA, EB, E©, EK, EH, ET. Puisqu'on a deux 
triangles AEB, E©K ayant les bases AB, ©K Egales, divisees toutes 
deux en deux parties egales au point A ; que la droite EA, perpen- 
diculaire sur la droite AB et non sur la droite ©K, est la meme 
dans chacun des triangles, et que la droite EA est plus grande 
que la droite AA ( 8 ), il s'ensuit que Tangle compris sous les droites 
AE, EB est plus grand que celui qui est compris sous les droites 
©E, EK f 7 ). On demontrera pareillement qu’il est plus grand que 
tous les angles etablis de la meme maniere ; par consequent, la 
droite AB est vue la plus grande. 


1. Voir proposition 43, p. 437. 

2. Dans le plan du cercle AHBI\ 

3. Voir proposition 44, p. 438. 

4. C’est-a-dire un diam^tre quelconque ©AK. 

5. Euclide, liv. XI, prop. 4, enoncee p. 103, n. 7. 

6. Par hypothese. 

7. Voir proposition 45, p. 441. 
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Au contraire, puisqu’on a deux triangles EHr, E0K ayant les 
bases egales (*) et la droite EA commune ; que la droite EA n’est 
perpendiculaire sur aucune des droites 0K, Hr ; que Tangle com- 
pris sous les droites EA, A0 est plus grand que celui qui est 
compris sous les droites EA, AH (car il a 6 te demontre que Tangle 
compris sous les droites EA, AH est le plus petit) (*), et que la 
droite EA est plus grande que la droite A0 ( 8 ), il s’ensuit que 
Tangle compris sous les droites 0E, EK est plus grand que celui 
qui est compris sous les droites HE, ET (car cela a ete demontre 
aussi) ( 1 2 3 4 ). On d6montrera pareillement que Tangle compris sous 
les droites HE, ET est le plus petit de tous ; par consequent, la 
droite HT est vue la plus petite. 

Il est manifest e aussi que deux droites egales ne seront vues 
que de part et d’autre de la droite HT, parce que deux angles 
4gaux ne s’etablissent que de part et d’autre de Tangle compris 

sous les droites EA, AZ ( 5 6 ). 



On demontrera pareillement 
que, si la droite EA est plus 
petite que la droite AA, la droit.e 
Hr sera vue comme etant la plus 
grande et la droite AB comme 
etant la plus petite (®) ; que ceile 
qui est plus rapprochee de la 


droite AB est continuellement vue 


plus petite que ceile qui en est plus 61oignee, et que deux droites 
egales ne seront vues que de part et d’autre de la droite Hr (ou 
de la droite AB) ( 7 ). 


1. Le texte sous-entend ici la phrase du passage precedent : wv sxaxepa Ziya. 
TSTpiTou xa-ra to A, dont chacune est divisee en deux parties egales au (point) A. 

2. Voir proposition 44. p. 438. 

3. Par hypoth&se. 

4. Voir proposition 49, p. 444. 

5. Voir proposition 44, p. 438. 

6. La proposition ayant considere les deux cas du rayon visuel plus grand 
et plus petit que le rayon du cercle contemple, elle peut etre rapprochee de la 
proposition 37 de YOptique d’Euclide (voir p. 80 de l'edition critique mentionnee 
p. 436, n. 2) : “Earl toko?, ou tou oppiaTo? jjlsvovto?, tou 5 i 6pwp.evou pie(h<rTapivou, 
tffov del to 6pwp.evov <patvcrai. « Il y a un lieu oil l'oeil restant fixe et la chose 
regardee se depla^ant, la chose regardee paraitra toujours egale. » 

7. Les mots tt(? AB, mis entre parentheses, ont probablement ete inter- 

yCjts. HuvracB., loc. cii., vd. II, p. i. %zt). 



LIVRE VI DE LA COLLECTION 


449 



L. 

Puisque le cercle semble done presenter a l’oeil l'apparence 
d’une ellipse, et son centre passer pour etre le centre de cette 
ellipse, cette consideration donne lieu a une objection peu 
commune. II est, en effet, possible de d^montrer que e’est un 
certain autre point qui est vu dans le cercle comme 6 tant le 
centre de la ligne telle qu’elle nous apparait ( x ). Mais, nous 
exposerons d’abord le petit lemme suivant : 

Proposition 52 . — Que la droite B@ soit a la droite A0 
comme la droite BK est a la droite KA ; que Tangle compris sous 
les droites BZ, Z0 soit egal a celui qui est compris sous les 
droites 0Z, ZA, et menons la droite de jonction KZ ; je dis que 
Tangle compris sous les droites 0Z, ZK est droit. 

Menons par le point 0 la droite T0H par allele a la droite KZ 
et prolongeons la droite ZA jusqu’au point H. Des lors, puisque 
la droite B0 est a la droite 0A comme la droite BK est a 1 a 
droite KA ; que, par permutation, 
la droite KA est a la droite A0 
comme la droite BK est k la 
droite B0, mais que la droite ZK 
est a la droite T 0 comme la 
droite BK est a la droite B0, il 
s’ensuit que la droite KA est k la h 

droite A0 comme la droite ZK est 

a la droite T0. Or, la droite KZ est a la droite 0H comme la 
droite KA est k la droite A0 (car les triangles ZAK, AH0 sont 
equiangles) ; done, la droite ZK a meme rapport avec chacune 
des droites T0, 0H ; done, la droite T0 est egale a la droite 0H 



1. C’est-i-dire de la ligne circulaire ou circonference du cercle apparaissant 
sous la forme d'une ellipse. 

2. On a par hypoth£se : d'ou : ^ Or, la similitude des 

r ©A KA ©A B© 

triangles BZK, BT0 donne : ^ ; done : ^ Or, la similitude des 

triangles ZAK, HA® donne : ^ ; 

A0 

(Euclid*, liv. V* prop, qu 


d'ou : ^ Or, la similitude des 

©A B© 

done : ^ = ^ 5 . Or, la similitude des 

0a 1 0 

ZK ZK 

done, comme le texte : , d'ou 
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De plus, la droite TZ est a la droit ZH comme la droite T@ est 
a la droite ©H ; done, la droite TZ est aussi egale a la droite ZH (*). 
Et puisque la droite T@ est egale a la droite 0H ; que la droite Z© 
est commune, et que la base HZ est egale a la base TZ, il s’ensuit 
que l’angle compris sous les droites T0, 0Z est egal a Tangle 
compris sous les droites Z0, 0H ; done, chacun de ces angles 
est droit. En consequence. Tangle compris sous les droites ©Z, ZK 
est droit aussi ; parce que les droites TH, ZK sont paralleles ( 2 ). 

LI. 

Proposition 53. — Cela etant expose au prealable, soit le 
cercle ABTA decrit autour du centre E, et que l'oeil soit au 
point Z non situe dans le plan du cercle. Que la perpendi- 
culaire ZH amenee du point Z sur le plan du cercle ne tombe 
pas au centre E ; prolongeons la droite de jonction HE jusqu’aux 
points B, K, et menons, du point Z aux points B, A, les droites 
de jonction ZA, ZB. Coupons Tangle compris sous les droites 
BZ, ZA en deux parties egales par la droite Z© ; menons la 
droite A0T a angles droits sur la droite BA, et menons les 
droites AK, KT tangent es au cercle. Je dis que, si Toeil est place 


1. On a par construction BZ 0 = ©ZA ; done, le triangle TZH a i'angle en Z 
partage en deux parties egales, d’oii (Euclide, liv. VI, prop. 3, enoncee p. 220, 

r z r © 

n. 4) : d'ou, en presence de la demtere egalit6 de la note precedente, 

on a, comme le texte : TZ = ZH. 

2. Les derni&res egalites des deux notes prdeedentes et le c6te commun Z 0 
donnent (Euclide, liv. I, prop. 8, enoncee p. 440, n. 4) : triangle TZ© = 

triangle HZ 0 ,d'oii: Z©r = Z 0 H = angle droit, d'oii (Euclide, liv. I, prop. 29, 

Enoncee p. 105, n. 5) : 0 ZK = angle droit. 

Cette proposition comporte une premiere reciproque que Pappus invoquera 
ci-apr6s dans les demonstrations des propositions 53 et 54. Elle s’enoncerait : 

B© gg /\ 

Si l'on a : — = ^ et ©ZK = angle droit, et si l’on m6ne les droites BZ, ZA, 
on aura : BZ© = ©ZA. 

La proposition comporte une seconde reciproque que Pappus invoquera k la 
fin de la demonstration de la proposition 156 du livre VII. Elle s’enoncerait : 

/\ /\ /\ BK B© 

Si l’on a : ©ZK = angle droit et BZ© = ©ZA, on aura : ^ 

Commandin a donne les demonstrations de ces deux propositions reciproques 
en notes de sa version latine (Cfr. loc. cit., p. 225). 
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au point Z, le cercle ABrA apparaitra tel qu’une ellipse ayant 
comme centre le point 0 (non le point E comme certains le 
pensent), et comme axes conjuguds les droites TA, BA ; que les 
droites menees d’une maniere ordonnee sur la droite BA seront 
et paraitront par alleles a la droite Ar ; que les droites menees 
d’une maniere ordonnee sur la droite Ar seront amenees du 
point K, mais paraitront par alleles a la droite BA ; enfin, je dis, 
en ce qui concerne la vue de 1’ ellipse, que les choses qui 
apparaitront seront les memes que celles qui se pr&entent dans 
cette section de cone. 

En effet, menons les droites de jonction AZ, ZF ; l'angle com- 
pris sous les droites AZ, Z0 est done egal k celui qui est compris 
sous les droites 0Z, Zr (*). Or, 
l’angle compris sous les droites 
0Z, ZB est aussi 4gal k celui 
qui est compris sous les droites 
0Z, ZA ( 1 2 ) ; done la droite A0 
apparait egale a la droite 0r 
et la droite B0 egale a la 
droite 0A ( 3 ). 

Je dis maintenant que, si l’on 
mene tranversalement une droite telle que A0M, elle apparaitra 
coupee en deux parties egales au point 0. 

En effet, menons les droites de jonction AK, KM, MS, puis 
MZ, ZS, ZN, ZA, et enfin ZK. D&s lors, puisque, k cause des 
tangentes, la droite B0 est a la droite 0A comme la droite BK 
est a la droite KA( 4 5 ), et que l’angle compris sous les droites BZ, Z© 
est egal a celui qui est compris sous les droites 0Z, ZA il s’ensuit 
que l'angle compris sous les droites 0Z, ZK est droit (car cela 
a et6 demontre anterieurement) ( 6 ). Et puisque le plan passant 

1. Par hypothese, la droite Z 0 est perpendiculaire sur la droite Ar. 

2. Par construction. 

3. Euclide, Optique, 7. Voir edition mentionnee k la page 436, n. 2. 

4. On a : KT 2 = 0 K*+ ©f a = 0 K ( 0 A + KA) + B 0 x W = 0 Kx KA + 

0 A ( 0 K + B 0 ) = 0 K x KA + ©A x BK(I). D'autre part, on a: Kr* =BKxKA = 

(B© + ©K) KA = B© x KA + @K x KA (II). De (I) et (II) on tire : =* ^ ; 

relation qui fait remonter aux Anciens la connaissance des propridtes du pdle 
et de la polaire dans le cercle. 

5. Voir proposition 52, p. 449. 


7. 
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pax les points B, Z, K est perpendiculaire au plan passant par 
les points A, Z, T (car la droite Ar est aussi perpendiculaire au 
plan passant par les points B, Z, K, et la droite ZK est menee 
perpendiculaire a la section commune 0Z dans un des plans) ( 1 ), 
il s'ensuit que la droite ZK est perpendiculaire au plan qui passe 
par les points A, Z, V. En consequence. Tangle compris sous les 
droites NZ, ZK est droit (*). Et la droite AN est a la droite NS 
comme la droite AK est a la droite K3 ( 3 ) ; done, Tangle compris 
sous les droites AZ, ZN est dgal a celui qui est compris sous les 
droites NZ, ZS ( 4 ) ; done, la droite AN apparait egale a la 
droite NS. Et la droite AN est a la droite NS comme la droite AZ 
est a la droite ZS, mais la droite ZS est dgale a la droite ZM (car 
la droite de jonction MS est parallele a la droite AT) et la droite A0 
est a la droite 0M comme la droite AN est a la droite NS ; done. 
Tangle compris sous les droites AZ, Z© est egal a celui qui est 
compris sous les droites 0Z, ZM ( 5 ) ; done, la droite 0A apparait 
6gale a la droite 0M. 


1. Euclide, liv. XI, def. 4 : « Un plan est perpendiculaire a un plan, lorsque 
les perpendiculaires menees dans un des plans 4 leur commune section, sont 
perpendiculaires 4 l'autre plan ». Voi trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 1 . 

2. Euclide, liv. XI, def. 3, enoncee p. 328, n. 4. 

3. En geometrie modeme, si l’on consid&re le pdle K et la polaire TA du 
cerde, la s4cante quelconque K2A donne aussitdt la relation du texte : 

Toutefois, pour la demontrer 4 la mani&re d'Eudide, comme 4 l'epoque de Pappus, 
considerons la droite Ar coupee en deux parties egales en 0 et en deux parties 
inegales en N, et l ’on a (Euclide, liv. II, prop. 5, enoncee p. 2 33, n. 3) : 
TN X NA + N0 1 = £0*, d'oii : TN x NA + N©*+ 0K a = r © 2 + 0 K 2 ou : 

TN x NA -f NK*=rK*. Or (Euclide, liv. Ill, prop. 35 , enoncee p. 149 , n. 5), 

on a : TN x NA — AN x NE, et (Euclide, liv. Ill, prop. 36, enoncee p. 142, 
n. 4), on a : TK* = AK X KS ; done : AN x N3 4- NK 2 = AK x K2 ou : 
AN (NK — K2) + NK (AK — AN) = AK (NK — N3) ou: AN X KS = AK x N3, 

d'oii, comme le texte : ^ 

IN A Jv5 

4 . On a demontre : NZK = angle droit, d’ou, en presence de la relation de 

la note precedente, la proposition 52 (voir premiere reciproque, p. 450 , n. 2 ) 

donne : AZN = NZ2. 

5 . Considerant l'angle AZ2 partage en deux parties egales par la 

droite N2, on a (Euclide, liv. VI, prop. 3, enoncee p. 220 , n. 4 ) : — 

Or, le parallelisme des droites MZ, Ar donne : Z2 = ZM ; done: 

Or, le parallelisme des droites N0, ME donne : = ^ ; done: = d’oii 

(Kncui>x, liv. VI. prop, si • Xie 


LIVRE VI DE LA COLLECTION 


453 


Pareillement, si quelqu’ autre droit e est menee par le point 0, 
elle apparaitra aussi coupee en deux parties egales au point 0. 
En consequence, le point 0 apparait comme etant le centre de 
1' ellipse, les droites Ar, BA apparaissent comme etant ses axes 
conjugues, les droites par alleles a la droite Ar seront coupees en 
deux parties egales par la droite BA, et les droites amenees du 
point K paraitront decoupees en deux parties egales par la 
droite Ar, ainsi qu’on l’a demontre pour la droite AS. 

Je dis maintenant que les droites amenees du point K appa- 
raissent comme etant paralleles a la droite BA. 

En effet, menons par exemple la droite AK et la perpendicu- 
laire AO, que nous prolongeons jusqu'au point P, et menons les 
droites de jonction ©Z, ZII, ZP. D4s lors, puisque la droite AZ 
est a la droite SZ comme la droite AK est a la droite KS, c'est- 
a-dire comme la droite PA est a la droite SM; que la droite AZ 
est egale a la droite ZP et la droite EZ egale a la droite ZM (*), 
il s’ensuit que l’angle compris sous les droites AZ, ZP est egal 
a celui qui est compris sous les droites EZ, ZM, et que Tangle 
compris sous les droites AZ, ZO est egal k celui qui est compris 
sous les droites SZ, ZII ( 2 ). En consequence, la droite OA apparait 
comme etant 4gale a la droite IIE ; en sorte que les droites AS, BA 
apparaissent comme 4tant paralleles ( 3 ), [puisque les perpendi- 


1. Le manuscrit du Vatican (Codex Vaticanus graecus 218) porte en marge 
la remarque suivante d’un scoliaste : '’cro<rxtXii yao rptvwva icotvxa yivovrat 
xoputp7\v xotvrjv -ro Z e^ovra, ( 3 aerei? Se itapa ttjv AT ; a car tous les triangles 
qui ont comme sommet commun le (point) Z, et les bases paralleles k la (droite) 
Ar, deviennent isoceles. 

t AN AK 

2. On a demontre (voir p. 452, note 3) que Ton a : — = Or, considerant 

le triangle AZ 3 , dont Tangle Z est coupe en deux parties egales par la droite NZ, 

on a (Euclide, liv. VI, prop. 3, enoncee p. 220, n. 4): = done: 41 ?=^=. 

Zi JN A aZ iVkSi 

Or, ^ == ^ ; done, comme le texte : ^ = Or, on a: AZ = ZP et 

KS all SM aZ aM 

ZP P A 

SZ ass ZM; done: ^ (^ UCLIDE » ^ v * P ro P- 5: « Si deux triangles 

ont leurs cdtes proportionnels, ils seront equiangles, et ils auront les angles sous- 
tendus par les cdtes homologues egaux entre eux». Voir trad, de Peyrard, vol. I, 

p. 301) : similitude des triangles isocdles AZP, 3 ZM, d’ou : xYZP = HZM, d'oii, 

■en moities : AZO =* SZU. 

3. So ui-«nfwnd i» : cm 
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culaires situSes dans leur intervalie apparaissent comme etant 
ggales] f). 


LII. 

Proposition 54. — Cela etant demontre, il est possible de 
faire voir un probleme plus etonnant que nous proposons de la. 
maniere suivante : 

Un cercle etant donne de position et un point etant donne 
dans son plan, a l’interieur de sa circonference, trouver pour l’ceil 
le lieu d’oii il verra le cercle comme etant une ellipse ayant comme 
centre le point donne a rinterieur de la circonference. 

Soit donne le cercle ABrA decrit autour du centre E ; soit 
donne le point Z a rinterieur du cercle, et qu’il faille trouver 
le lieu d’oii le cercle apparaitra comme etant une ellipse ayant 
comme centre le point Z. Prolongeons de part et d’autre la droite 
de jonction ZE et menons-lui, du point Z, la 
perpendiculaire AT. Menons des points A, P 
les tangentes A0, 0r dans le plan du cercle, 
et decrivons sur la droite Z0 le demi-cercle 
ZH0 perpendiculaire sur le plan du cercle 
ABrA. Je dis que, si l’on prend un point quel- 
conque sur l'arc entier ZH0 ( 2 ), et si on y 
place l’ceil, le cercle sera vu comme etant une 
ellipse ayant le point Z comme centre. 

En effet, prenons un point H et menons les 
droites de jonction HB, HZ, HA, H0. Dks lors, 
puisque, en raison des tangentes, la droite BZ 
est a la droite ZA comme la droite B0 est a 
la droite ©A, et que l’angle compris sous les droites ZH, H0 est 
droit, il s’ensuit que l’angle compris sous les droites BH, HZ est 
egal a celui qui est compris sous les droites ZH, HA ( 3 ) ; done, 

1. La phrase mise entre crochets doit avoir ete interpol^e (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. II, p. 592, 1 . 16). 

2. Exception faite pour les points ©, Z, situes dans le plan memedu cercle ABTA. 

3. La droite AT reliant les points de contact des tangentes coupe le diam&re 

BZ B 0 

prolonge qui lui est perpendiculaire dans le rapport : ^ = — (voir prop. 53, 
p. 451, n. 4). Or, 1 ’ angle 8HZ inscrit dans un demi-cercle est droit ; done (prop. 52, 
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la droite BZ apparait comme etant egale a la droite ZA. II est 
clair, d’ailleurs, que la droite AZ apparait aussi comme etant 
egale a la droite Zr (*), et on demontrera comme precedemment 
que le point Z est le centre de l’ellipse apparente, et que les 
droit es AT, BA sont ses axes conjugues. 

LIII ( 2 ). 

Dans le second theor&me des Phenomines d'Euclide ( 3 ), on 
a ( 4 ) egalement passe sous silence dans la demonstration combien 
de fois le zodiaque se trouvera a angles droits sur l’horizon ( 5 ) 
au cours d'une seule revolution ( 8 ), lorsque le pole de l’horizon 
est situe entre les tropiques, ou sur l’un d’eux. C’est pour ce motif 
que nous allons demontrer que, si le pole de l'horizon est situe 
sur l'un des tropiques, le zodiaque sera une seule fois perpendi- 
culaire a l’horizon au cours d’une revolution, et que, si le pole 
est situe entre les tropiques, le zodiaque sera deux fois perpen- 
diculaire. 

Proposition 55. — Soient AB® l’horizon, TH le tropique 
d’6te, B® celui d’hiver, AAE le meridien f 7 ), BZH le zodiaque, 
et que le pole de l’horizon soit le point A situe sur le tropique 
d’ete ; je dis que le cercle BZH sera une seule fois perpendiculaire 
k l’horizon AB® au cours d’une revolution. 

En effet, puisque, au cours d’une revolution, le point H par- 
court l’arc Hr et son complement qui est sous la terre, puis 


invoquee dans sa premiere reciproque, voir p. 450, n. 2) : comme le- texte : 
BHZ = ZHA. 

1. Sous-entendu : si l’on m£ne les droites de jonction HA, Hr. 

2. La demi&re partie du livre VI est pr6ced6e du titre suivant sur l'un des 
manuscrits: Ei$ va tpaivojjiffva EuxXsiSoo, Sur les Phenomenes d’Euclide (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. II, p. 594, 1. 27). 

3. Euclide, les Phenomenes, prop. 2, 4 noncee p. 370, n. 1. 

4. C’est-a-dire les commentateurs qui se sont d£j£ occupes de ce theor^me, 
et auxquels Pappus a fait allusion dans le preambule du livre VI. Voir p. 370. 

5. &pi£ti)v, le cercle qui separe la partie 6clair6e de la partie non eclairee de 
la sphere. Voir p. 370, n. 3. 

6. Sous-entendu : xdo-jxou, du monde. 

7. juan(Aj 3 pivd?, sous-entendu : xuxao? {xeywro?, le cercle le plus grand du 
midi, ou cercle meridien. 
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revient au point H ; que, d’autre part, au cours du trajet que 
nous venons de dire, le point H arrive une seule fois sur le pdle A, 
et que le zodiaque prend position sur le cercle KAA, il ne sera 
qu’une fois perpendiculaire a 1’horizon, [car il passe par ses poles] f 1 2 ). 

Pareillement aussi, si le pole de l’horizon, tel que le point E» 
est sur le cercle (*) d'hiver, le zodiaque sera une seule fois perpen- 
diculaire a l'horizon. [En effet, il 
est manifeste que les deux pdles 
de 1'horizon ne sont pas sur le 
tropique d’ete ou d’hiver, car un 
cercle plus petit qu'un cercle le 
plus grand n'admet pas le dia- 
metre de la sphere ; en sorte que 
les tropiques ne passant pas par 
le centre de la sphere, n’admettent 
ni l’un ni l’autre les deux poles 
de l’horizon. En consequence, le 
point H, arrive sous la terre, ne 
passe pas par l’autre pole de 
l’horizon, mais chaque tropique admet un seul pole. En effet, 
puisque le point H est oppos6 au point B suivant un diametre,. 
et que le point H prend position au pole au point A, il s'ensuit 
que le point B, arrive sous la terre, prendra, dans le tropique 
d’hiver, position a l’autre pole de l’horizon, lequel est oppose au 
point A suivant un diametre (parce que le point H est oppose 
au point B suivant un diametre). En consequence, les deux poles 
de l’horizon ne sont dans aucun des tropiques, mais chacun d’eux 
est dans l'un ou l'autre des tropiques] ( 3 ). 

LIV. 


A 



Proposition 56. — Que le pole soit maintenant situe entre 
les tropiques, comme le point © ( 4 ) ; je dis que le zodiaque devient \ 


m 


1. La phrase mise entre crochets, authentique ou interpose, renvoie done k 
la proposition 15 du livre I des Spheriques de Theodose. Voir l’enonce p. 384, n. 2. 

2. Sous-entendu Tporctxou, du tropique (d’hiver). 

3. Le long passage un peu diffus mis entre crochets est considere par Hultsch: 
comme une interpolation de scoliaste (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 596, 11. 17-30). 

4. La figure relative k cette proposition est fort alteree dans tous les manuscrits. 
Celle qui, accompagne le texte de V Edition critique de Hultsch est k peu pr6s 
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deux fois perpendiculaire a l’horizon au cours d’une seule 
revolution. 

En effet, decrivons le cercle du zodiaque ; que ce soit le. 
cercle BMH, et soit MAO le cercle parallele dans lequel se meut 
le point 0. Des lors, le point A, arrive au pole 0, le zodiaque. 
BMH, prenant position sur le cercle N0S, devient une premiere 
fois perpendiculaire a l’horizon (*). D’ autre part, le point M 
ayant parcouru la circonf6rence 
MO0 au cours d’une revolution, 
et etant arrive au pole 0,le zodia- 
que, prenant position sur le cercle 
K0n, sera pour la seconde fois 
perpendiculaire a l’horizon. [En 
effet, les points M, A sont les 
seuls qui appartiennent au cer- 
cle du zodiaque et au parallele 
(les points M, A se mouvant 
suivant le cercle MO A) ( 2 ), et qui font que le cercle du zodiaque- 
n’est que deux fois perpendiculaire a l'horizon en passant par le 
pole 0 au cours d’une seule revolution du monde. Car chacun 
des points M, A parcourt le cercle entier MOA au cours d’une 
revolution ; de sorte que tous les points qui sont sur la circon- 
ference du cercle passent aussi par les points M, A au cours 
d’une revolution, et par suite, le point 0 passe aussi par chacun 
des points M, A au cours d’une revolution] ( 3 ). 

LV. 

Euclide dit, dans le thSoreme XII : « Les arcs egaux du demi- 
cercle qui vient apres le Cancer se couchent dans des temps, 
inegaux ; ceux qui sont pres des points de contact des tropiques 
se couchent dans des temps plus longs ; ceux qui sont pres du 


conforme 4 celle que Commandin avait deja reconstitute dans sa version latine 
(Cfr. Commandin, edit, predtee, p. 227). 

1. Theodose, Les Sfiheriques, liv. I, prop. 15, enoncee p. 384, n. 2. 

2. Hultsch a propose l'abandon de cette phrase inutile, probablement inter- 
polee. 

3. D’apres Hultsch, tout ce passage diffus a ete interpole par un commen- 
tateur (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 398, 11. 12-20) . 
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cercle Equinoxial (*) dans les temp| les plus courts, et ceux qui 
sont Egalement eloignes du cercle Equinoxial dans des temps 
Egaux » ( 1 2 ). Rercherchons pourquoi il dit cela du coucher de ces 
arcs et non pas de leur lever ; car la question a EtE Etendue ( 3 ) 
aux distinctions orientales ( 4 ), et son traitement complet est le 
suivant : 

Trouvons, par exemple, la rEgion ( 5 6 ) dans laquelle le Cancer 
se lEve dans un meme temps que le Lion. 

Dans son livre Sur les Ascensions des douze Signes (•), 
Hipparque fait voir au moyen de nombres que les arcs Egaux 
du demi-cercle qui vient aprEs le Cancer, lesquels ont entre eux 
un certain rapport de temps, ne se couchent pas de la meme 
maniere qu’ils se lEvent ; car il y a certaines regions dans les- 
quelles les arcs Egaux du demi-cercle qui vient aprEs le Cancer, 
plus rapprochEs du cercle Equinoxial, se lEvent continuellement 
dans un temps plus long que ceux qui sont aux points de contact 
des tropiques. C’est done pour ce motif, qu’en ce qui concerne 
les arcs Egalement distants du cercle Equinoxial, il a dEclarE aussi 
que leurs levers se font dans des temps Egaux, et que cela rEsulte 
d'ailleurs clairement des choses qui ont EtE dEmontrEes dans les 
Phenombnes. 


1. untpspivo?, sous-entendu xtixXo?, c’est-E-dire (cercle) equinoxial. 

2 . Euclide, les Phenomenes, prop. 12 (voir p, 63 de l’edition critique du 
texte grec de Heiberg, mentionnee p. 436, n. 2) : Too ftera tov Kapxtvoo 
T,p.txuxXloo al itrat icspupepstal iv ivlaoi? ypovot? Suvouatv, xal iv icXcurrot? (xev al itpE? 
rat? auvaeat? twv Tpomxwv, iv iXaaaovt & al l£i)? toutwv, iv 4 Xay ivrot? oe al itpo? tw 
lr»ip.eptv<j>, 4 v totp 8t al iceov dite^ouaat tou ^pupivou xal Suvouat xal avaTgXXouaxv. 
C’est- 4 -dire : « Les arcs egaux * du demi-cerde qui vient apres le Cancer se 
couchent dans des temps inegaux ; ceux qui sont pr6s des points de contact 
des tropiques, dans des temps les plus longs ; ceux qui suivent ces derniers, dans 
des temps plus courts ; ceux qui sont pr&s du (cercle) equinoxial, dans les temps 
les plus courts, et ceux qui sont egalement eloignes du (cercle) equinoxial se cou- 
chent et se lEvent dans un meme temps ». 

Il y a done lieu de remarquer que l’enonce rapporte par Pappus n’est pas 
aussi complet que ceiui d' Euclide. 

3. Le texte presente ici la petite interpolation : xal dvrcpairri, et renversee 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 600, 1 . 6). 

4. st? tou? avaToXtxou? Stoptapiou?, aux distinctions orientales, e’est-a-dire 
aux distinctions de temps relatives aux levers des arcs ou signes du Zodiaque. 

5. outsat?, habitation ou sejour, dans le sens astronomique d’une region 
dEterminee du ciel. Ailleurs le texte emploie le mot xXlpta, climat. 

6. icspl T7\? twv ^(pSlwv dvacpopa?. Sur les Ascensions des douze Signes 
du Zodiaque ; titre de l'un des six ouvrages de l’astronome Hipparque qui ne 
nous sont pas parvenus. 
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De meme, il dit encore (*) que « les arcs egaux du demi-cercle 
qui vient apres le Capricorne se levent dans des temps inegaux ; 
ceux qui sont pres des points de contact ( 1 2 3 ) dans des temps plus 
longs, ceux qui suivent ceux-ci dans des temps plus courts ; ceux 
qui sont pres du cercle equinoxial dans les temps les plus courts ; 
enfin, ceux qui sont egalement eloignes du cercle equinoxial dans 
des temps egaux » (®). II ne dit toutefois rien du coucher de ces 
arcs ; car le raisonnement de la demonstration retombe sur les 
distinctions relatives aux levers, et un ouvrage, sur lequel nous 
emettrons plus tard certaines considerations ( 4 ), a deja ete ecrit 
sur ce sujet par Menelaiis d’Alexandrie. 

Proposition 57. — Cependant, si l'horizon passe par les poles 
des paralleles, les choses se demontreront de la maniere suivante : 

Soient ABrAZ© le cercle horizon passant par les pdles des 
paralleles, BSH le demi-cercle du zodiaque qui vient apres le 
Cancer et 0EE le plus grand des paralleles. Divisons le quadrant 
BNS en parties egales aux points M, N, et decrivons des cercles 
les plus grands par le point A et par chacun des points M, N. 
Ils passeront done aussi par l’autre pole. Que ce soient les cercles 
AMZ, ANZ, et menons par les points M, N les cercles pai alleles 
ANK, BMA. Et puisque chacun des demi-cercles AMZ, ANZ 
accompagne le demi-cercle AAZ qui est au coucher (car Tare MB 
et l’arc PM se couchent ensemble, et le point M aura parcouru 
l'arc Mr dans le temps oh l'arc Mr se couche) ( 5 ), il s'ensuit que 
l’arc MB se couche dans le temps oh le point M parcourt l'arc Mr. 


1. C’est-a-dire : Euclide dit encore ailleurs dans ses Phenomena. 

2. Sous-entendu : twv Tpowtxwv, des tropiques. 

3. Euclide, Les Phenomenes, prop. 13 (voir p. 79 de l’ed. du texte grec 
de Heiberg mentionnee p. 436, n. 2) : Tou (atmc tov Atyoxepwv TipxxuxXtou al low 
iceptcpepelat Iv avtaot? ypovot? avareXXoimv, xal Iv ‘TtXetarot? piev al itpo<; Tat? auvaeaS; 
twv Tpoictxuv, Iv IXaTtoTt ok al i? toutwv Iv iXa^tatot? Seal «po? tu t«7i(xeptvy ? Iv 
toot? Se al t(xov aTteyoua at tou tavipepivou xal ouvouot xal ivarlAAouatv. C’est-i-dire : 
« Les arcs egaux du demi-cercle qui vient apr&s le Capricorne se Invent dans 
des temps inegaux ; ceux qui sont pr&s des points de contact des tropiques, 
dans des temps plus longs; ceux qui suivent ces derniers, dans des temps plus 
courts ; ceux qui sont pres du (cercle) equinoxial, dans les temps les plus courts, 
et ceux qui sont egalement eloignes du (cercle) equinoxial se couchent et se Invent 
dans des temps egaux ». 

4. Les considerations annoncees ici sur l’ouvrage de l’astronome Menelaus 
d’Alexandrie ne se rencontrent pas dans le present ouvrage de Pappus. 

5. Meme consideration pour le demi-cercle ANZ. 


Pappus d’ Alexandria — II 
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Derechef, le demi-cercle AMZ 
prenant la position de 1’ horizon, 
les points M, II sont ensemble 
sur Fhorizon, et le point N etant 
arriv6 sur l’horizon, les arcs IIN, 
NM se seront couch4s ; par con- 
sequent, 1’arc Nil et Fare NM 
se couchent ensemble. Or, le 
point N aura parcouru Fare NEE 
dans le temps oh Fare IIN se 
couche ; done, Fare NM se cou- 
che dans le temps ou le point N 
parcourt Fare Nil. Pareillement aussi, Fare SN se couche dans 
le temps oh le point S parcourt Fare SE. Mais, puisque des cercles 
les plus grands sont decrits par les poles des paralleles, ils 
decoupent, dans leur intervalle, des arcs semblables de cercles 
paralleles (*) ; par consequent. Fare Mr est semblable a Fare All 
et a Fare PE, et Fare Nil semblable a Fare EP. Or, puisque les 
arcs BM, MN, NS sont 6gaux (*), et que des cercles les plus grands 
sont decrits par les poles, il s’ensuit que Fare EP est plus grand 
que Fare EP et Fare PE plus grand que Fare E3 ( 1 2 3 ). En conse- 
quence, le point P parcourt Fare PE dans un temps plus long 
que celui dans lequel le point E parcourt Fare EP, et le point S 
parcourt Fare EP dans un temps plus long que celui dans lequel 
le point S parcourt Fare SE. Mais, le point M parcourt aussi 
Fare Mr dans le temps oh le point P parcourt Fare PE, et le 
point N parcourt Fare Nil dans le temps oh le point E parcourt 
Fare EP ; par consequent, le point M parcourt Fare Mr dans un 
temps plus long que celui dans lequel le point N parcourt 
Fare Nil, et le point N parcourt Fare Nil dans un temps plus 
long que celui dans lequel le point S parcourt Fare SE. Mais 
Fare MB se couche dans le temps oh le point M parcourt Fare Mr; 
Fare MN se couche dans le temps oh le point N parcourt Fare Nil, 
et Fare NS se couche dans le temps oh le point S parcourt 


1. Theodose, Les Spheriques, liv. II, prop. 10, enoncee p. 375, n. 4. 

2. Par hypothese de construction. 

3. Voir proposition 21, p. 395, et ThIodose, Les Spheriques, liv. Ill, prop. 6, 
enoncee p. 369, n. 3. 


A 
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l'arc S2 ; par consequent, l'arc MB se couche dans un temps plus 
long, l’arc MN dans un temps plus court et Tare NS dans le 
temps le plus court ( 1 ). 

[Les choses se demontrent de la meme maniere en ce qui 
concerne le quadrant SH, et on demontrera comme suit que 
l’arc MB se leve dans un temps plus long que l’arc MN, et 
l’arc MN dans un temps plus long que l’arc NS. Decoupons le 
quadrant SH aux points 0, Cl de la meme maniere que le qua- 
drant SB ( 2 3 ), et decrivons les cercles les plus grands ZOA, ZDA 
par le pole A et les points 0, £1 Des lors, on demontrera pareil- 
lement que l’arc 0T est plus grand que l’arc semblable a l’arc YT, 
et l’arc YT plus grand que l’arc semblable k l’arc T3. Et ces arcs 
appartiennent au plus grand des par alleles (*) ; par consequent, 
l’arc XD est plus grand que l’arc semblable & l’arc 00 , et l’arc 00 
plus grand que l'arc semblable & l’arc T3 ; done, le point Cl par- 
court l’arc OX dans un temps plus long que celui dans lequel le 
point O parcourt l’arc 00, et le point 0 parcourt l’arc OO dans 
un temps plus long que celui dans lequel le point E parcourt 
l’arc ST ( 4 ). Mais, l’arc OH se l&ve dans le temps oh le point Q 
parcourt l’arc OX, l’arc OO se leve dans le temps oil le point O 
parcourt un arc egal a l’arc OO ( 5 6 ), et l’arc SO se lfcve dans le 
temps oil le point E parcourt un arc 6gal k l’arc TS ( # ) ; par 
consequent, l’arc HO se l&ve dans un temps plus long que celui 
dans lequel se leve l’arc OO, et l’arc OO dans un temps plus long 
que celui dans lequel se leve l’arc OE. Mais, les arcs HO, 00, OE 
se levent respectivement dans le meme temps que les arcs BM, 
MN, NE (l’arc HO dans le meme temps que l’arc BM, l’arc OO 


1. Le texte doit avoir perdu ici une seconde partie de la proposition demon- 
trant par analogic que, parmi les arcs egaux du demi-cerde venant apr£s le 
Capricome , celui qui est plus rapproche du point de contact du tropique d’hiver 
se l£ve dans un temps plus long que celui qui en est plus eloigne. Pappus rappelle 
d’ailleurs cette seconde partie de la demonstration au chapitre suivant. 

2. C’est-a-dire : decoupons le quadrant SH en trois parties egales aux points 
O, id, comme le quadrant BE a ete decoupe aux points M, N. 

3. Phrase dont le texte corrompu signifie que les arcs ©Y, YT, TS sont 
decoupes sur le grand parallele E©, conformement k la proposition 21 (voir 
P* 395 ). 

4. Le texte aurait du dire plus correctement : « le point X parcourt l’arc XL! », 
et ainsi de meme pour le point < 5 . 

5. Le texte devait dire simplement : « oh le p oint <f pmrconrt 

6. M&me remarqna am 
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dans le meme temps que Fare MN, et Fare SO dans le me me 
temps que Fare NS ; car cela est demontre aussi dans les 
Elements) Q- ) ; par consequent, Fare MB se leve dans le temps 
le plus long et Fare NS dans le temps le plus court] ( 1 2 ). 


LVI. 

II est done demontre d’une part que, parmi les arcs egaux 
du demi-cercle venant apres le Cancer, celui qui est plus rapproche 
du point de contact du tropique d'ete se couche dans un temps 
plus long que celui qui en est plus eloigne, et d’autre part que, 
parmi les arcs egaux du demi-cercle venant apr&s le Capricorne, 
celui qui est plus rapproche du point de contact du tropique 
d’hiver se l&ve dans un temps plus long que celui qui en est plus 
eloigne. Si l'on demande maintenant en plus si, par contre, il ne 
se fait pas que ceux des arcs egaux du demi-cercle venant apres 
le Cancer, plus rapproches du point de contact du tropique d’ete, 
se Invent continuellement dans un temps plus long que ceux qui 
en sont plus eloignes, nous dirons qu’il est impossible que cela 
se presente dans toute region ; car nous demontrerons 4^, dans 
certains horizons, la Vierge fait ascension plus droite que le Lion, 
tandis que, au contraire, le Lion se leve dans un temps plus long 
que la Vierge, et que, d’autre part, le Lion fait ascension plus 
droite et se leve dans un temps plus long que le Cancer. 

Proposition 58. — Au reste, on demontrera comme suit que, 
dans tout climat ( 3 ) ou il y a lever et coucher des douze signes, 
la Vierge fait ascension plus droite que le Lion. 


1. Il doit etre fait allusion ici a une proposition des Phenomenes d’Euclide. 

2. Le long passage que nous avons mis entre crochets, defectueux d'ailleurs 
en plusieurs endroits, est considere a juste titre par Hultsch comme une inter- 
polation de commentateur, qui aura tente de suppleer a la perte de la seconde 
partie de la demonstration (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 604, 1 . 25 a p. 608, 1 . 3). 

3. xXtfxoc, inclinaison (d’un plan sur l'horizon) ; mot ayant ici la signification 
astronomique de zone celeste analogue k celles qui partagent actuellement la 
surface de chaque hemisphere terrestre et auxquelles on a conserve le meme 
nom, notamment : la premiere zone s’etendant de l’equateur jusqu'au parallele 
auquel le plus long jour est de douze heures et demie ; la seconde zone s’etendant 
de ce parallele jusqu’e celui auquel le plus long jour est de treize heures ; la 
troisieme zone s’etendant de ce parallele jusqu’k celui auquel le plus long jour 
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Soit ABr Thorizon ; soit AH le tropique d’ete ; qu’il soit tangent 
a Thorizon dans le premier [cas] (*) ; qu’il coupe Thorizon dans 
le second cas ; que son pdle soit le point 0, et ddcrivons, par le 
point 0 et les poles de Thorizon, le cercle le plus grand H0E. 
Ce cercle sera done meridien et perpendiculaire a Thorizon ( 2 ), 
[car il est decrit par ses poles] ( 3 ). Decrivons encore par le point A 
le cercle zodiaque BAI\ et soit Br le cercle equinoxial. Des lors, 
puisque les cercles AH, BAr sont tangents entre eux, et que, par 
leur point de contact A et par les pdles de Tun d’eux AH, on a 
decrit le grand cercle meridien 
H0AE, ce dernier passera aussi 
par les pdles deTautre cercle BAr( 4 ) 
et lui sera perpendiculaire ( 5 ) ; de 
sorte que le zodiaque sera aussi 
perpendiculaire au meridien, et il 
passera done aussi par ses poles. 

[D’ailleurs, Thorizon et le cercle equinoxial passent par les pdles 
du meridien ; en sorte que la section co mmun e des trois cercles, 
horizon, zodiaque et equinoxial, est constitute par les points B, T 
qui sont opposes suivant un diametre ; de maniere que BF est 
le cercle equinoxial] (®). Divisons Tare Ar C 7 ) en trois parties 
egales aux points Z, M, et, par les points Z, M, decrivons les 
cercles par alleles AZK, AMO ; il s’ensuit que le Cancer occupera 



est de treize heures et demie, et ainsi de suite de maniere k compter dans chaque 
hemisphere vingt-quatre climats de 1'equateur au cercle polaire. 

Dans les propositions qui vont suivre, Pappus s’en rapporte sans changement 
aux sept climats d’firatosthene, au sujet desquels on pourra consulter l’ouvrage 
recent suivant : Die Sieben Klimata und die iroXei? eitte Untersuchung 

zur Geschichte der Geographic und Astrologie im Altertum und Mittelalter von 
Ernst Honigmann. Heidelberg, 1929. 

1. irrwcrew$, cas, lacune comblee par Hultsch (Cfr. loc. cit ., vol. II, p. 610, 1 . 1). 

2. Theodose, Les Spheriques, liv. I, prop. 15, enoncee p. 384, n. 2. 

3. La phrase mise entre crochets est une interpolation renvoyant k la pro- 
position de Theodose rappelee dans la note precedente. 

4. Theodose, Les Spheriques, liv. II, prop. 5 : « Si, dans une sphere, deux 
cercles sont tangents entre eux, le cercle le plus grand decrit par les pdles de 
Tun des cercles et par le point de contact passera aussi par les pdles de l’autre 
cercle ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 37. 

5. Theodose, ibidem, liv. I, prop. 15, enonede p. 384, n. 2. 

6. La phrase mise entre crochets est une interpolation evidente ; car le cercle 
equinoxial est une donnee de construction (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 610, 
11. 13-17). 

7. C'est-i-dire l’arc de quadrant AT. 
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Fare AZ comme douzieme partie (*), le Lion l'arc ZM et la Vierge 
l’arc Mr. Maintenant, si Fare Mr se leve, le zodiaque aura une 
certaine position. Qu'il ait la position de Fare IINS. Si, d’autre 
part, Fare ZM se leve, le zodiaque aura une certaine position. 
Qu’il ait la position de Fare PKO. Des lors, en vertu du vingt- 
et-unieme theor&me du second livre des Spheriques de Theodose ( 1 2 ), 
le zodiaque, occupant la position de Fare BAr, sera plus droit, 
e’est-a-dire plus eleve sur Fhorizon et, s’il est plus rapproche du 
point de contact A du tropique d’ete, il sera continuellement 
moins incline que s'il en est plus eloigne ( 3 ). En consequence, le 
cercle IINS est plus droit que le cercle PKO. Et [puisque] ( 4 ) 
Fare NS, douzifeme partie ( 5 ) qui est celle de la Vierge, se lfeve 
en occupant la position IINS du zodiaque, et que Fare KO, qui 
est celui du Lion, se leve en occupant la position PKO du 
zodiaque, il s'ensuit que la Vierge fait ascension plus droite que 
le Lion dans les regions oil toutes les parties du zodiaque se 
Invent et se couchent. Et il est clair que les positions du cercle 
du zodiaque ( 6 7 ) se present ent droites en vertu de la douzieme 
proposition du second livre (*) ; car les arcs All, Z2, MN, TS sont 

1. L’arc AZ, qui est le tiers du quadrant Ar par construction, est done la 
douzi&me partie de la circonference entire du cercle zodiaque. 

2. Theodose, Les Spheriques, liv. II, prop. 22 (dans les editions critiques 
au lieu de 21 dans les textes k l’epoque de Pappus) : « Si, dans une sphere, un 
cercle le plus grand est tangent A l'un des cercles de la sphere, et coupe un autre 
cercle qui, parallele au premier, est situe entre le centre de la sphere et le cercle 
auquel le cercle le plus grand est tangent ; si le pole du cercle le plus grand est 
situe entre ces par alleles, et si l'on decrit des cercles les plus grands tangents 
au plus grand de ces parall&es : ils seront inclines sur le plus grand ; le plus releve 
sera celui qui est tangent au point qui divise le grand segment en deux parties 
egales ; le plus abaisse sera celui qui est tangent au point qui divise le petit 
segment en deux parties egales, et, parmi les autres, ceux qui sont egalement 
eloignes de l'un et 1’ autre point de division en deux parties egales seront 
semblablement inclines, tandis que celui dont le point de contact est plus 
eloigne du point qui divise le grand segment en deux parties egales sera conti- 
nuellement plus incline que celui dont le point de contact est plus rapproche. 
Enfin, les pdles de ces cercles les plus grands seront situes sur un seul et meme 
cercle parallfcle, plus petit que celui auquel le cercle le plus grand du debut est 
tangent ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 71. 

3. C’est-4-dire que, si le plan du cercle zodiaque fait un angle plus grand 
avec le plan du cercle horizon, il sera continuellement moins incline sur ce plan 
que s’il fait avec lui un angle plus petit. 

4. Restauration de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 612, 1. 5). 

5. C’est-k-dire douzieme partie du cercle zodiaque. 

6. Telles qu’elles viennent d’etre decrites. 

7. Theodose, Les Spheriques, liv. II, prop. 13 (dans les editions actuelles 
au lieu de 12 dans les textes k 1’ epoque de Pappus). Voir l’enonce p. 423, n. z. 
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semblables, et les arcs IIS, PK, SN, KO sont egaux ; de sorte 
que, dans la revolution de la sphere, les points s 'adapt ent sur 
les points dans un meme temps (*), comme cela est egalement 
demontre dans le livre De la Sphere en mouvement (*), et les arcs 
egaux situes dans rintervalle ( 1 2 3 ) s’adaptent sur les arcs egaux ( 4 ). 
D’ailleurs, il faut que, se levant, 1’arc egal a Mr soit de nouveau 
entre les memes paralleles, parce que l’ascension que fait l’arc Mr 
est la meme que celle de l’arc NS, et ce theoreme ne s’etend pas 
a une elevation plus grande lorsque I’horizon touche 
plus grands que ceux que touche le zodiaque. 

LVII. 

Proposition 59 . — Qu’il faille trouver 
des regions dans lesquelles les douzi&mes parties ( 5 6 ) 
qui font ascension plus droite se l&veront dans im temps plus 
court que celles qui font ascension plus oblique. 

Exposons le cercle le plus grand ABrA comme etant l’horizon 
qui passe par les poles des paralleles. Soieht A, T les poles et A©r 
le cercle le plus grand, c’est-a-dire le meridien, passant par ces 
poles. Soient EH le demi-cercle d’ete ( 8 ) et KZ le demi-cercle 
d’hiver ( 7 ) ; que la position du zodiaque soit tantot celle du 
cercle E@Z, tantdt celle du cercle H0K, en ayant ses parties 



1. C’est-i-dire que les points II, 2 , N, 2 s’adaptent sur les points A, Z, M, r 
dans le meme temps. 

2 . Autolycus de Pitane, De la Sphere mobile (rapt xivou[A8vr,<; axpatpag, 

proposition 2 : « ’Eav arcpatpa <rrpecp7|Tai rapt tov laorri? a£ova, iravra ra itti 

t r\<; ixtttpaveias r r\$ axpatpaq <nf\p.eta xu t<rw ^povcp Ta<; 6ptota$ rap«pepeta<; Steqep^eTat 
rwv ■reapaXX'nXwv xuxXwv xaQ’uv <pipeTat. A defaut de pouvoir renvoyer a une 
traduction fran9aise, nous traduisons cet enonce : « Lorsqu'une sphere tourne 
d’une manure uniforme autour de son axe, tous les points situes k la surface de 
la sphere parcourent dans le meme temps les arcs semblables des cercles 
paralleles sur lesquels ils se meuvent ». 

3. C’est-i-dire les arcs egaux situes dans l’intervalle des cercles paralleles. 

4. Le texte presente ici Interpolation : xat {xrrajju rapttpepeta 6 too ^tpotaxou 
xuxXou (et l’arc situe dans l’intervalle du cercle zodiaque). D’apres Hultsch, 
cette interpolation doit etre attribute a un commentateur qui a voulu plutot 
ecrire : xal toG ^(potaxou -xa; ptrxaiju tuv xtapaXX^Xtov (Cfr. loc. cit., vol. II, 
p. 612, 1. 17). 

5. C’est-oL-dire les douze signes du zodiaque. 

6. C’est- 4 -dire le demi-cercle du tropique d’ete. 

7. C’est-i-dire Ie demi-cercle du tropique d’hiver, _ 


1 
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orient ales aux points H, A, Z, et # divisons le quadrant E@ en 
signes [aux] (*) points A, M ( 1 2 ). [Je dis que l'arc M0 fait ascension 
plus droite que l’arc AM] ( 3 ). 

En effet, puisque l’horizon passe par les poles de la sphere, 
c’est-a-dire par ceux du cercle equinoxial, il est done perpendi- 

culaire a celui-ci ; [en sorte que 
le cercle equinoxial est aussi 
perpendiculaire a l’horizon] ( 4 ) ; 
done, le cercle equinoxial passe 
aussi par les pdles de l’horizon. 
Or, le mEridien passe aussi par 
les poles de l’horizon ; par con- 
sequent, les pdles de l’horizon 
constituent ( 5 6 ) la section com- 
mune du cercle Equinoxial et 
du meridien. Et le cercle 
equinoxial se meut en passant 
r continuellement par les poles 

de l’horizon, et le zodiaque ne 
passe par la section commune du cercle equinoxial et du meridien 
qu’en deux seuls points, jles commencements du Beiier et de la 
Balance] ( 8 ) ; en sorte que, de l’horizon jusqu’au pole, il y a un 
arc de quadrant [ou de nonant e degres] ( 7 ). Et les points E, H, K, Z 
des tropiques, a partir desquels il y a un quadrant jusqu’au meri- 
dien, sont sur l’horizon ; par consequent, il y a un quadrant a 


1. Restauratiou de Commandin au moyen de xxri (Cfr. loc. cit., p. 234, I. 5). 

2. C’est-a-dire, divisons le quadrant E0 en trois parties egales aux points 
A, M, ou en trois des douze signes du zodiaque. 

3. Restauration conjecturale de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 614, 1 . 24). 

4. La phrase tautologique que nous mettons entre crochets est consideree 
par Hultsch comme une interpolation (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 614, 1 . 28). 

5. etotv expression negligee pour signifier que la droite menee par les poles 
du cercle horizon est la commune section du cercle equinoxial et du cercle meri- 
dien, tous deux perpendiculaires sur le cercle horizon et perpendiculaires entre 
eux. 

6. Les mots que nous mettons entre crochets sont admis par Commandin 
qui traduit : « quae sunt principia Arietis et Librae » (Cfr. loc. cit., p. 232), mais 
ils sont consideres par Hultsch comme ayant ete interpoles (Cfr. loc. cit., vol. II, 
p. 614, 1. 34). 

O — * 

7. Interpolation exprimee dans un manuscrit dans la forme MS', et dans un 
autre manuscrit par les mots poipoiv Iwev^xovra, nonante parties (ou degres). 

(Cfr. Hultsch, loc. cit., p. 616, 1 . 1). 


A 
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partir des points E, H, K, Z jusqu'au point 0 qui est commun 
aux cercles equinoxial et meridien, et qui est le pole de l’horizon. 
Menons encore par les points A, M, 0 les cercles paralleles AN, 
ME, B0A ; il s’ensuit que B0A sera le cercle equinoxial, comme 
nous l’avons dit plus haut. Menons, par le pole A et par chacun 
des points A, M, S, N, les cercles les plus grands AO, An, AP, AS. 
Et puisque, en vertu du douzieme theoreme du deuxieme livre 
des Sphenques (*), les arcs EA, HN sont egaux, ainsi que les 
arcs AM, NE et les arcs M0, E0, et que ces arcs ont ete divises 
egaux, ils seront divises en signes et sont egaux entre eux ( 2 ). 
[Et le point E est le commencement du Cancer qui precede le 
demi-cercle ( 3 ), et le point H est le commencement du Cancer 
qui vient a la suite du demi-cercle ( 4 ) ; par consequent, les 
points A, M, 0 suivent le point E, et les points 0, E, N precedent 
le point H ; de sorte qu’on a des signes ( 5 ) situes dans la meme 
zone (®), et le point 0 est le commencement du Belier du cote 
du point H et le commencement de la Balance du cote du point E] ( 7 ). 
En consequence, I'arc BO est plus grand que l’arc Oil, tandis 
que I’arc Oil est plus grand que I’arc 110 et, pareillement, I’arc AS 
est aussi plus grand que I'arc SP, tandis que I'arc SP est plus 
grand que I'arc P8 ; done, I’arc 002 est plus grand que le double 
de I'arc II0P, c’est-a-dire, qu’a similitude, I'arc AN est plus 
grand que le double de I’arc MS ( 8 ). Soit, a similitude, I'arc A<X>- 

1. Les arcs EA, AM, M© resultent, par construction, de ia division en trois 
parties egales du quadrant E© du zodiaque et les arcs HN, N 3 , 2 ® resultent 
egalement de la division en trois parties egales du quadrant H 0 du zodiaque. 

2. C’est-a-dire que les arcs en question etant tous des tiers de quadrant ou 
des douziemes de circonference du zodiaque, ils correspondent ainsi k six des 
douze signes du zodiaque, et ils sont egaux entre eux. 

3. C’est-a-dire que le point E est le commencement de Ia constellation du 
Cancer, situe a l'origine de la demi-circonference EZ du zodiaque dans la posi- 
tion E 0 Z. 

4. C’est-^-dire que le point H est le commencement de la constellation du 
Cancer, situe a la fin de la demi-circonference KH du zodiaque dans la posi- 
tion K 0 H. 

5. C’est-a-dire que l’on a deux signes du zodiaque. 

6. ijAoCwva litteralement : (signes) homozones, expression que 

Commandin a prefere conserver en grec dans sa version latine (Cfr. loc. cit., 
P- 233, 1 . 13). .... 

7. La phrase que nous mettons entre crochets nous parait avoir ete mter- 
polee, car e’est une digression inutile separant la phrase precedente de la 
conclusion directe exprimee dans la phrase suivante. 

8. On a par construction : arc EA = arc AM = arc M© et arc HN = arc N 2 = 
arc 20 ; done (prop. 21, p. 395, et Theodose, Les Spheriques, liv. Ill, prop. 6, 
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egal au double de l'arc MS, et menons par les points <E>, 0 le 
cercle plus grand Ce cercle est done perpendiculaire a 

l’horizon ABrA (car le point 0 est le pole de l'horizon). 

Des lors, je dis que, si l’on suppose que l’horizon est le cercle j 

Q|>0C7 ou bien le cercle H0K (lequel est tangent au tropique d’ete ’ 

dans la region qui tombe entre les points €>, H), on demontrera 
que la Vierge fait ascension plus droite que le Lion et que [le 
Lion] (*) se leve dans un temps plus long que la Vierge. 

Puisque nous avons suppose qu’un tel horizon n’est pas 
tangent a des cercles plus grands que ne le sont les tropiques, 
il est clair, d’apres ce que nous avons demontre plus haut ( 3 ), 
que la Vierge fera ascension plus droite que le Lion. Supposons 
en premier lieu que l'horizon soit le cercle H0K; que son demi- 
cercle plus oriental soit H0K, et que le meridien ABrA soit 
perpendiculaire aux paralleles et au cercle H0K. Des lors, le 
tropique d’ete EH est le commencement de l’horizon H0K, et | 

l'arc EA sera la douzifeme partie ( 4 ) occupee par le Cancer, 
l’arc AM celle occupee par le Lion et l’arc M0 celle occupee par 
la Vierge ; par consequent, l’arc M0 fait ascension plus droite 
que l’arc AM. - 1 

Je dis que l'arc AM se l£ve dans un temps plus long que l’arc M0. 

En effet, puisqu'il a ete demontrS que l’arc AN est, a simili- 1 

tude, plus grand que le double de l’arc MS ( 5 ) ; que l’arc A0 se 
lfeve dans le temps oh le point A parcourt l'arc AN (car lorsque 
le point A commence a parcourir l’arc NA a partir du point N 
de l'horizon oriental, l’arc A0 se lfevera, puisque le point 0 est 
dans l’horizon oriental), et que l’arc M0 se leve dans le temps 

enoncee p. 369, n. 3) on a : arc BO>arc OII>arc II© et arc AS>arc 2 P>arc P 0 ; 
done arc Oil 4- arc n© = arc 0 © > 2 arcs II©, d’oii : 2 arcs O© > 4 arcs II©. 

Or, arc O© = arc ©S et arc n© = arc ©P ; done : arc 002 > 2 arcs II 0 P. 

Or (Theodose, liv. II, prop. 10, enoncee p. 375, n. 4), l’arc AN est semblable 
k l’arc 0 ©S, et l'arc MS semblable k l’arc El ©P ; done, comme le texte : 

arc AN 2 arcs MS i 

circonference de son parall^le circonterence du parallele de cet arc’ 

1. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 233, 1 . 20). 

2. Hultsch abandonne ici, k l’exemple de Commandin, les mots h nkeiovi 
^povo) (dans un temps plus long), lesquels constituent une interpolation intem- 
pestive (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 618, 1 . 8). 

3. Voir proposition 58. 

4. Douzi6me partie du cercle du zodiaque attribute a un signe de constellation. 

5. Voir note 8, page 467. 
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oh. le point M parcourt l'arc EM (pour les memes raisons), il est 
manifeste que l’arc A0 se feve dans un temps plus long que le 
double de celui dans lequel se leve l’arc M0 ; de sorte que le 
temps d’ascension de 1’arc AM est plus long que celui de 1’arc M0 
(car, si du temps de l’arc A0 on retranche le temps de l’arc M0, 
lequel est plus court que de moitie, parce que le temps de l’arc A0 
est plus long que le double du temps de 1’arc M0, il reste le temps 
de l’arc AM plus long que la moitie du temps de l’arc A0 ; moitie 
plus longue que le temps de 1’arc M0, lequel est plus court que 
la moitie du temps de l'arc A0) (*). 

Que l’horizon soit, au contraire, l’autre cercle CJO© 0 !, le meri- 
dien ABITA etant perpendiculaire aux paralleles et a l’horizon 
(parce que le point 0 est le pole du meridien ; en sorte que les 
cercles sont perpendiculaires entre eux). Je dis que ( 2 ) l'arc AM 
fait ascension dans un temps plus long que l’arc M0. 

En effet, puisqu’on a decoupe & similitude ( 3 ) l'arc AO double 
de l’arc ME, il est manifeste, qu’a similitude, l’arc AO est plus 
grand que le double de l’arc M¥ (il est clair d’ailleurs que le 
point ¥ est situe - entre les points M,S, car il est clair que 
l'arc 0O ne passe pas par les points M, E, sinon les arcs 0M, E0, 
plus petits que les demi-cercles entiers EM0Z, HS0K, seraient 
affectes de diametres de cercles les plus grands ; ce qui est impos- 
sible. Mais, le point ¥ n’est pas en dehors des points M, E, car 
le cercle decrit par les points 0, ¥ passe aussi par le point O, 
comme on l’a suppose, sinon il couperait les cercles les plus grands 
EAZ, HSK en un point different, et la section commune, venant 
du point E, serait plus petite qu’un demi-cercle ; ce qui est 
impossible. Par consequent, le point ¥ est situe entre les points 


1. En autres termes : On a demontre que l’on a : temps du lever de 

l’arc A© > 2 temps du lever de l’arc M 0 ; d'ou : temps du lever de 

l’arc M 0 < i temps du lever de l'arc A© ; done : temps du lever de 

l’arc A 0 — temps du lever de l’arc M 0 > * temps du lever de l'arc A© ou : 

T ^ 

temps du lever de l’arc AM > - temps du lever de l’arc A 0 , d’ou, k fortiori, 

comme le texte qui precede la phrase mise entre parentheses : temps de lever 
de l’arc AM > temps de lever de l'arc M©. 

2. Sous-entendu : de meme que dans le premier cas qui vient d'etre examine. 

3. Voir plus haut, p. 467, n. 8. 
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M, S) (- 1 2 ). Mais, l’arc A0 se leve day le temps ou le point A par- 
court l’arc OA en partant du point O du levant de l’horizon, et 
l'arc M0 se leve dans le temps ou le point M parcourt l’arc M*F 
en partant du point du levant de l’horizon ; par consequent, 
il est manifeste que l’arc AM se leve dans un temps plus long 
que l’arc M0, comme on l'a demontre plus haut. 

Nous suivrions la meme maniere pour dire que l’arc EA se 
l&ve dans un temps plus long que l'arc AM, et que l'arc AM, qui 
appaitient au Lion, fait ascension plus droit e que l’arc EA qui 
appartient au Cancer. 

Les choses proposees sont done demontrees, et e'est en concor- 
dance avec elles que, d’apres Ptolemee f), il se fait que, dans 
la sphere droite et dans les premier et deuxieme climats, le Cancer 
se leve dans un temps plus long que le Lion ; tandis que, au dela 
d’une hauteur de pole de 16 §} degres du deuxi&me climat jusqu'au 
troisieme climat ( 3 ), le Lion se leve dans un temps plus long que 
le Cancer ; en sorte qu’il y a disaccord. Quant a l'arc du Lion 
faisant ascension plus droite que celui du Cancer, cela se demon- 
trerait de nouveau en vertu du vingt et unieme theoreme du 
deuxieme livre des Spheriques [comme au lemme precedent] ( 4 ). 

LVIII. 

Proposition 6o. — Soit le cercle ABrA passant par les poles 
de la sphere ( 5 ) ; soient A, B les pdles de la sphere, et soit TA 

1. Le texte de cette longue phrase incidente parait avoir ete fortement altere, 
ou avoir ete interpole par un commentateur peu clair. La version latine de 
Commandin est d’aiileuis peu comprehensible aussi dans ce passage (Cfr. 
Commandin, loc. cit., p. 233, 1.1 41-47). 

2. C’est-a-dire d'apres les tables manuelles de Claude Ptolemee relatives aux 
ascensions des signes du zodiaque. Voir ed. precitee de la trad, de Halma, 
pp. 103-108. 

3. Le second des dix climats consideres par Ptolemee correspond en effet 
a la latitude de i6°27'. Or, comme le troisieme climat commence done a cette 
latitude, l’expression £u>s tou y' xXip.aro<; (jusqu’au troisieme climat) doit avoir 
ete altdree, et Hultsch a propose la restauration : lux; tou xaijaxto? (jusqu’au 
dixieme climat) ; ce qui correspond aux latitudes attribuees au Cancer et au 
Lion pour les climats successifs dans les tables de Ptolemee (Cfr. Hultsch, loc . 
cit., vol. Ill, appendix, p. 1255). 

4. Interpolation visant la proposition 58. 

5. Commandin a fait remarquer dans la note suivante que cette proposition 
est en quelque sorte superflue : « Hoc theorema videtur quodammodo super- 
vacaneum ; quod enim in eo demonstrate, satis superque demonstratum jam 
fuit » (Cfr. loc. cit., p. 236, 1. 5). 
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un autre cercle le plus grand, oblique sur les paralleles et perpen- 
diculaire au cercle ABrA. Divisons le quadrant rX en trois parties 
egales aux points 2, T ; dScrivons des cercles paralleles par les 
points 2 , T, X, et que les sections communes de ces cercles et 
du cercle ABrA soient les droites AI\ AK, H0, EZ (qui sont 
done aussi des diametres). Que la droite TN soit parallele a la 
droite KA (le cercle parallele dScrit autour de la droite FN est 
done perpendiculaire au cercle ABrA et la droite TN [est leur 
section commune] (*) ; car le cercle est tangent au point T) f), 
et menons la droite de jonction MN. Je dis que Tare mene sur 
la droite EO (e’est-a-dire l’arc ayant la base egale a la droite EO) 
est plus grand que le double de celui qui est mene en similitude 
sur la droite IIP dans le cercle H0 ( 1 2 3 ). 

En effet, imaginons les sections communes de tous les cercles ; 
il s’ensuit que les droites 2S, 

IIT, XM seront perpendiculaires 
sur la droite TA, sur la droite KA, 
la droite H0 et la droite EZ ( 4 5 6 ). 

Decrivons maintenant, par les 
points 2, T, X et par le point A, 
les arcs de cercles les plus grands 
AT, AO, AX. Des lors, il est 
evident que l’arc AX coupe en 
deux parties egales les demi- 
cercles isolement pris ( 8 ) des 
cercles paralleles ( 8 ). Menons 


1. Le texte presente ici une lacune 
par les mots xai xoivr, Top\ (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 624, 1 . 3). 

2. Une note de Hultsch. propose avec raison de substituer la restauration : 
xoctoc Ta T, N, c’est- 4 -dire aux (points) r, N, aux mots du texte : xa?i to I\ e'est- 
A-dire : au point r (Cfr. loc. cit., vol. II, apparat critique au bas de la page 625). 

3. L’enonce de la proposition suppose done que le centre de la sphere et 
du grand cercle ATBA est le point M, et que 2 , II, P, 0 sont les points d'inter- 
section des droites I'M, MN, KA, H 0 dans le plan du cercle ATBA. 

4. Euclide, liv. XI, prop. 19 : « Si deux plans qui se coupent mutuellement 
sont perpendiculaires k un plan, leur commune section sera aussi perpendiculaire 
& ce plan » (Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 39 et Euclide, liv. XI, def. 4, 
^noncee p. 452, n. 1). 

5. C’est-i-dire les demi-cercles EZ, H@, KA, TN decoupes par le grand 
cercle AT BA. 

6. Theodose, Les Spheriques, liv. II, prop. 9, enoncee p. 384, n. 1. 


A 



que Hultsch comble conjecturalement 
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encore, des points O, P, a angles droits sur les droites KA, H0, 
la droite OT et la droite PA' dans les plans des demi-cercles. 
Ces droites seront done egales aux droites EE, IIT { x ) ; en sorte 
que les arcs ET et TA' seront menes sur les droites OE, IIP f). 
Des lors, je dis que l’arc ET est, en similitude, plus grand que 
le double de l’arc TA' ; done, sa moitie, l’arc (^E, est aussi, en 
similitude, plus grande que le double de l'arc T^. Et Parc EQ 
est semblable a Parc TX, tandis que Parc est semblable a 
Parc OX ( 8 ) ; done ( 1 2 3 4 5 6 ), Parc TX est, en similitude, plus grand que 
le double de Parc OX. Or, il en est ainsi, parce que Parc ET est 
6gal a Parc TX (®), et que des cercles les plus grands sont d^crits- 
par le pole et par les points T, X; car cela est d^montre dans, 
les Spheriques ( 8 ). 


LIX. 

Void maintenant ce qui a et£ pass£ sous silence pour les. 
th^or&mes XII et XIII ( 7 ). 

Proposition 6i. — N’importe quel arc du demi-cercle, venant 
apres le Cancer, se leve dans un temps plus long qu’il ne se couche, 
et n’importe lequel, dans P autre demi-cercle, venant aprks le 
Capricorne, se couche dans un temps plus long qu’il ne se leve, 

En efiet, soit, dans la sphere, l'horizon ABT et, dans l’hemi- 
sphere apparent, le demi-cercle AAZ du zodiaque qui vient apres 
le Cancer (le point A est done le commencement du Cancer pre- 

1. Les parties EO et IIP des diametres KA, H@ des cercles paralleles KSTA,. 
HTA'@ sont coupees en deux parties egales par le rayon AM de la sphere, en 
des points qui sont les centres de ces cercles; done, les perpendiculaires SZ, OT 
d’une part, et IIT, PA' d' autre part, sont egalement eloignees du centre du cercle„ 
d'oii (Eucude, liv. Ill, prop. 14, enoncee p. 148, n. 4) : ES — OT et IIT — PA'. 

2. C’est- 4 -dire que les arcs ST, TA' seront sous-tendus par des droites egales 
aux droites EO, IIP. 

3. Le texte presente ici Interpolation ^ 8e TX TCJ pet^uv, et (l’arc) TX 
est plus grand que (l’arc) TCJ* (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 626, 1 . 5). 

4. Sous-entendu : je dis que. 

5. Par hypothese de construction. 

6. Th^odose, Les Spheriques, liv. Ill, prop. 6, enoncee p. 369, n. 3,et prop. 21,. 
P- 395 - 

7. C’est-i-dire ce qui a ete passe sous silence par les commentateurs pour 
les demonstrations des propositions 12 et 13 des Phenomenes d’Euclide, dont 
il a ete question plus haut dans les considerations qui precedent la proposition 57. 
Voir p. 458, n. 2, et p. 459, n. 3. 
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cedant le demi-cercle a son coucher). Soit le segment AHr du 
tropiqne d’ete qni est au-dessus 
de la terre, et decoupons un 
arc EA du zodiaque (*) ; je dis 
que l’arc AE se leve dans un 
temps plus long que celui dans 
lequel il se couche. 

En effet, decrivons par les 
points A, E les cercles par alleles 
BAA, N0EK, [done, l’arc AA 
devient, k similitude, plus grand 
que l’arc 2E, et l’arc EN plus 
grand que l’arc AB] ( 2 ). D&s lors, le point A precedant le point E 
qui le suit, et partant du point A, se l&ve avant le point E qui 
part du point 2 ; en sorte que l’arc AA est, en similitude, plus 
grand que l'arc E2, parce que le temps est plus long aussi ( 3 ) ; 

1. D’aprSs la figure, peu intuitive, qui accompagne le texte de l’edition de 
Hultsch, conforme du reste a celle que presentent les manuscrits, le point A est 
pris entre les points A, E. 

2. La phrase que nous mettons entre crochets est une conclusion qui semble 
prematuree et, d’apnbs Hultsch, elle aurait ete interpolee (Cfr. loc. cit., vol, II, 
p. 628, 1. 4). Le manuscrit du Vatican (Codex Vaticanus graecus 218) porte 
d’ailleurs en marge, en regard de cette phrase, une annotation de scoliaste qui 
vise k justifier cette conclusion par la remarque : 81a to ut' tou y' crpatpixuv, 
e’est-i-dire : en vertu du (th^or&me) 11 du (livre) 3 des Sphtriques. Cette propo- 
sition de Th^odose est enoncee comme suit : « Si le pdle de par alleles est situe 
sur la circonference d’un cercle le plus grand, que coupent k angles droits deux 
cercles les plus grands, dont l’un est un des parall&es, et dont l'autre est oblique 
sur les par alleles ; et si un autre cercle le plus grand, passant par les p61es des 
parall&les, coupe le cercle oblique entre le plus grand des par alleles et celui qui 
touche le cercle oblique, le rapport du diam&tre de la sphere au diam&tre du 
cercle que touche le cercle oblique est plus grand que celui de l’arc du plus grand 
des paralteles, situe entre le cercle le plus grand primitif et le cercle consecutif 
passant par les poles, a l’arc du cercle oblique situe entre ces demiers cercles » 
(Voir trad, de P. Ver Eecke, p. ill). Comme cette proposition ne correspond 
cependant pas a la conclusion en question, Hultsch a suppose qu’il y a eu erreur 
de copie, et qu’au lieu de <.*' (11) il faut lire to' (14), e’est-i-dire que la proposition 
invoquee par le scoliaste serait la quatorzi£me du livre III de Theodose, enoncee 
comme suit : « Si, dans une sphere, un cercle le plus grand touche un des cercles 
de cette sphere, si un autre cercle le plus grand, oblique sur les par alleles, touche 
des cercles plus grands que ceux que touche le cercle primitif, ces cercles les 
plus grands decouperont, dans leur intervalle, des arcs dissemblables sur les 
cercles parall£les, et les arcs plus rapproches de chacun des pdles seront conti- 
nuellement plus grands que les arcs semblables a ceux qui en sont plus eloignes » 
Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 118. 

3. Cette conclusion, que l’interpolation mentionnee dans la note prec&dente 

avait d4j&. tiree pr^matur^ment en se faasant sur une propoai 
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done, l’arc BA est, en similitude* plus petit que Fare EN (*) . 
Decrivons maintenant par les points B, A les cercles les plus 
grands 0BM, KAH tangents au cercle AHr ( 2 ) ; il s’ensuit que 
l’arc AE, occupant la position de l'arc KA, se leve dans le temps 
oil le point K parcourt l’arc KS et, occupant la position de 
l’arc B0, se couche dans le temps ou le point 0 parcourt l’arc 0N 
(car les arcs AAE, MB0, HAK sont des positions du meme cercle 
du zodiaque, ayant dans leurs intervalles les arcs semblables 
AH, AA EK et MA, BA, 0E ( 3 ) ; en sorte que l'arc AA est, en 
similitude, plus grand que l’arc EE et l'arc EN plus grand que 
l’arc BA, comme on l’a deja demontre). Et les arcs HK, AE, M0 
sont egaux (car chacun des arcs M0, HK est egal a l’arc AE) ; 
en sorte que ces arcs s’ajustent et que les points K, A, H arrivent 
ensemble ( 4 ) sur les points E, A, A. Et pareillement, les points 
E, A, A arrivent aussi ensemble sur les points 0, B, M, [car les 
arcs KA, EA, 0B sont aussi egaux ; en sorte que les arcs KA 
EA, ©B s'ajustent] ( 5 ). Je dis que l'arc KX est plus grand que 
l’arc N0. 

En effet, puisque l'arc AA est semblable a l'arc EK et l’arc AB 
semblable a l’arc E0, l’arc entier AB sera aussi semblable a l’arc 
entier 0K. Or, l'arc AB est plus grand que l’arc semblable a 
l’arc EN ( 8 ) ; done, l’arc 0K est aussi plus grand que l’arc 

de Theodose, semble s’appuyer ici sur la proposition 3 du traite De la Sphere 
mobile d'Autolycus, dont l’enonce est : ’Eav a^aipa <rrp£cpifyrai itept tov 

saurn? a£ova, a? iv ifftp ypovtp nspioepstac ouiep^erai ffTipeia Tiva xtov TcapaX/^Xuv 
xuxXwv xaQ’ ( 5 v aepexai, auxan opiotal etatv. Le premier alinea du chapitre XXVII 
(voir p. 404) rappelle d'ailleurs ce meme enonce en d'autres termes en disant 
que « lorsque la sphere tourne autour de son axe, les arcs de paralieies parcourus 
dans un meme temps par des points de la sphere sont semblables ». 

1. Cette conclusion, qui decoule de celle qui precede, est inutilement precedee 
ici d’une phrase que Hultsch considere comme ayant ete interpolee, et que nous 
traduisons : « et parce que le point A se couche avant le point E au point B en 
partant du point A, et que le point E se couche aussi au point N en partant du 
point E, il s’ensuit... » (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 628, 11. 8-11). 

2. Le cercle AHr est le tropique d’hiver auquel on consid^re que le zodiaque 
est tangent dans les trois positions KAH, ZEAA et 0BM, comme le dira plus 
loin une phrase mise entre parentheses. 

3. Theodose, Les Sphiriques, liv. II, prop. 13, enoncee p. 423, n. 1. 

4. 3(xa, ensemble, e’est-a-dire au meme moment. 

5. La phrase mise entre crochets est une remarque rendue inutile par la consi- 
deration qui precede, et Hultsch la regarde comme interpolee (Cfr. loc. cit., vol. II, 
p. 628, 1. 24). 

6. Considerant que le grand cercle ABNZEAr coupe les paralieies Mr, BA, NS 
de la sphere sans passer par leurs pdles, ce qui ne s’aper9oit pas dans la figure 
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semblable a l’arc NS (*). Or, ces arcs appartiennent au meme 
cercle ; done, l’arc K0 est plus grand que Tare NS. Retranchons 
de part et d’autre l’arc 0S, il s’ensuit que l’arc restant KS est 
plus grand que l’arc restant ©N. [C’est-a-dire que le temps du 
lever de l’arc AE est plus long que celui de son coucher] ( 2 ). Et 
puisque, en vertu du theoreme XI des Phenomenes d’Euclide ( 3 ), 
l’un des arcs egaux ( 4 ) opposes suivant un diametre se leve dans 
le temps oil l’autre se couche, et que l'un se couche dans le temps 
oil l’autre se leve, il s'ensuit que l’arc 6gal a l’arc AE, oppose 
suivant un diametre, s’obtiendra dans l’autre demi-cercle qui 
commence apr&s le Capricorne ; et Ton d6montrera que cet arc 
se couche dans un temps plus long qu’il ne se l&ve, [car le temps 
du lever de 1' autre demi-cercle est plus long que celui dans lequel 
couche] ( 5 ). 


LX. 

Les memes choses etant poshes, soit, dans le second cas du 
theoreme, l’arc AEZ qui appartient, au-dessus de la terre, au 
demi-cercle qui vient apr&s le Capricorne, et decoupons un arc 
quelconque AE ; je dis que l'arc AE se couche dans un temps 
plus long qu’il ne se l&ve. 

En effet, faisons les mcmes constructions. Des lors, puisque 
le point A est le commencement du Cancer qui suit le demi-cercle. 


peu intuitive qui accompagne le texte, on a : arc AB > arc semblable k l'arc 2 N, 
en vertu de la proposition 20 du livre II des Spheriques de Thdodose, dnoncee : 
« Lorsque, dans une sphere, un cercle le plus grand coupe des cercles parallgles de cette 
sphere sans passer par leurs poles, les arcs qui, d6coupes dans l’un des hemi- 
spheres, sont plus rapproches du p 61 e apparent seront continuellement plus 
grands que les arcs semblables k ceux qui sont plus eloignds de ce pdle » Voir 
trad, de P. Ver Eecke, p. 66. 

1. Car on a : arc ©K semblable k arc AB. 

2. Phrase consideree comme une interpolation par Hultsch (Cfr. loc. cit., 
vol. II, p. 630, 1 . 9). 

3. Euclide, Les Phenomenes, prop. 11 : Tou tu>v xuxXou twv Cjuv *re 

xal aTOvavrtov izsptsepetwv iv vpovw y\ ktepa AvcrziXkv., l-repa Stivei, xal h & 
■^povcj) */j etepa ouve*., \ sxspa ivaTeXXst (voir p. 58 de 1’ Edition critique de Heiberg 
mentionnee p. 370, n. 1). Nous traduisons done cet enonce : « L’un des arcs 
6gaux et opposes du cercle du zodiaque se l^ve dans le temps oh 1’ autre se 
couche, et l'un se couche dans le temps oh l’autre se 16 ve. 

4. Sous-entendu : tou twv ^ipoiwv xuxXou, du cercle du zodiaque. 

5. Phrase interpolee d'apres Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 630, 1 . 16). 
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et que le point Z est le commencement du Capricorne qui precede 
le demi-cercle, il s’ensuit que le point Z est au couchant et le 
point A au levant. En conse- 
quence, l’arc AE, occupant la 
position de l’arc B@, se leve 
quand le point 0 parcourt l’arc 
N0 (*) et, occupant la position 
de l’arc AK, il se couche quand 
le point K parcourt l'arc KE ( 1 2 ). 

Or, on a demontre plus haut que 
l’arc EK est plus grand que 
l’arc N0 ; done, le temps du 
coucher de l’arc EA est plus long que celui du lever, le temps 
du coucher de l’arc EK etant plus long que celui du lever de 
l'arc 0N. 

Ce qui precede suffit cependant pour ce qui concerne unique- 
ment le trait e des Phenomenes d'Euclide, et je pense que vous 
n’ignorez pas que ce qui se rapporte aux levers et aux couchers 
des douziemes parties ( 3 ) du zodiaque y a ete 6tabli d'une maniere 
imparfaite. D’ailleurs il vous sera loisible de prendre connaissance 
de ces choses d’une maniere complete et exempte de difficulty 
en lisant les ouvrages que Ptolemee a composes a leur sujet. 



1. Le texte presente ici une phrase que Hultsch place entre crochets 4 titre 
d’interpolation (cfr. loc. cit., vol. II, p. 632, 11 . 5-9) ; elle fait remarquer inutile- 
ment que les points A, E participent au lever de l'arc AE. 

2. Le texte presente ici encore une phrase que Hultsch place entre crochets 
k titre d’interpolation (cfr. loc. cit., vol. II, p. 632, 11 . 10-12) ; elle fait remarquer 
inutilement que les points A, E participent au coucher de l’arc AE. 

3. Tb>v tou ^({tSiaxou o<i>oExaTYi{xopiuv, des douziemes parties du zodiaque, 
e’est-a-dire des douze signes du zodiaque. 



LIVRE VII DE LA COLLECTION 
DE PAPPUS D’ALEXANDRIE 

contenant les lemmes du lieu resolu ( J ). 


► 


Le champ de r analyse, tel que je le con^ois, mon fils 
Hermodore, est la matiere particuliere dont disposent ceux qui, 
apr£s avoir acquis les elements vulgaires, veulent puiser dans les 
lignes la puissance de trouver les probl&mes qui leur sont pro- 
poses. C’est en suivant la voie de l’analyse (*) et de la synth£se ( 1 2 3 ) 
que cette matiere a et4 traitee par trois hommes : Euclide, auteur 
des Elements, Apollonius de Perge et Aristae l’Ancien. L' analyse 
est done la voie qui part de la chose cherch£e, consideree comme 
etant concedee, pour aboutir, au moyen des consequences qui 
en d4coulent, a la synthese de ce qui a ete concede. En effet, 
supposant, dans l’analyse, que la chose cherchee est obtenue, on 
consid£re ce qui derive de cette chose et ce dont elle est precedee, 
jusqu’a ce que, revenant sur ses pas, on aboutisse & une chose 
deja connue ou qui rentre dans 1’ordre des principes ; et Ton 
nomme cette voie l’analyse en tant qu’elle constitue un renver- 
sement de la solution. Dans la synthese, au contraire, supposant la 
chose finale ment per<;ue par 1’ analyse comme etant deja obtenue, 
et disposant d£s lors ses consequences et ses causes dans leur 
ordre naturel, puis, les rattachant les unes aux autres, on aboutit 
en dernier ressort a construire la chose cherchee ; et e'est ce que 
nous appelons la synthese. 



1. b &vaXuop.£vo? (sous-entendu x6tzo<;), le lieu resolu ou analyse ; expression 
que la premiere version latine de Commandin rend par la periphrase : « locus 
qui vocatur ivaXuop.evo?, hoc est resolutus » (cfr. loc. cit., p. 240, 1. 8), que la 
seconde version latine de Hultsch se borne a rendre par : « locus qui acvaXuouevoc 
dicitur » (cfr. loc. cit., vol. II, p. 635, 1. 3), et que nous rendons par « domaine 
ou champ de l’analyse ». 

2. ava^umc, la resolution ou analyse (d'une proposition). 

3. ffuvOem? la construction ou synthase (d'une proposition). 


1 


478 


PAPPUS d'alexandrie 


II y a deux genres d’ analyses : celle qui est propre a la 
recherche (*), qu’on appelle theoretique ( 1 2 ), et celle qui s'applique 
a trouver ce qui est propose ( 3 ), qu’on appelle problematique ( 4 ). 
Dans le genre theoretique, on consid&re comme etabli et vrai ce 
que l’on cherche, puis, par les consequences qui en decoulent, 
admises comme vraies et comme repondant a l’hypothese, on 
aboutit k une chose qui est deja accordee ; et si cette chose 
accordee est vraie, ce que l’on cherche est vrai aussi, et la 
demonstration sera l’inverse de cette analyse ; tandis que, si l’on 
aboutit k une chose accordee qui est fausse, ce qui est cherche 
sera faux aussi. D’ autre part, dans le genre problematique, on 
admet que la proposition est connue ; puis, au moyen des conse- 
quences qui en ressortent et admises comme vraies, on arrive a 
quelque chose d’accorde ; et si ce qui est accorde peut etre realise 
ou est d6ja acquis (ce que les math6maticiens appellent donn6), 
la proposition pourra etre rgalisee aussi, et la demonstration sera 
de nouveau l’inverse de l’analyse ; tandis que, si l'on tombe sur 
quelque chose d’accorde qui est impossible, le probl&me sera 
impossible aussi. 

[La determination ( 5 ) est le fait d’examiner au prealable quand, 
comment, et de combien de manieres un probl&me est possible] ( 6 ). 

Voila done ce qui en est concernant l'analyse et la synthase. 


1. ^71‘ni‘Ttxov (analyse) propre k la recherche, k l'invention de solutions, 
c’est-^L-dire l'analyse zetetique, d’apr^s le neologisme inaugure deji par Viete 
dans son ouvrage : Les cinq Uvres de Zetetique de Fr. Viete, mis en frangois par 
J. L. Sieur de Vaulezard, Paris 1630. Cette analyse zetetique, qui a pour objet 
l'invention de solutions, repond k la methode analytique moderne, ou l’on sup- 
pose la question resolue, et ou l'on etablit les relations des conditions entre 
quantites connues et inconnues pour aboutir k une relation finale. 

2. 0ewp7iTtxov (analyse) speculative ou theoretique, d’apr^s le neologisme inaugur6 
par Paul Tannery ( Memoires Scientifiques , vol. Ill, p. 166). 

3. itopi<mxov (analyse) acquisitive, propre k trouver (une demonstration 
pour une solution), e’est-i-dire l'analyse poristique, d'apr£s le neologisme de 
Paul Tannery (. Memoires Scientifiques, vol. Ill, p. 163). Cette analyse poristique 
a pour but l'invention, non pas d'une solution, mais d’une demonstration pour 
une solution, ou pour une proposition enoncee, en supposant vraie cette solution 
ou proposition, et en transformant la relation qu’elle foumit jusqu'i obtenir 
une identite ou une proposition deji connue. 

4. itpopX7i|jiaTtxov (analyse) qui debat, ou problematique. 

5. Siopwfxo?, la determination (des conditions de possibility d’une propo- 
sition), e'est-i-dire la discussion d’une proposition. 

6. La phrase mise entre crochets etant hors de sujet, est consideree par Hultsch 
comme ayant ete interpolee (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 636, 1 . 15). 
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Les livres dont il a ete question comme appartenant au champ 
de l’analyse se presentent dans l’ordre suivant : le livre unique 
des Donnees d’Euclide ; les deux livres de la Section de Rapport, 
les deux livres de la Section d’Aire, les deux livres de la Section 
determinee et les deux livres des Contacts d’ Apollonius ; les trois 
livres des Porismes d'Euclide ; les deux livres des Inclinaisons 
d’ Apollonius ; les deux livres des Lieux plans et les huit livres 
des Coniques du meme ; les cinq livres des Lieux solides d'Aristee ; 
les deux livres des Lieux a la Surface d’Euclide et les deux livres 
des Medietes d'Eratosthene (*). On obtient ainsi trente-trois livres 
au sujet desquels j’ai presente a ton examen : des sommaires qui 
s’etendent jusqu’aux Coniques d’ Apollonius ; la quantite de lieux, 
de determinations et de cas pour chaque livre et, en outre, les 
lemmes cherches ( 1 2 ) ; croyant ainsi n’avoir laisse de cote aucune 
information au cours du traitement de ces livres. 

Le premier livre, relatif aux Donnees, contient en tout quatre- 
vingt-dix theoremes ( 3 4 ), dont les vingt-trois premiers concernent 
les grandeurs en general, et dont le vingt-quatrieme a trait aux 
droites proportionnelles non donnees de position (*). Les quatorze 
suivants concernent des droites donnees de position. Les dix qui 
suivent ceux-ci se rapportent aux triangles donnes d’espece et 
non de position. Les sept qui suivent ceux-ci sont relatifs a des 
aires rectilignes quelconques donnees d’espece et non de position. 
Les six qui suivent ceux-ci concernent des parallelogrammes et 
des applications d’ aires donnees d'espece. Le premier des cinq 
theoremes suivants est deja ecrit ( 5 ), et les quatre autres, ayant 


1. Ces divers ouvrages d’analyse geometrique des Grecs constituent ce qu’on 
appelle la Collection analytique des Anciens. 

2. ra XrijjijxaTa ra J^TOuueva, les lemmes cherches, c’est-a-dire qui ont ete 
recherches par divers geometres mentionnes par Pappus, tels que Heraclite, 
Pericles, Charmandros, et par Pappus lui-meme, & titre de commentaires des 
propositions plus ou moins concises ou difficiles des ouvrages en question. 

3. Le livre des Donnees d’Euclide contient en realite quatre- vingt-dix propo- 
sitions dans l’edition critique precitee des oeuvres d’Euclide par J. L. Heiberg 
et Menge, et il en contient quatre- vingt-quinze dans la traduction fran^aise de 
Peyrard, a laquelle nous avons renvoye plusieurs fois dans les notes precedentes. 

4. C’est-a-dire donnees de grandeur seulement. 

5. to itpwTov ypa<p6[xevov ecrnv, le premier est ecrit, c’est-a-dire que le premier 
(de ces cinq theoremes suivants) rentre dans ceux dont Pappus vient de parler. 
Et, en effet, le premier de cette serie de cinq theoremes correspond la propo- 
sition 62 des Donnees, laquelle a un rapport intime avec la proposition prec6- 
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trait a des aires de triangles, demontrent que les carres des c6tes 
ont un rapport donne avec ces aires de triangles. Les sept 
theoremes suivants jusqu’au soixante-treisieme, relatifs a deux 
parallelogrammes, demontrent que les angles sont entre eux dans 
un rapport donne en raison des hypotheses emises a leur sujet, 
et certains de ces theor&mes comportent des conclusions sem- 
blables dans le cas de deux triangles. Parmi les six figures 
suivantes jusqu'a la soixante-dix-neuvieme, deux concernent les 
triangles et quatre ont trait a un grand nombre de lignes pro- 
portionnelles. Les trois figures suivantes concernent deux droites ( 1 ) 
qui comprennent une aire donnee. Enfin, dans chacune des huit 
figures jusqu'a la quatre-vingt-dixi&me, les demonstrations sont re- 
latives a des cercles donnes de grandeur seulement ou bien de 
position aussi. [Les lignes prises sur cedes qui sont menees par 
un point donne sont donnees] ( 2 ). 

La proposition unique des deux livres de La Section de Rap - 
port ( 3 ) s’y trouve subdivisee ; c’est pourquoi nous enoncerons 
cette proposition unique de la mani&re suivante : « Mener par un 
point donne une ligne droit e qui decoupe sur deux droites donnees 
de position, et ce jusqu’a des points donnes sur ces droites, des 
segments ayant meme rapport que celui qui est donne ». Or, il 
se fait qu’etant subdivisee, cette proposition donne lieu a des 
figures differentes, et qu’elle en comporte un grand nombre en 


dente 61, qui rentre dans la serie des six relatives aux parallelogrammes et aux 
applications d’ aires. Le mot ypacpdfzevdv a et6 traduit par Hultsch de la maniere 
peu acceptable : in lineis, en lignes ; ce qui signifierait, d'apr^s lui, que le premier 
dc ces cinq theoremes conceme des lignes, comme si le texte avait dit dv ypap.{xal?. 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 638, 1 . 11). Heiberg a d’ailleurs fait remarquer, 
a l'encontre de cette interpretation de Hultsch, que le texte aurait du dire alors, au 
moins : iv eufieiai?, en lignes droites (J. L. Heiberg, Liter argeschichtliche 
Studien uber Euklid. Leipzig, 1882, p. 222). 

1. Le texte porte ici les mots avaXoyov oiia'wv (qui sont proportionnelles), 
consideres par Hultsch comme ayant ete interpoles (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 638, 
1. 20). 

2. La phrase mise entre crochets doit etre attribute & un interpolates 
qui vise ici trois propositions dans l’edition des Donnees d'Euclide consideree 
a l’epoque de Pappus, et qui repondent toutefois aux propositions 92, 93 et 95 
des copies posterieures de l’ouvrage d'Euclide qui nous sont parvenues. 

3. Xoyou aTCOTopuis §'), (les deux livres) de la Section de raison ou 

de rapport ; titre d’un ouvrage d' Apollonius dont le texte grec est perdu, mais 
dont on possede une version arabe plus ou moins resumee, qui fut traduite en 
latin par Halley dans son ouvrage que nous avons mentionne dans notre intro- 
duction. 
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raison des positions qne les droites donnees presentent entre elles, 
des differents cas relatifs au point donne, et des analyses, syn- 
theses et determinations ( 1 ) concernant ces cas. En effet, le premier 
livre de La Section de Rapport comporte sept lieux, vingt-quatre 
cas et cinq determinations, dont trois sont maxima et deux minima. 
La determination est maxima dans le troisieme cas du cinqui&me 
lieu, et minima dans le second cas du sixieme lieu et dans le 
second cas du septieme lieu ; tandis que les determinations sont 
maxima dans les quatriemes cas des sixieme et septieme lieux. 
D’autre part, le second livre de La Section de Rapport comporte 
quatorze lieux, soixante-trois cas et des determinations qui sont 
celles resultant du premier livre ; car l’ensemble ramene a ce 
premier livre. 

Les deux livres de La Section de Rapport comportent vingt 
lemmes ( 2 ) ; ces memes deux livres de La Section de Rapport con- 
tiennent cent quatre-vingt-un theoremes, et plus encore d'apres 
Pericles. 

Les livres de La Section d* Aire ( 3 ) sont au nombre de deux, 
et Ton y a aussi un probleme unique qui se divise en deux autres. 
La proposition unique de ces livres, semblable pour le reste k la 
premiere ( 4 ), n’en diff&re qu’en raison de ce que, dans celle-la, 
il faut faire en sorte que les droites decoupees aient un rapport 
donne et, dans celle-ci, faire en sorte que ces droites comprennent 
une aire ( 5 ) donnee. Cette proposition s'enonce : « Mener par un 
point donne une ligne droite qui decoupe sur deux droites donnees 
de position, et ce jusqu’a des points donnes sur ces droites, des 
segments qui comprennent une aire equivalente a une aire donnee ». 
Cette proposition est affectee d'un grand nombre de figures pour 
les memes raisons que plus haut. Le premier livre de La Section 


1. C’est-a-dire, des determinations des conditions de possibility. 

2. La question est douteuse de savoir si les vingt lemmes qui vont etre 
demontres dans la suite faisaient partie de l’ouvrage perdu d’Apollonius, ou s’ils 
appartiennent en propre a Pappus, qui les destinerait ainsi a eclaircir les cent 
quatre-vingt et une propositions du traite d'Apollonius. 

3. ?7j$ o’a7TOTour^ too yyaiou j 3 '.j 3 X£at les deux livres de la section d’espace 
ou d’aire ; titre du second ouvrage entierement perdu d’Apollonius, dont nous 
avons mentionne trois essais de reconstitution dans notre introduction. 

4. C’est-a-dire semblable a la proposition unique du traite de La Section de 
Rap-port. 

5. C’est-a-dire une aire rectangulaire. 


1 
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d’Aire comprend sept lieux, vingt-^uatre cas et sept determina- 
tions, dont quatre sont maxima et trois minima. La determination 
est maxima dans le second cas du premier lieu, dans le premier 
cas du second lieu, dans le second cas du quatrieme lieu et dans 
le troisieme cas du sixieme lieu ; tandis qu'elle est minima dans 
le troisieme cas du troisieme lieu, dans le quatrieme cas du 
quatrieme lieu et dans le premier cas du sixieme lieu. D’autre 
part, le second livre de La Section d’Aire contient trente lieux, 
soixante cas et les determinations qui decoulent du premier livre ; 
car c’est a ce dernier livre qu’il ramene. 

Le premier livre comprend quarante-huit theor&mes, et le 
second livre soixante-seize. 

Les deux livres de La Section determinee ont ete publies a la 
suite des livres ci-dessus, et leur proposition unique peut, de 
meme que dans les livres precedents, s'enoncer ainsi : a Couper 
une droite indefinie en un point tel que le carre construit sur une 
des droit es ainsi decoupees jusqu’a des points donnes sur cette 
droite, ou le rectangle compris sous les droites decouples, ait un 
rapport donne soit avec le carre d’une des droites decoupees ( 1 2 ), 
[soit avec le rectangle compris sous Tune des droites decoupees] ( 3 ) 
et une droite donnee ailleurs, soit avec le rectangle compris sous 
deux droites decoupees de l’un ou de 1’ autre cote qu’on voudra 
des points donnes ». Comme cette proposition est deux fois dis- 
jointe, et qu'elle presente des determinations tres arides, sa 
demonstration a du necessairement etre obtenue a l’aide de 
beaucoup d'autres. [Apollonius la demontre de nouveau en s’y 
effor 5 ant par la voie plus suivie des seules droites, comme dans 
le second livre des premiers Elements d’Euclide ; puis il l’a traitee 
encore une fois d’une facpon plus appropriee quant aux figures, en 


1. T7K ou>)piiT|xev7i{ | 3 t.(lXta ( 3 \ les deux livres de La Section determinee ; 

titre d’un ouvrage perdu d* Apollonius, dont nous avons mentionne les divers 
cssais de reconstitution dans notre introduction. 

2. C’est-a-dire le carre de la droite d^coupee restante, conform^ment k l’inter- 
pretation donnee par Robert Simson dans son essai de reconstitution : « vel ad 
quadratum ex reliqua intercepta » (Cfr. Opera quaedam reliqua, etc. Glasguae, 
1776, p. IV). 

3. Restauration de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 642, 1 . 26) conform6ment 
a l’interpr^tation de ce passage donnee par Snellius dans son essai de reconsti- 
tution du traits de La Section determinee ( Apollonius Batavus, seu exsuscitata 
Apollonii Pergaei geometrica. Lugduni Batavorum, 1608). 
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la demontrant parfaitement au moyen des demi-cercles] (*). Le 
premier livre contient six problemes, seize injonctions ( 1 2 ), quinze 
determinations, dont quatre sont maxima et ime minima. Les 
determinations sont maxima dans la deuxieme injonction du 
second probleme, dans la troisieme injonction du quatrieme pro- 
bleme, dans la troisieme injonction du cinquieme probleme et 
dans la troisieme injonction [du sixieme probleme ; tandis que la 
determination est minima dans la troisieme] ( 3 ) injonction du 
troisieme probleme. Le deuxieme livre de La Section determinee 
contient trois problemes, neuf injonctions, trois determinations, 
lesquelles sont minima dans la troisieme injonction du premier 
probleme et dans la troisieme injonction du second probleme ; 
tandis que la determination est maxima dans la troisieme 
injonction du troisieme probleme. 

Le premier livre comporte vingt-sept lemmes, le second, vingt- 
quatre, et les deux livres de La Section determinee contiennent 
quatre-vingt-trois theoremes. 

Les deux livres Des Contacts ( 4 ) viennent a la suite des 
ouvrages precedents. Les propositions qu’ils contiennent semblent 
etre nombreuses ; mais, pour elles aussi, nous en posons une seule 
qui s’enonce de la maniere suivante : « Trois elements quelconques 
etant successivement donnes de position parmi des points, des 
droites et des cercles, decrire un cercle qui, passant par chacun 
des points donnes (dans le cas de points donnes), soit tangent 
a chacune des lignes donnees ». Cette proposition donne neces- 
sairement lieu a dix propositions particulieres different es, a cause 


1. La phrase mise entre crochets est une mauvaise interpolation (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. II, p. 644, 11 . 4-8). 

2. im-raYfAa, expression singuliere que les versions latines de Commandin 
(cfr. loc. cit., p. 243, 1 . 26) et de Hultsch (cfr. loc cit., vol. II, p. 644, 1 . 9) ont 
hesite k rendre, se bomant k la latiniser dans le mot epitagma. Michel Chasles 
(Apergu historique), se ralliant en cela au sentiment de Simson et de Halley, a 
admis que l’expression designe les diSerents cas introduits par les variations 
de position des points donnes dans ces propositions du trait e de La Section 
determinee. Cependant, comme le mot « cas » n’implique pas le sens imperatif 
du mot grec, nous proposons de traduire par le mot « injonction », c’est-&-dire 
une disposition imposee des points dans la figure de la proposition. 

3. Lacune comblee par Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 644, 11 . 13-14). 

4. tuv iitaowv (lltj&ta ouo, les deux livres des (points de) contacts ; titre d'un 
ouvrage entiferement perdu d’ Apollonius, dont divers essais de reconstitution 
ont ete mentionnes dans notre introduction. 
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du nombre des elements semblables ou dissemblables fournis dans 
les hypotheses. En effet, les triades (*) differentes inordonnees qui 
resultent des trois triades de genres dissemblables sont au nombre 
de dix ( 2 ) ; car on donne : trois points, ou trois droites, ou deux 
points et une droite, ou deux droites et un point, ou deux points 
et un cercle, ou deux cercles et un point, ou deux droites et un 
cercle, ou deux cercles et une droite, ou un point, une droite et 
un cercle, ou trois cercles. Les deux premieres propositions sont 
demontrees dans le quatrieme livre des Premiers Elements ( 3 ), et 
nous nous dispenserons de les exposer. D'ailleurs, par le fait que 
trois points non situes sur une droite sont donnes, la proposition 
revient a decrire un cercle autour d’un triangle donne ( 4 ) et, par 
le fait que trois droites non paralleles sont donnees (mais trois 
droites qui se rencontrent), la proposition revient a inscrire un 
cercle dans un triangle donne ( 5 ) ; car le cas d’avoir deux droites 
paralleles et une autre qui les rencontre est traite en tete de tous 
ces problemes comme etant une partie du second probleme sub- 
divise. Suivent encore six probl&mes dans le premier livre ( # ), et 
les deux problemes restants : celui des deux droites et du cercle 
donnes, ainsi que celui des trois cercles donnes, sont seuls contenus 
dans le second livre, parce que les positions relatives des cercles 
et des droites sont multiples et necessitent de nombreuses deter- 
minations. 

Beaucoup de problemes de contacts du genre que nous venons 
de dire ont ete omis par les editeurs, et nous les avons retablis 
en tete des deux livres en question ; car, ce qui a ete ajoute est 

1. ?pwt$, ensemble de trois elements, du triade. 

2. Si 1’on considere m elements differents (ici points, droite et cercle), le 
nombre des combinaisons possibles de ces elements pris n k n avec repetition 

. j . , t , m (m + i) (m -f- 2) ... (m + n — 1) 

est donne par la formule : — i — - — - - > ~~ -L — — I l qm, pour m = n = 3, 

donne, comme le texte : 10 triades. 

3. C’est-a-dire les Elements d’Euclide. 

4. Euclide, liv. IV, prop. 5 : « Circonscrire un cercle & un triangle donne ». 
Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 204. 

5. Euclide, liv. IV, prop. 4 : « Inscrire un cercle dans un triangle donne. * 
Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 202. 

6. C’est-a-dire qu’outre les deux premiers cas des trois points donnes, des 
trois droites donnees et du troisi&me cas des trois droites donnees dont deux sont 
paralleles, le premier livre contient encore six cas venant en troisieme, quatrieme, 
cinquieme, sixieme, huitieme et neuvieme lieux dans l’ordre ou le texte les 
mentionne. 
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[ facile a comprendre, de nature a faire penetrer dans la matiere 

d’une maniere plus avantageuse, et a completer le genre des 
contacts. Nous renfermons de nouveau toutes ces propositions 
en une seule, affectee de moins d’hypotheses, mais feconde en 
* injonctions, et qui s’enonce de la maniere suivante : « Deux 

Elements quelconques etant donnes parmi des points, des droites, 

‘ et des cercles, decrire un cercle donne de grandeur qui passe par 

| un point donne, ou par les points donnes (dans le cas des points 

! donnes), et tangent a chacune des lignes donnees » ( 1 ). Les pro- 

blames renfermes dans cette proposition sont au nombre de six. 
i En effet, les differentes paires ( 2 ) inordonnees qui resultent de 

trois paires de genres dissemblables sont au nombre de six ( 3 ) ; 
car il faut, comme on l’a dit, amener le cercle donne de grandeur 
; lorsque deux points sont donnes, ou lorsque deux droites sont 

donnees, ou lorsque deux cercles sont donnes, ou lorsque un point 
et une droite, soit un point et un cercle, soit une droite et un 
I cercle sont donnes. L’analyse, la synthese et les determinations 

de ces propositions doivent du reste se faire selon ces cas. 

Le premier livre des Contacts contient sept problemes, et le.- . 
i second contient quatre probl&mes. Les deux livres comportent vingt 

et un lemmes, et leurs theoremes sont au nombre de soixante. 

Apres les Contacts viennent les Porismes, qui sont repartis en 
trois livres constituant la collection la plus etendue en fait d'art 
pour la resolution de problemes plus importants ; porismes dont 
la nature est telle qu’on ne peut evaluer la quantite de genres 
qu’ils presentent. [On n’a rien ajoute a ceux qui ont ete donnes 


1. II resulterait done de ce passage que Pappus aurait publie une recension 
du traite Des Contacts d’ Apollonius, et qu’il aurait ajoute en tete des deux livres 
du traite une serie de propositions du meme genre qu'il resume dans un enonce 
general. Ces propositions ne nous sont pas parvenues. La proposition generale 
lui appartiendrait done en propre. Voir au sujet de ce probleme : W. Berkhan, 
Das Problem des Pappus von den Beriihrungen, Halae, 1857, et. C Hellwig, Das 
Problem des Apollonius, Halae, 1856. 

2. 8ua$, dualite ou paires. 

3. Si l'on considere des groupes de deux elements d’entre des points, des 
droites et des cercles, la formule de recurrence de la note 2, p. 484, dans laquelle 
m — 3 et n — 2, donne 6 comme nombre des combinaisons avec repetition de 
ces trois dements pris deux a deux. Ce passage, et celui que nous relevons dans 
la note 2 de la page precedente, meritent de retenir l'attention; cards revdlent 
que les mathematiciens grecs ne sont pas restes etrangers au calcul combinatoire, 
bien que n' ay ant transmis aucun ecrit a ce sujet. 
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d’abord par Euclide, si ce n’est qtfe certains de nos predecesseurs 
peu experimentes ont emis des secondes redactions (*) au regard 
d’un petit nombre de ces propositions, parce que chacune d’elles 
est susceptible d’un nombre determine de demonstrations ; tandis 
qu'Euclide ne presente jamais qu’une seule redaction, comme 
nous le faisons voir, et qu’il donne ainsi a entendre que cette 
redaction est la meilleure. Au reste, les porismes comportent 
une theorie subtile, particuliere a leur nature, leur constituant 
une necessity, et dont le caractere est tres general et fort agreable 
pour ceux qui sont capables d’apercevoir et de se procurer 
quelque chose (*)] ( 1 2 3 ). Tous les genres de porismes n’appartiennent 
cependant pas aux genres des theoremes ni a ceux des problemes 
mais ils possedent en quelque sorte une forme intermediate a 
celle de ces derniers [de fa9on que leurs propositions peuvent 
avoir l’apparence de theoremes ou de problemes] ( 4 5 ). C’est pour- 
nuoi, chez beaucoup de geometres qui ne s’en rapportent qu’a 
la forme de la proposition, les uns pensent que les porismes sont 
aes theoremes quant au genre, et les autres, que ce sont des 
problemes. II resulte cependant clairement des definitions memes, 
que les Anciens ont mieux connu ce qui differencie ces trois 
choses ; car ils ont dit que le theoreme est une proposition 
faite en vue d’une demonstration de ce qui est propose ; que le 
probleme est une proposition faite en vue d’une construction de 
ce qui est propose, et que le porisme est une proposition faite en 
vue de l’acquisition de ce qui est propose ( 6 ). [Cette definition 


1. oeuTepas ypoKpas, secondes redactions, contrairement k l’interpretation de 
A. Vincent : « doubles redactions ». Voir : Considerations sur les Porismes en 
gdneral et sur ceux i'Euclide en particular. Examen et refutation de l’ interpretation 
donnde par M. Breton de Champ aux textes de Pappus et de Proclus, par 
A.-J.-H. Vincent, dans Journal de mathematiques pures et appliquees publie par 
Liouville, deuxieme serie, tome IV, ann6e 1859, pp. 9-46. 

2. Phrase que Michel Chasles interpr&te librement en disant : « et d’une etude 
tres agreable k ceux qui savent voir et trouver ». Voir : Les trois livres des 
Porismes d' Euclide rdtablis pour la premiere fois i’apres la notice et les lemmes 
de Pappus, et conformement au sentiment de R. Simson sur la forme des enonces 
de ces propositions, par M. Chasles. Paris, i860, in-8°, p . 15, 1. 2. 

3. Le passage mis entre crochets est attribud par Hultsch a un commentateur 
(Cfr. loc. cit., vol. II, p. 648, 1. 21 & p. 649, 1. 8). 

4. La phrase mise entre crochets est aussi attribute par Hultsch k un com- 
mentateur (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 649, 11. 10-11). 

5. Notre traduction litt&rale s’ecarte de l’interpr&ation donnee par Michel 

Chasles ( Les trois livres des Porismes, etc., p. 15) : « Le porisme est une proposi- 
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du porisme a ete modifiee par des auteurs recents qui, ne pouvant 
pas se procurer toutes les choses (*), bien que faisant usage des 
principes qui precedent, se bornent a demontrer que la chose 
cherchee existe, sans cependant la procurer, et qui sont ainsi 
contredits par la definition meme et par ce qui nous a ete 
enseigne ( 2 ). C’est d'ailleurs d’une fagon fortuite qu’ils ont redige 
cette definition comme suit : « Le porisme est ce qui est en defaut 
d’une hypothese par rapport a un theoreme de lieu » ( 3 ). Or, les 
lieux ( 4 ) constituent la forme d’un genre de porismes, et ils 
abondent dans le champ de l’analyse ( 5 ). Cette forme a ete separee 
des porismes ; elle a regu un titre ( 6 ) et nous a ete transmise ainsi 
parce qu’elle est plus repandue que les autres formes. En effet, 
il y a parmi les lieux ceux qui sont plans, ceux qui sont solides, 
ceux qui sont grammiques et, en outre, ceux qui se rapportent 
aux medietes ( 7 )] ( 8 ). Les porismes ont d’ailleurs encore le caractere 

tion oil l'on demande de trouver ce qui est propose », et de l'interpretation de 
Vincent ( Considerations sur les Porismes, etc., p. 23) : « Le porisme est une chose 
proposee en vue du parti k tirer de ce qui est propose », et enfin de l'interpretation 
de Robert Simson : « Porisma vero esse quo aliquid propositum est investigan- 
dum » ( Roberti Simsonii opera quaedam reliqua post auctoris mortem in lucem 
edita cur a Jacobi Clow. Glasguae, 1776, in-4 0 , P* 347)* 

1. Vincent interpr&te ici : « ne pouvant pas tout penetrer (pour aller au deli) . 
Voir Considerations sur les Porismes, etc., p. 23. 

2. seal utco too opou xai twv SiEavxopivuv. Hultsch donne de 

cette phrase une version latine un peu libre : « sed eos errare et ipsa de finit io 
et omnis mathematica disdplina evincit » (Cfr. loc cit., vol. II, p. 651, demiire 
ligne) ; Commandin traduit : « cumque et ex definitione ipsa et iis, quae nobis 
tradita sunt redurgueuntur » (Cfr. loc. cit., p. 245, 1. 17). D'autre part, Chasles 
a traduit peu exactement : « et quoiqu’ils fussent condamnes tant par la definition 
que par les propositions memes » {Les trois livres des Porismes, etc., p. 16) ; 
tandis que Vincent a interprets : « convaincus par la definition (precitee) et par 
ce qui est enseigne » ( Considerations sur les Porismes, etc., p. 23). 

3. Chasles interprSte librement cette definition: «ce qui constitue le porisme est 
ce qui manque k 1'hypothSse d'un theorSme local (en d’autres termes, le porisme 
■est inferieur, par hypothSse, au thSorSme local, c'est-i-dire que, quand quelques 
parties d’une proposition locale n’ont pas dans 1'enoncS la dStermination qui 
leur est propre, cette proposition cesse d'etre regardee comme un theorSme, et 
devient un porisme) ». Voir : Les trois livres des Porismes, etc., p. 16. D'autre part, 
Vincent fait des considerations encore plus developpSes sur cette definition contro- 
versee du porisme ( Considerations sur les Porismes, etc., pp. 32-34). 

4. C’est-a-dire les lieux geometriques. 

5. C’est-4-dire dans les ouvrages relatifs au « lieu resolu » (xbnos ivaXuo[x*vu$), 
ou consacres au champ de l’analyse. 

6. C’est-ci-dire que ce genre de porismes considere a part a regu le nom de 
lieux geometriques. 

7. C’est-i-dire ici aux moyennes proportionnelles. 

8. La longue phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme 
une interpolation (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 650, 1. 20 a p. 652, 1. 8). 
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d'avoir leurs propositions concises et de sous-entendre beaucoup 
de choses en raison de leur allure contournee, et il s’ensuit que 
beaucoup de geometres ne les comprennent que partiellement et 
ignorent ainsi les indications les plus indispensables qu'ils four- 
nissent. II est rare que l'on puisse renfermer un grand nombre 
de porismes dans une seule proposition, attendu qu'Euclide n’en 
donne pas lui-meme beaucoup de chaque espece ; mais il en met 
quelques-uns a titre d'exemples au commencement de sou premier 
livre, lesquels, dans leur grand nombre, sont analogues entre eux, 
notamment dix qui appartiennent tous au genre de lieux le plus 
abondant. Et comme nous avons observe que l’on peut renfermer 
ces porismes dans une seule proposition, nous F avons enoncee de 
la maniere suivante : « Si trois points situes sur une seule droite 
(Tune figure (*) convexe ou non convexe ( 1 2 ) [ou deux points en 
cas de parallelisme] ( 3 ) sont donnes, et si les points restants, a 
l’exception d'un seul ( 4 ), sont lies ( 5 6 ) a des droites donnees de 
position (•), ce seul point est aussi lie a une droite donnee de 
position » ( 7 ). 


1. C’est-a-dire d'une figure quadrilatere dont les cotes prolonges donnent 
lieu k six points d’intersection, comme cela result e du contexte. 

2. uimov t\ itapuimov (sous-entendu o^T,|i.a, figure), expression singuliere qui 
se rendrait en latin par « figura supina vel praetersupina », figure au-dessous ou 
quasi au-dessous, c’est-a-dire une figure polygonale (un quadrilatere dans le 
present cas) dont tous les cotes sont au-dessous de l'un des cotes prolong^, ou 
dont les cotes sont en partie au-dessous de ce c6t6 prolonge ; en d’autres termes : 
« un quadrilatere convexe ou non convexe ». On arrive d’ailleurs a la meme signi- 
fication en donnant au mot ’j7m.ov le sens de renversement ou de mise a rebours 
des angles ou sommets du quadrilatere, qui est alors convexe, et en donnant 
au mot napu7mov (dans la composition duquel itapa detruit la force du mot 
simple) le sens de non-renversement, ou le sens de situation en meme direction 
d’angles ou de sommets du quadrilatere, qui devient ainsi un « quadrilatere 
rentrant ou concave ». En d’autres termes, l’expression de Pappus designe un 
systeme de quatre droites qui se coupent deux £ deux, figure qu’on appelle un 
quadrilatere complet. 

3. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme une 
interpolation (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 652, 1 . 21). 

4. C’est-a-dire si deux des trois autres points d’intersection du quadrilatere 
complet. 

5. C’est-a-dire lies sans etre fixes, ou pouvant se deplacer sur ces droites, ou 
bien les decrire. 

6. C’est-a-dire si l'un de ces deux points est lie a une droite donnee de position 
et l’autre point lie a une autre droite de position. 

7. Cette proposition est enoncee librement comme suit par Michel Chasles 
(Les trois livres des Porismes, etc., p. 16) : « Etant donnees quatre droites se coupant 
deux k deux, si trois des points d’intersection situes sur l’une d’elles, ou deux 
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Ce que nous venons de dire ne se rapporte qu’a quatre droites, 
dont deux tout au plus passent par un meme point ; mais 
d'aucuns ignorent que la proposition reste vraie pour toute quan- 
tity de droites proposee ; ce qui s’enonce de la maniere suivante : 
« Si tant de droites qu’on voudra se coupent entre elles sans 
etre plus de deux a passer par un meme point ; si tous les points 
situes sur l’une de ces droites sont donnes (*), et si ceux qui sont 
situes sur les autres droites sont lies respectivement a une droite 
donnee de position », ou bien, d’une maniere plus generate : « Si 
tant de droites qu’011 voudra se coupent entre elles sans etre plus 
de deux a passer par un meme point ; si tous les points situes 
sur l'une de ces droites sont donnes, et si le nombre de points 
restants constitue un nombre triangulaire ( 2 ) dont le cote contient 
les points lies respectivement a une droite donnee de position, 
sans que trois de ces points soient situes aux angles d’une aire 
triangulaire (?), les points restants seront lies respectivement a 
une droite donnee de position ( 4 ) ». II n’est cependant pas vraisem- 


seulement dans le cas du parallelisme, sont donnes (c’est-a-dire restent fixes),, 
et que des trois autres deux soient assujettis a rester chacun sur une droite 
donnee, le dernier sera aussi situe sur une droite donnee de position. 

1. C’est-a-dire restent fixes. 

2. xsiyovot; dptOjxds, nombre trigone ou triangulaire, represente algebrique- 

ment par 1 ’expression : 5 (» 2 -j- n) , ou . Outre les titres de quelques. 

ouvrages perdus et quelques fragments, l’Antiquite grecque nous a transmis 
deux ouvrages assez etendus sur la theorie des nombres polygones. Le premier 
est celui de Nicomaque de Gerase, compose vers la fin du premier siecle de notre 
£re, sous le titre : Introduction Arithmetique. On y trouve une table des nombres 
polygones et plusieurs theoremes, notamment celui que l’on attribue a Theon, 
demontrant que la somme de deux nombres triangulaires successifs forme un carre. 

( Nicomachi Geraseni Pythagorei Introductionis Arithmeticae libri II, rccensuit 
Richardus Hoche. Accedunt codicis cizencis problemata arithmetica. Lipsiae, 1865, 
in-8°. Voir liv. II, p. 97). La premiere traduction en langue vulgaire de l’ouvrage 
de Nicomaque a ete donnee en anglais sous le titre : Nicomachus of Gerasa. Intro- 
duction to Arithmetic, translated into English by Martin Luther D’Ooge, with studies 
in greek arithmetic by Frank Egleston Robbins and Louis Charles Karpinsky. 
New-York, 1926, in-4 0 (Voir liv. II, p. 239). Le second ouvrage est celui de 
Diophante intitule : Le Livre des nombres polygones ( Diophante d' Alexandrie. 
Les six livres arithmetiques et le livre des nombres polygones. CEuvres traduites pour 
la premiere fois du grec en frangais avec une introduction et des notes, par Paul 
Ver Eecke. Bruges, 1926, gr. in-8°. Voir pp. 277-282). 

3. C’est-a-dire que trois points ne peuvent pas etre les sommets d'un triangle 
dont l'aire est comprise sous les droites memes dont ces points sont les intersections, 
mais qu'ils doivent done etre tous trois situes sur une meme droite. 

4. Cet enonce general de Pappus a ete exprime plus librement comme suit 
par Michel Chasles : « Si plusieurs droites en nombre quelconque se rencontrent„ 
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blable que l’auteur des Elements 4 1 ) ait ignore cela ; mais il n'en 
aura pose que le principe, et il parait du reste n'avoir consigne 
que des principes et des germes [de nombreuses et import antes 
questions] ( 2 ) dans tous ses porismes, dont les genres ne doivent 
pas etre distingues d’apres les differences presentees par les 
hypotheses, mais bien d’apres les choses qu’on y rencontre ou 
qu’on y cherche. [Les hypotheses etant plus generiques, elles 
different toutes entre elles et, par mi les choses qui se revelent 
ou que Ton cherche, une meme chose se presentera d’une maniere 
distincte dans beaucoup d’hypotheses differentes] ( 3 ). 

Voici comment doivent etre etablis dans le premier livre les 
genres des choses cherchees dans ces propositions ( 4 ) : 

Si des droites menees de deux points donnes se brisent sur 
une droite donnee de position, et si l’une decoupe un segment 
sur une droite donnee de position, a partir d’un point donne sur 
cette droite, l’autre decoupe aussi sur une autre droite un segment 
ayant un rapport donne (*). 


mais pas plus de deux en un mSme point ; que tous les points situes sur une 
d'elles soient donnes, et que chacun de ceux qui appartiennent k une autre se 
trouvent sur (decrive) une droite donnee de position ; ou plus generalement, 
si plusieurs droites, en nombre quelconque, se rencontrent, mais pas plus de 
deux en un mfeme point ; que tous les points situes sur une de ces droites soient 
donnes, et que parmi les points d’intersection des autres, lesquels forment un 
nombre triangulaire, il s'en trouve autant qu’il y a d’unites dans le c6te de ce 
nombre triangxilaire, assujettis k rester situes chacun sur une droite donnee de 
position, pourvu que de ces points il n’y en ait pas trois qui soient les sommets 
d’un triangle (forme par les droites memes dont ces points sont les intersections), 
chacun des autres points restera situe aussi sur (decrira) une droite donnee de 
position » ( Les trois livres des Porismes, etc., p. 17). Chasles a donne une demon- 
stration analytique dc ce theoreme general {Ibidem, p. 130). 

1. Euclide. 

2. L’edition critique de Hultsch met ces mots entre crochets pour marquer 
le doute sur leur authenticity (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 654, 1. 18). 

3. La phrase mise entre crochets est suspecte d’ interpolation ; elle semble 
vouloir renforcer d’une manure peu claire le sens de la phrase precedente (Cfr. 
Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 654, 11. 21-24). 

4. Le texte presente ici l’interpolation probable : iv ap^rj jasv too otaypaujaa 
touto, c’est-i-dire : Il y a cette figure-ci au commencement du septieme (Cfr. 
Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 654, 1. 26). 

5. Tel est, dans la traduction litterale de son enonce concis, le seul porisme 
d’Euclide dont Pappus nous ait conserve le texte complet. Bien qu'il soit sufl&- 
samment clair, Chasles l’a exprime librement comme suit : « Si de deux points 
donnes on mene deux droites se coupant sur une droite donnee de position, dont 
l’une intercepte sur une droite donnee de position un segment compte k partir 
d’un point donne, l’autre formera aussi sur une autre droite un segment ayant 
avec le premier une raison donnee » (Voir: Les trois livres de porismes, etc., p. 18). 
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Puis, dans les propositions suivantes : 

Que tel point est lie a une droite donnee de position. 

Que le rapport de telle droite k telle droite est donne. 

Que le rapport de telle droite a un segment est donne. 

Que telle droite est donnee de position. 

Que telle droite est inclinee vers un point donne (*). 

Que le rapport de telle droite a une droite menee de tel point 
jusqu’i un point donne est donne. 

Que le rapport de telle droite a une droite amenee de tel point 
est donne. 

Que le rapport de telle aire p) a celle qui est comprise sous 
une droite donnee et telle droite est donne. 

Qu’une partie de telle aire ( 3 ) est donnee, et que l’autre partie 
a un rapport donne avec le segment ( 4 ). 

Que telle aire, ou telle aire conjoint ement avec une certaine 


1. C’est-i-dire que telle droite passe par un point donne. Cette chose k chercher 
dans l’un des porismes d'Euclide a donne lieu k une premiere restauration con- 
jectural de ce porisme de la part de R. Simson (cfr. Opera quaedam reliqua, etc ., 
p. 418) : Prop. XXXIV enoncee : Quae est Porisma, unum scilicet ex iis inter 
Porismata Lib. I Euclidis, quae Pappus tradit hisce verbis : Quod haec ad datum 
punctum vergit. Elle a donne lieu egalement it une reconstitution de la part de 
Chasles (Cfr. Les trots livres de Porismes, etc., y. 141). Enfin, Poncelet a fait 
remarquer que ce porisme d'Euclide, auquel se rapporte la mention que fait 
Pappus de la chose k chercher, fourait un mode de transformation des figures 
analogue it la methode des polaires reciproques (Journal des Mathematiques 
de Crelle, t. VIII, annee 1832, p. 408). 

2. C'est-k-dire de telle aire rectangulaire. 

3. C’est-ii-dire : « qu’une portion rectangulaire de telle aire rectangulaire ». 

4. Le sens de cette phrase obscure a donne lieu it des interpretations assez 
differentes. La version latine de Commandin dit : « Quod hujus spatii alterum 
quidem est datum, alterum proportionem habet ad aptomen » (Cfr. loc. cit., 
p. 246, 1 . 25). Simson a donne l'interpretation difficilement acceptable : « Quod 
hujus rectanguli unum latus datum est, alterum vero rationem habet ad rectam 
abscissam » (Cfr. Opera quaedam, etc., p. 418). Hultsch a traduit : « Hujus 
rectanguli partem quandam (ipsam quoque rectangulam) datam esse, alteram 
partem ad segmentum proportionem datam habere » (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 657, 
1 . 17). Breton a donne l'interpretation : « Que tel rectangle 6quivaut k un rectangle 
constant, plus un autre rectangle qui varie proportionnellement k une certaine 
abscisse. ( Recherches nouvelles sur les Porismes d’Euclide par M. P. Breton de 
Champ. Journal de mathematiques pures et appliquees publie par J. LiouviUe, 
tome XX, annee 1855, p. 217). Vincent interprlte : « Que tel espace est decom- 
posable en deux parties dont l'une est donnee et dont l'autre est (it la premiere) 
dans un rapport d'apotome » (Voir : Considerations sur les Porismes, etc., p. 26). 
Enfin, Chasles a force le texte encore davantage en disant : « Que tel rectangle 
equivaut a un rectangle donne plus le rectangle forme sur telle abscisse et sur 
une droite donnee » (Voir : Les trois livres de Porismes, etc., p. 19). 

Pappus d’Alexandrie. — IX 


9 
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aire donnee, est donnee, et qu’elle a un rapport donne avec un 
segment 

Que telle droite, conjoint ement avec une autre avec laquelle 
telle autre a un rapport donne, a un rapport ( 2 ) avec une droite 
menee de tel point jusqu’a un point donne ( 3 ). 

Que ce qui est compris sous un point donne et telle droite 
equivaut a ce qui est compris sous un point donne et la droite 
menee de tel point a un point donn£ ( 4 ). 


1. Phrase obscure dont le texte presente probablement quelque lacune. 
Commandin traduit : « Quod hoc spatium vel hoc una cum aliquo spatio dato 
est, illud autem proportionem habet ad apotomen » (Cfr. loc. cit., p. 246, 1. 25). 
Hultsch traduit : « Hoc rectangulum vel hoc cum quodam spatio dato (datum) 
esse, illud autem proportionem (datam) habere ad segmentum » (Cfr. loc. cit., 
vol. II, p. 657, 1. 20). Vincent a donne Interpretation suivante : « Que tel espace 
pris seul ou avec un certain espace (est decomposable en deux parties dont l’une 
est donnee et dont) l'autre est (a un espace donne) dans un rapport d'apotome » 

( Considerations sur les Porismes, etc., p. 26). Enfin, Chasles ne s’est pas prononce 
sur le sens de la phrase dans laquelle il suppose une lacune, en disant : « Que 
tel rectangle, pris seul ou avec un certain espace donne est..., l’autre a un rap- 
port donne avec telle abscisse » ( Les trois livres de Porismes, etc., p. 19). 

2. Sous-entendu : SoOevta, donne. 

3. Phrase non moins obscure que celle qui precede. Commandin a traduit* 
d'une maniere imprecise : « Quod haec cum qua ad quam haec proportionem habet 
datam, proportionem habet ad aliquam ab hoc, est dato » (Cfr. loc. cit., p. 246, 
1. 27). Hultsch a traduit : « Hanc (rectam), quae (conjuncta) cum altera ad eandem 
(alteram) habet proportionem datam, (etiam) ad quandam (rectam, quae) ab 
hoc (puncto) ad datum (punctum pertinet), habere proportionem (datam) » 
(Cfr. loc. cit., vol. II, p. 657, 1. 23). Vincent a interprete comme suit : « Que telle 
droite plus une autre droite avec laquelle telle autre droite est dans un rapport 
donne, est elle-meme dans un certain rapport avec un certain segment compris 
entre tel point et un point donn6 » ( Considerations sur les Porismes, etc., p. 26). 
Enfin, Chasles a rendu en disant : « Que telle droite, plus une autre avec laquelle 
telle autre droite est dans une raison donnee, a un rapport donne avec un segment 
forme par tel point 4 partir d'un point donne » (Les trois livres de Porismes, etc., 
p. 19). 

4. Commandin a traduit peu clairement : « Quod id quod sub dato et haec 
aequale est ei quod sub dato et ab hoc sub dato » (Cfr. loc. cit., p. 245, 1. 28). 
D’autre part, Breton, Vincent et Chasles s’accordent a voir dans « ce qui est 
compris sous un point donne et telle droite » l'aire du triangle ayant comme 
sommet un point donne et telle droite comme base. C’est en conformity avec 
cette interpretation que Hultsch a traduit ce texte obscur comme suit : « Trian- 
gulum, cujus vertex est datum (punctum) et basis haec (recta), aequale esse 
triangulo, cujus vertex datum (punctum) et basis est abscissa inde ab hoc (puncto) 
ad datum (punctum) » (Cfr .loc. cit., vol. II, p. 659, 11. 1-4) ; ce qui reproduit l’inter- 
pretation donnee par Chasles : « Que le triangle qui a pour sommet un point donne 
et pour base telle droite est equivalent au triangle qui a pour sommet un point 
donne et pour base le segment compris entre tel point et un point donne » ( Les 
trois livres de Porismes, etc., p. 19). C’est d'apres ce treizi&ne genre de chose cherchee, 
interprtty de cette maniere, que Chasles a reconstitue conjecturalement deux 
porismes d'Euclide ( Ibidem , pp. 170-171). 
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Que le rapport de telle droite, augmentee de telle droite, a une 
droite allant de tel point a un point donne est donne ( 1 ). 

Que telle droite decoupe sur des droites donnees de position 
des droites comprenant une aire donnee ( 2 ). 

Dans le deuxieme livre, les hypotheses sont differentes, et les 
choses cherchees sont pour la plupart les memes que dans le 
premier livre. Voici les plus notoires de ces choses cherchees : 

Que telle aire, ou telle aire conjointement avec une aire 
donnee, a un rapport donn6 avec un segment. 

Que le rapport de l’aire comprise sous telles droites a un 
segment est donne. 

Que le rapport de l’aire comprise sous la somme de telles 
droites et la somme de telles droites a un segment est donne. 

Que l’aire comprise sous telle droite et la somme de telle 
droite et de telle autre avec laquelle telle droite a un rapport 
donne, conjointement avec l’aire comprise sous telle droite et 
telle autre avec laquelle telle droite a un rapport donn6, a un 
rapport donne avec un segment ( 3 ). 

Que le rapport de la somme de ces deux aires ( 4 ) a une droite 
allant de tel point jusqu’a un point donne est donne. 

Que l’aire comprise sous telles droites est donnee. 


1. Commandin traduit inexactement : « Quod proportio hujus et hujus ad 
ad aliquam ab hac ut dato » (Cfr. loc. cit., p. 246, 1. 29) ; et Hultsch rend par : 
t Proportionem summae hujus (rectae) et hujus ad portionem quandam, (quae) 
ab hoc (puncto) ad datum (punctum pertinet, datam esse » (Cfr. loc. cit., vol. II, 
p. 659, 11. 5 -7). 

2. Cette quinzi&me indication de la chose cherchee a donne lieu & la reconsti- 
tution d’un porisme d’Euclide, d'abord par Simson (loc. cit., p. 431, prop. 41), 
puis par Chasles (loc. cit., p. 174, prop. 76). 

3. Chasles exprime cette phrase librement en ces termes : « Qu’un rectangle 
qui a pour c6tes telle droite et une autre droite augmentee d’une seconde qui 
a un rapport donne avec telle autre droite, et le rectangle construit sur telle droite 
et telle autre qui a un rapport donne avec telle droite, ont leur somme dans un 
rapport donn6 avec une certaine abscisse » (Cfr. loc. cit., p. 20). 

4. aruvagKpoxIpou (sous-entendu Touoe tou ^topi'ou), la somme de ces deux 
aires (rectangulaires), legon donnee par Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 659, n. 3) 
conformement au sentiment de Breton (cfr. loc. cit., p. 217), ainsi que de Chasles 
qui interpret e la phrase en disant : « Que la somme de ces deux rectangles est 
dans un rapport donne avec le segment compris entre tel point et un point donne » 
(Cfr. loc. cit., p. 20). Halley avait suppose, au contraire, qu’il fallait sous-entendre 
-rijgSe, et, par consequent, comprendre : « Que la somme de telles (droites), etc. » 
(Halley, Pappi Alexandrini praefatio ad Vllmum Collectionis mathematicae in 
Apollonii Pergaei de sectione rationis libri duo ex arabico tnamiscripto latine verst. 
Oxoniae, 1706). 
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Dans le troisieme livre, les hypotheses les plus nombreuses 
concernent les demi-cercles, et celles qui concernent le cercle et 
les segments sont en petit nombre. Quant aux choses cherchees, 
beaucoup ressemblent aux precedent es, et les plus notoires sont : 

Que le rapport de l'aire comprise sous telles droites a l’aire 
comprise sous telles droites est donne. 

Que le rapport du carre de telle droite a tel segment est donne. 

Que l’aire comprise sous telles droites equivaut a eelle qui est 
comprise sous une droite donnee et celle qui va de tel point jusqu’a 
un point donne. 

Que le carre de telle droite equivaut a l’aire comprise sous 
une droite donnee et la droite decoupee sur une perpendiculaire 
jusqu'a un point donne. 

Que la somme de [telle droite] (*) et de telle autre avec laquelle 
telle droite a un rapport donne a un rapport donne avec un 
segment ( 1 2 ). 

Qu’il y a tel point donne d’ou les droites de jonction menees 
sur tels [cercles] ( 3 ) comprennent un triangle donne d’espece. 

Qu’il y a tel point donne d’ou les droites de jonction menees 
a tel [cercle] ( 4 5 ) decoupent des arcs egaux. 

Que telle droite est de juxtaposition ( 6 ), ou comprend un angle 
donne, avec telle droite inclinee vers un point donne. 


1. Restauration de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 660, 1. 7). 

2. La restauration de Hultsch se conforme avec Interpretation de Halley, 
pour qui il s’agit ici de droites et non pas d’aires rectangulaires comme l’ont 
compris Breton (cfr. loc. cit., p. 218), Vincent (cfr. loc cit., p. 27) et enfin, Chasles 
qui dit : « Que le rectangle qui a pour c&tes la somme de deux droites et une 
droite en rapport donne avec telle autre droite, est dans un rapport donne avec 
telle abscisse » (Cfr. loc. cit., p. 21). 

3. Restauration de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 661, 1. 15) conformement 
a l’interpretation de Robert Simson {Opera quaedam reliqua, etc., p. 455), et con- 
trairement 4 l’interpretation de Halley, qui vise des points au lieu de cercles, 
laquelle a et£ suivie par Vincent (cfr. loc. cit., p. 27) et par Chasles (cfr. loc. cit., 
p. 21) qui dit : « Qu’il existe un point tel que les droites menees de ce point com- 
prennent un triangle donne d'espece ». 

4. Restauration de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 661, 1. 4) conformement 
au sentiment de R. Simson (cfr. loc. cit., p. 463) et contrairement a l’inter- 
pretation de Vincent : « Qu’il existe un point donne tel que les droites menees 
de ce point 4 deux points donnes interceptent des arcs egaux » (Cfr. loc. cit., 
p. 27). Cette derniere interpretation est d’ailleurs suivie aussi par Chasles (Cfr. 
loc. cit., p. 21). 

5. icapaOiffet, de juxtaposition, c’est-4-dire paraltele 4 une droite donnee de 

position. 
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Les trois livres des Porismes comportent trente-hait lemmes, 
et leurs theoremes sont au nombre de cent soixante et onze. 


LES DEUX LIVRES DES LIEUX PLANS. 

Par mi les lieux en general, les uns sont ephectiques f), et 
Apollonius dit, dans le preambule de ses propres Elements ( 1 2 ), 
que tels sont le point lieu d'un point, la ligne lieu d'une ligne, 
la surface lieu d’une surface et le solide lieu d'un solide; d’autres 
sont diexodiques ( 3 ), tels qu'une ligne lieu d'un point, une surface 
lieu d'une ligne, un solide lieu d’une surface ; et d’autres sont 
anastrophiques ( 4 ), tels qu’une surface lieu de points et un solide 
lieu de lignes. [Parmi les lieux que l'on trouve dans le champ 
de l’analyse, ceux des donnees de position sont ephectiques ( 5 ), 
tandis que les lieux dits plans, solides et grammiques ( 6 ) sont 
des lieux diexodiques de points, et que les lieux en surface ( 7 ) 
sont anastrophiques de points et diexodiques de lignes. Cependant 
les lieux grammiques se demontrent d’apres les lieux en surface. 
D’une maniere generate, les lieux sont appeles plans, ceux-memes 


1. &psxruco{ (touoi), les lieux ephectiques, c’est-i-dire les lieux restreints. 
Le sens de cette expression a fait hesiter Commandin et Hultsch, qui ont 
conserve le mot grec dans leur version latine avec une paraphrase. Le premier 
dit : &pexTtxo£, hoc est in seipsis tantum consistantes (cfr. loc. tit., p. 247, 1. n) ; 
tandis que Hultsch dit : £<pexTixo{ sive fixi (cfr. loc. tit., vol. II, p. 661, 1- 25). 
Or, le contexte donne au mot i< pex?txoc un sens nettement restrictif. 

2. C’est-a-dire dans son traite perdu des Lieux plans, dont nous avons men- 
tionne les divers essais de restauration dans notre introduction. 

3. 8i.e5oot.xoi (Toirot), les (lieux) diexodiques (d'apres le neologisme propose 
par Paul Tannery), c’est-a-dire les lieux geometriques <tprogressants», engendres 
par le deplacement d'un point, d'une ligne ou d’une surface. Le mot grec a ete 
conserve dans les versions latines de Commandin et de Hultsch. Le premier y 
ajoute la paraphrase : « hoc est sese extra tendentes » (cfr. loc tit., p. 247, 1. 14), 
et le second y ajoute : « sive progredientes » (cfr. loc. tit., vol. II, p. 663, 1 . 2). 

4. dvaerrpocpixot (co'noi), les (lieux) anastrophiques (d’apr&s le neologisme 
propose par Paul Tannery), c'est-a-dire, d’apres l’etymologie du terme grec : 
les lieux enveloppants. 

5. C’est-k-dire que les points, lignes et surfaces determines de position dans 
les Donnees d'Euclide doivent etre ranges parmi les lieux ephectiques ou 
restreints. 

6. ypa[A|*txoi (toitoi), les (lieux) grammiques, ou lineaires, constitues par 
des lignes transcendantes ou courbes de degre superieur au second. 

7. C’est-a-dire les surfaces consideres comme lieux geometriques dans l’ouvrage 
perdu d’Euclide intitule : Les Lieux a, la Surface (rorrot itpo? ir’.rsaveta). 
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dont nous allons traiter, en tant qu’ils sont constitues par des 
lignes droites ou des cercles, et ils sont appeles solides en tant 
qu’ils sont constitues par des sections de cones, c’est-a-dire par 
des paraboles, des ellipses ou des hyperboles. Enfin, les lieux sont 
appeles grammiques en tant qu’ils sont constitues par des lignes 
qui ne sont ni des droites, ni des cercles, ni l'une des sections 
coniques que nous venons de dire. D ’autre part, les lieux qui 
ont ete denommes « aux medietes » par Eratosth&ne sont du 
genre de ceux qui precedent ; mais ils s’en separent en raison de 
la nature particuliere des hypotheses] (?). 

Dans la composition des Elements, les Anciens ont eu egard 
a l’ordre qui affecte les lieux plans. Leurs successeurs, ayant 
neglige cela, ont ajoute d’autres lieux, comme si ceux-ci n’etaient 
pas en nombre infini pour qui voudrait consigner tous les lieux 
qui dependent de cet ordre. Nous donnerons done posterieurement 
les heux qui ont ete ajoutes, et nous donnerons d'abord ceux qui 
rentrent dans l'ordre, tout en les resumant dans la proposition 
unique suivante : Si, d’un point donne, ou de deux ( 1 2 3 ), l'on mene 
deux droites ; si celles-ci constituent une seule droite, ou sont 
par alleles, ou comprennent un angle donne ( 4 ) ; si elles ont entre 
elles un rapport ( 5 6 7 ), ou comprennent une aire donnee (®), et si 
l’extremite de l’une de ces droites appartient a un lieu plan donne 
de position (*), l’extremite de l'autre droite appartiendra aussi a 
un lieu plan donne de position, du meme genre que le premier 


1. II est fait ici allusion aux deux livres d’ analyse geometrique qui auraient 

ete composes sur les Medietes (icepl jtuv) par Eratosthene au troisieme 

siecle avant J.-C. Cet ouvrage comportait probablement 1' etude des lieux dits 
des moyennes raisons, ou lieux des points tels que leurs distances k trois droites 
donnees formassent une des trois medietes arithmetique, geometrique ou harmo- 
nique, les seules consid6rees jusqu’alors. Ces lieux etant evidemment constitues 
par des coniques, appartenaient done au genre de lieux dits solides. 

2. Hultsch a mis le passage qui precede entre crochets pour marquer l’inter- 
polation probable (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 662, 11. 5-18). Bien que le passage soit 
un peu corrompu, nous inclinons cependant pour son authenticite. 

3. Sous-entendu : Seoojxevwv oTjfjieiwv, (de deux) points donnes. 

4. C’est-i-dire si, issues d’un point donne, les deux droites sont dans une 
meme direction ou, si, issues de deux points donnes, elles sont paralleles, ou se 
rencontrent sous un angle donne. 

5. C'est-i-dire un rapport donne. 

6. C’est-^-dire si les droites constituent les c6tes d'un parallelogramme rectangle 
de surface donnee. 

7. C’est-k-dire une droite ou un cerde. 
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ou d'un genre different, et qui sera dispose semblablement au 
premier par rapport a la droite ( 1 ), on dispose d’une maniere 
opposee ( 2 ). Ces choses auront lieu d’ailleurs d'apr&s les differences 
que present ent les hypotheses. 

II y a trois propositions qui cadrent avec ces derni&res, et 
qui ont ete ajoutees en tete par Charmandros ( 3 ) : 

Si Tune des extremites d’une droite donnee de grandeur est 
donnee, l'autre extremite est li6e ( 4 ) k une circonf4rence ( 5 6 7 ) con- 
cave donnee de position. 

Si, de deux points donnes, des droites se brisent ( # ) en com- 
prenant un angle donne, leur point commun est lie a une 
circonference concave donnee de position (J ). 

Si la base d’un triangle de surface donnee de grandeur est 
donnee de position et de grandeur, son sommet est lie a une 
droite donn6e de position. 

Les autres propositions sont du genre ci-apr&s : 

Si une extremite d'une droite donnee de grandeur et menee 
parall&lement a une droite donnee de position est liee k une 
droite donnee de position, l’autre extremite est aussi liee a une 
droite donnee de position. 

Si l’on amene d’un point a deux droites donnees de position 


1. C’est-ci-dire par rapport k la droite qui relie les deux points donnes. 

2. Cet enonce a ete dlveloppe par Robert Simson au cours de seize propo- 
sitions dans son essai de reconstitution du traits Des Lieux Plaits d’ Apollonius, 
publie sous le titre : Apollonii Pergaei locorum planorum libri II restituti a 
Rob. Simson. Glasguae, 1749, in-4 0 (pp. 3-33). Cet ouvrage fut traduit en allemand 
par Camerer sous le titre : Apollonius von Perga ebene Oerter. W iederhergestellt 
von Robert Simson. Aus dem Lateinischen ubersetzt von Johann Camerer. Lipsiae, 
1796, in-8° (pp. 36-72). 

3. Le geom£tre Charmandros n’est connu que par la mention que Pappus 
en fait ici. Le commentaire ou le complement que cet auteur aurait ecrit sur le 
traite Des Lieux Plans d’ Apollonius ne nous est pas parvenu. Cet auteur doit 
peut-etre etre confondu avec Charimander qui, d’apr&s Sendque, aurait ecrit un 
ouvrage sur les comdtes. Voir : (Euvres de Seneque le Philosophe, traduction de 
Lagrange, avec des notes critiques d'histoire et de litterature. Tours, an III, 8 vol. 
in-8°, vol. 7, Questions naturelles, liv. VII, chap. V, p. 202, 1 . 14. 

4. otyerai, liee (k une ligne) de maniere k pouvoir se deplacer sur cette ligne 
ou la parcourir. 

5. Sous-entendu tou xuxXou, de cercle. 

6. xXav0u<nv, se brisent, c’est- 4 -dire : si les droites menses de deux points 
donnes se rencontrent, ou se coupent, sous un angle donne. 

7. En d’ autres termes, le lieu des points de rencontre des droites qui, menses 
de deux points fixes, comprennent un angle constant est la circonference de cercle 
capable de Tangle donne. 
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des droites paralleles, ou se rencodtrant sous des angles donnes, 
ou ayant entre elles un rapport donne, ou dont l’une, augmentee 
de celle avec laquelle l’autre a un rapport donne, est donnee, le 
point est lie a une droite donnee de position ( 1 2 ). 

Et si, ayant autant de droites donnees de position qu'on 
voudra, on mene d’un point quelconque sur celles-ci des droites 
sous des angles donnes ; si le rectangle compris sous une droite 
donnee et une droite men6e, conjointement avec le rectangle 
compris sous cette droite donnee et une autre des droites menees, 
equivaut au rectangle compris sous cette droite donnee et encore 
une autre des droites menees, et s'il en est de meme pour les 
droites restantes, le point sera lie a une droite donnee de position. 

Si l’on amene d'un point quelconque sur des paralleles donnees 
de position des droites sous des angles donnes ; et si elles decoupent 
sur ces paralleles, a partir de points donnas sur celles-ci, des 
droites ayant un rapport f), ou comprenant une aire ( 3 ) donnee* 
ou qui sont telles que la somme des figures donnees construites 
sur ces droites menees, ou la difference de ces figures, equivaut 
k une aire donnee, le point sera lie a une droite donnee do 
position ( 4 ). 

Le second livre contient ceci : 

Si des droites menees de deux points se brisent ( 5 ), et si les 
carres construits sur ces droites different d'une aire donnee, le 
point ( 6 ) est lie a une droite donnee de position ( 7 ). 


1. La demonstration des divers cas de cette proposition a ete reconstituee 
par Robert Simson (Voir pp. 35-48 de l’ouvrage mentionne dans la note 2 de 
la page 497, ou la traduction de cet ouvrage par Camerer, pp. 74-91). 

Breton de Champ a enonce cette proposition librement comme suit : « Si d'un 
point on m6ne k deux droites donnees des obliques, sous des angles donnes, et 
que ces obliques soient entre elles dans un rapport constant, ou bien qu’en ajoutant 
a l’une d’ elles une longueur en raison constante avec la seconde, on obtienne 
une somme constante, le lieu de ce point sera une ligne droite donnee de position » 
( Richer ches nouv elles sur les Porismes, etc., p. 300). 

2. Sous-entendu oeoopivov, donne. 

3. C’est-a-dire une aire rectangulaire. 

4. La demonstration de cette proposition a ete reconstituee par R. Simson 
(loc. cit., pp. 35-48, ou trad, de Camerer, pp. 74-91), et Breton de Champ a consacre 
une note int&ressante k cette proposition (Voir Recherches nouvelles, etc., p. 301). 

5. C’est-a-dire se rencontrent en un point. 

6. C’est-i-dire le point de rencontre des droites menees. 

7. Voir la reconstitution de la demonstration de cette proposition dans l’ouvrage 
petite de R. Simson (p. 118), ou dans la traduction de Camerer (p. 209). 
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D’autre part, si ces droites sont dans un rapport donne, le 
point sera lie soit a une droit e, soit k nne circonference ( 1 ). 

Si Ton a une droite donnee de position et un point donne sur 
celle-ci, si Ton mene de ce point une droite terminee ; si, de son 
extremite, on abaisse une droite a angles droits sur la droite 
[donnee] ( 2 ) de position, et si le carre de la droite menee equivaut 
au rectangle compris sous une droite donnee et la droite 
decoupee ( 3 ) a partir d’un point donne, ou a partir d’un autre 
point donne sur la droite donnee de position, F extremite de la 
droite menee sera liee a une circonference donnee de position ( 4 ). 

Si des droites menees de deux points donnes se brisent, et 
si le carre de l’une est a l’egard du carre de l’autre plus grand 
d’une aire donnee qu’en raison ( 5 ), le point (*) est lie k une circon- 
ference donnee de position ( 7 ). 

Si des droites menees d’autant de points qu’on voudra se 
brisent sur un seul point, et si les figures ( 8 ) decrites sur toutes 


1. Sous-entendu Mm 8e?opevr,<;, donnee de position. Voir la reconstitution 
de la demonstration dans l’ouvrage de R. Simson (pp. 120-124), ou dans la trad, 
de Camerer (pp. 211-222). 

Michel Chasles a enonce cette proposition de lieu librement comme suit : 
« Si de deux points donnes on m&ne des droites qui se rencontrent en un point, 
et que ces droites soient entre elles dans une raison donnee : ce point est sur une 
droite ou sur une circonference donnee de position » ; et il rapproche cet enonce 
de ceux relatifs a la meme proposition demontree par Eutocius dans son com- 
mentaire sur les Coniques d’ Apollonius, et par Hassan ben Haithem dans son 
ouvrage intitule : Les Connues giometriques, traduit par L.-A. Sedillot (Voir 
Chasles, Les trots livres de Porismes, etc., pp. 269-272). 

2. Lacune comblee par Hultsch au moyen du mot ScSopcvr^v (Cfr. loc. cit ., 
vol. II, p. 666, 1 . 22). 

3. C’est-a-dire decoupee par le pied de la perpendiculaire. 

4. Voir la demonstration reconstitute de cette proposition dans l’ouvrage 
precite de R. Simson (pp. 125-134), ou dans la traduction de cet ouvrage par 
Camerer (pp.^ 223-233). 

5. [m£ov Iv Xoyw, expression singuliere empruntee k la Definition 11 des 
Donnies d’Euclide ; definition enoncee p. 92, n. 1. Cette expression se traduit 

par la formule : carrt de 1 ' Mre des - = do „„ 4 . 

r carre ae 1 autre droite 

Breton de Champ a donne l’interpretation suivante de cette expression : Le 
premier carre doit etre plus grand d’un espace donne que le carre qui est au 
second carre dans la raison donnee » ( Recherches nouv elles sur les Porismes, etc., 
p. 302). 

6. C’est-a-dire le point d’intersection des droites menees. 

7. Voir la reconstitution d’une demonstration de cette proposition dans 
l'ouvrage precite de R. Simson (pp. 136-144), ou dans la traduction de Camerer- 
(pp. 236-243). 

8. C’est-a-dire les aires donnees d'espece. 
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ces droites sont equivalentes a une aire donnee, le point sera lie 
a une circonference donnee de position ( x ). 

Si des droites menees de deux points se brisent ; si la droite 
de juxtaposition ( 1 2 ) menee du point ( 3 ) decoupe ( 4 ) sur une droite 
donnee de position ( 5 ), a partir d’un point donne, et si la somme 
des figures ( 6 ) decrites sur les droites brisees equivaut au rectangle 
compris sous une droite donnee et la droite decoupee, le point 
de bris est lie a une circonference donnee de position f 7 ). 

Si l'on donne un point dans un cercle donne de position ; si 
Ton mene une droite par ce point ; si l'on prend sur cette droite 
un point situe a rexterieur ( 8 9 ), et si le carre construit sur la droite 
qui va de ce point jusqu’au point donne a l’interieur, carre pris 
seul ou augmente du rectangle compris sous les deux segments 
interieurs, equivaut au rectangle compris sous cette droite entiere 
et celle qui est decoupee a l’exterieur (®), le point exterieur sera 
lie cL une droite donnee de position ( 10 ). 

Si ce point appartient a une droite donnee de position, et si 
le cercle n’est pas suppose, les points situes de part et d’autre 


1. Voir la reconstitution d’une demonstration de cette proposition dans 
l’ouvrage de R. Simson (pp. 159-177), ou dans la traduction de Camerer 
(pp. 263-287). 

2. C’est-i-dire menee parall&lement k une droite donnee de position. 

3. C’est-i-dire du point de bris ou de rencontre des droites amenees des deux 
points donnas. 

4. Sous-entendu : iTC 0 T 0 |x 7 iv> un segment. 

5. C’est-a-dire sur une droite donnee de position autre que la droite a laquelle 
on a mene une parallele par le point de rencontre des droites menees des deux 
points donnes. 

6. C’est-i-dire des aires donnees de figure ou d’espece. 

7. Voir une reconstitution de la demonstration de cette proposition dans 
1 ’ouvrage precite de Robert Simson (pp. 182-193), ou dans sa traduction de 
Camerer (pp. 310-32 1). 

Breton de Champ a enonce cette proposition librement en disant : « Le lieu 
du point tel que la somme des aires des polygones, respectivement semblables 
a deux polygones donnes, construits sur les droites menees de ce point a deux 
points fixes, soit egale au rectangle construit sur une droite donnee et sur la 
distance du pied de la perpendiculaire abaissee du meme point sur une droite 
fixe a un point donne sur cette droite, est une circonference de cercle donnee 
de position » (Voir : Recherches nouvclles sur les Porismes, p. 302). 

8. C’est- 4 -dire a l’exterieur du cercle. 

9. C’est- 4 -dire decoupee a l’exterieur du cercle sur la droite entire qui relie 
les points exterieur et interieur donnes. 

10. Voir une reconstitution de la demonstration de cette proposition dans 
l'ouvrage de Robert Simson (pp. 194-201), ou dans la traduction de Camerer 
(pp. 322-331). 



LIVRE VII DE LA COLLECTION 


501 


du point donne sont lies a la meme circonference donnee de 
position (*). 

Les deux livres des Lieux plans contiennent cent quarante-sept 
theor&mes ou figures et huit lemmes. 


LES DEUX LITRES DES INCLINAISONS ( 1 2 ). 

Une droite est dite s'incliner ( 3 ) vers un point lorsque, pro- 
longue, elle arrive sur ce point. [D’une maniere generale, il revient 
au meme de dire qu’une droite s’incline vers un point donne, ou 
qu’un point est donne sur cette droite, ou que celle-ci passe par 
un point donne, et on exprime ( 4 ) les inclinaisons de Tune des 
manteres que nous venons de dire] ( 5 ). Or, comme le probteme 
general s'enonce : « deux lignes 6tant donn§es de position, poser 
dans leur intervalle une droite de grandeur donnee qui soit 
inclinee vers un point donne », et comme, en ce qui concerne 
cette droite, parmi les problemes qui comportent des suppositions 
difterentes, les uns sont plans, d’autres solides et d'autres encore 
grammiques, on a demontre les suivants d’entre les problemes 
plans qui presentent le plus d’utilite pour de nombreuses ques- 
tions : 

Etant donnes de position un demi-cercle et une droite k angles 
droits sur sa base ( 6 ), ou bien deux demi-cercles ayant les bases 
sur une meme droite, poser dans l'intervalle de ces deux lignes 
une droite donnee de grandeur et inclinee vers Tangle du demi- 
cercle C 7 ). 


1. Breton de Champ a signale les difficultes d’interpretation de cet enonce 
obscur (Voir ouvrage precite, p. 302). Robert Simson a neanmoins donne une 
demonstration relative k son interpretation conjecturale (Voir ouvrage precite 
de Simson, pp. 201 et suiv., ou traduction de Camerer, p. 331). 

2. Le traite d’ Apollonius intitule Des Inclinaisons est enti&rement perdu. II 
a fait l’objet de plusieurs essais de reconstitution que nous avons mentionnes 
dans notre Introduction. 

3. veuetv, s’incliner vers, c’est- 4 -dire se diriger vers un point, ou passer par 
ce point. 

4. Sous-entendu : indifferemment. 

5. La phrase placee entre crochets est consideree par Hultsch comme ayant 
ete interpolee (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 670, 11 . 5-8). 

6. C’est-i-dire une perpendiculaire sur le diamdtre ou sur le prolongement 
de ce diam^tre. 

7. C'est- 4 -dire dirigee vers, ou passant par, une extremity du diamdtre, base 
du demi-cercle. 
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Puis, un rhombe etant donndf et Tun de ses cotes €tant 
prolonge, ajuster dans Tangle exterieur une droite donnee de 
grandeur et inclinee vers Tangle situe a Topposite. 

Puis, un cercle etant donne de position, lui inserer une droite 
donnee de grandeur et inclinee vers un point donne. 

Parmi ces problemes, celui qui se rapporte au demi-cercle et 
a la droite et comportant quatre cas ( x ), celui qui se rapporte 
au cercle et comportant deux cas, et celui qui se rapporte au 
rhombe et comportant deux cas, sont demontres dans le premier 
livre ; tandis que le probleme qui se rapporte aux deux demi- 
cercles, et dont Thypothese comporte dix cas ( 1 2 ), est demontre 
dans le second livre ; et de nombreuses sous-divisions determina- 
tives ( 3 ) se presentent dans ces cas en raison de la grandeur donnee 
de la droite. [Ces problemes plans appartiennent done au champ 
de l’analyse, et ce sont egalement ceux qui ont ete demontres 
les premiers, exception f Elite pour les Mediates d’Eratosthene ; car 
celles-ci viennent en dernier lieu. Mais, il est de regie de consid€rer 
les problemes solides a la suite des problemes plans. Or, les 
problemes qu’on appelle solides ne sont pas ceux qui sont pro- 
poses dans des figures solides, mais bien ceux qui, a defaut de 
pouvoir etre demontres au moyen de plans ( 4 ), le sont au moyen 
des trois lignes coniques ; de sorte qu’il faut necessairement traiter 
au sujet de ces lignes en premier lieu, et e’est ainsi que les cinq 
livres des Elements des Coniques d’Aristee TAncien ont ete publies 


1. Horsley demontre, dans son remarquable essai de reconstitution du traite 
Des Inclinaisons d' Apollonius, cinq cas du probleme relatif k la droite passant 
par l’extremite du diametre et decoupee sur une longueur donnee dans l'inter- 
valle du cercle et d’une perpendiculaire au diametre. Estimant que le cinquieme 
cas n’a pu echapper a Apollonius, il opine que les manuscrits portent probable- 
ment par erreur ou alteration Te<r<rapa? (quatre) au lieu de tcevte (cinq) ( Apollonii 
Pergaei inclinationum libri duo. Restituebat Sam. Horsley. Oxonii, 1770, in-4 0 , 
PP- 3-5)* 

2. L’ouvrage de reconstitution de Horsley mentionne dans la note precedent© 
enumere comme suit les dix cas signales par Pappus (p. 3) : i° Les deux demi- 
cercles sont tangents interieurement ; 2 0 Ils sont tangents exterieurement ; 3 0 L’un 
est interieur a l'autre sans le toucher ; 4 0 L’un est exterieur a l'autre sans le 
toucher ; 5 0 Ils se coupent. A ces cinq premiers cas qui visent les demi-cercles 
places du meme c6te de la droite en prolongement de laquelle ils ont leurs diametres, 
viennent s’ajouter les cinq cas dans la situation des demi-cercles de part et d’autre 
de cette droite. 

3. Stopterixai, determinatives (des conditions de possibility) . 

4. C’est-4-dire au moyen de lignes qui trouvent leur origine dans les plans, 
lignes susceptibles d'etre tracees par la regie et le compas. 
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d’abord d’une maniere abregee a l’usage de ceux qui desirent 
s’assimiler les problemes en question] (*). 

Les deux livres Des Inclinaisons contiennent cent vingt-cinq 
theoremes ou figures et trente-huit lemmes. 


LES HUIT LIVRES DES CONIQUES. 

Apollonius nous a transmis huit livres sur les coniques en 
ayant complete les quatre livres des Coniques d’Euclide, et y 
ayant ajoute quatre autres livres. Aristee, auteur des cinq volumes 
qui avaient ete publies jusqu'alors sur les Lieux Solides en corre- 
lation avec les coniques, avait toutefois [comme les predecesseurs 
d’Apollonius] ( 1 2 ) appele l’une des sections coniques la section de 
cone ( 3 ) acutangle, l’autre la section de cone rectangle et l’autre 
encore la section de c6ne obtusangle ( 4 ). Or, comme ces trois 
lignes surgissent dans chacun des trois cones lorsqu’on les coupe 
d’une mani&re differente, Apollonius a, parait-il, cherche finalement 
& savoir pourquoi ses devanciers ont appele, en choisissant ainsi 
au hasard, section de c6ne acutangle une section qui peut aussi 
etre celle du cone rectangle et du cone obtusangle ; section de 
cone rectangle une section qui peut aussi etre celle du cone 
acutangle et du cone obtusangle, et section de cone obtusangle 
une section qui peut aussi etre celle du cone acutangle et du 
cone rectangle ; et, apres avoir modifie les noms, il a denomme 
ellipse la section .dite de c6ne acutangle, parabole celle dite 
de cone rectangle et hyperbole celle dite de cone obtusangle, 
denommant de cette maniere chacune de ces sections en raison 
d'une propriety particuliere. En effet, dans la section de cone 


1. La longue phrase mise entre crochets est attribute par Hultsch a un com- 
mentateur (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 672, 11. 4-14). 

2. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme une 
interpolation (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 672, 1. 22). 

3. C’est-i-dire le cone droit, Ie seul qui ait ^te considere par Aristee et par 
Euclide. 

4. Ces trois denominations sont encore les seules que l’on rencontre dans 
les oeuvres d’Archimede, anterieures a celles d' Apollonius, pour designer 1’ ellipse, 
la parabole et l’hyperbole k une branche engendrees par la section plane, perpen- 
diculaire ci une generatrice, des cones droits acutangle, rectangle et obtusangle 
(Voir : CEuvres d’Archimede, trad, de P. Ver Eecke, Introduction, p. xxxv, et 
Uvre Des Conoides et Spheroides, pp. 137-236). 
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acutangle, une certaine aire ( x ) appliquee suivant une certaine 
droite ( 2 ), devient deficiente ( 3 ) d’un tetragone ( 4 ), tandis que, 
dans la section de c6ne obtusangle, cette aire excede ( 5 ) d’un 
tetragone ( 6 ) et que, dans la section de cone rectangle, cette 


1. C’est-^.-dire une aire rectangulaire. 

2. C’est-i-dire suivant la droite que nous appelons le parametre. 

3. eXXevreov yivexai, devient de manque, ou deficiente de ; expression d'ou 
Apollonius tire le nom d' ellipse 

4. C'est-fi-dire un parallelogramme rectangle qui doit d'ailleurs etre semblable 
au rectangle ayant pour cdtes le parametre et le diametre de la courbe, et etre 
sembiablement place. Le mot Trrpavwvos, qui designe ordinairement le carrd, 
est done pris ici dans le sens de quadrilat&re rectangle. 

C’est dans la proposition 13 du premier livre des Coniques qu’ Apollonius 
definit pour la premiere fois l’ellipse d'aprfes sa principale propriete mise en 
evidence par l’equation cartesienne de la courbe rapportee a un diametre et k 
la tangente correspondant k ce diametre pris comme axes obliques des coordonnees. 
La proposition est enoncee : « Si un edne est coupe par un plan passant par l'axe, 
et s'il est coupe par un autre plan qui, rencontrant chacun des cdtes du triangle 
passant par l'axe, n’est pas mene par allelement ni antiparallelement k la base 
du edne ; si, de plus, le plan de base du c6ne et le plan secant se rencontrent suivant 
une droite perpendiculaire k la base du triangle passant par l'axe, ou perpendi- 
culaire au prolongement de cette base, le carre de toute droite menee de la section 
du edne, parallelement k la section commune des plans, jusqu'au diametre de 
la section, sera equivalent k une aire appliquee suivant une certaine droite, avec 
laquelle le rapport du diametre de la section est le meme que le rapport du carre 
de la droite menee, du sommet du edne, parallelement au diametre de la section, 
jusqu’i la base du triangle, au rectangle delimite sous les droites que decoupe 
cette demi^re droite sur les cdtes du triangle ; aire ayant comme largeur la droite 
decoupee sur le diametre par cette premiere droite, du cdte du sommet de la 
section, et diminuee d'une figure semblable au rectangle delimite par le diametre 
et par le parametre, et sembiablement placee. Nous appelons une telle section 
une ellipse » Voir : Les Coniques, trad, de P. Ver Eecke, p. 28. 

5 . 6itepf3dAAtt, excede ; expression d'ou Apollonius a tire le nom d'hyper- 
bole (oTtEpjjoXiy. 

6. C'est daus la proposition 12 du livre I er des Coniques qu’Apollonius definit 
pour la premiere fois l'hyperbole d’apr&s sa principale propriete mise en evidence 
par l’equation cartesienne de la courbe rapportee aux axes obliques de coordonnees 
constitues par un diametre et la tangente k son extremite. La proposition est 
enoncee : « Si un edne est coupe par un plan passant par l'axe, et s’il est coupe 
par un autre plan coupant la base du edne suivant une droite perpendiculaire 
k la base du triangle passant par l’axe ; si, de plus, le diamdtre prolonge de la 
section rencontre l’un des cdtes du triangle passant par l’axe au dela du sommet 
du cone, le carre de toute droite menee de la section, parallelement k la section 
commune du plan secant et de la base du edne, jusqu'au diametre de la section, 
sera equivalent k une aire, appliquee suivant une certaine droite, avec laquelle 
le rapport de la droite situee dans le prolongement du diametre de la section, 
et sous-tendant l’angle exterieur du triangle, est le meme que le rapport du carre 
de la droite menee du sommet du edne, parallelement au diamdtre de la section, 
jusqu’a la base du triangle, au rectangle delimite sous les segments de la base, 
determines par la droite menee ; aire ayant comme largeur la droite decoupee 
sur le diametre par cette premiere droite, du cdte du sommet de la section, et 
augmentee d’une figure qui, semblable au rectangle delimite par la droite sous- 
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aire (*) n’est ni deficiente ni excedente. [Mais, cela provient de 
ce qu’Aristge n’avait pas encore remarque que c’est dans un 
cas particulier du plan coupant le cone (et engendrant les trois 
lignes) ( 2 ) que surgissent respectivement dans les cones ( 3 ) une 
autre et une autre des lignes qu’il denomme d’apres la nature 
particuliere du cone ; car, si le plan est mene parallelement a un 
cot 6 du cone, il ne surgit qu’une seule des trois lignes, toujours 
la meme, qu’Aristee denomme section du cone meme qui a ete 
coupe] ( 4 ). 

Au reste, c’est dans le preambule du premier livre, 1& oil il 
en donne d’abord le resume, qu’Apollonius dit ce que contiennent 
les huit livres qu’il a publies sur les coniques : « Le premier livre 
conceme la generation des trois sections ( 5 ) et des sections oppo- 
sees (®), ainsi que leurs principales proprietes, exposees d’une 
maniere plus developpee et plus generale que chez d'autres qui 
ont ecrit sur la matiere. Le second livre conceme les proprietes 


tendant l'angle exterieur du triangle, et par le paramdtre, est semblablement 
placee. Nous appelons une telle section une hyperbole » Voir : Les Coniques , 
trad, de P. Ver Eecke, p. 24. 

1. C’est-a-dire l’aire appliquee (itapa^aXXofxevov) ; expression d’ou Apollonius 
a tire la denomination de parabole (itapa( 3 oXr), et c’est dans la proposition 11 
du livre I er des Coniques qu’il definit pour la premiere fois cette courbe de la 
maniere suivante : « Si un cdne est coupe par un plan passant par l’axe, et s'il 
est coupe par un autre plan coupant la base du cdne suivant une droite perpen- 
diculaire k la base du triangle passant par l’axe ; si, de plus, le diamdtre de la 
section est parallele k l’un des cotes du triangle passant par l’axe, le carre de 
toute droite menee de la section du cdne, parallelement k la section commune 
du plan secant et de la base du cdne, jusqu’au diamdtre de la section, equivaut 
au rectangle delimite par la droite qu'elle decoupe sur le diametre, du cdte du 
sommet de la section, et par une certaine droite dont le rapport k la droite situee 
entre l’angle du cdne et le sommet de la section est le meme que celui du carre 
de la base du triangle passant par l’axe au rectangle delimite par les deux cotes 
restants du triangle. Nous appellerons une telle section une parabole ». Voir 
trad, precitee de P. Ver Eecke, p. 21. 

2. La phrase entre parentheses parait etre une petite sous-interpolation. 

3. C’est-a-dire chacun des trois cdnes droits rectangle, acutangle et obtus- 
angle. 

4. Toute la phrase mise entre crochets est une redite interpolee (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. II, p. 674, 11. 12-19). 

5. Sous-entendu : tuv xuvwv, de cdnes, c’est-a-dire l’ellipse, la parabole et 
la branche unique de l’hyperbole consideree jusqu’alors. 

6. xal twv avrtxetp.evwv , litteralement : et des opposees, c’est-a-dire l’hyper- 
bole k deux branches opposees, engendree par la section plane des deux nappes 
du cdne et, qu’& la difference de ses predecesseurs, Apollonius considdre pour 
la premiere fois comme ne formant qu’une seule et meme courbe centr6e. 
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des diametres et des axes des sections [et des sections opposees] (*), 
celles des asymptotes, et il concerne d'autres choses qui sont d’un 
usage general et necessaires pour les determinations ( 1 2 ). C'est dans 
ce livre que tu apprendras ce que j'appelle les diametres et 
les axes. Le troisieme livre renferme de nombreux et curieux 
theoremes qui sont utiles dans la construction des lieux solides ( 3 ) 
et dans les determinations. La plupart et les plus beaux de ces 
theoremes sont nouveaux. C'est d'ailleurs en concevant ces 
theoremes que j'ai remar que que, chez Euclide ( 4 ), le lieu, 
etabli par rapport a trois et a quatre lignes ( 5 6 ), n’est guere 
construit, si ce n’est dans une mesure accidentelle et d’une 
fagon qui n’est pas heureuse ; car il n’etait pas possible d’en 
epuiser la construction sans mes decouvertes complementaires (®). 
Le quatrieme Uvre comporte de combien de manieres les sections 
de cones se rencontrent entre elles et se rencontrent avec la 
circonference du cercle. Ce livre comporte, en outre, ce dont aucun 
de mes predecesseurs n'a traite, en combien de points une section 
de cone rencontre une circonference de cercle, et des sections 
opposees rencontrent des sections opposees ( 7 ). Les livres rest ants 
sont beaucoup plus riches ; car, il y a d’une part celui qui est 


1. La phrase plac6e entre crochets doit avoir ete interpolee, car elle est absente 
dans le texte du preambule d’ Apollonius dont Pappus donne ici un extrait 
(Voir Les Coniques, trad, de P. Ver Eecke, p. 2, 1 . 6, ou Edition precitee du texte 
grec de Heiberg, vol. I, p. 4, 1 . 6). 

2. Ttaos to u? otopio’p.ous, pour les determinations ou distinctions des cas 
de possibility. c'est-a-dire pour les discussions. 

3. twv oTspeuv toitwv, des lieux solides, c’est-a-dire des lieux geometriques 
dans la construction desquels interviennent des courbes du second degre ou 
sections planes de solides tels que le cone et le cylindre. 

4. L’ouvrage d'Euclide sur les Lieux solides est perdu, de meme que celui 
qu'Aristee avait ecrit sur le meme sujet. 

5. Apollonius designe ici par lieux trilineaires et quadrilineaires ceux qui 
sont constitues par des points dont l’assujettissement par rapport a trois ou 
k quatre lignes droites est celui que Pappus determinera plus loin. 

6. Le texte de l'edition de Hultsch {loc. cit., vol. II, p. 676, 1 . 9) prssente ici 
la le?on tuv npoetpiri (xevwv, (sans les choses) dites anterieurement, a laquelle 
nous substituons: tuv itpoireua'/i pivtov c’est-a-dire : « (sans) mes decouvertes 
complementaires » ; ce qui est la veritable expression employee par Apollonius 
(cfr. ed. Heiberg, vol. I, p. 4, 1 . 16), inexactement rapport ee par Pappus. 

7. Pappus reproduit ici inexactement le texte d’ Apollonius qui dit : « en 
combien de points une section de cdne ou une circonference de cercle rencontre 
des sections opposees ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 3, 1 . 5, ou bien le texte 
grec de l’edition de Heiberg, vol. I, p. 4, 1 . 21. 
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consacre d’une maniere plus developpee aux minima et maxima ( 1 ), 
d’autre part celui qui conceme les sections de c6ne egales et 
semblables, celui qui se rapporte aux theoremes qui servent aux 
determinations et, enfin, celui qui est relatif aux problemes de 
determinations sur les coniques ». 

Voila done ce que dit Apollonius ; mais, ce lieu a trois et a 
quatre lignes qu’il declare, dans son troisieme livre, n’avoir pas 
ete traite completement par Euclide, il n’aurait pu l’epuiser lui- 
meme, et aucun autre ne 1’ aurait pu, [ni aurait pu aj outer quoi 
que ce soit a ce qui en avait ete publie par Euclide] ( 2 ), avec le 
seul secours de ce qui avait ete dejk demontre sur les coniques 
jusqu’a l’epoque d' Euclide ; ce dont Apollonius temoigne d’ailleurs 
lui-meme, en disant qu’il eut ete impossible de traiter complete- 
ment ce lieu a defaut de ce qu’il avait ete oblige de demontrer 
personnellement au prealable. [Au reste, Euclide, estimant 
qu’Aristee etait digne d’eloges en raison de ce qu’il avait publie 
j usque-la sur les coniques, e’est, sans prendre les devants ni 
vouloir recommencer le meme ouvrage, etant d'ailleurs tr&s loyal, 
bienveillant comme on doit l’etre a l’^gard de tous ceux qui sont 
a meme d’enrichir la science math6matique jusqu’4 un certain 
point, ne blessant en aucune maniere, correct et depourvu de 
vanite comme lui, qu’il a ecrit tout ce qu’il pouvait demontrer 
concernant ce lieu a l’aide des Coniques d’Aristee, et sans pr6- 
tendre etre parvenu au bout de la demonstration. On aurait pu 
le blamer alors, tandis qu’on ne le peut plus maintenant, puisque 
Apollonius lui-meme, en ayant laisse la plupart des questions 
incompletes dans les coniques, n’a pas ete appele a en rendre 
compte. II a toutefois pu ajouter certaines choses qui manquaient 
encore a ce lieu, parce qu’il avait eu l’imagination prealablement 
frappee par ce qui avait deja ete publie sur ce lieu par Euclide, 
et qu’il avait longtemps consacre ses loisirs aux disciples d’Euclide 
a Alexandrie, d’ou il avait acquis une disposition d'esprit non 
depoxn-vue d’experience] ( 3 ). Voici du reste en quoi consiste ce 


1. C’est-ci-dire les lignes les plus courtes et les plus longues que l’on puisse 
mener d'un point donne a une section conique. 

2. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme inter- 
polee (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 676, 11. 21-22.) 

3. Le long passage un peu diffus que nous mettons entre crochets est une 

Pappus d* Alexandria — n 
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lieu a trois et a quatre lignes auquel il est si her d’avoir ajoute 
quelque chose, et dont il aurait du savoir gre a celui qui l'a 
traite le premier : Si Ton mene d’un meme point des lignes droites 
sous des angles donnes a la rencontre de trois lignes donnees de 
position, et si le rapport du rectangle compris sous deux des 
droites ainsi menees au carre de la derniere droite est donne, le 
point appartiendra a un lieu solide donne de position, c’est-a-dire 
a l’une des trois lignes coniques ( x ). D’autre part, si les droites 
sont menees sous des angles donnes a la rencontre de quatre 
droites donnees de position, et si le rapport du rectangle compris 
sous deux des droites menees au rectangle compris sous les deux 
droites menees restantes est donne, le point appartiendra pareil- 
lement a une section de cone donnee de position ( 2 ). [Car si elles 
sont amenees a la rencontre de deux droites seulement, il a ete 
demontre que le lieu est plan ( 3 )] ( 4 ). Mais, si les droites sont 
amenees a la rencontre de plus de quatre droites ( 5 ), le point 
appartiendra a des lieux dont on n’a plus connaissance, et qui 
sont simplement appeles des lignes [sans en savoir davantage sur 
ce qu’elles sont ni sur les proprietes qu'elles possedent] (®), dont 
on n’a fait la synthese d’aucune, pas meme de la premiere (?) 
qui, apres qu’on eut montre qu’elle est utile, a semble etre la 
plus remarquable ( 8 ). 


dissertation oiseuse que Hultsch attribue a un scoliaste assez verse cependant dans* 
l’histoire des mathematiques (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 676, 1 . 25, k p. 678, 1 . 15). 

1. Le lieu dit a trois droites s’exprime plus simplement comme etant celui 
des points tels que le produit de leurs distances a deux droites donnees soit 
equivalent au carre de leur distance a une troisieme droite donnee. 

2. Le lieu dit a quatre droites se dit plus simplement comme etant celui des 
points tels que le produit de leurs distances a deux droites donnees soit equi- 
valent au produit de leurs distances k deux autres droites donnees. 

3. Cas demontre par Apollonius dans une proposition de son traite des Lieux 
plans; proposition <jue Pappus a enoncee plus haut (voir p. 497). 

4. La phrase mise entre crochets est une interpolation (Cfr. Hultsch, loc ► 
cit., vol. II, pp. 678, 1. 25). 

5. Sous-entendu : ev Seoojxeva^ y wviat;, sous des angles donnes. 

6. La phrase mise entre crochets a ete interpolee (Cfr. Hultsch, loc. cit ., 
vol. II, p. 678, 1 . 28). 

7. La premiere qui suit la ligne constituant le lieu a quatre droites, e’est-i-dire 
celle du lieu a cinq droites. 

8. Nous avons k justifier la maniere dont nous rendons cette phrase. Elle 
se presente comme suit dans les manuscrits : c 5 v ftfav ouoe rr;v irptorriv xal 
at»(i^ave<TTaT7\v sZvat Soxouaav (ruvrsQeixaatv avaoetqxvTes ^p7i<r{|i7\v outrav. Commandin 
l’interprete : « earum unam, neque primam, et quae manifest atissima videtur. 



LIVRE vn DE LA COLLECTION 


509 


Les propositions relatives a ces derniers lieux sont les sui- 
vantes : 

Si Ton mene d'un point des droites sous des angles donnes 
a la rencontre de cinq droites donnes de position, et si le rapport 
du parallelipipede solide rectangle, compris sous trois des droites 
menses ainsi, au parallelipipede rectangle, compris sous deux des 
droites menees restantes et une droite donnee, est donne, le point 
sera lie a une ligne donnee de position. Et si c’est a la rencontre 
de six droites, et que le rapport donne est celui du solide que 
nous avons dit compris sous trois droites au solide compris sous 
les trois droites restantes, le point sera de nouveau lie a une ligne 
donnee de position. Enfin, si c’est a la rencontre de plus de six 
droites, il n’est plus permis de dire : « si le rapport de ce qui est 
compris sous quatre droites a ce qui est compris sous les droites 
restantes », parce qu’il n’y a rien qui soit compris sous plus de 
trois dimensions. Cependant, ceux qui nous precedent de peu se 
sont autorises a s’exprimer de cette maniere ; mais, quand ils 
enoncent que le rectangle compris sous telles droites est multiple 
par le carre de telle droite, ou par le rectangle compris sous telles 
autres droites, ils ne designent rien moins qu’une chose inintel- 


composuerunt, ostendentes utilem esse » (Cfr. loc. cit., p. 251, 11. 34-35). 
Or, en faisant porter la negation ouSe uniquement sur tt,v itpwTrjv xat, et non 
pas sur uiav, il est en contradiction avec le contexte dans iequel Pappus dit 
plus loin : « Mais, comme nous l'avons dit, la synthase permettant de reconnaitre 
la ligne n’a pas ete faite pour un seul des lieux qui suivent celui a quatre droites » 
D'autre part, le sens de tt ( v 7cp«irr>v a echappe a Hultsch, et il y voit une altera- 
tion du mot -rtva (celle qui) qui aurait d’abord ete ecrit par erreur rr.v a (la i re ), 
puis par nouvelle erreur, en toutes lettres : ttjv wpuTnv (la premiere). Cette 
correction constitue une critique arbitraire qui a le defaut d'ailleurs de ne pas 
justifier l'abandon du mot xai. Et meme, avec cette correction conjecturale 
a rejeter, la manure dont Hultsch traduit la phrase presente le contresens fait 
par Commandin, en disant : « Quarum unam quandam, quae nequaquam 
inter maxime conspicuas esse videtur, composuerunt, ej usque utilitatem demon- 
straverunt », c’est-4-dire : «dont ils ont construit une seule, qui n’est nullement 
parmi les plus remarquables, et ils ont montre son utilite ». Nous ajouterons 
encore, au sujet de cette simple phrase, que Paul Tannery a ete amene k la citer 
dans une etude relative au problfeme du lieu k cinq droites resolu par Descartes, 
et qu’il l’interpr&te aussi dans le sens doublement negatif, tout en adoptant la 
correction arbitraire xtva de Hultsch ; mais il la traduit avec une liberte 
inadmissible en disant : « dont on n’a construit ni employe une seule, pas meme 
celle qui pourrait sembler la plus clairement indiquee » ( Pour I'Histoire des lignes 
et surfaces courbes dans I’Antiquite, dans Bulletin des Sciences mathematiques, 
1883, t. VII, pp. 278-291 ; 1884, t. VIII, pp. 19-30 et 1884, t. VIII, pp. 101-112, 
ou bien : Memoir es scientifioues de Paul Tannery, t. II, pp. 1-47). 
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ligible ( x ). Toutefois, pour ce qui <:oncerne les propositions dont 
il a ete question plus haut, il etait loisible de les enoncer et de 
les demontrer en general au moyen des rapports composes, en 
s’exprimant comme suit pour ces dernieres propositions : Si d’un 
point on amene sur des droites donnees de position des droites 
sous des angles donnes, et si l’on donne le rapport compose de 
celui d’une droite amenee a une droite amenee et de celui d'une 
autre droite amenee a une autre droite amenee et de celui d’une 
autre une autre et de celui de la derni&re a une droite donnee, 
dans le cas oil les droites sont au nombre de sept, et de celui de 
la derni&re a la demi&re, dans le cas ou les droites sont au nombre 
de huit, le point sera lie a une ligne donnee de position. Et il 
en sera de meme quelle que soit la quantite paire ou impaire de 
droites ( 1 2 ). Mais, comme nous l’avons dit, la synthase ( 3 ) per- 
mettant de reconnaitre la ligne n’a pas ete faite pour un seul 
des lieux qui viennent apres celui a quatre droites. 

[Ceux qui examinent ces propositions y mettent peu d’ appli- 
cation, comme les Anciens et ceux qui les ont le mieux traitees 
en particulier dans leurs ecrits. Or, apr&s avoir observe que la 
plupart sont attires vers les elements des mathematiques et les 
questions materielles que presente la nature ( 4 ), j’en suis reste 
confus, et j’ai demontre des choses qui sont pour le moins 

beaucoup plus relevees et offrent une grande utilite ( 5 6 ) ; 

mais, afin de ne pas abandonner ce discours en declarant cela 
les mains vides, je vais presenter au lecteur les choses suivantes : 

Le rapport des revolutionnes parfaits (®) se compose du rap- 


1. Premiere allusion a une geometrie pluridimensionnelle dont 1 ’ application 
a l’espace physique d^passe notre faculte representative. 

2. Sous-entendu : 94 <rei oeoopivtov (donnees de position). 

3. C’est-k-dire la construction geometrique. 

4. C’est-k-dire les questions de physique. 

5. Le texte presente ici une lacune. La phrase manquante faisait probable- 
ment allusion a un ouvrage particulier dans lequel l’interpolateur du passage 
que nous plains entre crochets, avait demontre la proposition remarquable 
dont il ne donne ici qu’un enonce un peu obscur, mais dans lequel on reconnait 
la proposition connue sous le nom de theoreme de Guldin. 

6. twv reXsiuv djxoot(mxwv Xoyo<;, le rapport des revolutionnes parfaits, 
c'est-^-dire le rapport de solides engendres par la revolution complete d’une 
aire plane, limitee par des lignes polygonales ou courbes, autour d'un axe situe 
dans le meme plan. 
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port des revolutionnants (*) et de celui des droites semblablement 
abaissees ( 2 ), des points barycentriques ( 3 ) situes dans ces revolu- 
tionnants, sur les axes ( 4 ), et le rapport des revolutionnes impar- 
faits ( 5 ) se compose du rapport des revolutionnants et de celui 
des arcs que decrivent les points barycentriques situes dans ces 
revolutionnants ; alors que le rapport de ces arcs se compose 
manifestement du rapport des droites abaissees et de celui des 
angles que comprennent les extremites de celles-ci, en tant qu'il 
s’agisse des extremites aupres des axes des revolutionnes ( 6 ). Ces 
propositions, qui n’en constituent pour ainsi dire qu’une seule, 
embrassent des theoremes aussi nombreux que varies sur les 
lignes, les surfaces et les solides, tous susceptibles d’une meme 
demonstration, lesquels n’avaient jamais encore ete demon- 
tres, et qui le sont maintenant comme ceux qui se trouvent 


1. twv ap.<pot»jxaT{i)v (Xoyo$), le rapport des revolutionnants, c’est-a-dire le 
rapport d'aires planes, limitees par des lignes polygonales ou courbes, en revolu- 
tion autour d’axes. 

2. C’est-i-dire abaissees perpendiculairement sur les axes de rotation. 

3. xnrrpoflapuca (trip-eta, les points barycentriques, ou centres de gravite des 
aires planes en revolution. 

4 . Soient A, B les volumes de solides de revolution engendr£s par les aires 
planes S, S', et soient a, (3 les distances des centres de gravite des aires S, S' aux 

axes de rotation, on a : A = S x 2wa et B = S' X 2*3, d’oii : ~ = f . * 

a 3 x 2 np 


ou, comme l’enonce le texte 


A_S a 
B S' 3' 


5. twv dfoeXuv (ap.cpoumxuv Xoyo$), le rapport des revolutionnes imparfaits, 
e’est-cL-dire les secteurs solides ou fuseaux engendres par la revolution incomplete 
d’aires planes autour d’axes exterieurs situes dans leur plan. 

6 . Soient A, B les volumes des solides ou fuseaux engendres par la revolution 
incomplete des aires planes S, S', et soient a, 3 les distances des centres de gravite de 

ces aires aux axes de rotation, on a : A = S X — * et B =* S' X ~ 8, d’ou : 

n n 


S x — « 
n 

S'x 22 !q 
n' • 


ou, comme l'exprime le texte : — : 


S arc decrit k la distance a 

_ V - - — - - - - - — - ^ 

S' arc decrit k la distance 3 


Ces expressions du rapport des volumes de corps de revolution complete ou 
par tielle font presumer que les Anciens ont connu et peut-etre demontre dans 
un ouvrage perdu le theoreme dit de Guldin enongant que le volume d'un solide 
de revolution est egal k l’aire de la section generatrice, multipliee par la circon- 
ference que decrit son centre de gravite autour de l'axe fixe ; theor4me de 
cubature qui se base lui-meme sur le theoreme de quadrature enonpant que 
l’aire d’une surface de revolution est egale k la longueur de la generatrice, 
multipliee par la circonference que decrit le centre de gravite de cette generatrice 
autour de l’axe de revolution. 
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dans le douzi&me livre des Elements qui s’y rapportent (*)] ( 2 ). 

Les huit livres des Coniques d 'Apollonius possfedent quatre 
cent quatre- vingt-sept theor&mes, ou figures, et soixante-dix 
lemmes ( 3 ). 


LEMMES SUR LES LIVRES DE LA SECTION DE RAPPORT 
ET DE LA SECTION D'AIRE ( 4 ). 

I. 

Proposition i. — Couper une droite donnee dans un rapport 

donne. 

Que la droite donn4e soit AB, 
le rapport donn4 celui de la droite T 
a la droite A et qu’il faille couper 
la droite AB dans ce rapport de la 
droite T a la droite A. Inclinons une 
droite AE sous un angle quelconque 
sur la droite AB ; decoupons une 
droite AZ egale a la droite T et 
une droite ZH egale a la droite A, 
et menons la droite Z0 par allele a 


des Elements d'Euclide dont les propositions 
sont principalement consacrees k la mesure des solides et a la comparaison de 
leurs mesures. 

2. Le passage que nous mettons entre crochets, comme Hultsch dans son 
edition critique du texte, presente tous les caracteres d'une interpolation. Deja 
fort suspect par une langue moins pure, un verbe obscur et des expressions non 
employees par Pappus, U traite tin sujet qui n'a aucun rapport avec les consi- 
derations que Pappus consacre en cet endroit aux Coniques d’ Apollonius ; 
considerations qu’U interrompt meme d'une maniere intempestive. Ensuite, ce 
passage est absent dans la premiere version latine de Commandin, faite probable- 
ment d’aprds un manuscrit n’ayant pas ete interpole, et n’apparait que dans la 
seconde edition de 1660 soignee par Manolessius. C'est done une erreur que 
d'attribuer la patemite du theoreme de Guldin a Pappus, alors que le passage 
appartient k un geometre malheureusement inconnu, dont la valeur ne peut 
qu’etonner, ayant du vivre plus ou moins longtemps apr6s Pappus, done dans 
la periode de decadence de la science hellene. 

3. Pappus ne veut pas signifier que ces soixante-dix lemmes font partie 
integrante des huit livres des Coniques, puisqu'on ne les y trouve pas ; mais que 
l’ensemble de ces livres a (iys t) soixante-dix lemmes qui s’y rapportent en vue 
d’eclaircir leurs propositions, et qui sont dus k divers geom^tres commentateurs. 

4. Ce titre, absent dans le texte grec, est ajoute par Hultsch dans sa version 
latine fCfr. loc. cit., vol. II, p. 685). 


A 



1. C’est-a-dire dans le livre XIII 
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la droite de jonction BH. Des lors, puisque la droite A0 est a 
la droite 0B comme la droite AZ est a la droite ZH ; que la 
droite AZ est egale a la droite T et la droite ZH egale a la 
droite A, il s’ensuit que la droite A0 est a la droite 0B comme la 
droite T est a la droite A ; done, la droite est divisee au 
point 0 ( J ) ; ce qu’il fallait demontrer. 


II. 


Proposition 2. — Trois droites AB, Br, 
en trouver une autre qui soit a la droite A 
comme la droite AB est a la droite Br. 

Inclinons de nouveau une droite TE sous 
un angle quelconque et posons la droite FZ 
egale a la droite A. Menons la droite de 
jonction BZ, et menons-lui la par allele HA. 
II se fait done de nouveau que la droite HZ 
est a la droite TZ, e’est-a-dire a la droite A, 
comme la droite AB est a la droite BP ; par 
consequent, on a trouve la droite ZH. 

Si la troisi&me droite 6tait donnee, nous 
trouverions pareillement la quatrieme. 


A etant donnees, 
A 



III. 

Proposition 3. — Que la droite AB soit a la droite Br dans 
un rapport plus grand que celui de la droite AE a la droite EZ ; 
je dis que, par composition, la droite Ar est aussi a la droite FB 
dans un rapport plus grand que celui de la droite AZ a la 
droite ZE. 

En effet, faisons en sorte qu’une autre droite H soit a la 
droite EZ comme la droite AB est a la droite Br. En consequence, 
la droite H est a la droite EZ dans un rapport plus grand que 
celui de la droite AE a la droite EZ ; done, la droite H est 
plus grande que la droite AE ( 2 ). Posons la droite 0E egale k la 

1. Sous-entendu : *i’$ tov oo 0 svt« Xoyov, dans le rapport donne. 

c . AB AE -r, H AB , H AE ,, , /T , 

2. Soit : w > m - Posons : _ = _ ; done : m > m d on (Eucude, 

liv. V, prop, xo, enoncee p. 36, n. z) : H >■ AE. 
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A B T droite* H. Des lors, puisque la 

~~ droite ©E est a la droite EZ comme 

® A E Z la droite AB est k la droite Br, il 

s’ensuit que, par composition, la 

. droite Z0 est a la droite ZE 

comme la droite Ar est a la droite Br. 
Or, le rapport de la droite ©Z a la droite ZE [est plus grand 
que celui de la droite AZ a la droite ZE] (*) ; done, le rap- 
port de la droite Ar a la droite TB est aussi plus grand que 
celui de la droite AZ a la droite ZE ( 2 ). 

IV. 

Proposition 4. — Que le rapport de la droite AB a la 
droite BT soit, au contraire, plus petit que celui de la droite AE 
a la droite EZ ; je dis que ( 3 ) le rapport de la droite Ar k la 

droite FB est aussi plus petit que celui de la droite AZ a la 

droite EZ. 

En effet, puisque le rapport de la droite AB a la droite Br 
est, au contraire, plus petit que celui de la droite AE a la 

droite EZ, si nous faisons en sorte qu’une autre droite soit a la 

droite EZ comme la droite AB 
est a la droite Br, cette droite 
sera plus petite que la droite AE. 

Que ce soit la droite ©E. D&s lors, 
on a la droite ©Z a la droite ZE 
comme la droite Ar est a la 
droite FB. Or, le rapport de la droite 0Z a la droite ZE est plus 
petit que celui de la droite AZ k la droite ZE ; done, le rapport 


a b r 


A 0 E Z 


1. Restauration relevee par Hultsch dans un des manuscrits (Cfr. loc. cit., 
vol. II, p. 686, 1 . 2). 

©E AB 

2. Posons : 0 E = H ; done, d’aprfcs la note 2 de la page 513, on a : =7= = 

E Z J31 


„ , . ©E + EZ AB + Br 
dou EZ Br 


©z Ar 

7=77 = -5Ti- Or, d'apr&s la demtere relation de 

EZ x>i 


la note susdite, on a : 0 E> AE, d'ou : 0 Z> AZ, d’ou (Euclide, liv. V, 

prop. 8, enoncee p. 36, n. 6) : ^ ; done, comme le texte : ^ 

ZE ZE Bi ZE 


3. Sous-entendu : xaxa uuvOemv, par composition. 
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de la droite Ar a la droite rB est plus petit que celui de la 
droite AZ a la droite ZE ( 1 ). 


V. 


Proposition 5 . — Que le rapport de la droite AB a la 
droite Br soit de nouveau plus grand que celui de la droite AE 
a la droite EZ ; je dis que, par permutation, le rapport de la 
droite AB a la droite AE est aussi plus grand que celui de la 
droite Br a la droite EZ. 

En effet, faisons en sorte qu’une autre droite soit a la droite EZ 
comme la droite AB est a la droite BE II est clair qu’elle sera 
plus grande que la droite AE. Que ce soit la droite HE. En conse- 
quence, par permutation, la 
droite Br est a la droite EZ 
comme la droite AB est k la 
droite EH. Mais, le rapport de 
la droite AB a la droite AE est 
plus grand que celui de la droite AB k la droite EH, c’ est- a- dire 
que celui de la droite Br a la droite EZ ; done, le rapport de 
la droite AB a la droite AE est aussi plus grand que celui de la 
droite Br a la droite EZ ^). Pour les memes raisons, si le rapport 
est plus petit, je dis qu’il le sera aussi par permutation. En effet, 
une certaine droite sera a la droite EZ comme la droite AB est 
a la droite Br ; je dis que cette droite est plus petite que la 
droite AE, et les choses restantes sont les memes ( 3 ). 



1. Soit 


Soit ©E < AE tel que l'on ait : ^ = ^5. D£s lors. 


EZ Br' 

, ou Or, ©E + EZ < AE + EZ ou : 0Z < AZ, 


Br " EZ 
©E 4 - EZ AB -f BT 
EZ ~ BT 
,, . 0Z ^ AZ . . Ar AZ 
d0U ’ EZ < EZ' d U ' Bl^ EZ' 

2. Si posons : ~ ; done {prop. 3) : HE> AE. D6s lors, 

^2= Or (Euclide, liv. V, prop. 8, enoncee p. 36, n. 6) : A®,d'oii, 

^ , ab bt 

comme le texte - ^E> EZ' 

AB AE 

3. Meme raisonnement si l’on a : — ^ < r^— (Voir livre III, p. 37, n. 1) ou 
cette relation est d^montree d’une maniere un peu diSerente. 
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VI. 

Proposition 6. — Que le rapport de la droite Ar a la 

droite TB soit plus grand que celui de la droite AZ a la droite ZE ; 
je dis que, par conversion ( x ), le rapport de la droite TA a la 
droite AB est plus petit que celui de la droite ZA a la droite AE. 

En effet, faisons en sorte que la droite AZ soit a une certaine 
autre droite comme la droite Ar est a la droite TB ; elle sera 
done ainsi a une droite plus petite que la droite ZE. Que ce soit 

a la droite ZH. Des lors, par 

A B T conversion, la droite ZA est a la 

* droite AH comme la droite TA 

^ EH z est a la droite AB. Or, le rapport 

* — * de la droite ZA a la droite AH 

est plus petit que celui de la 
droite ZA a la droite AE ; [done, le rapport de la droite FA a la 
droite AB est aussi plus petit que celui de la droite ZA a la 
droite AE] ( 2 ). 

Pareillement aussi, que le rapport de la droite Ar a la 

droite TB soit plus petit que celui de la droite AZ a la droite ZE. 
D&s lors, par conversion, le rapport de la droite TA a la droite AB 
est plus grand que celui de la droite AZ a la droite AE; car la 
droite AZ sera a une grandeur plus grande que la drpite ZE 
comme la droite Ar est a la droite TB ; et les choses restantes 
sont manifest es ( 3 ). 


1. ivaerras^avr.. Euclide, liv. V, dif. 17 : « II y a conversion de raison 
quand on compare l'antecedent k l’exces de l'antecedent sur le consequent » 
Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 238. 

2. keconstitution de Scaliger en marge du manuscrit de I.eyde. 

3. On a en premiere hypoth^se : Soit ZH < ZE tel que l’on ait : 

1 o Ahi 


az Ar 
zh ru 


. Des lors, par conversion : 


AZ AT 

AZ — ZH ” AP — l’B 


ou : 


AZ 

AH 


AT 

AB‘ 


Or, 


AZ AZ , AT AZ ~ , . , . . , ,, , 

< "tts > done . — — < — — . On raxsonnera de meme dans la seconde hypothese : 
AH AE AB AE 


AB 
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Proposition 7. — Que le rapport de la droite AB a la droite Br 
soit de nouveau plus grand que celui de la droite AE a la droite EZ; 
je dis que, par inversion ( x ), le rapport de la droite TB a la 
droite BA est plus petit que celui de la droite ZE a la droite EA. 

En effet, faisons en sorte que la droite AE soit a une certaine 
droite comme la droite AB est a la droite Br. Elle sera ainsi a 
une droite plus petite que la droite EZ. Qu'elle soit a une 
droite EH. Des lors, par inversion, la droite EH est a la droite EA 
comme la droite TB est a la 

droite BA. Or, le rapport de la a B P 

-droite HE a la droite AE est plus 1 

petit que celui de la droite ZE a ^ E H Z 

la droite EA ; [done, le rapport de * * ■ 

la droite TB a la droite BA est 

aussi plus petit que celui de la droite ZE a la droite EA] ( 2 ). 

Pareillement d’ailleurs, si le rapport de la droite AB [a la 
droite BF| ( 3 ) est plus petit que celui de la droite AE a la droite EZ, 
par inversion, le rapport de la droite PB a la droite BA est plus 
grand que celui de la droite ZE a la droite AE ; car la droite AE 
sera a une droite plus grande que la droite EZ comme la droite AB 
est a la droite AE, et les choses restantes sont manifestes ( 4 ). 

II resulte encore manifestement de ce qui precede que, si le 
rapport de la droite AB a la droite Br est plus grand que celui 
de la droite AE a la droite EZ, le rapport de la droite ZE a la 
droite EA est aussi plus grand que celui de la droite TB a la 
droite BA, et que, si le rapport de la droite AB a la droite Br 


1. avanaA'.v, par inversion. Euclide, liv. V, def. 14 : « La raison est inverse, 
quand on compare le consequent comme antecedent k 1’ antecedent comme 
consequent ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 237. 

2. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 256, 1 . 8). 

3. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 256, 1 . 11). 

4. On a en premiere hypothese : 44 > 44 - Soit EH < EZ tel que Ton ait : 

BJL ill Lk 

A E AB -p,. « EH BT ~ EH EZ , Br EZ 

EH = fB Des lore °» a - ae = ab' 0r ’ 5 e < 5e : donc '■ Meme 

AB AE 

raisonnement dans l'hypothese : . 

Bi iStZd 
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est plus petit que celui de la droite a la droite EZ, le rapport 
de la droite ZE a la droite EA est aussi plus petit que celui de 
la droite TB a la droite BA. 


VIII. 

Proposition 8. — Que le rapport de la droite AB ei la 
droite AE soit plus grand que celui de la droite B17 a la droite EZ ; 
je dis que le rapport de la droite AB a la droite AE est aussi plus 
grand que celui de la droite Ar a la droite AZ. 

En effet, faisons en sorte que le rapport de la droite Br soit 
a une certaine grandeur comme la droite AB est k la droite AE. 
Elle sera a une grandeur plus petite que la droite EZ. Qu’elle 
soit ainsi a la droite HE. En consequence, la droite entire AT 
est aussi a la droite entiere AH comme la droite AB est a la 

droite AE. Or, le rapport de la 
droite Ar a la droite AH est 
plus grand que son rapport a la 
droite AZ ; done, le rapport de 
la droite AB a la droite AE est 
aussi plus grand que celui de la droite Ar a la droite AZ (*). 

Et il est clair que le rapport de la droite entiere AT a la 
droite entifcre AZ est plus petit que celui de la droite AB a la 
droite AE. Et si le rapport des parties est plus petit, celui des 
entires sera plus grand ( 2 ). 


a b r 

A E H Z 


AB BT 

1. On a par hypothese : > -gg. Soit HE < EZ de maniere k avoir : 

ll = H d ' oil < Edclide ' liv - v > P r °P- I2 ’ 6nmc6e P- «7. n- 1) : let - SI 

A r AB 

ou, comme le texte : . Or, on a : HE -f- AE < EZ + AE ou : AH < AZ ; 

AH Ail* 

A . AT. AT ,, . , . , AB AT 

done : — ■ > — , d ou, comme le texte : -r-s> tt?* 

AH AZ AE AZ 

2. Phrase exprimant trop succinctement que, si le rapport de parties AB, AE 
des deux droites AT, AZ est plus petit que le rapport des autres parties BT, EZ, 

AB BT 

e’est-a-dire si l'on a : — < — - le rapport des droites entieres AT, AZ sera plus 

Alii JbiZi 


grand que celui des parties AB, AE, e’est-a-dire que l’on aura 


ou : 


AT AB 
AZ > AE' 


AB + BT AB 
AE EZ AE 
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IX. 

Proposition 9. — Que le rapport de la droite entiere Ar 
a la droite entiere AZ soit de nouveau plus grand que celui de 
la droite AB a la droite AE ; je dis que le rapport de la droite 
restante Br a la droite restante EZ est aussi plus grand que celui 
de la droite Ar a la droite AZ. 

[En effet, faisons en sorte que] (*) la droite AB soit a une 
droite AH comme la droite Ar est a la droite AZ ; il s'ensuit 
que la droite restante Br est 

k la droite restante HZ comme A B F 

la droite Ar est a la droite AZ. ~~ 

Or, le rapport de la droite Br A H E 2 

a la [droite EZ est plus grand 

que son rapport a la droite] {* ) ZH ; done, le rapport de la 
droite Br a la droite EZ est aussi plus grand que celui de la 
droite Ar a la droite AZ ( 3 ). Et si le rapport de la droite entiere 
k la droite entiere est plus petit, celui des droites restantes est 
plus petit ( 4 ). 


X. 

Proposition 10. — Que la droite AB soit plus grande que 
la droite T et la droite A egale a la droite E ; je dis que la 
droite AB a avec la droite V un rapport plus grand que la droite A 
avec la droite E. 


r. «eitonvj 0 w yap, lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. dt., p. 257, 1 . 2). 

2. EZ jxel^ova Xoyov eyti tjnep ispos -ufy ZH, lacune comblee par Commandin 
(Cfr. loc. dt., p. 257, 1 . 5). 

3. Soit : ~> et soit : AH < AE (I) de manure k avoir : d'oil : 

AZ Aili AH AZ 


Ar — AB 


AZ 


AH - AZ' 


Ar nr \r 

ou : (II). Or, (I) donne : AZ — AH > AZ — AE, on : 

HZ AZ 


HZ> EZ; done : §£>|?. d'oii (II) donne : ||>||- 

Ar AB 

4. C'est-a-dire que, si l’on a reciproquement : — < — , on a, en raison- 

AZ AE 

Br Ar 

nant de meme : m 
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En effet, posons la droite BZ egale a la droite T ; il s’ensuit 
que la droite A est a la droite E comme la droite BZ est a la 

droite T. Mais, la droite AB 
a avec la droite T un rapport 
plus grand que la droite BZ 
avec la droite T ; done, la droite 
AB a aussi avec la droite T un 
rapport plus grand que la droite A 
avec la droite E. Et il est manifeste que, si la droite AB est 
plus petite que la droite T, la droite AB a avec la droite T, 
par suite d’inversion, un rapport plus petit que la droite A avec 
la droite E. 



XI. 

Proposition ii. — Mais, que la droite AB soit plus grande 
que la droite F et la droite AE plus petite que la droite Z ; je 
dis que la droite AB a avec la droite T un rapport plus grand 
que la droite AE avec la droite Z. 

La chose est manifeste et n’exige pas de demonstration ; car, 
si le rapport de la droite AB a la droite T est plus grand que 
celui de la droite AE a la droite Z lorsque la droite AE est egale 
a la droite Z (*), ce rapport 
sera, a fortiori, plus grand lorsque 
la droite AE est plus petite que 
la droite Z. Cela s’etablit toute- 
fois par demonstration comme 
suit : Puisque la droite AB est 
plus grande que la droite T, si 
on fait en sorte qu’une autre 
droite soit a la droite Z comme la droite AB est a la droite T, 
cette droite sera plus grande que la droite Z et, par suite, plus 
grande aussi que la droite AE. Que ce soit la droite HE. En 
consequence, la droite HE a avec la droite Z un rapport plus 
grand que la droite AE avec la droite Z. Mais, la droite AB est 
a la droite F comme la droite HE est a la droite Z ; done, la 



x. Voir proposition io. 
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droite AB a aussi avec la droite T un rapport plus grand que 
la droite AE avec la droite Z. 

Et il est clair que, dans le cas de plus petit, on aura toujours 
plus petit ( 1 ). II est clair aussi que le rectangle compris sous les 
droites AB, Z est plus grand que celui qui est compris sous les 
droites R AE ; car il equivaut au rectangle compris sous les 
droites R EH, lequel est plus grand que celui qui est compris 
sous les droites R AE ( 2 ). 


XII. 

Proposition 12. — Soit la droite AB et coupons-la au 
point T ; je dis que tous les points situes entre les points A, T 
partagent la droite AB dans des rapports plus petits que celui 
de la droite Ar a la droite RB, et que tous ceux qui sont situds 
entre les points R B la partagent dans des rapports plus grands. 

En effet, prenons les points A, E de part et d'autre du point R 
Des lors, puisque la droite AA est plus petite que la droite Ar 
et la droite AB plus grande que la droite Br, le rapport de la 
droite AA a la droite Ar est 

plus petit que celui de la droite A a r E b 

AB a la droite Br ( 3 ) ; done, par 

permutation, le rapport de la droite AA a la droite AB est plus 
petit que celui de la droite Ar a la droite rB ( 4 ). On demontrera 
de la meme maniere pour tous les points situes entre les 
points A, r. 

Derechef, puisque la droite EA est plus grande que la 
droite Ar et la droite EB plus grande que la droite Br, le rapport 
de la droite EA a la droite Ar sera done plus grand que celui de 
la droite EB a la droite BR En consequence, par permutation. 


1. C’est-a-dire que dans le cas AB < r et AE > Z, on a : — -j- < — . 

1 Zi 

» » AB HE 

2. C’est-a-dire que dans le cas AB > r et AE < Z, puisque l’on a : -pp = - 7r , 

1 Za 

on a : AB x Z = HE x T. Or, on a : HE > Z > AE ; done : HE x T > AE x T 
(voir aussi plus loin, prop. 16) ; done : AB x Z > AE x I\ 

3. Voir proposition n. 

4. Voir proposition 5. 
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le rapport de la droite AE a la droite EB est plus grand que celui 
de la droite Ar a la droite rA On demontrera de la meme 
maniere pour tous les autres points pris entre les points T, B. 

XIII. 

Proposition 13. — Si Ton a une droite AB, et si on la coupe 
en deux parties egales au point T, ce point T est celui qui, parmi 
tous les points qu’on prendra, decoupe le plus grand rectangle 
compris sous les droit es Ar, EB. 

En effet, si Ton prend le point A, il se fait que le rectangle 
compris sous les droites AA, AB, conjoint ement avec le carre de 
la droite TA, 6quivaut au carr6 de la droite Ar, c'est-a-dire au 

rectangle compris sous les droites 

^ ^ Ar, rB ; de sorte que le rectangle 

compris sous les droites Ar, EB 
est plus grand [que le rectangle- compris sous les droites AA, AB] ( 1 ). 
Et de meme pour les autres points ( 2 ). 

Proposition 14. — Mais, je dis, en outre, qu'un point plus 
rapproche du point T donne continuellement lieu a une aire plus 
grande que celle a laquelle donne lieu un point plus eloignA 

Prenons encore un autre point E entre les points A, A ; il 
faut demontrer que le rectangle compris sous les droites A A, AB 
est plus grand que celui qui est 

compris sous les droites AE, EB. A ^ 0 ° 

En effet, puisque le rectangle 

compris sous les droites AA, AB, conjointement avec le carre de 
la droite Ar, equivaut au carre de la droite Ar, et que le rectangle 
compris sous les droites AE, EB, conjointement avec le carre de 
la droite TE, equivaut aussi au carre de la droite Ar, il s’ensuit 
que le rectangle compris sous les droites AA, AB, conjointement 
avec le carre de la droite Ar, equivaut aussi au rectangle compris 


1. Restauration de Hultsch (Cfr. loc. tit., vol. II, p. 694, 1 . 15). 

2. La droite AB etant divisee en parties egales en F et inegales en A, on a 
(Euclide, liv. II, prop. 5 enoncee p. 233, n. 3) : AA x AB + TA 3 = AT 3 = 

AT x TB, d’oii : AT x TB > AA x AB. 
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sous les droit es AE, EB conjointement avec le carre de la droit e rE; 
expressions dans lesquelles le carre de la droite Ar est plus petit 
que le carre de la droite TE; par consequent, le rectangle restant 
compris sous les droites AA, AB est plus grand <$ue celui qui est 
compris sous les droites AE, EB ( 1 ). 

XIV. 

Proposition 15. — Si l’on a la droite A, conjointement avec 
la droite B, egale a la droite T conjointement avec la droite AE, 
et la droite B plus petite que la droite AE, la droite A sera plus 
grande que la droite P 

En effet, posons la droite AZ egale a la droite B ; la 
droite A, conjointement avec la droite AZ, est done 6gale a la 
droite AE conjointement avec la ^ g 

droite I\ Retranchons de part et . — . - — , 

d’autre la droite AZ ; il s’ensuit p A Z E 

que la droite A est egale aux — — 1 

droites T, ZE ; de sorte que la droite A est plus grande que la 
droite T ( 2 ). 


XV. 

Proposition 16. — Que la droite A ait avec la droite B un 
rapport plus grand que la droite T avec la droite A ; je dis que 
le rectangle compris sous les droites A, A est plus grand que celui 
qui est compris sous les droites B, T. 

En effet, faisons en sorte que la droite T soit k une droite E 
comme la droite A est a la droite B. D£s lors, la droite T a aussi 
avec la droite E un rapport plus grand qu'avec la droite A ; del 
sorte que la droite E est plus petite que la droite A. Que la 
droite A soit la hauteur commune, il s’ensuit que le rectangle 


1. On a, comme dans la note precedente : AA x AB + AT* = AP* et 

AE x EB_+ PE 2 = AI ’ 2 ; d’ou : AA x AB + AT* = AE x EB + rE*. Or, 

AI ’ 2 < TE 2 ; done : AA x AB > AE x EB. 

2. On a par hypothese : A+B = T + AE et B < AE. Posons : AZ = B ; 
done: A -f- AZ = T -j- AE, d’ou: A = T + AE — AZ = r + ZE, d’ou: A > T. 
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B 


A 


E 


compris sous les droites E, A est plus petit que celui qui est 
compris sous les droites A, A. Mais, le rectangle compris sous les 

droites A, E equivaut au rectangle com- 

. pris sous les droites B, T ; done, le 

rectangle compris sous les droites B, V 
est plus petit que celui qui est compris 
sous les droites A, A ; de sorte que le 
rectangle compris sous les droites A, A 
’ est plus grand que celui qui est compris 
sous les droites B, T (*). 

1 Pareillement, si le rapport devient 

plus petit, l’aire sera aussi plus petite 

. . . que (2) 

Mais, que le rectangle compris sous les droites A, A soit, par 
contre, plus grand que celui qui est compris sous les droites B, T ; 
je dis que la droite A a avec la droite B un rapport plus grand 
que la droite T avec la droite A. 

En effet, posons le rectangle com- 
pris sous les droites A, A equivalent a 1 
celui qui est compris sous les droites B, 

E ; le rectangle compris sous les droi- 1 

tes B, E devient done plus grand que 

celui qui est compris sous les droites B, ' 

r ; de sorte que la droite E est aussi 
plus grande que la droite I 1 . Or, la . — 

droite E est a la droite A comme la 

droite A est a la droite B, et la droite E , 

a avec la droite A un rapport plus 

grand que la droite T avec la droite A ; done, la droite A a 
aussi avec la droite B [un rapport plus grand que la droite T 


A 


B 


A 


E 


1. On a par hypothese: 4 >t- Soit E tel que l’on ait : ^ = 4 (I), d’oii : 

.D A Jci B 

r r 

U>-^, d’ou (Euclide, liv. V, prop, io, enoncee p. 36, n. 1) : E < A, d’ou : 

A X E < A x A. Or, la relation (I) donne : A x E = B x T ; done, 
comme le texte : A x A > B x T. 

A r 

2. C’est-A-dire que si l’on a : °n a aussi : A x A < B x I\ 
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avec la droite A] i 1 ) ( 2 ). Et les choses se presentent pareillement 
pour l’inverse ( 3 ). 


Proposition 17. — Soient deux droites AB, Br ; que la 
droite BA soit la moyenne proportionnelle des droites AB, Br 
et posons la droite AE egale a la droite AA ; je dis que la droite TE 
est l’excedent dont la somme des droites AB, Br surpasse la 
droite qui est en puissance ( 4 ) de quatre fois le rectangle compris 
sous les droites AB, Br ( 5 ). 

En effet, puisque la somme des droites AB, Br surpasse la 
somme des droites AB, BE de la droite PE, il s’ensuit que la 
droite TE est l’excedent dont 

la somme des droites AB, Br ^ ^ T E B 
surpasse la somme des droites 

AB, BE. Or, la somme des droites AB, BE constitue deux 
droites BA, et deux droites BA sont en puissance de quatre fois 
le rectangle compris sous les droites AB, Br ; done, la droite TE 
est l’excedent dont la somme des droites AB, Br surpasse la 
droite qui est en puissance de quatre fois le rectangle compris 
sous les droites AB, Br ( 6 ). 


XVII. 


Proposition 18. — Que la droite BA soit de nouveau la 
moyenne ( 7 ) des droites AB, BT et posons la droite AE egale k 


1. Restauration due a Commandin (Cfr. loc. cit., p. 260, commentarius, 1 . 13). 

2. On a par hypothese : Ax A > B x T. Posons : A x A = B x E (I) ; done : 
B x E > B x T, ou : E > T (II). Or, (I) donne (Euclide, liv. IV, prop. 16, 


enoncee p. 44, n. 3) : ^ = et (H) donne: done: 

A D A A J3 A 


, \V 

3. C est-a-dire que, si l'on a : Ax A<BxT, on aura : — . 

B A 


4. T7j<; dyvausv7i?, de (la droite) qui est en puissance, e’est-a-dire dont le 
carre equivaut a quatre rectangles AB x BT. 

5. II faut done demontrer la relation : TE = AB 4- Br — 2|/ AB x Bl\ 

6. On a: AB -f Br = AB 4- BE + TE ; done : TE= AB 4 -Br — (AB4-BE) (I). 
Or, AB 4- BE = AA 4 - AB 4- BE, et l'on a : AE = AA ; done : AB 4- BE = 
AE 4- AB 4- B E = 2BA. Or, on a par hypothese: ba 2 = AB x Br, d’ou : 
BA = j/AB x Br; done : AB 4- BE = 2p/ AB x BT, d'ou (I) devient, comme 
dans le texte : TE = AB + Br — 2 I/^aW 1 <~bT. 

7. Sous-en t endu dkvdtXoyov, proportionnelle. 
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la droite AA ; je dis que la droit^ TE se compose de la somme 
des droites AB, Br et de la droite qui est en puissance de quatre 
fois le rectangle compris sous les droites AB, Br (*). 

En effet, puis que la droite TE est la somme des droites TA, AE, 
et que la droite AA est egale a la droite AE, il s’ensuit que la 

droite TE est la somme des 

A r B A E droites AA, AI\ c’est-a-dire la 

somme des droites AB, Br et 
de deux droites BA. Or, deux droites BA sont en puissance de 
quatre fois le rectangle compris sous les droites AB, Br ; done, 
la droite TE est la somme de la somme des droites AB, Br et de 
la droite qui est en puissance de quatre fois le rectangle compris 
sous les droites AB, Br ( 1 2 ). 


XVIII. 

Proposition 19. — Que la droite BA soit de nouveau la 
moyenne proportionnelle des droites AB, Br, et posons la 
droite AE egale a la droite TA ; je dis que la droite AE est 

l’excedent dont la somme des droites AB, Br surpasse la droite 

qui est en puissance de quatre rectangles compris sous les 
droites AB, Br ( 3 ). 

En effet, puisque la somme des droites AB, Br depasse la 
somme des droites EB, Br de la droite AE, et que la somme des 
droites EB, Br constitue deux droites BA, c’est-a-dire la droite 
qui est en puissance de quatre 

rectangles compris sous les droites A E A F B 

AB, Br, il s’ensuit que la droite AE 

est l’excedent dont la somme des droites AB, Br depasse la droite 
qui est en puissance de quatre rectangles compris sous les 

droites AB, Br ( 4 ). 


1. Il faut demontrer que l’on a : TE = AB 4- Br 4- 2 j/AB x BI\ 

2. On a : TE = TA -f* AE. Or, on a pos6 : AE = AA ; done : TE = TA 4- AA = 
AB + Br + 2BA. Or, on a par hypothese : BA 2 = AB x Br, d’ou : BA = 1/ AB x Br; 
done : TE = AB 4 - BT 4- 2 p/AB x BF. 

3. Il faut demontrer la relation : AE = AB 4 - BT — 2 |/AB x BT. 

4. On a: AB 4- Br = EB 4- Br 4- AE, d'oii : AE= AB 4- Br— (EB 4- Br) (I). 
Or, EB 4- Br = EA 4- Ar 4- 2Br, et l’on a pose : AE = Ar ; done : EB 4- Br = 
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XIX. 


Proposition 20. — Oue la droite BA soit de nouveau la 
moyenne proportionnelle des droites AB, Br et posons la droite AE 
egale a la droite TA ; je dis que la droite AE se compose de la 
somme des droites AB, Br et de la droite qui est en puissance de 
quatre fois le rectangle compris sous les droites AB, Br ( x ). 

En effet, puisque la droite AE se compose des droites AA, AE, 
et que la droite AE est egale & la droite PA, il s’ensuit que la 
droite AE se compose des droites AA, AP c'est-a-dire de la 
somme des droites AB, Br et 

de deux droites BA. Or, deux A T B A E 

droites BA sont en puissance 1 ‘ 1 

de quatre rectangles compris sous les droites AB, Br ; done, la 
droite AE se compose de la somme des droites AB, Br et de la 
droite qui est en puissance de quatre rectangles compris sous les 
droites AB, Br ( 2 ). 

[Ces lemmes sont invoques pour la section de rapport, et ils 
le sont aussi, mais d'une maniere different e, pour la section 
d’aire] ( 3 * * * * ). 

PROBLEME RELATIF AU SECOND LIVRE DE LA 

SECTION DE RAPPORT, UTILE POUR LA RECAPI- 
TULATION {*) DU TREIZIEME LIEU. 

Proposition 21. — Deux droites AB, Br etant donnees, 
prendre, sur le prolongement AA, un point A donne tel que le 
rapport de la droite BA a la droite AA soit le meme que celui 


2 (A T + BT) = 2BA. Or, on a par hypoth&se: BA a =AB x Br; done : EB-j- Br == 

2 p/ AB x B T, d’ou (I) devient, comme dans le texte : AE =AB -f Br — 2 p/AB x Br. 

1. II faut demontrer la relation : AE = AB + Br + 2 p/ABx Br. 

2. On a : AE = AA -f- AE, et 1 'on a pose : AE = TA ; done : AE = AA+TA =j 
AB -f- Br + 2BA. Or, on a par hypoth&se : BA 8 = AB x Br, d’ou : BA = \/ ABxBP; 
done, comme le texte : AE = AB + Br + 2 p/ ABx Bl\ 

3. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme une 

interpolation (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 700, 1 . 9.) 

4. ei; tt,v ivaxeoaXaLbxnv. 
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de la droite TA a l'excedent dont la somme des droites AB, Br 
surpasse la droite qui est en puissance de quatre fois le rectangle 
compris sous les droites AB, Br ( x ). [Cela ne peut etre etabli 
d’autre maniere. que si la somme des droites AB, Ar est egale 
a l’excedent EA ; que si la droite entiere AA est egale a la 
droite entiere AB ; que si les droites EA, Ar, TB ont entre elles 
le rapport d’un nombre carre a un nombre carre, et que si la 
droite IB est double de la droite AE] ( 2 ). 

Que ce soit chose faite et que l’excedent soit la droite AE 
(car nous l'avons trouve dans les lemmes qui precedent) ( 3 ). Des 
lors, la droite TA est a la droite AE comme la droite BA est a 

la droite AA et, par permutation, 
AE a r B puis par division et egalant aire a 

aire, le rectangle compris sous les 
droites Br, EA equivaut done au rectangle compris sous les 
droites TA, AE. Or, le rectangle compris sous les droites Br, EA 
est donne ; done, le rectangle compris sous les droites TA, AE 
est donne aussi ( 4 ). De plus, ce rectangle s’applique avec un 
excedent carre sur la droite donnee FE ; done, le point A est 
donne ( 5 ). 


1. Le point A doit done etre pris tel qu’il reponde k la relation : 

B A TA _ 

AA AB+ Br-2|/ABxBr' 

2. La phrase mise entre crochets exprimant des considerations qui n’inter- 
viennent pas dans la demonstration, Hultsch la considfere comme ayant ete 
interpolee par un commentateur (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 700, 11. 18-22). 

3. Voir proposition 19, d’oii resulte la determination d'une longueur 
AE — AB Br- 2J/ABX BI\ 

t L,, . . . 1 j BA TA ,, . . BA AA 

4. Le probleme etant suppose resolu, on a done: -^= dou: -^-g, 

d’ou : - A r^ A E , ou : = — , d’oii, comme le texte : Br x AE = 

TAx AE. Or, les droites AB, BTsont donnees; done : AE=AB + Br — 2[/ AB x Br 
est donne, d’ou Br x AE est donne, d’oii TA x AE est donne. 

5. On a: TA = TE -j- AE, d’ou : TA X AE = (rE + AE) AE = TE x AE + AE 2 ; 

done, comme le texte, le rectangle TA x AE equivaut au rectangle TE x AE 

applique sur la droite donnee TE, augmente du carre de la droite AE. D&s lors 
(Euclide, Donnees, prop. 59 : « Si un espace donne est applique k une droite 
donnee, et si cet espace est excedent d’une figure donnee d'esp&ce, les cotes de 
l'exces sont donnes ». Voir trad, de Petard, vol. Ill, p. 398), la droite AE est 
donnee, e’est-a-dire qu’elle est donnee par la resolution de 1’ equation quadratique 
de la note precedente : Br x AE = TA x AE, ou : Br x AE = (rE -j- AE) AE, 
ou Br x AE = TE x AE +- AE a . Or, si la droite AE est donnee, le point A est 
donne, conformement a la proposition 27 des Donnees, enoncee p. 30, n. 1. 
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La synthese aura lieu de la maniere suivante : Que l’excedent 
soit la droite AE, et que le rectangle compris sous les droites TA, AE 
equivalent au rectangle compris sous les droites BI\ EA, soit de 
nouveau applique sur la droite TE avec un excedent carre ; je 
dis que le point A est le point cherche. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites Br, EA 
equivaut au rectangle compris sous les droites TA, AE, il s’ensuit 
que, par proportion, par composition et par permutation, la droite TA 
est a la droite EA, qui est 1’ excedent, comme la droite BA est a la 
droite AA f 1 ). Les choses se presentent de meme si l’on veut pren- 
dre un point etablissant que la droite TA est a la droite composee de 
la somme des droites AB, Br et de la droite qui est en puissance 
de quatre rectangles compris sous les droites AB, Br comme la 
droite BA est a la droite AA ( 2 ) ; ce qu’il fallait demontrer. 

[Le premier livre de La Section de Rapport comporte sept 
lieux, vingt-quatre cas et cinq determinations, dont trois sont 
maxima et deux minima. La determination qui se rapporte au 
troisi&me cas du cinquieme lieu est maxima ; celle qui se rapporte 
au second cas du sixieme lieu et celle qui se rapporte au second 
cas du septieme lieu sont minima ; tandis que celles qui se rap- 
portent aux quatre cas des sixieme et septi&me lieux sont maxima. 
Le second livre de La Section de Rapport [comporte quatorze 
lieux, soixante-trois cas et les determinations qui derivent du 
premier livre ; car il s’en refere entierement au premier livre. Le 
premier livre de La Section d' Aire\ ( 3 ) comporte sept lieux, vingt- 
quatre cas et sept determinations, dont quatre sont maxima et 


BT A E 

1 . La relation des notes precedentes BT x AE = TA x AE donne: = 


d’oii, par composition : 


TA_AE+ AE 


BA AA ,, , 

rA = AE' dou ' par P ermu * 


, r rA AE — rA AE , , r ~ r 

TA BA 

tation, comme le texte : — = ; relation imposee, a laquelle satisfait le 

point A, determine par l’application, sur la droite donnee TE, d’un rectangle 
equivalent au rectangle BT x AE conjointement avec un excedent carre. 

2. C’est-a-dire que 1’ analyse et la synthese du probl&me seraient les memes 

TA BA 

pour la determination d’un point tel quel on ait : — nrrr - ; ✓ = — ■ 

v ^ AB X BT + 2J/ A B X BT AA 

3. Lacune comblee par Halley, par analogic avec un passage du preambule 
du livre VII, dans son ouvrage de reconstitution conjecturale du traite de La 
Section de Rapport d’ Apollonius, dont nous avons mentionne le titre dans 
notre introduction. 
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trois minima. Les determinations qju se rapportent au second cas 
du premier lieu, au premier cas du [second lieu, au second cas] (*) 
du quatrieme lieu et au troisieme cas du sixieme lieu sont maxima, 
et celles qui se rapportent au troisieme cas du troisieme lieu, au 
quatrieme cas du quatrieme lieu et au premier cas du sixieme 
lieu sont minima. Le second livre de La Section d’ Aire comporte 
treize lieux, soixante cas et les determinations du premier livre ; 
car le second livre s’en reffcre a ce dernier. 

On se demandera pourquoi le second livre de La Section de 
Rapport comporte quatorze lieux, alors que celui ( 2 ) de La Section 
d' Aire en comporte treize. Cela resulte de ce que le septi&me lieu 
est laisse de cote dans le livre de La Section d' Aire comme etant 
manifeste. En effet, si les parall^les tombent l’une et 1’ autre sur 
les extremites ( 3 ), quelle que soit la droite menee, celle-ci decoupe 
l’aire donnee ( 4 ) ; car cette aire equivaut au rectangle compris 
sous les droites situees entre les extremites et le point de rencontre 
des deux droites qui sont donnees de position au debut ; tandis 
que la chose ne se presente pas de la meme maniere dans le livre 
de La Section de Rapport. C’est done a cause de cela que ce livre 
possede un lieu de plus, notamment le septifeme de ce second 
livre, et qu’il y a accord pour le reste] ( 5 ). 

PREMIER LIVRE DE LA SECTION DETERMINER 
LEMME A UTILISER POUR LA PREMIERE INJONCTION (•} 
DU CINQUIEME PROBLEME. 

I. 

Proposition 22. — Soit la droite AB ; soient trois points 
r. A, E sur cette droite, et que le rectangle compris sous les 

1. Lacune comblee par Halley dans son ouvrage de reconstitution precite. 

2. C’est-a-dire le second livre du traite de La Section d’ Aire. 

3. Sous-entendu : donnees. 

4. C'est-i-dire elle decoupe des segments qui comprennent une aire rectan- 
gulaire donnee. 

5. Le passage constitue par les deux demiers alineas, lacuneux d’ailleurs, 
que nous plains entre crochets, se borne a repeter ce qui a deja ete dit dans 
le preambule du livre VII, et a tres probablement ete interpole par un copiste 
(Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, p. 702, 1 . 11 k p. 704, 1 . 6). 

6. et? to itpwTov inixayixa, pour la premiere injonction, ou premiere dis- 
position imposee des points dans la figure du cinquieme probl^me du premier 
livre de La Section determinee d’ Apollonius. 
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droites AA, Ar soit equivalent au rectangle compris sous les 
droites BA, AE ; je dis que le rectangle compris sous les droites 
AB, Br est au rectangle compris sous les droites AE, Er comme 
la droite BA est a la droit e AE. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites AA, Ar 
equivaut au rectangle compris sous les droites BA, AE, il s’ensuit 
que, en proportion, la droite EA est a la droite Ar comme la 
droite AA est a la droite AB, et que la droite entiere AE. 
est done a la droite entiere Br 

comme la droite EA est a la droite A F A E B 

Ar, et inversement. Derechef, puisque ' ' 1 ' * 

le rectangle compris sous les droites AA, Ar equivaut au rectangle 
compris sous les droites BA, AE, il s'ensuit que, en proportion, 
la droite BA est a la droite Ar comme la droite AA est a la 
droite AE, et que la droite entiere AB est done a la droite 
entiere TE comme la droite BA est a la droite AF Or, la droite TA 
est aussi a la droite AE comme la droite Br est a la droite EA ; 
de sorte que le rapport compose de celui de la droite AB a la 
droite TE et de celui de la droite BF a la droite AE est le meme 
que le rapport compose de celui de la droite BA a la droite Ar 
et de celui de la droite TA a la droite EA. Mais, le rapport com- 
pose de celui de la droite AB a la droite FE et de celui de la 
droite Br a la droite AE est le rapport du rectangle compris sous 
les droites AB, Br au rectangle compris sous les droites AE, EF 
et le rapport compose de celui de la droite BA a la droite Ar et de 
celui de la droite Ar a la droite AE est le rapport de la droite BA 
a la droite AE ; par consequent, le rectangle compris sous les droites 
AB, Br est au rectangle compris sous les droites AE, Er comme 
la droite BA est a la droite AE (*) ; ce qu’il fallait d£montrer ( 2 ). 


I. On a pax hypoth^se : 

AE-}-AA_AE . AE_AE 
_______ ou . — 


(Toil 


BA x AE = AA x Ar, d'ou : 

Br Ar Ar BA 
d'ou, comme le texte — -=»™ (I), D'autre part 
: AE AE w r 


la relation BA x AE = AA x AT donne aussi: d'ou : xvs ~ — fe 

AF AE A1 -f AE Af 

ou, comme le texte: = ^ (H). On a done, par produit: ~ X-|^ = ^X ^ 

. , , AB x Br BA 

ou, comme le texte : f E - x AE = ^ 


2. On demontrerait de meme que Ton a : 


BA x AE AA 


Br x TE Ar 

invoquee plus loin, au cours de la demonstration de la proposition 30. 


; relation qui sera. 
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LA m£mE PROPOSITION D’UNE AUTRE MANliRE. 

n. 

Puisque le rectangle compris sous les droites AA, Ar equivaut 
au rectangle compris sous les droites BA, AE, il s’ensuit que, en 
proportion, et que de droite entire a droite entiere, la droite AA 
est a la droite AB comme la droite AE est a la droite BE Par 
composition, la droite AB est a la droite BA comme la somme 
des droites AE, EB est a la droite EB ; done, le rectangle compris 
sous la somme des droites AE, EB et la droite BA equivaut au 
rectangle compris sous les droites AB, Br. Derechef, puisque la 
droite EA est a la droite Ar comme la droite AA est a la 
droite AB, il s’ensuit que la droite entire AE est a la droite 
entiere EB comme la droite EA est a la droite Ar. En consequence, 
par inversion et composition, le rectangle compris sous la somme 
des droites AE, rB et la droite EA 4quivaut au rectangle compris 
sous les droites, AE EE Or, on a d4montr4 que le rectangle com- 
pris sous la somme des droites AE, EB et la droite BA 4quivaut 
au rectangle compris sous les droites AB, Br ; done, en ordre 
inverse, le rectangle compris sous les droites AB, Br est au 
rectangle compris sous les droites AE, Er comme le rectangle 
compris sous la somme des droites AE, EB et la droite BA est 
au rectangle compris sous la somme des droites AE, EB et la 
droite AE, e’est-a-dire comme la droite BA est a la droite AE ( x ). 


i. On a par hypothese 

AA _ AA + AE 
BA BA + AT 
AB AE-f-Br 


AA X AT = BA x AE, d’ou 


d'ou 


ou, comme le texte 


AA 

AB : 


AE 

BT* 


d'ou : 


0U: AB~ 
relation 


Br 
AA_ AE 
AB AT 


d'ou : AB X TB = (AE + BT) AB 
AA 4- AE AE 


(I). 


U, ill , 

— -r-p= donne 


AA _ AE 
BA~~ AT’ 

AA 4- AB AE Br 
.AB Br 

D' autre part, la 
AE EA 


,, , TB Ar ,, . 

dou: ae=Se- dou: 


AB + Ar 


Ar 

ou 


ou, comme le texte : = 


rB AT' 


TB + AE Ar+AE rB + AE TE ,, , 

— — "THi d ou, comme le 


texte 
relation (I) : 


— AE AE AE AE' 

(rB + AE) AE = TE x AE, d'ou, en ordre inverse en presence de la 
AB X TB __ (TB + AE) AB _ AB 
TE X AE (AE + TB) AE AE' 
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AUTREMENT POUR LA PREMIERE INJONCTION DU 
SEPTIEME PROBLEME, EN DEMONTRANT AU 
PREALABLE LES DEUX LEMMES SUIVANTS : 

III. 

Proposition 23. — Soit la droite AB Sgale a la droite TA, 
et prenons un point quelconque E sur la droite TA ; je dis que 
le rectangle compris sous les droites AT, TA equivaut au rectangle 
compris sous les droites AE, EA augmente du rectangle compris 
sous les droites BE, EF. 

Coupons la droite Br en deux parties egales au point Z ; 
done, le rectangle compris sous les droites AT, TA, conjointement 
avec le carre de la droite TZ, equivaut au carre de la droite ZA. 
Pour la meme raison, d’ailleurs, le rectangle compris sous les 
droites AE, EA, conjointement 

avec le carre de la droite ZE, ^ B Z T E A 

equivaut aussi au carre de la 

droite ZA ; par consequent, le rectangle compris sous les droites 
Ar, FA, conjointement avec le carrS de la droite TZ, Equivaut 
au rectangle compris sous les droites AE, EA augmente du carrS 
de la droite EZ, e'est-a-dire augments du rectangle compris sous 
les droites BE, Er plus le carre de la droite TZ. Retranchons 
de part et d’autre le carre de la droite TZ, il reste done le rectangle 
compris sous les droites Ar, TA equivalent au rectangle compris 
sous les droites AE, EA augments du rectangle compris sous les 
droites BE, Er 


1. La droite AA etant divisee en parties egales en Z et en parti es in eg ales 
en T, on a (Euclide, liv. II, prop. 5, enoncSe p. 233, n. 3): Ar x TA -f rz* = ZA 4 
et, de meme, la droite A A et ant divisee en deux parties egales en Z et inegales 
en E, on a : AE x EA + ZE 1 2 = ZA a ; done : AT x TA -f TZ a = AE x EA + ZE a 

Or, considerant la droite BT coupee en deux parties egales en Z, k laquelle est 
ajoutee la droite r E, o n a (Euclide, liv. II, prop. 6, enoncee p. 43, n. 3) : 
BE X Er Tz 2 = ZE 2 ; done : AT x TA -}- rz 2 = AE x EA + BE x Er + rz 2 
ou, comme le texte : AT x TA = AE x EA + BE x Er. 
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IV. 

Proposition 24. — Les memes choses etant supposees, que 
le point E soit situe en dehors de la droit e AA ; je dis que le 
rectangle compris sous les droites BE, Er equivaut de nouveau 
au rectangle compris sous les droites AE, EA augmente du 
rectangle compris sous les droites BA, AR 

Coupons de nouveau la droite Br en deux parties egales au 
point Z. Des lors, le rectangle compris sous les droites BE, Er, 

conjointement avec le carre de la 
A B Z T A E droite TZ, 6quivaut au carre de la 

— droite ZE ; de sorte que le rectangle 

compris sous les droites BE, Er, conjointement avec le carre de 
la droite TZ, equivaut au rectangle compris sous les droites AE, EA 
conjointement avec le carre de la droite AZ, c’est-a-dire conjoin- 
tement avec le rectangle compris sous les droites BA, Ar augmente 
du carre de la droite TZ. Retranchons de part et d’autre le carre 
de la droite TZ, il reste done le rectangle compris sous les droites 
BE, Er equivalent au rectangle compris sous les droites AE, EA 
augmente du rectangle compris sous les droites BA, Ar (*). 

V. 

Proposition 25. — Ces choses 6tant considerSes au prealable, 
il faut demontrer que, si le rectangle compris sous les droites 
AB, BP equivaut au rectangle compris sous les droites AB, BE, 
le rectangle compris sous les droites AA, Ar est au rectangle 
compris sous les droites AE, Er comme la droite AB est a la 
droite BE. 

En effet, posons la droite ZA egale a la droite TE. Des lors. 


1. La droite Br, coupee en deux parties egales en Z, a laquelle est ajoutee 
la droite TE, donne (Euclide, liv. II, prop, 0, enoncee p. 43, n. 3) : 
BE x Er + rz 1 2 = ZE 2 . De meme, la droite A A coupee en deux parties egales 
en Z, k laquelle est ajoutee la droite AE, donne : AE x EA + AZ 2 — ZE 2 ; 
done : BE x Er -j- TZ 2 = AE x EA + AZ 2 . Or, la droite BT, coupee en deux 
parties egales en Z, k laquelle est ajoutee la droite TA, donne de meme : 

BA x Ar + TZ 2 = AZ 2 ; done : BE x Er + rz 2 = AE x EA + BA X AT x Tz* 
ou, comme le texte : BE x ET = AE x EA + BA x AT. 
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puisque le rectangle compris sous les droites AB, Br equivaut 
au rectangle compris sous les droites AB, BE, ajoutons de part 
et d’autre le rectangle compris 

sous les droites ZB, BE ; il ? ft ^ ft 

s’ensuit que le rectangle entier 

-compris sous les droites AZ, BE equivaut au rectangle compris 
sous les droites ZB, BE augmente du rectangle compris sous les 
droites AB, Br. Mais, en raison de ce qui a et6 expose precSdem- 
ment ( 1 ), ces derniers rectangles sont equivalents au rectangle 
compris sous les droites ZI\ TE, c'est-a-dire au rectangle compris 
sous les droites AE, Er ; done, le rectangle compris sous les 
droites ZA, BE equivaut aussi au rectangle compris sous les 
droites AE, Er. Considerons extrins&quement le rectangle compris 
sous les droites ZA, AE ( 2 ), il s’ensuit que le rectangle compris 
sous les droites ZA, AE est au rectangle compris sous les droites 
AE, Er comme le rectangle compris sous les droites ZA AE est 
au rectangle compris sous les droites ZA, BE, c’est-a-dire comme 
la droite EA est a la droite EB. Par composition, le rectangle 
compris sous les droites [ZA AE, conjoint ement avec le rectangle 
compris sous les droites AE, Er, est au rectangle compris sous 
ces droites] ( 3 ) AE, Er comme la droite AB est & la droite BE. 
Mais, en raison de ce qui a ete expose pr6c6demment, le rectangle 
-compris sous les droites ZA, AE, conjoint ement avec le rectangle 
compris sous les droites AE, Er, equivaut au rectangle compris 
sous les droites AA, Ar ; par consequent, le rectangle compris 
sous les droites AA, Ar est au rectangle compris sous les droites 
AE, Er comme la droite AB est a la droite BE ( 4 ). 


1. Voir proposition 23. 

2. Sous-entendu : et rapportons-y les deux rectangles precedents. 

3. La phrase placee entre crochets a ete reconstitute conjecturalement par 
Commandin (Cfr. loc. cit., p. 266, commentarius, 1. 16). 

4. On a par hypothtse : AB x BE = AB x Br, d'ou : ZBxBE+ABxBE = 

ZB x BE -{- AB x Br ou, comme le texte : AZ X BE = ZB X BE ■+• AB x BT. 
Or, on a pose : ZA = TE ; done, on a (prop. 23, p. 533) : Zr x TE = 
ZB x BE + AB x Br ; done : AZ x BE = Zr x TE. Or, Zr = AE ; done, 
comme le texte : AZ x BE = AE x TE. Dts lors, on peut ecrire : 

AZ X AE AZ X AE AE ,, , . , , AZ X AE -f- AE X rE 

- = d ou, comme le texte : - 


AE X TE 
AE + BE 
"BE" 


AZ x 
AB 


BE ~ BE' 


AE X TE 


as Or, considerant le point A place en dehors de la droite ZE, 

DU 
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VI. 


Proposition 26. — Si Ton a un triangle ABI\ et si Ton mene 
deux droites AA, AE de telle sorte que les angles compris sous 
les droites BA, Ar et sous les droites AA, AE valent deux angles 
droits, le carre de la droite FA est au carre de la droite AE comme 
le rectangle compris sous les droites Br, TA est au rectangle 
compris sous les droites BE, EA. 

En effet, si nous circonscrivons un cercle au triangle ABA ; 
si les droites EA, FA sont prolongees jusqu’aux points Z, H ; 
si, au rectangle compris sous les droites Br, TA on substitue le 
rectangle compris sous les droites HP FA, et, au rectangle com- 
pris sous les droites BE, EA, le rectangle compris sous les droites 
ZE, EA, il faudra que, par permutation, l’on cherche aussi si le 
rectangle compris sous les droites ZE, EA est au carre de la 

droite EA comme le rectangle 
compris sous les droites Hr, PA 
est au carre de la droite TA- 
Or, cela revient a chercher si la 
droite ZE est a la droite EA 
comme la droite Hr est a la 
droite FA. S'il en est done ainsi, 
la droite HZ est parallele a la 
droite BP Or, elle est parallele. 
En effet, puisque les angles compris sous les droites BA, AP et 
sous les droites AA, AE valent deux angles droits, Tangle compris 
sous les droites AA, AE est egal a Tangle compris sous les droites 
BA, AH. Mais, Tangle compris sous les droites AA, AE exterieur 
au quadrilatere, est egal a Tangle compris sous les droites ZB, BA ; 
tandis que Tangle compris sous les droites BA, AH est egal a 
Tangle compris sous les droites BZ, ZH ; done. Tangle compris 
sous les droites ZB, BA est aussi egal a Tangle compris sous les 
droites BZ, ZH. De plus, ces angles sont alternes ; done, la 



on a (prop. 24, p. 534) : AA x AT = AZ X AE -f- AE x TE ; 


le texte : 


AA x A r 
AE X TE 


AB 

BE' 


done, comme 
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droite HZ est [parallele] (*) a la droite Br ( 2 ). Or, c’est ce qu’on 
a cherche ; done, si, etc. ( 3 ). 


LA MEME PROPOSITION D’UNE AUTRE MANURE. 

VII. 

Proposition 27. — Soient, dans le triangle ABr, les angles 
compris sous les droites BA, Ar et sous les droites AA, AE egaux 
a deux angles droits ; je dis que le carre de la droite TA est au 
carre de la droite AE comme le rectangle compris sous les droites 
Br, TA est au rectangle compris sous les droites BE, EA. 

Menons par le point E la droite EZ parallele a la droite Ar; 
il s'ensuit que Tangle compris sous les droites AA, AE est egal 
a Tangle compris sous les droites AZ, ZE ( 4 ) ; done, le rectangle 
compris sous les droites ZE, EH equivaut au carre de la 
droite AE ( 5 ). Des lors, puisque la droite FB est a la droite BE 


1. Lacune combine par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 267, commentarius, 1. 33). 

2. Explicitement : si BAT + AAE =» 2 angles droits, on doit d&nontrer que 


ta 3 Br x r a 


d^montrer que l’on a : 


, ou bien, puisque (Euclide, liv. Ill, prop. 36, dnoncee 

ZE x AE, on doit 
Hr x TA 

ou que 


I t a n 

on a : — ^ _ , 

AE 2 BExEA 
p. 142, n. 4) on a : Br x TA = Hr x TA et BE x EA = 

r A 2 Hr X TA ,, , . ZE X AE 
— a ou : — A 

AE 2 


ze Hr AE * ZE x AE ’ AE * rAZ 

l’on a : — = = — — ; relation entrainant la similitude des triangles HAZ, TAE, 
AE I A 

et, par suite, le parallelisme des droites HZ, BT, qui reste finalement k 

demontrer. En effet, on a par construction : BAr + AAE = 2 droits ; done : 

AAE = 2 droits — BAr = BAH (I). Or, (Euclide, liv. Ill, prop. 22 : « Les 
angles opposes des quadrilateres inscrits dans des cercles sont egaux k deux 

droits. » Voir. trad, de Peyrard, vol. I, p. 162) on a : ZBA + ZAA = 2 droits = 

ZAA + AAE, d’oii comme le texte : ZBA = AAE. Or (Euclide, liv. Ill, prop. 21, 

enoncee p. 141, n. 2), on a : BAH = BZH ; done, l’egalite (I) devient, comme 

le texte : ZBA — BZH. Or, ces angles sont altemes ; done, les droites HZ, Br 
sont paralleles. 

3. t( apa : 00 , simples mots renvoyant k l'enonce de la proposition. 

4. On a par hypothese : AAE 4- BAr = 2 angles droits = AZE + BZE = 
AZE + BAr ; done : AAE = AZE. 

5. L’egalite de la note precedente et la communaute de 1' angle AEZ entraine 

ZE AE 

la similitude des triangles A HE, ZAE ; done : W&’ comme le texte 

ZSS x BH — aF. 
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cofnme la droite Ar est a la 
droite ZE et que la droite TA 
est a la droite AE comme la 
droite TA est a la droite HE, il 
s'ensuit que le rapport compose 
de celui de la droite TA a la 
droite ZE et de celui de la droite FA 4 la droite HE est 
le meme que le rapport compose de celui de la droite TB a la 
droite BE et de celui de la droite TA a la droite AE. Mais, 
le rapport compose de celui de la droite FA a la droite ZE et 
de celui de la droite PA a la droite HE est le rapport du 
carre de la droite FA au rectangle compris sous les droites ZE, 
HE, c’est-a-dire au carre de la droite AE ; tandis que le rapport 
compos6 de celui de la droite rB a la droite BE et de celui 
de la droite FA a la droite AE est celui du rectangle compris 
sous les droites Br, TA au rectangle compris sous les droites BE, 
AE ; par consequent, le carre de la droite TA est au carr6 de 
la droite AE comme le rectangle compris sous les droites Br, 
TA est au rectangle compris sous les droites BE, EA (*). 



8 A 


VIII. 

Proposition 28. — Derechef, que chacun des angles compris 
sous les droites BA, AE et sous les droites FA, AA soit droit ; 
je dis que le carre de la droite TA est au carre de la droite AA 
comme le rectangle compris sous les droites Br, TE est au rectangle 
compris sous les droites BA, AE. 

Menons par le point A la droite ZH parallele a la droite Ar, 
et soit H le point oil elle rencontre la droite AE. L’angle compris 
sous les droites AA, AZ est done droit. Or, Tangle compris sous 
les droites ZA, AH est droit aussi ( 2 ) ; done, le rectangle compris 


PB AT 

1. Le parall&isme des droites AT, ZE donne : — ^ = 


AT AT 
ZE VIII. * X HE : 


TB TA 
BE X AE' 


presence, de l’egalite 
Ar* TB X TA 


ou comme le texte 
de la note 


BE' 

AT* 


ZE 


. TA AT , 
et lB=Hl' d0nC; 


ZE x HE 
precedente, on a, 


TB x TA 
BE x AE' 
comme le 


d’oii, 
texte 


en 


AE* BE x AE’ 

2. C’est-ct-dire l'angle BAE qui est droit par hypoth£se. 
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sous les droites ZA, AH equi- 
vaut au carre de la droite AA. 

En consequence, le carre de la 
droite TA est au rectangle com- 
pris sous les droites ZA, AH 
comme le carre de la droite TA 
est au carr6 de la droite AA. 

Mais, le rapport du carre de la 
droite AI7 au rectangle compris 
sous les droites ZA, AH se 
compose de celui que possede la droite HA. avec la droite AH, 
c'est-a-dire celui de la droite TE a la droite FA, et de celui que 
poss&de la droite FA. avec la droite ZA, c’est-a-dire celui de la 
droite rB a la droite BA ; tandis que le rapport compose de celui 
que possede la droite TE avec la droite FA et de celui que poss&de 
la droite FB avec la droite BA est le meme que celui du rectangle 
compris sous les droites Br, TE au rectangle compris sous les 
droites BA, AE ; par consequent, le carre de la droite FA est 
au carre de la droite AA comme le rectangle compris sous les 
droites Br, TE est au rectangle compris sous les droites BA, AE (*). 

IX. 

Proposition 29. — Cela etant acquis, le lemme donne plus 
haut ( i. 2 ) etablissant que le rectangle compris sous les droites 
AB, Br est au rectangle compris sous les droites AE, Er comme 
la droite BA est a la droite AE, se demontre d'une autre mani&re. 


A 



i. On a : ZAH = 1 angle droit = AAZ ; done, dans le triangle rectangle 
ZAH, la droite AA est la perpendiculaire abaissee de l'angle droit sujr 
l’hypoth&iuse ; done (Euclide, liv. VI, prop. 8, 6noncee p. 54, n. 2, ejt 
liv. VI, prop. \jj_ enoncee_p. 287, n._3), on a : ZA x AH = AA*^ d’oii, commie 
. . . TA 2 TA 2 n TA a TA^TA. , TA* TA„T, 

ZA X AH AA 2 ZA x AH ZA AH A A? ZA A 1 

TA rB 

Or, les triangles semblables ABT, ZB A donnent : , et les triangles 


p A pF 

semblables AEF, A EH donnent : — = — ; done 

AH EA 


TA* 

T7? : 


rB rE 
BA X EA‘ 


tb x rii 


BA X EA 

2. C’est-&-dire la proposition 22 dans laquelle la droite AB est divisee aux 
points r, A, E de manure a avoir : BA x AE = AA x AT. 

Pappus d’Alexandrie:. — - II xs 
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Elevons du point A une droite quelconque AZ ; posons le 
carre de la droite AZ equivalent au rectangle compris sous les 
droites AA, Ar, et menons les droit es de jonction AZ, FZ, EZ, BZ. 

Des lors, puisque le rectangle 
compris sous les droites AA, Ar 
equivaut au carre de la droite AZ, 
il s'ensuit que Tangle compris 
sous les droites FZ, ZA est egal 
a Tangle A (*). Derechef, puisque 
le rectangle compris sous les 
droites BA, AE equivaut au carr6 de la droite AZ, il s’ensuit que 
Tangle compris sous les droites AZ, ZE est egal a Tangle B ( 1 2 ). 
Mais, Tangle compris sous les droites FZ, ZA est aussi egal a 
Tangle A; done , Tangle entier compris sous les droites FZ, ZE 
est egal aux angles A, B. Mais, les angles A, B, conjointement 
avec Tangle compris sous les droites AZ, ZB, constituent deux 
angles droits ; done, lea angles compris sous les droites AZ, ZB 
et sous les droites FZ, ZE constituent aussi deux angles droits ( 3 ). 
D'autre part, en vertu d’un lemme precedent, le rectangle compris 
sous les droites AB, Br est au rectangle compris sous les droites 
AE, Er comme le carre de la droite BZ est au carre de la 
droite ZE. Mais, la droite BA est a la droite AE comme le carre 
de la droite BZ est au carre de la droite ZE (car le rectangle 
compris sous les droites BA, AE Equivaut au carre de la droite AZ) ; 
par consequent, le rectangle compris sous les droites AB, Br est 



1. On a par construction : AA x Ar = AZ 2 , d'ou (Euclide, liv. VI, prop. 16, 
enoncee p. 44, n. 3) : ^ = ^ 5 , d’ou (Euclide, liv. VI, prop. 6, enoncee p. 136, 
n. 2) similitude des triangles AAZ, ZAr qui ont l'angle en A commun, d'ou, 
comme le texte : TZA = ZAA. 

2. On a par hypothese : BA x AE = AA x Ar et, par construction r 
AA x Ar = AZ 2 ; done : BA x AE = AZ 2 , d’ou, comme dans la note precedente : 

^ — d'ou similitude des triangles BAZ, ZAE ayant l'angle A commun. 


d’ou, comme le texte : AZE = ZBA. 

3. Les egalites des deux notes precedent es donnent : TZA + AZE = 
ZAA + ZBA ou, comme le texte : TZE = ZAA + ZBA, d'ou : rZE + AZB = 
ZAA + ZBA + AZB = 2 droits. 
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au rectangle compris sous les droites AE, Er comme la droite BA 
est a la droite AE ( 1 ). 


LEMME UTILE POUR LA SECONDE INJONCTION DU 
MEME PROBLEME ( 2 ). 

X. 

Proposition 30. — Le rectangle compris sous les droites 
AA, AE 6tant de nouveau equivalent au rectangle compris sous 
les droites BA, AT, il faut demontrer que le rectangle compris 
sous les droites AB, BE est au rectangle compris sous les droites 
Er, TA comme la droite BA est a la droite AP 

En effet, poisque la droite AA est a la droite Ar comme la 
droite BA est a la droite AE, la droite entiere BA est done k la 
droite entiere PE comme la droite BA est a la droite AE. Derechef, 
puisque la droite EA est a la droite Ar comme la droite BA est 
a la droite AA, la droite restante 

BE est done a la droite restante A T A E B 

Ar comme la droite EA est a la r " ' 1 1 ' 

droite AR Or, la droite AB est a la droite PE comme la droite BA 
est a la droite AE ; par consequent, le rapport compost de celui 
que poss&de la droite BA avec la droite AE et de celui que possMe 
la droite EA avec la droite AP e'est-a-dire celui de la droite BA 


1. La relation TZE AZB = 2 angles droits repondant k la condition de 

AB X BT B z* 

la proposition 26, celle-ci donne done : — . = — ^ (I). Or (voir note 2 de 

AE X ET Z £ 

la page 540), on a: (H)> d ’ oil (Euclide, liv. VI, prop. 20, 6nonc£e 

BA 

= AE* (HI). D'autre part, il r^sulte de la relation (II) que 


AE 


P- 355» n. 1 ) 

les triangles BAZ, ZAE, qui ont Tangle A commun, sont semblables ; done 

BA BZ .BA 2 B Z a n . , .■ „ , TT . , BA 2 AZ a , 

= re ^ atlon (II) donne : = ; done 

A Z 


AA ZE 


d’ou 


A If Z E a 


AZ 


BZ 2 


BA BZ 2 


A E 


^5 = ===^, d’ou la relation (III) donne : —==^2, d’ou la relation (I) devient, 
vi? A A / E 


AE* ZE 
comme le texte 


AB X BT BA 


AE X Er AE 

2 . C’est-i-dire utile k la demonstration de la seconde disposition des points 
dans la figure du cinquieme probleme du i« livxe de La Section determines 
d’ Apollonius. 
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a la droite Ar, est le meme que ie rapport compose de celui de 
la droite AB a la droite TE et de celui de la droite EB k la 
droite Ar, c'est-a-dire le meme que celui du rectangle compris 
sous les droites AB, BE au rectangle compris sous les droites 
Er, TA. En consequence, le rectangle compris sous les droites 
AB, BE est au rectangle compris sous les droites Er, TA comme 
la droite BA est k la droite Ar ; ce qu’il fallait demontrer ( 1 ). 

la m£me lemme d’une autre mani£re( 2 ). 

XI. 

Puisque la droite TA est a la droite AE comme la droite AA 
est k la droite AB, la droite restante Ar est done a la droite 
restante EB comme la droite AA est a la droite AB et, par 
composition, la droite AB est done k la droite BA comme la 
somme des droites Ar, EB est a la droite EB. En consequence, 
le rectangle compris sous la somme des droites Ar, EB et la 
droite BA equivaut au rectangle compris sous les droites AB, BE. 
Derechef, puisque la droite EA est a la droite AT comme la 
droite BA est a la droite AA, la droite restante BE est done a 
la droite restante TA comme la droite EA est k la droite Ar, et, 
par composition, la droite Er est a la droite TA comme la somme 
des droites EB, Ar est a la droite Ar. En consequence, le rectangle 
compris sous la somme des droites EB, Ar et la droite Ar equivaut 
au rectangle compris sous les droites Er, TA. Or, on a demontre 
que le rectangle compris sous la somme des droites Ar, EB et 
la droite BA [equivaut aussi au rectangle compris sous les droites 
AB, BE ; done] ( 3 ) le rectangle compris sous les droites AB, BE 


i. On a par hypothese : AA x AE = BA x AT, d'oix : 


AA 

Ar 


BA 

AE' 


d'ou 


AA + BA 


Ar + AE 
AE BA ,, , 
ar = AA' dott 


ou, comme le texte 


0U : ^' autre P art > l a relation d'hypothese donne aussi : 

BA — AE AE BE AE . BA BE BA AE 

SA=AT=ar ou - at = St- D4s lors : Te x AT = al x 5r’ 

BA X BE BA 


TE x AT AT' 


2. Voir la figure de la proposition 30. 

3. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 270, 1 . 39). 
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est au rectangle compris sous les droites Er, TA [comme le 
rectangle compris sous la somme des droites AT, EB et la 
droite BA] (*) est au rectangle compris sous la somme des droites 
Ar, EB et la droite TA, c'est-a-dire comme la droite BA est a 
la droite Ar; ce qu’il fallait demontrer ( 2 ). 


LE M&ME LEMME D’UNE AUTRE MANURE, EN CONSIDERANT CECI 

AU PREALABLE ! 

XII. 


Proposition 31. — La droite AB etant egale a la droite TA, 
si Ton prend un point E, qu’il faille demontrer que le rectangle 
compris sous les droites AE, EA equivaut au rectangle compris 
sous les droites Ar, TA augmente du rectangle compris sous les 
droites BE, ET. 

Coupons la droite Br en deux parties egales au point Z. Des 
lors, le rectangle compris sous les droites AE, EA, conjointement 
avec le carre de la droite EZ, equivaut au carre de la droite AZ, 
et le rectangle compris sous les droites AT, TA, conjointement 
avec le carre de la droite TZ, 6quivaut au carr4 de la droite AZ ; 
de sorte que le rectangle com- 
pris sous les droites AE, EA, A B E Z F A 
conjointement avec le carre de 

la droite EZ, equivaut au rectangle compris sous les droites AT, TA 
conjointement avec le carr4 de la droite TZ, c’est-4-dire avec le 
rectangle compris sous les droites BE, Er conjointement avec le 


1. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 270, 1 . 40). 

2. On a par hypoth^se : BA x AT = AA x AE, d'ou : Ar 

AA_ AA — Ar _ Ar 
— BE' 


d'ou 


AA 4- BA __ Ar + BE 
BA BE 


ou, 


AE" 
comme 


w d ’ oh : 


le text 




BA BA — AE 
AB AT 4- BE 

BA = — BE — ’ < * , °k ’ AB x BE = (Ar + BE) BA (I). D’autre part, la relation 

BA— AE BE_ AE 

Ar - 

BE-f Ar AE+ Ar Er . 

— = 1 = — d ou 


A E BA 

d’hypothese donne inversement : — = — — 
Jir Ar AA 


d’ovi 


d a aa • 


Ar 


Ar 


Ar* 


AA — Ar Ar AF' 

(BE 4. Ar) Ar = Er X Ar (II). Done, les 


relations (I) et (II) donnent, comme le texte 


AB x BE_(Ar + BE) BA _BA 
Er x Ar (be 4 af) Ar Ar* 
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carre de la droite EZ. Retranchons de part et d’autre le carre 
de la droite EZ, il s’ensuit que le rectangle rest ant compris sous 
les droites AE, EA equivaut au rectangle compris sous les droites 
Ar, TA augmente. du rectangle compris sous les droites BE, EF (*). 


XIII. 


Proposition 32. — Ce qui precede etant considere au prea- 
lable, que le rectangle compris sous les droites AB, Br soit 
equivalent au rectangle compris sous les droites AB, BE ; je dis 
que le rectangle compris sous [les droites AA, Ar est au rectangle 
compris sous les droites AE, Er] ( 1 2 ) comme la droite AB est a 
la droite BE ( 3 ). 

Posons la droite A Z egale a la droite TA. Des lors, en raison 
de ce qui vient d’etre expose, le rectangle compris sous les droites 
ZB, BA equivaut au rectangle compris sous les droites Zr, TA 

augmente du rectangle compris 
^ ^ ^ ^ ^ ^ sous les droites AB, Br. Or, 

puisque le rectangle compris 
sous les droites AB, Br equivaut au rectangle compris sous les 
droites AB, BE, retranchons l’un ou l'autre de ces rectangles ( 4 ) 
du rectangle compris sous les droites ZB, BA ; il s’ensuit que le 
rectangle restant compris sous les droites Zr, TA, c’est-a-dire le 
rectangle compris sous les droites AA, Ar, equivaut au rectangle 
compris sous les droites AB, ZE. Derechef, puisque le rectangle 
compris sous les droites AB, Br equivaut au rectangle compris 
sous les droites AB, BE, en proportion et par division, la droite TA 


1. La droite AA etant divisee en parties egales en Z et inegales en E, on a 
(Euclide, liv. II, prop. 5, enoncee p. 233, n. 3) : AE x EA 4 - EZ* = AZ*. 
Et, de meme, la droite AA e tant divisee en parties egales en Z et inegales en F, 
on a : Ar x TA + rz* = AZ* ; done : AE x EA + EZ* = Ar x TA + rz*. 
D'autre part, la droite BT etant divisee en parties egales en Z et inegales en E, 
on a: BE x Er+ EZ*= TZ 2 ; done: AE x EA + EZ* = Ar x TA + BE x Er+EZ* 
ou, comme le texte : AE x EA = AT x TA -j- BE x ET. 

2. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 271, 1 . 30). 

3. Reprise de la proposition 30, qui sera demontree d’une autre manure en 
invoquant la relation demontree par la proposition 31. 

4. oitoTspa expression singuLi^re signifiant que les deux Equations 

qui precedent doivent etre retran.ch. 4 es membre a membre. 
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est a la droite rB, c’est-a-dire que la droite ZA est a la droite BI\ 
comme la droite AE est a la droite EB ; done, la droite entiere ZE 
est a la droite entiere Er comme la droite AE est a la droite EB. 
En consequence, le rectangle compris sous les droites ZE, EB 
equivaut au rectangle compris sous les droites TE, EA. Or, on 
a demontre aussi que le rectangle compris sous les droites ZE, BA 
Equivaut au rectangle compris sous les droites AA, Ar ; done, 
par permutation, le rectangle compris sous les droites AA, Ar est 
au rectangle compris sous les droites AE, Er comme le rectangle 
compris sous les droites ZE, BA est au rectangle compris sous 
les droites ZE, EB, c’est-a-dire comme la droite AB est k la 
droite BE ( L ). 


XIV. 


Proposition 33. — Cela etant aussi consid£re au pr£alable, 
on demontrera un meme lemme d’une autre mani&re ( 2 ) : Soit 
le triangle ABr, et menons a l’interieur les droites AA, AE formant 
respectivement un angle droit compris sous les droites BA, AE 
et sous les droites TA, AA ; je dis que le carre de la droite TA 
est au carre de la droite AA comme le rectangle compris sous 
les droites Br, TE est au rectangle compris sous les droites BA, AE. 

Decrivons le cercle ABZH autour du triangle ABE et menons 
la droite de jonction ZH. Des lors, pnisque chacun des angles 
compris sous les droites BA, AE et sous les droites TA, AA est 
droit, chacune des droites BE, ZH est un diam&tre du cercle ; 


L4_ 


r. On a par construction : AZ = TA ; on est done dans les conditions de la 
proposition 31, d'apr^s laquelle on a : ZB x BA = ZT x TA -f- AB x BT (I). 
Or, on a par hypothese : AB x Br = BA x BE (II) ; done, on a par difference 
des relations (I) et (II) : ZB x BA — BA x BE = ZP x TA +AB x BT — AB x Br 
ou : (ZB — BE) BA = Zr x TA ou : ZE x BA = Zr x TA. Or, on a : zr = AA, 
done, comme le texte : ZE x BA = A A x TA (III). D’autre part, la relation 


,,, /tt\ j BA AB 1, > BA — Br AB — BE TA AE « 

d hypothese (II) donne : _ = 51 , d ou : Bf = B E ou BT = BK* 0r ’ 


Br~ be’ Br 

, ry t* a . j AZ AE j, . AZ A- AE AE 
AZ = TA ; done — — = — — , d ou : ^ „ — — 

Br BE BT + BE 


BE ou: ir = 5i' d ' oil:ZExBB = 


AE x Er (IV). En consequence, les relations (III) et (IV) donnent, comme le 
^ ^ AA X TA ZE x BA BA 
6X C ‘ AE X Er “ ZE X BE — BE' 


2. to au-ro Set^O^TSTa'., ce meme (lemme qui) sera demontre d'une autre 
maniere (<£XXw<;), tout en invoquant la relation qui vient d'etre demontree dans 
la proposition 32, est le lemme VIII ou proposition 28. Voir p. 538. ; 
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de sorte que son centre est le point 0. En consequence, puisque 
la droite Z0 est egale a la droite ©H, il s’ensuit que la droite AA 
est a la droite AZ comme la droite Ar est a la droite TH, et 

inversement f 1 ). Mais, le rectangle 
compris sous les droites Ar, TH 
est au carre de la droite TA, 
c'est-a-dire que le rectangle com- 
pris sous les droites Br, TE est 
au carre de la droite TA, comme 
la droite TH est a la droite TA, 
et le rectangle compris sous les 
droites ZA, AA est au carre de 
la droite AA, c’est-a-dire que le rectangle compris sous les droites 
BA, AE est au carre de la droite AA, comme la droite ZA est a 
la droite AA ; done, par permutation, le carre de la droite TA 
est au carre de la droite AA comme le rectangle compris sous 
les droites Br, TE est au rectangle compris sous les droites BA, AE; 
ce qu’il fallait demontrer ( 2 ). 



XV. 

Proposition 34 . — Cela etant acquis, on demontre d’une 
autre maniere le lemme etablissant que le rectangle compris sous 
les droites AB, BE est au rectangle compris sous les droites Ar, TE 
comme la droite BA est a la droite Ar ( 3 ). 


x. Conclusion d&nontree longuement par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 272, 
commentarius, 11 . 22-35) de la maniere que nous resumons comme suit : Menons 
la droite HK (en pointing dans la figure du texte) parall&le a la droite AZ. La 


A a PA 

similitude de triangles donne : ^77— Or. l es triangles 0 KH, 0 AZ etant 

Jkz.lv 


egaux, on a : AZ = HK ; done : 


TH 

AA TA . . , . AZ TH 

iZ=ra <*> »versement : 


2. La demise relation de la note precedente peut s’ecrire : 


AZ x AA 
AA a 


rg v PA 

— —I — . Or (Euclide, liv. Ill, prop. 36, enoncee p. 142, n. 4, et prop. 35, 
I 1 A 

enoncee p. 149, n. 5), on a : AZ x AA = BA x AE et TH x TA = BT x TE ; 
, . BAXAE BrxTE ,, . . * . „ . TA* Br X TE 

AA 2 rA* AA 2 BA X AE 

3. Autre demonstration de la proposition 30 (lemme X) dans laquelle on 
a done par construction : AA x AE = BA x AT (voir p. 541). 
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Elevons du point A la droite AZ perpendiculaxre a la droite AB; 
posons le carre de la droite AZ equivalent a chacnn des rectangles 
compris sous les droites AA, AE et sous les droites BA, A17, et 
menons les droites de jonction AZ, ZI\ ZE, ZB. Chacun des 
angles compris sous les droites AZ, ZE et sous les droites TZ, ZB 


est done droit (*). D autre part, 
expose, le carre de la droite BZ 
est au carre de la droite Zr 
comme le rectangle compris sous 
les droites AB, BE est au 
rectangle compris sous les droites 
AT, TE. Or, la droite BA est 
a la droite Ar comme le carre 
de la droite BZ est au carre de 
la droite Zr ; done, le rectangle 
est aussi au rectangle compris 
la droite BA est a la droite AI 


en vertu de ce qui vient d etre 


z 



compris sous les droites AB, BE 
sous les droites Ar, TE comme 
1 (*). 


POUR LA PREMIERE INJONCTION DU SIXIEME 
PROBLEME ( 3 ). 


XVI. 


Proposition 35. — Soit la droite AB, soient trois points 
r, A, E sur celle-ci, et que le rectangle compris sous les droites 
AB, BE soit equivalent au rectangle compris sous les droites 


1. Euclide, liv. VI, prop. 8, corollaire, invoque dans sa reciproque (6nonc6e 
p. 49. n. i). 

2. La proposition 33 a demontrd que l’on a : = Or, la simili- 


tude des triangles TZB, ZAB donne : ^ = — , d’ou : BA X BT = BZ*, et la 

dZi tfi 

af zr . - a 

similitude des triangles ZAI\ TZB donne : 7777 = ^7;. d’ou : AT x BT = ZT*, 

Zi B 1 


, . , , BA X BA BZ , .. . . 

done, comme le texte : — — = — = —5- En consequence, u vient, commie 

Ar x sr Ar zr* H 

dans le texte : A B x BE — — . 

Ar x rE Ar 


3. C’est-a-dire que le lemme XVI (ou prop. 35) est utile pour la demonstration 
du sixieme probleme du premier livre de La Section determinee dans le cas de 
la premiere disposition imposee pour les points de la figure de ce probleme. 
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TB, BA ; je dis que le rectangle compris sous les droit es AA, Ar 
est au rectangle compris sous les droites TE, EA comme la droite AB 
est a la droite BE. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites AB, BE 
equivaut au rectangle compris sous les droites TB, BA, il s’ensuit 
que, par proportion, de reste a reste et par conversion, la droite AA 

est a la droite AB comme l’exce- 

A F A E B dent des droites Ar, EA est a la 

droite Ar. En consequence, le 
rectangle compris sous l’excedent des droites Ar, EA et la droite AB 
equivaut au rectangle compris sous les droites AA, Ar. Derechef, 
puisque la droite FB est a la droite BE comme la droite AB 
est a la droite BA, la droite restante Ar est done a la droite 
restante AE comme la droite rB est a la droite BE. Par division, 
la droite TE est a la droite EB comme l’excedent des droites Ar, 
EA est k la droite EA ; done, le rectangle compris sous l'exce- 
dent des droites Ar, AE et la droite EB equivaut au rectangle 
compris sous les droites TE, EA. Or, on a demontre aussi 
que le rectangle compris sous l’excedent des droites Ar, EA 
et la droite AB equivaut au rectangle compris sous les droites 
AA, Ar ; done, par permutation, le rectangle compris sous les 
droites AA, Ar est au rectangle compris sous les droites FE, EA 
comme le rectangle compris sous l'excedent des droites Ar, AE 
et la droite AB est au rectangle compris sous l'excedent des 
droites Ar, AE et la droite BE, e'est-a-dire comme la droite AB 
est k la droite BE ( 1 ). 


i. On a par hypothese : AB x BE = TB x BA, d’ou : 44 = 4— (I), d’oh : 

BA Bill 

AB _ AB — TB _ Ar . AB _ Ar _ AB _ Ar Jf , 

BA BA— BE AE* AB— BA Ar— AE ‘ AA ~ Ar — AE’ a ° U ’ 

comme le texte : ^ = d'ou : AA x Ar = (Ar — AE) AB (II). 


D’autre part, la relation (I) donne : 

' ' BA — BE 




= , d ou 


TB — BE TE 


BE 


BE' 


' ' BA — BE AE BE' AE 

d'oii, comme le texte : (Ar — AE) BE = TE x AE (III). 


lors, les relations (II) et (III) donnent, comme le texte 
(Ar — AE)AB AB 


AA x Ar 
l’E x AE 




j 

! 
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LE MEME LEMME D’UNE AUTRE MANIERE, AU MOYEN 
DU RAPPORT COMPOSE ( 1 ). 

XVII. 

Puisque la droite AB est a la droite BE comme la droite AB 
est a la droite Br, il s’ensuit que la droite restante AA est a la 
droite restante TE comme la droite AB est a la droite Br. Derechef, 
puisque la droite FB est a la droite BE comme la droite AB est 
a la droite BA, il s’ensuit que la droite restante AI 1 est a la 
droite restante AE comme la droite TB est a la droite BE ; de 
sorte que le rapport compose de celui de la droite AB a la 
droite Br et de celui de la droite rB a la droite BE, c’est-a-dire 
celui de la droite AB a la droite BE, est le meme que le rapport 
compose de celui de la droite AA a la droite TE et de celui de 
la droite Ar a la droite AE, c’est-a-dire celui du rectangle compris 
sous les droites AA, Ar au rectangle compris sous les 
droites TE, EA ( 2 ). - . r . 

AUTREMENT. 

XVIII. 

Decrivons le demi-cercle AZE sur la droite AE ; menons la 
tangente BZ et les droites de jonction AZ, |TZ] ( 3 ), AZ, EZ. D&s 
lors, puisque la droite BZ est une tangente et la droite BA une 
sec ante, le rectangle compris sous les droites AB, BE equivaut 
au carre de la droite BZ. Mais, le rectangle compris sous les 


1. Voir la figure de la proposition 35. 

AR AR 

2. On a par hypothese : Br x AB = AB x BE, d’oix : , d'ou : 

Be* 131 

AB — AB AB , , . AA AB . , . .. 

= ou » comme le texte : Tm— ttt.- D autre part, la relation 

151 J5i2j Ul 1 l!j x> 1 

pi ii \ 1 • Br AB -% 9 \ AB — BT Br « 

a hypothese aonne aussi : d ou : —5 — = — ou, comme le texte: 

Bhj Ad Ad — Bht Btd 


Ar_ Br . d . aa x Ar_ ab x Br ab 

AE BE ' ‘ TE x AE BP x BE^BE' 

3. Restauration de Commandin ( C£r . loc. p- 1- 33)- 
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droites AB, BE est suppose equivaftent au rectangle compris sous 
les droites rB, BA ; done, le rectangle compris sous les droites 
rB, BA equivaut aussi au carre de la droite BZ ; en sorte que 

l'angle compris sous les droites 
BZ, ZA est egal a l’angle com- 
pris sous les droites BI\ FZ Q). 
Et l’angle compris sous les droites 
BZ, ZE est egal a l’angle com- 
pris sous les droites ZA, Ar ; 
done, l’angle restant compris 
sous les droites AZ, ZE est egal a l’angle restant compris sous les 
droites AZ, Zr. ( 2 ) En consequence, le carre de la droite AZ est 
au carre de la droite ZE comme le rectangle compris sous les 
droites AA, Ar est au au rectangle compris sous les droites 
TE, EA ( 3 ). Or, la droite AB est a la droite BE comme le carre 
de la droite AZ e<: carre de la droite ZE ; done, 1c rectangle 
compris * .oites AA, Ar est au rectangle compris sous 
les droi. EA comme la droite AB est a la droite BE ( 4 ). 


1. On a : BZ* = AB x BE. Or, par hypothdse de construction, on a : 

AB x BE * TB x BA, done : BZ* = TB x BA, d’ou : = d'ou (Euclide, 

BA BZ v 

liv. VI, prop. 6, 6nonc6e p. 158, n. 2) similitude des triangles ZAB, TZB, d'ou : 
BZA = BTZ. 

2. La relation BZ* = AB x BE donne : d’ou similitude des 

BZi 

triangles ZEB, AZB, d'oii, comme le texte : BZE = ZAr, d’ou, en presence 
de la demi&re egalite de la note pr6cedente : BZA — BZE = Brz — ZAr = 

(AZr + ZAr) — ZAr ou, comme le texte : AZE = AZr. 

3. Voir livre VI, proposition 12 (p. 381), qui a demontre que, dans la 


condition AZE = AZr, on a : 


AZ*_ AA x AE 
^^2? fE X EA 


4. La similitude des triangles AZB, ZEB donne 


AZ* AB* -stt. 


AZ 

ZE 


AB 

BZ' 


d’ou : 


ZE* BZ 


2>‘ 


Or, BZ* = AB x BE ; done : 


AZ* 


AB* 


AB j, , 

, d ou, en pre- 


ZE* AB x BE BE 

sence de l'egalite de la note pr£cedente on a, comme dans le texte : X = ~ 

TE x EA BE 
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LEMME POUR LA TROISIEME INJONCTION DU 
SIXIEME PROBLEME ( x ). 

XIX. 

Proposition 36. — Le rectangle compris sous les droites 
AB, BE etant de nouveau equivalent au rectangle compris sous 
les droites TB, BA, il faut demontrer que le rectangle compris 
sous les droites AI\ TE est au rectangle compris sous les droites 
AA, AE comme la droite FB est a la droite BA. 

En effet, puisque la droite TB est a la droite BE comme la 
droite AB est k la droite BA, il s’ensuit que la droite restante AF 
est k la droite restante AE comme la droite rB est k la droite BE. 

Pour la meme raison d’ailleurs, la 

droite restante AA est k la droite ^ p, ^ g 
restante TE comme la droite AB 

est k la droite BE, et inversement ; en sorte que le rapport com- 
pose de celui que possede la droite rB avec la droite BE et de 
celui que possede la droite EB avec la droite BA est le meme 
que le rapport de la droite rB a la droite BA, c’est-a-dire le meme 
que le rapport compose de ceux que la droite Ar possede avec 
la droite AE et la droite TE avec la droite AA, lequel est celui 
du rectangle compris sous les droites Ar, TE au rectangle compris 
sous les droites AA, AE. En consequence, le rectangle compris 
sous les droites Ar, TE est au rectangle compris sous les droites 
AA, AE comme la droite FB est a la droite BA ( 2 ). 


1. C’est-a-dire lemme auxiliaire pour la demonstration du cas de troisi^me 
disposition imposee des points de la figure du sixi£me probteme du prenjiier 
livre de La Section determinee. 

FB AB 

2. La condition d’hypothese TB x BA = AB x BE donne : 


BE BA’ 


d’bfi: 


AB — TB TB , AT 

ou, comme le texte : 


BA — BE BE 

BA _ 
BE = 
BE 

AA BA’ 
AT X TE _fB 
AE x AA BA’ 


donne aussi : 

. . TE 

texte : -r-r = 


AB 

Br’ 


d’oii 
D^s lors, 


AE 
AB — BA 


TB 

BE' 

BA 


BT 

Ar 


BE 

TE 


AE X AA 


= — . La meme condition d’hypotlkese 
AA BA j, , 1 , 

rE=BB' dou ' commf! le 


comme le teXte 


BE 

TB 


ou : 
BE 


BE X BA' 


TE 
d’ou. 
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LE MEME LEMME D’UNE AUTRE MANURE ( 2 ). 

XX. 

Puisque la droite FB est a la droite BE comme la droite Aft 
est a la droite BA, la droite restante Ar est a la droite 
restante AE comme la droite rB est a la droite BE. Par 
conversion, la droite rB est a la droite TE comme la droite Ar 
est k l’excedent des droites Ar, AE ; done, le rectangle compris 
sous les droites Ar, TE equivaut au rectangle compris sous 
l’excedent des droites Ar, AE et la droite BE Derechef, puisque 
la droite restante Ar est a la droite restante AE comme la droite Aft 
est a la droite BA, par division, la droite AA est a la droite AB 
comme l’excedent des droites AE AE est a la droite AE ; done, 
le rectangle compris sous les droites AA, AE Equivaut au rectangle 
compris sous l’excedent des droites AE AE et la droite AB. En 
consequence, le rectangle compris sous les droites AE TE est an 
restangle compris sous les droites AA, AE comme le rectangle 
compris sous l'excedent des droites AE AE et la [droite Br est 
au rectangle compris sous l’excedent des droites AE AE et la] ( 2 ) 
droite AB, e’est-a-dire comme la droite EB est a la droite BA ( 3 ). 

LE MEME LEMME D*UNE AUTRE MANI&RE. 

XXI. 

Decrivons le demi-cercle TZA sur la droite TA ; menons la 
tangente BZ et menons les droites de jonction AZ, [VZ] ( 4 ), A 7 ., 


1. Voir la figure de la proposition 36. 

2. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 276, 1 . 3). 

3. La condition d’hypothese rB x BA = AB x BE donne : ~ = — (I), 

BE BA 


,, , AB — TB AT TB ,, , Ar TB 

d ou : = — = — , d ou : = 

BA — BE AE BE Af — AE rB — BE 


rB 

TE’ 


d'ou, comme le 


texte : Ar x TE = (Ar — AE) TB. D’autre part, la relation (I )donne aussi 
AB AB— TB AT ,, , AB— BA AA AT — AE 

— n — p, d OU • 

AE 


BA BA — BE~AE’ ' BA 

(AT — AE) BA ; done, comme le texte . — 

AA x AE (Ar 

4. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 276, 1 


d’ou : AA x AE = 


BA - AE 
Ar X TE (AT — AE) TB TB 

BA' 


• AE) BA' 
8 ). 
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[EZ] ( 1 ). Des lors, puisque le rectangle compris sous les droites 
AB, BE equivaut au rectangle compris sous les droites FB, BA ; 
mais, que le rectangle compris sous les droites rB, BA equivaut 
au carre de la tangente BZ, il s’ensuit que le rectangle compris 
sous les droites AB, BE equivaut aussi au carre de la droite BZ. 
En consequence, Tangle compris sous les droites BZ, BE est egal 
a Tangle A. Mais, Tangle entier compris sous les droites BZ, ZA 
est aussi egal a Tangle compris sous les droites Z T, FB ; done, 
Tangle restant compris sous les 
droites EZ, ZA est egal a Tangle 
restant compris sous les droites 
AZ, Zr ( 2 ). En consequence, 
le rectangle compris sous les a r abb 

droites AT, TE est au rectangle 

compris sous les droites AA, AE comme le carr6 de la droite TZi 
est au carre de la droite ZA. Or, la droite FB est a la droite BA 
comme le carr6 de la droite FZ est au carre de la droite ZA ; done, 
le rectangle compris sous les droites AP, TE est au rectangle 
compris sous les droites AA, AE comme la droite rB est a 
la droite BA ( 3 ). 



1. Restaurat ion de Commandin {Ibidem). 

2. On a : BZ 2 = TB x BA (I). Or, on a par hypoth&se : AB x BE = 

TB x BA ; done, BZ 2 = AB x BE, d’ou : d’oii (Euclide, liv. VI, 

prop. 6, enoncee p. 158, n. 2) similitude des triangles ZBE, ABZ, d’oii : 

T>7 pn 

BZE = BAZ (II). D’autre part, la relation (I) donne : — — = — d’oii similitude 

BA BZ 

des triangles ZBA, TBZ, d’oii : BZA = ZTB, d’ou, par difference avec la 
relation (II), on a : BZA — BZE = ZTB — BAZ = (AZT + BAZ) — BAZ ou, 
comme le texte : EZA = AZT. 

3. Considerant le triangle TZA et les droites ZE, AZ menees exterieurement 
sous les angles egaux EZA = AZT, la proposition 12 du livre VI (voir p. 382, 

AT T>g p y2 

n. 1) a demontre que Ton a : ; -===,. Or, la similitude des triangles 

AA X _AE ZA 2 b 

rn7 . rz tb . rz 2 Tb 2 Tb 2 tb , 

TBZ, ZBA donne . — — = — — , d ou : = ===, = = — ; done, comme 


le texte : 


ZA BZ 
AT X TE _ TB 
AA X AE BA’ 


BZ 2 TB x BA BA 
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XXII. 

Proposition 37 . — Soit la droite AB ; soient, sur celle-ci, 
deux points R A, et que le carre de la droite AA soit au carre 
de la droite AI 1 comme la droite AB est a la droite B17 ; je dis 
que le rectangle compris sous les droites AB, BI 1 equivaut au 
carre de la droite BA (*). 

Posons la droite AE egale a la droite FA. Des lors, par 
division, le rectangle compris sous les droites TA, AE est au 
carre de la droite TA, c’est-a-dire au rectangle compris sous les 

droites EA, Ar, comme la droite 
2 e 2 r b Ar est a la droite rB. Or, 

prenant la droite AE comme 
hauteur commune, le rectangle compris sous les droites TA, AE 
est au rectangle compris sous les droites AE, FB comme la 
droite Ar est a la droite FB ; done, [le rectangle compris sous 
les droites TA, AE est au rectangle compris sous les droites] ( 2 ) 
EA, Ar comme le rectangle compris sous les droites TA, AE est 
au rectangle compris sous les droites [AE, rB] ( 3 ). En consequence, 
le rectangle compris sous les droites AE, FB equivaut au rectangle 
compris sous les droites EA, AR Par proportion et par compo- 
sition, la droite AB est a la droite Br comme la droite AA est 
a la droite AE, c’est-a-dire a la droite Ar ; done, la droite entiere AB 
est aussi a la droite entiere BA comme la droite AB est a la droite BR 
En consequence, le rectangle compris sous les droites AB, Br 
equivaut au carre de la droite BA ( 4 ) ; ce qu'il fallait demontrer. 


r, 


Proposition identique a la suivante, dans laquelle l’un des deux points 
sera pris sur le prolongement de la droite AB. 

Lacune combine par Commandin (Cfr. loc. tit., p. 277, 1 . 22). 

Lacune comblee par Commandin (Cfr. ibidem. 1 . 23). 

AA a _AB . AA 2 — AT 2 _ AB — BT _ AT 

AT 2 BT’ ‘ AT 2 Br Br 


4. On a par hypothese 


Or, la droite Er etant coupee en parties egales en A, et la droite AE lui etant 
ajoutee, on a (Euclide, liv. II, prop. 6, enoncee p. 43, n. 3) : A A 2 = AT 2 -f r A X AE, 
d'ou : AA 2 — Ar a =TA x AE ; tandis que l’on a pose : EA = Ar, d’ou : 


AT* = EA x Ar ; done, la relation (I) devient : A ^ d’ou : 

w EA x Ar BT' 

3 ^A " k " Ar = 1 ? X ii * comme le texte : EA X Ar = Br x AE ; d’ou : 
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XXIII. 

Proposition 38. — Que le carre de la droite AA soit de 
nouveau au carre de la droite Ar comme la droite AB est a la 
droite Br ; je dis que le rectangle compris sous les droit es AB, BI 1 
equivaut au carre de la droite BA. 

Posons la droite AE egale a la droite TA, il s’ensuit que, par 
division, le rectangle compris sous les droites EA, Ar est au 
rectangle compris sous les droites TA, AE comme la droite Ar 
est a la droite TB ; c'est-ci-dire 
comme le rectangle compris sous A r B 

les droites EA, Ar est au 

rectangle compris sous les droites EA, Br. En consequence, le 
rectangle compris sous les droites AE, Br equivaut au rectangle 
compris sous les droites TA, AE. Par proportion et par division, 
la droite AB est k la droite r*B comme la droite AA est a la 
droite AE, c/est-k-dire a la droite Ar ; done, la droite restante AB 
est a la droite restante AB comme la droite AB est a la droite FB ; 
en sorte que le rectangle compris sous les droites AB, Br Equivaut 
au carre de la droite BA (*■ ) . 


XXIV. 

Proposition 39. — Soit la droite AB ; soient, sur celle-ci, 
trois points T, A, E, et que le carre de la droite AT soit au carr£ 


Ar 

Br 


AE ,, , 
=-rrr. dou 
EA 


Ar + Br_ AE+ EA 


Br 


EA 


4? = d'oii, comme le texte : AB x Br = BA*. 

1 . On a par hypothese : . d’ou : AA Ar 

AT* Br AI 


BA AA AA ,, , BA 4 - AA 
ou • BT=E5 = AT' dou : BT + ar 


pi" 


AB — BT _ AT 

DP * / 


Br Br 

Or, la droite TE est coupee en deux parties egales en A, et la droite Alf 
lui etant ajoutee, on a (Euclide, l iv. II, prop. 6, enoncee p. 43, n. 3) 
AA* = Ar*+AE x Ar, d'ou: AA* — AI* = AE x Ar ; tandis que. l'on a paj" 

construction : AT* = Ar x AE ; done, la relation (I) devient : 

d’ou, comme le texte : AE - ^- Ar = M i lAT, X 

Ar x AE AE x BT' 

AT AE d’ou: Ar — Br_ AE — AE 

Br ae’ bt 

AA — AB AB AB 


d'ou: 
done : 


AP — Br AB 

Pappus d’Alexaadrie. — II 


Bl” 


AE 

d'ou: AB x Br = AB*. 


d’ou : Ar x AE = AE x Br 


1 , AB AA AA 

ou. comme le texte: ; 
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de la droite TA comme le rectangle compris sons les droites BA, AE 
est au rectangle compris sous les droites BA, AE ; je dis que le 
carre de la droite Br est au carre de la droite TE comme le 
rectangle compris sous les droites AB, BA est au rectangle 
compris sous les droites AE, EA. 

En effet, prenons le point d'egalite Z ( 1 ), tel que le rectangle 
compris sous les droites AZ, ZA soit equivalent au rectangle 
compris sous les droites BZ, ZE. Des lors, le rectangle compris 

sous les droites BA, AE est au 
A r a z e b rectangle compris sous les droites 

BA, AE comme la droite AZ est 
a la droite AZ (car c’est un lemme relatif a La Section deter- 
mines) ( 2 ). Or, le carr6 de la droite Ar est au carre de la droite TA 
comme le rectangle compris sous les droites BA, AE est au 
rectangle compris sous les droites BA, AE ; done, le carre de la 
droite AT est aussi au carre de la droite TA comme la droite AZ 
est a la droite ZA ( 3 ). En consequence, le rectangle compris sous 
les droites AZ, ZA, e'est-a-dire le rectangle compris sous les 
droites BZ, ZE, 6quivaut au carre de la droite Zr ; done, le 
carre de la droite Br est au carre de la droite TE comme la 
droite BZ est a la droite ZE ( 4 ). Or, le rectangle compris sous 


I. ivdTTj-ro? sTjjjitCov to Z, le point d'egalite Z, expression singuli&re signifiant 
ici que le point Z doit partager les droites AE, AB dans des rapports 

egaux, e’est-i-dire de manure k avoir: 7-^=-^— d'ou, comme dit le texte : 

Zi Jbi ZA 


AZ X ZA = BZ x ZE. 

2. En effet, la proposition 22, ou premier lemme relatif k La Section deter- 
minee (voir p. 530) a demon tre que, si la droite AB est partagee aux points A, Z, E 
de mani&re k avoir AZ x ZA = BZ x ZE, on a, comme dans le texte : 
BA x AE_ AZ 
BA x AE~ AZ* 


3. On a par hypothese : = BA x 

* PA 3 BA x AE 

la note precedente, on a, comme le texte : 


d'ou, en presence de l'egalite de 

AT a __ AZ 
TA 3 AZ 


4. La proposition 37, ou lemme XXII relatif a La Section determinee (voir 
p. 554) a demontre que, si la droite AZ est divisee aux points T, A de maniere 
k avoir la relation de la note precedente, on a, comme le texte : AZ x AZ = zr 3 , 
d’ou, en presence de la relation de construction : AZ x ZA = BZ x Z E (voir 
note 1 ci-dessus), on a, comme dans le texte : BZ x ZE = ZT 3 , d’ou : 
zr BZ (I x ^ . zr + BZ rB BZ d’oii : TB 3 _BZ 3 
zE~zr w ’ ou ■ ze 4- zr 3 * te™ zr’ zr 


=— -s. Or, la relation (I) 
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les droites AB, BA est au rectangle compris sous les droites AE, EA 
comme la droite BZ est a la droite ZE ; done, le carre de la 
droite Br est aussi au carre de la droite TE comme le rectangle 
compris sous les droites AB, BA est au rectangle compris sous 
les droites AE, EA ( 1 ). 


MEME LEMME D’UNE AUTRE MANURE. 

XXV. 

Decrivons les demi-cercles AZE, AZB sur les deux droites 
AE, AB, et menons les droites de jonction AZ, Zr, ZA, ZE, ZB. 
Des lors, puisque les angles compris sous les droites AZ, ZB et 
sous les droites AZ, ZE valent deux angles droits, il s'ensuit que 
le carr6 de la droite AZ est au carre de la droite ZA comme le 
rectangle compris sous les droites BA, AE est au rectangle compris 
sous les droites BA, AE. Or, le 
carre de la droite Ar est au 
carre de la droite Ar comme 
le rectangle compris sous les 
droites BA, AE est au rectangle 
compris sous les droites BA, AE ; 
done, le carr6 de la droite AZ 
est au carr6 de la droite ZA 
comme le carr6 de la droite Ar est au carre de la droite Ar ; 
de sorte que la droite AZ est aussi a la droite ZA comme la 
droite Ar est a la droite TA. En consequence, Tangle compris 
sous les droites AZ, ZA est coupe en deux parties egales par la 



donne aussi : 


zr BZ_ BZ* 
ze * zT 'zr 5 


ou : 


— = — == ; done comme le texte : 

ze zr* 


Tb*_bz. 
rl 5- ze' 


relation qui resulte d’ailleurs directement de la proposition 38 (ou lemme XXII) 
(voir p. 555) invoquee dans sa reciproque. 

1. La proposition 22 (voir p. 531, n. 1) a demontre subsidiairement que, si 
les points A, Z, E sont tels que l'on ait : AZ x ZA = BZ x ZE, on a, comme 


le texte : 


AB x BA _ BZ 
AE X EA — ZE' 


d'ou, en presence de l'egalite demiere de la note 


precedente on a, comme le texte : 



AB x BA 
AE X EA * 
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droite ZI\ Mais, la droite BZ etant prolongee jusqu’au point 
H, l’angle compris sous les droites AZ, ZE est egal a Tangle 
compris sous les droites HZ, ZA ; done, Tangle entier compris 
sous les droites EZ, Zr est egal a Tangle entier compris sous 
les droites TZ, ZH (*). En consequence, la droite BZ est a la 
droite ZE comme la droite BT est a la droite TE ( 2 ), et il en 
est de meme de carre a carre de ces droites. Mais, le rectangle 
compris sous les droites AB, BA est au rectangle compris sous 
les droites AE, EA comme le carre de la droite BZ est au carre 
de la droite ZE ; done, le carre de la droite Br est aussi au carre 
de la droite TE comme le rectangle compris sous les droites AB, 
BA est au rectangle compris sous les droites AE, EA ; ce qu’il 
fallait demontrer ( 3 ). 


i. On a : AZE + AZB = 2 angles droits ou : AZE -j- EZB 4 * AZE = 
AZB 4- AZE = 2 angles droits. D&s lors, la proposition 26, ou lemme VI (voir 


p. 536), a demontre que Ton a: 


AZ* BA X AE 


Or, on a par hypothdse (voir 


ZA* BA x AE _ 

, , , . AF* BA X AE . , . . . AZ* Ar* 

enonce de la prop. 39) : =-— » = done, comme le texte : —=5 = ==—5, 

r r rA a BA X AE ZA* TA* 


,, . AZ 
d ou : — 
AZ 


_ Ar 

“Ta* 


d’oii 


(Euclide, liv. VI, prop. 3, enoncee p. 220, n. 4) : 


AZT = TZA. Or, AZE = AZB = AZH = I angle droit ; done": AZE — AZA = 
AZH — AZA ou, comme le texte : AZE = HZ A, d’oii : AZE 4- rZA=HZA4- AZr 


ou, comme le texte : EZr = TZH. 

2. La derntere 4 galite de la note precedente montre que 1 ’ angle exterieur 
EZH du triangle EZB est divise en deux parties 6gales par la droite TZ ; done 
(Euclide, liv. VI, prop. 3, enoncee p. 220, n. 4, mais etendue au cas de l'angle 

BZ BT 

exterieur), on a, comme dans le texte: Commandin a demontre 

ZJbi I a 


directement cette deduction (cfr. loc. cit., p. 279, commentaries, 11. 22-33), 
Simson la demontre dans un theor^me qu'il enonce : « If the outward angle of 
a triangle made by producing one of its sides, be divided into two equal angles 
by a straight line which also cuts the base produced, the segments between the 
dividing line and the extremities of the base, have the same ratio which the 
other sides of the triangle have to another, etc. » {The Elements of Euclid . 

London, 1734, p. 136). _ 

BZ a BF* 

3. La relation de la note precedente donne : =2= =5. Or, la relation 

ZE® TE® 


precedente AZB 4- AZE = 2 angl es droits donne aussi, en vertu de la 

proposition 26 (voir p. 536) : ==2= ^ > done, comme le texte: 

ZE AE X AE 

BT* _ AB X BA 
TE* AE X AE' 
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XXVI. 


Proposition 40. — Que le carre de la droite TA soit de 
nouveau au carre de la droite AE comme le rectangle compris 
sous les droites Ar, TB est au rectangle compris sous les droites 
AE, EB ; je dis que le carre de la droite AA est au carre de la 
droite AB comme le rectangle compris sous les droites EA, Ar 
est au rectangle compris sous les droites TB, BE. 

Prenons de nouveau le point d’egalite Z, de maniere que le 
rectangle compris sous les droites AZ, ZB soit equivalent au 
rectangle compris sous les droites TZ, ZE(*). Des lors, le rectangle 
compris sous les droites Ar, EB 

est au rectangle compris sous A r * l \ 

les droites AE, EB comme la 

droite TZ est a la droite ZE ( 2 ). Or, le carre de la droite PA est au 
carre de la droite AE comme le rectangle compris sous les droites 
Ar, rB est au rectangle compris sous les droites AE, EB ; done, 
le carre de la droite TA est au carre de la droite AE comme la 
droite TZ est a la droite ZE ( 3 ). En consequence, le rectangle 
compris sous les droites TZ, ZE, e'est-a-dire le rectangle compris 
sous les droites AZ, ZB, equivaut au carre de la droite ZA ( 4 ) ; 
done, le carr6 de la droite AA est au carr6 de la droite AB comme 


1. C’est- 4 -dire que la droite etant divis 4 e aux points r. A, E de mani&re 
(I), le point Z, dit d’ 4 galite (iff0T7jT0? ov), est pris 


a avoir: 


TA a _ Ar x TB 
AE 5 AE X EB 


tel, sur le prolongement de la droite AB, que l'on ait : 


TZ AT 


d'ofcl : 


ZB EB' 

d'ou, comme le texte : rz x EZ = AZ x Zfi. 


rz_rz + Ar tz_az 

ZB ZB-fEB ° u ‘ ZB EZ’ 

2. La proposition 36, ou lemme XIX (voir p. 551) a d6montr6, qu'en pr|§- 

Ar x rB rz 

sence de la demtere egalite de la note precedente on a : v,- =— . 

AE X EB AE 

3. L’ egalite de la note precedente donn e, en presence de la relation 

Ta? rz 

d’hypoth 4 se (I) de la note 1 ci-dessus : — 5= — . 

AE ZE 

4. Considerant la droite TZ divis 4 e aux points A, E, la proposition 37, (on 
lemme XXII (voir p. 554), a demontre que, en presence de la relation de j la 
note precedente, on a : TZ x ZE = ZA 2 . Or, on a par construction : 
rz x ZE = AZ X ZB ; done, comme le texte : AZ x ZB= ZA 2 . 
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la droite AZ est a la droite ZB (*). Or, le rectangle compris sous 
les droites EA, Ar est au rectangle compris sous les droites FB, 
BE comme la droite AZ est a la droite ZB ; done, le carrg de la 
droite AA est au carre de la droite AB comme le rectangle 
compris sous les droites EA, Ar est au rectangle compris sous les 
droites FB; BE; ce qu’il fallait demontrer ( 2 ). 


M&ME LEMME D*UNE AUTRE MANI&RE. 

XXVII. 

Decrivons les demi-cercles AZE, TZB sur les droites AE, FB, 
et menons les droites de jonction AZ, FZ, AZ, EZ, BZ. Des lors. 
Tangle compris sous les droites AZ, Zr est 6gal a Tangle compris 
sous les droites EZ, ZB ; done, le carr6 de la droite TZ est au 
carre de la droite ZE comme le rectangle compris sous les droites 

Ar, FB est au rectangle compris 
sous les droites AE, EB. Or, le 
carr£ de la droite TA est au 
carr6 de la droite AE comme le 
rectangle compris sous les droites 
Ar, FB est au rectangle compris 
A r a e b S ous les droites AE, EB ; done, 

le carre de la droite TZ est 
aussi au carre de la droite ZE comme le carre de la droite TA 
est au carre de la droite AE ; en sorte que la droite TZ est aussi 



i. La demi£re egalite de la note pr6cddente permet de conclure, en vertu 
de la r6ciproque de la proposition 37, ou lemme XII, que l'on a, comme le texte : 

— ^2 Une demonstration directe, assez longue, a 6te donn6e par Commandin 

AB ZB 


(cfr. loc. cit., p. 280, 1. 41, k p. 281, 1. 6), et une autre demonstration plus simple 
a ete donnee par R. Simson (cfr. Reliqua quaedam, etc.)de la maniere suivante : 

La demiere relation de la note precedente donne : ~ = (I), d’oii : 

ZA ZB 


AZ AZ — ZA AA 

ZA ZA — ZB 
AZ* AZ X ZA 


Att j, . 

= — — . d ou 


AB' 

AZ 


AZ 2 

ZA 2 


AA 

AB ; 


s (II). Or, la relation (I) donne aussi: 
AA 3 AZ 


d'ou (II) devient, comme le texte : = 

v ' AB 2 ZB 


ZA* ZA x ZB ZB' 

2. Considerant la droite AZ divisee aux trois points T, E, B, et ayant par 
construction : TZ X ZE = AZ x ZB, on se trouve dans les conditions de la 
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a la droite ZE comme la droite TA est a la droite AE (*). En 
consequence. Tangle compris sous les droites YZ, ZA est egal a 
Tangle compris sous les droites AZ, ZE. Or, Tangle compris sous 
les droites AZ, Z Y est aussi egal a Tangle compris sous les droites 
BZ, ZE ; done, Tangle entier compris sous les droites AZ, ZA 
est egal a Tangle entier compris sous les droites BZ, ZA ; done, 
le carr6 de la droite AA est au carre de la droite AB comme le 
carre de la droite AZ est au carre de la droite ZB ( 2 ). Or, le 
rectangle compris sous les droites EA, AT est au rectangle compris 
sous les droites TB, BE comme le carre de la droite AZ est au 
carre de la droite ZB ; par consequent, le carre de la droite AA 
est au carre de la droite AB [comme le rectangle compris sous 
les droites EA, AT est au rectangle compris sous les droites 
TB, BE] ( 3 ) ; ce qu’il fallait demontrer ( 4 ). 


proposition 35, ou lemme XVI (voir p. 547) qni a d£montr£ que Ton a : 

J? A Ap A 7 

Ta 'x ' BE ~ ZB* ^ en presence de la derni&re relation de la note pr6c6dente, 

il vient, comme le texte : AfL — EA x A ^ . 

AB 3 TB X BE 

TUJ A P y pg 

1. On a par hypoth&se: ——5= — — . Or, Tangle TZE est commun aux 

AE AE X EB 


deux angles droits AZE, TZB ; done : AZT == EZB (I). D6s lors, consid6rant 
le triangle TZE avec les cdtes duquel les droites AZ, ZB torment des angles 

p 7! J^p ^ pjg 

egaux, la proposition 12 du livre VI (voir p. 382, n. 1) donne : — g =— — 

ZE* AE X EB 

Tz* Ta* 


d'oii, en presence de la relation d'hypoth&se, il vient : — j = 

ZE* AE 


d'o & 


TZ_TA 
ZE AE* 

2. La demtere 6galit6 de la note pr6cedente donne (Euclide, liv. VI, prop. 3 
enoncee p. 220, n. 4) : TZA = AZE, d’ou, en presence de l’egalit6 (I) de la note 

precedente : AZT + TZA = EZB + AZE ou, comme le texte : AZA = BZA, 

r2 AZ 2 


d’ou (Euclide, liv. VI, prop. 3) : — = d’ou, comme le texte : 

AB ZB AB 8 


ZB 2 


3. Lacune combine par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 280, 1 . 15). 

4. Considerant le triangle AZB avec les cotes desquels les droites ZT, ZE 
torment des angles egaux, la proposition 12 du livre VI (voir p. 381) donne : 
EA X Ar AZ 2 

d’oii, en presence de la demiere relation de la note 2 

TB x BE BZ 8 


ci-dessus, on a, comme le texte: 


AA 2 _ EA X Ar 
AB 2- TB x BE* 
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* 

LEMMES UTILES POUR LE SECOND LIVRE DE LA 
SECTION DETERMINED 

I. 

Proposition 41. — Soit la droite AB ; soient trois points 
T, A, E ( x ) pris tels que le rectangle compris sous les droites AA, A T 
soit equivalent au rectangle compris sous les droites BA, AE, et 
posons la droite Z egale a la somme des droites AE, TB ; je dis 
que le rectangle compris sous les droites Z, AA equivaut a celui 
qui est compris sous les droites BA, AE ; que le rectangle compris 
sous les droites Z, TA equivaut a celui qui est compris sous les 
droites BT, TE ; que le rectangle compris sous les droites Z, BA 
equivaut a celui qui est compris sous les droites AB, BT, et que 
le rectangle compris sous les droites Z, AE equivaut a celui qui 
est compris sous les droites AE, EI\ 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites AA, Ar 
equivaut au rectangle compris sous les droites BA, AE, et que, 

par proportion, par inversion, 

; — ; — ; par droite entiere a droite entiere 

et par composition, la droite BA 

u est a la droite AA comme la 

somme des droites BT, AE, c'est- 
a-dire la droite Z, est a la droite AE, il s’ensuit que le rectangle 
compris sous les droites Z, AA equivaut au rectangle compris 
sous les droites BA, AE ( 2 ). Derechef, puisque la droite entiere AE 
est a la droite entiere TB comme la droite EA est a la droite AT, 
par composition, la droite TE est a la droite TA comme la somme 
des droites AE, TB est a la droite TB, c’est-a-dire comme la 


1. Sous-entendu : in' aurr,?, sur cette (droite). 

2. On a par hypothese : AA x AT = BA x EA, d'oii, comme le texte, par 

proportion : ^ = (I), par inversion (xal dvanaXiv): par droite 


entiere k droite entiere 

BA + AA TB + AE 

! as ! ou : 

AA AE 


• BA _ BA + AT _ TB 
AA AA EA AE 
AT __ TB -(- AE _ Z , 
AA AE AE' C 


(II) et par composition : 
oil : AB x AE = Z x AA. 
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droite Z est a la droite TB ; done, le rectangle compris sons les 
droites Z, TA equivaut au rectangle compris sons les droites 
Br, TE (*). II en est de meme pour les rectangles restants ( 1 2 ) ; 
done, on a les quatre rectangles. 


Proposition 42. — Que le rectangle compris sons les droites 
AA, Ar soit maintenant de nonveau equivalent an rectangle 
compris sous les droites BA, AE, et posons la droite Z egale a 
la somme des droites AE, TB ; je dis qn'on obtient de nonveau 
les quatre rectangles : celui qni est compris sous les droites Z, AA 
equivalent au rectangle compris sous les droites [BA, AE ; celui 
qui est compris sous les droites Z, TA equivalent a celui qui est 
compris sous les droites] ( 3 ) Br, TE ; celui qui est compris sous 
les droites Z, BA equivalent a celui qui est compris sous les 
droites AB, Br et celui qui est compris sous les droites Z, AE 
equivalent a celui qui est compris sous les droites AE, EE 
En effet, puisque le rectangle compris sous les droites AA, Ar 
equivaut au rectangle compris sous les droites BA, AE, par pro- 
portion, par inversion, de reste a reste et par composition, la 
droite BA est a la droite AA comme la somme des droites AE, rB 
est a la droite AE. Or, la somme 

des droites AE, EB est egale a la g “ p ^ 

droite Z ; done, la droite BA est 

a la droite AA comme la droite Z Z 

est a la droite AE ; par conse- 
quent, le rectangle compris sous les droites Z, AA equivaut au 


1. La relation d’hypothfcse (I) de la note precedente donne : 3^ qj = 

AE EA m j, . AE + BT EA + Ar TE . Z TE i, 

BT = AT (D> dou: — ® ST Sr° : BT = Sr- doiI ’ coinm 'i le 

texte : Z x AT = TE x Br. 

2. C’est-a-dire que la relation (II) de la note 2 de la page 562 donnu : 
BATAA = rBTAB 0U : n“TT- d ’° 4 : Z X BA = TB X AB. et que la 

relation (I) de la note preeddente donne : Bf ^ BA^Ar ou : 

d'oii : AE X ET = Z x EA. 

3. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 282, commentarius, 1 . 40). 
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rectangle compris sous les droites BA, AE ( x ). Derechef, puisque 
la droite EA est a la droite Ar comme la droite AA est a la 
droite AB, la droite restante AE est a la droite restante rB comme 
la droite EA est a la droite Ar. Par composition, la droite Er 
est a la droite TA comme la somme des droites AE, PB, c’est- 
a-dire comme la droite Z, est a la droite PB ; par consequent, 
le rectangle compris sous les droites Z, TA equivaut au rectangle 
compris sous les droites Br, TE ( 2 ). On demontrera la meme chose 
pour les deux rectangles restants aussi ; done, les quatre rectangles 
sont obtenus. 


III. 

Proposition 43. — D’ autre part, que le point soit en dehors 
de la droite entiere ( 3 ), et que le rectangle compris sous les 
droites AA, Ar soit [equivalent] ( 4 ) au rectangle compris sous 
les droites BA, AE ; je dis que, si on pose la droite Z egale k 
l’excedent des droites AE, IB, on obtient de nouveau quatre 
rectangles : celui qui est compris sous les droites Z, AA Equivalent 
k celui qui est compris sous les droites BA, AE, celui qui est 
compris [sous les droites Z, TA equivalent a celui qui est compris 
sous] ( 6 ) les droites Br, PE, celui qui est compris sous les droites 
Z, BA equivalent a celui qui est compris sous les droites AB, Br 
et celui qui est compris sous les droites Z, AE Equivalent a celui 
qui est compris sous les droites AE, ED 


1. On a pax hypothEse 

BA_ AT 
AA AE’ 

Br + AE 


comme le texte 


: AA x Ar = BA x AE, d'oii : d'oii, 

BA A1 

d’oii : ~ d'ou : BA + AA ~ 


Br 

AA AA— AE AE' 


AA 


BA 7 

— — = — ou, considerant que l’on a posE Z = AE -f Br, il vient : — = — , 
AE ^ r AA AE’ 

d'ou BA X AE = Z X AA. 


La relation d’hypothese donnant : on a • AE AE 

AB AT 


AE AE . AE + TB AE + Ar Z 
Tg = AT- d0U TB ST -0 " Tb' 


Er ., . 
: Sr’ dou 


' ab— A r Ar ou : 
z X Ar = Er x tb. 


3. C’est-a-dire que le point A soit en dehors de la droite entiEre AE -f- EB-f-Br. 
Commandin opine que le texte to <T 7 \{xeiov (le point) est une corruption de t« 
07ip.sux (les points), bien que la figure n’indique que deux points en dehors de 
la droite AB (Cfr. loc. cit., p. 283, commentarius, 1. 28). 

4. Lacune que Commandin comble par le mot urov (Cfr. loc. cit., p. 283, 1. 31) 

5. Lacune combine par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 283, 1. 33). 
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En effet, puisque le rectangle compris sous les droites AA, Ar 
6quivaut au rectangle compris sous les droites BA, AE, par pro- 
portion, de reste a reste et par conversion, la droite AA est k la 
droite AB comme la droite AE 

est a l’excedent des droites — r 

A E B r A 

AE, FB. Or, la droite Z est 

l’excedent des droites AE, FB ; z 

done, le rectangle compris sous 

les droites Z, AA equivaut au rectangle compris sous les droites 
BA, AE (}). Derechef, puisque la droite restante AE est k la droite 
restante Br comme la droite EA est k la roite Ar, par division, 
la droite Er est a la droite TA comme l’excedent des droites 
AE, Br est k la droite Br ; done, le rectangle compris sous 
l’exc6dent des droites AE, Br, e’est-a-dire sous la droite Z, et 
la droite TA, equivaut au rectangle compris sous les droite s 
Br, TE ( 1 2 ). On demontrera la meme chose aussi pour les^$Shg$|> 
restants ; done, les quatre rectangles sont obtenus. j * 


Proposition 44. — Ces choses 6tant demontr6es, o^tr bhv^ s^ 
facilement ces lemmes pour le premier livre de La Section 
determinee ( 3 ), dans lesquels « les memes choses etant supposees, 
il est dit que le rectangle compris sous les droites AB, Br est 
au rectangle compris sous les droites AE, Er comme la droite BA 
est a la droite AE. » 

En effet, puisqu’il a ete demontre ( 4 ) que le rectangle compris 


1. On a par hypoth^se : AA x AT =* BA X AE, d'oii (I), d’oii : 

AA AA — AE AE ,, , AA AE n 

BT- d OU : AA=BS = AE^BT 01 ’ 0n * : Z = AE ~ Br ; 

A A AF. 

done : = d’oii : Z x AA = AB X AE. 

AJd £t 

2. La relation (I) de la note precedente donne : AT ~ < ^ 0 ^ 1 : 

' Br ~ ar ° u : bt°CT- dou : zxAr = ErxBr. 

3. C’est-i-dire les propositions precedentes : 22 ou lemme I (voir p. 530) ; 
30 ou lemme X (voir p. 541), et 36 ou lemme XIX (voir p. 551). 

4. C’est-it-dire dans les trois propositions qui precedent. 1 
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sous les droites Z, BA equivaut au rectangle compris sous les 

droites AB, BI\ et que le rectangle 

; ~ — - — - compris sous les droites Z, AE 

equivaut au rectangle compris 

A e a r b sous } es (j ro ites AE, Er, il s’ensuit 

a eb r a que le rectangle compris sous les 

droites AB, Br est au rectangle 
compris sous les droites AE, Er comme le rectangle compris sous 
les droites Z, AB est au rectangle compris sous les droites Z, AE, 
c’ est- a- dire comme la droite AB est a la droite AE. 

POUR LA PREMIERE INJUNCTION DU PREMIER 
PROBLEME (*). 

V. 

Proposition 45. — Soit de nouveau le rectangle compris sous 
les droites AA, AT equivalent au rectangle compris sous les 
droites BA, AE, et soit un point quelconque Z ( 1 2 ) ; je dis que, 
si l’on pose la droite H egale k la somme des droites AE, FB, le 
rectangle compris sous les droites AT, ZT excede le rectangle 
compris sous les droites BZ, ZE du rectangle compris sous les 
droites H, AZ. 

En effet, puisqu’on a demontre precedemment ( 3 ) que le 
rectangle compris sous les droites H, AE equivaut au rectangle 
compris sous les droites AE, 

ET, retranchons de part et a r 2 — 5 — T~b 

d’autre le rectangle compris H 

sous les droites H, ZE ; il 

s’ensuit que le rectangle compris sous les droites H, AZ est 
l’excedent dont le rectangle compris sous les droites AE, Er 
surpasse le rectangle compris sous les droites H, EZ ( 4 ). Or, le 


1. C’est-a-dire : Lemme utile k la demonstration du cas de premiere dis- 
position imposee des points dans la figure du premier probleme du second livre 
de La Section ddterminee. 

2. Le point Z est pris quelconque entre les points A, E. 

3. Voir proposition 41 ou lemme I. 

4. On a par hypoth^se : AA X AT = BA x AE. Or, la proposition 41 ou 
lemme I (voir p. 562) a demontre que l'on a : H x AE = AE x Er, d’ou : 
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rectangle compris sous les droites AE, TZ excede le rectangle 
compris sous les droites Br, ZE de ce que le rectangle compris 
sous les droites AE, Er excede le rectangle compris sous les 
droites H, EZ apres avoir retranche de chacun de ces derniers 
le rectangle compris sous les droites AE, EZ ( x ) ; tandis que le 
rectangle compris sous les droites AZ, Zr excede le rectangle 
compris sous les droites BZ, ZE de ce que le rectangle compris 
sous les droites AE, TZ excede le rectangle compris sous les droites 
TB, ZE apres avoir retranche de chacun de ces derniers le 
rectangle compris sous les droites VZ, ZE ; par consequent, le 
rectangle compris sous les droites AZ, Zr excede le rectangle 
compris sous les droites BZ, ZE du rectangle compris sous les 
droites H, AZ ( 2 ) ; ce qu’il fallait demontrer. 


AUTRE LEMME POUR LA TROISIEME INJONCTION DU 
SECOND PROBLEME. 


VI. 


Proposition 46. — Que le point Z soit situe entre les 
points E, B ( 3 ) ; je dis que le rectangle compris sous les droites 
AZ, Zr, conjointement avec le rectangle compris sous les droites 
EZ, ZB, equivaut au rectangle compris sous les droites H, AZ. 

En effet, puisqu'on a demontre precedemment que le rectangle 
compris sous les droites H, AE equivaut au rectangle compris 
sous les droites AE, Er, ajoutons de part et d'autre le rectangle 
compris sous les droites H, EZ, il s'ensuit que le rectangle entier 
compris sous les droites H, AZ equivaut au rectangle comprjis 


H x AE — H x EZ = AE x Er — H x EZ ou, comme le texte : H X AZ |=» 
AE X ET — * H X ZE. j 

1. On a: AE X EE — Hx ZE = AExEr — AExZE — (HxZE — AExZE)U 
AE (Er— ZE) — (H— AE) ZE. Or, on a pos6 : H=»AE + TB, d'ou : H— AE=*r» ; 
done, comme le texte : AE x Er — H x ZE = AE X TZ — TB X ZE. 

2. On a : AE X TZ — TB x ZE = AE X TZ — TZxZE — (rB X ZE — TZ X ZE) = 
AZ X ZE — BZ x ZE, d'ou, remontant a la demise 6galite de la note p:6- 
cedente, on a : AE x Er — H x ZE = AZ X zr — BZ x ZE, d'ou, remontant 
a la demiere Sgalite de la note 4 de la page 566, on a : H x AZj = 
az x zr — BZ X ZE. 

3. Ltant done donne, comme dans la proposition precedente, que les poijats 
r. A, E sont tels que l’on ait : AA X Ar = BA x AE, et que l’on pose : 
H = AE + TB. 
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sous les droites AE, Er plus le rectangle compris sous les droites 
AE, EZ plus le rectangle compris sous les droites BI\ EZ. Mais, 
le rectangle compris sous les droites AE, Er, conjointement avec 
le rectangle compris sous les droites AE EZ, constitue le rectangle 
entier compris sous les droites AE FZ ; done le rectangle compris 

sous les droites H, AZ devient 
a F 2 £ z b equivalent au rectangle compris 

iS sous les droites AE, TZ augmente 

du rectangle compris sous les 
droites FB, EZ. Mais, derechef, le rectangle compris sous les 
droites rB, EZ equivaut au rectangle compris sous les droites 
TZ, ZE augmente du rectangle compris sous les droites EZ, ZB 
tandis que le rectangle compris sous les droites AE, FZ, conjoin- 
tement avec le rectangle compris sous les droites FZ, ZE, 
constitue le rectangle entier compris sous les droites AZ, ZF 
que Ton a conjointement avec le rectangle compris sous les 
droites EZ, ZB ; par consequent, le rectangle compris sous les 
droites H, AZ Equivaut au rectangle compris sous les droites 
AZ, ZF augmente du rectangle compris sous les droites EZ, ZB (*)u. 


POUR LA PREMIERE INJUNCTION DU TROISIEME 

PROBLEME. 

VII. 

Proposition 47. — Que le point Z soit de nouveau au delat 
de la droite AB ( 1 2 ) ; il taut demontrer que le rectangle compris 
sous les droites AZ, Zr excede le rectangle compris sous les 
droites EZ, ZB du rectangle compris sous les droites H, AZ. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites H, AB 
equivaut au rectangle compris sous les droites AB, Br, ajoutons 


1. Le lemme I ou proposition 41 a demontre que l’on a : H x AE =3 
AE x Er, d'oii : H X AE + H x EZ=AE xEr+HxEZ. Or, H=AE + TB; 
done : H (AE + EZ) = AE X Er + (AE + TB) EZ ou : H X AZ = AE x Er + 
AE X EZ+TB X EZ. Or, AE X Er -f AE X EZ = AE X TZ ; done : H X AZ = 
AEXTZ+TBX EZ = AEX rz + (rZ + ZB) EZ= AExTZ + rZxEZ + 
ZB X EZ = AZ X rz + ZB X EZ. 

2. £tant donne que l’on a, comme dans la proposition 45, ou lenune V : 
AA X Ar = BA X AE et H = AE + TB. 
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de part et d’autre le rectangle compris sous les droites H, BZ ; 

il s’ensuit que le rectangle entier 

compris sous les droites H, AZ a p a e b 2 

equivaut au rectangle compris ' ^ ‘ 

sous les droites AB, Br augmente 

du rectangle compris sous les droites H, BZ, c’est-a-dire du rectangle 
compris sous les droites AE, BZ augmente du rectangle compris 
sous les droites FB, BZ. Or, le rectangle compris sous les droites 
AB, Br, conjointement avec le rectangle compris sous les droites 
TB, BZ, constitue le rectangle entier compris sous les droites 
AZ, rB ; done, le rectangle compris sous les droites H, AZ 
Equivaut au rectangle compris sous les droites AZ, FB augmente 
du rectangle compris sous les droites AE, BZ. Mais, le rectangle 
compris sous les droites AZ, rB, conjointement avec le rectangle 
compris sous les droites AE, BZ, est l’excedent dont le rectangle | 
compris sous les droites AZ, Zr surpasse le rectangle compris 
sous les droites EZ, ZB ; done, le rectangle compris sous les 
droites H, AZ est aussi 1'excMent dont le rectangle compris 
sous les droites AZ, Zr surpasse le rectangle compris sous les 
droites EZ, ZB (*). 

POUR LA SECONDE INJONCTION DU PREMIER 

PROBLEME. 

VIII. 

Proposition 48. — Que le rectangle compris sous les droites 
AA, Ar soit equivalent au rectangle compris sous les droites 
EA, AB ; que le point Z soit situe entre les points A, T, et posons 
la droite H egale a la somme des droites AE, rB ; je dis que le 
rectangle compris sous les droites EZ, ZB exefede le rectangle 
compris sous les droites AZ, Zr du rectangle compris sous les 
droites H, AZ. 


1. La proposition 41, ou lemme I, a d£montre que l’on a : H x AB = 
AB X BT ; d'ou : H x AB + H X BZ = AB X Br + H X BZ, d'ou, consi- 
derant la seconde relation d’hypoth^se de la note precedente : H x AZ= 
AB X Br + (AE + Br) BZ = (AB + BZ) Br + AB X BZ = AZxBT + AEx BZ. 
Or, AZ X BT -f* AE X BZ= AZ(rZ— BZ) -f- (AZ— *EZ) BZsAZ X P Z — EZ x BZ i done, : 
comme le texte : H x A Z =— ■ AZ x fZ — BZ X BZ. 


1 
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En effet, puisque le rectangle £ompris sous les droites H, Ar 
equivaut au rectangle compris sous les droites Br, TE, retranchons 
de part et d’autre le rectangle compris sous les droites H, Zr ; 
il s’ensuit que le rectangle restant compris sous les droites H, AZ 

est l’excedent dont le rectangle 
a i a z r b compris sous les droites El 1 , TB 

■ surpasse le rectangle compris 

sous les droites H, TZ. Or, le 
rectangle compris sous les droites EZ, rB excfcde le rectangle 
compris sous les droites AE, Zr de ce que le rectangle compris 
sous les droites El 1 , TB excede le rectangle compris sous les 
droites H, Zr apres avoir retranche de ces derniers le rectangle 
commun compris sous les droites Br, TZ ; tandis que le rectangle 
compris sous les droites EZ, ZB exc&de le rectangle compris sous 
les droites AZ, Zr de ce que le rectangle compris sous les 
droites EZ, TB excede le rectangle compris sous les droites AE, Zr, 
apres avoir ajoute a ces derniers le rectangle commun compris sous 
les droites EZ, Zr ; par consequent, le rectangle compris sous les 
droites EZ, ZB excfede aussi le rectangle compris sous les droites AZ, 
Zr du rectangle compris sous les droites H, AZ (*). 

POUR LA SECONDE INJONCTION DU SECOND 
PROBLEME. 

IX. 

Proposition 49. — Mais, que le point Z soit situe entre les 
points T, B ; je dis que le rectangle compris sous les droites AZ, ZI\ 
conjointement avec le rectangle compris sous les droites BZ, ZE, 
devient equivalent au rectangle compris sous les droites H, AZ. 


1. On a par hypothese : AA x AT = EA x AB ; done, en vertu de la pro- 
position 42, ou lemme II, on a : H x AT = Br X TE, d’oh : H X Ar — H x zr= 
Br X TE — H X Zr, ou, comme le texte : H X AZ = Br X TE — H X TZ. 
Or, Br x te — h x rz = (Br x te — Br x rz) — (H x rz — Br x rz). 
Or, on a par hypothdse : H = AE + TB ; done, comme dans le texte : 
Br x te— h x rz * ez x Br — [(ae 4- tb) rz~Br x rz] = ez x Br — 
AE X rz. Or, EZ X Br — AE X rz == (EZxBr+EZx rz) — (AE x rz + 
EZ X TZ) = EZ x ZB — AZ x TZ ; done, comme le texte : H X AZ = 
EZ X ZB — AZ X rz. 
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En effet, puisque le rectangle compris sous les droites H, Ar 
equivaut au rectangle compris sous les droites Br, TE, ajoutons 
de part et d’ autre le rectangle compris sous les droites H, TZ; 
il s’ensuit que le rectangle entier compris sous les droites H, AZ 
equivaut au rectangle compris sous les droites Br, TE augments 
du rectangle compris sous les droites H, TZ, constituant le rectangle 
compris sous les droites AE, TZ 

augmente du rectangle compris ^ p £ — - 

sous les droites Br, TZ. Mais, _____ 

le rectangle compris sous les H 

droites Er, rB, conjointement 

avec le rectangle compris sous les droites Br, TZ, est le rectangle 
entier compris sous les droites EZ, FB ; done, le rectangle compris 
sous les droites EZ, FB, conjointement avec le rectangle compris 
sous les droites AE, TZ, devient equivalent au rectangle compris 
sous les droites H, AZ. Mais, le rectangle compris sous les droites 
EZ, FB est equivalent au rectangle compris sous les droites EZ, Zr 
augmente du rectangle compris sous les droites BZ, ZE ; tandis 
que le rectangle compris sous les droites EZ, ZI\ conjointement 
avec le rectangle compris sous les droites AE, TZ, est le rectangle 
entier compris sous les droites AZ, Zr ; done, le rectangle compris 
sous les droites AZ, Zr, conjointement avec le rectangle compris 
sous les droites BZ, ZE, equivaut au rectangle compris sous les 
droites H, AZ (*). 


POUR LA SECONDE INJONCTION DU TROISIEME 

PROBLEME. 


Proposition 50. — Que le point Z soit maintenant au dety 
de la droit e AB ; je dis que le rectangle compris sous les droite^ 


1. On a par hypothese : AA x AT = EA X AB et H = AE -j- TB (voiur 
prop. 48 ou lemme VIII) ; done, en vertu de la proposition 42, ou lemme IL 
on a : H x AT = BT x TE, d’oii : H x Ar + H X TZ = Br X TE + H X TZ 
ou : H X AZ = Br X TE + (AE + TB) TZ = Br x TE + AE X TZ + TB X T±. 
Or, Br x TE + TB x TZ = EZ x TB ; done, comme le texte : H x AZ ^ 
EZ x TB + AE X TZ. Or, EZ X TB = EZ (rz + ZB) = EZ X TZ + EZ X Z?. 
done, on a finalement, comme le texte : H x AZ=EZ x TZ+EZ X ZB-f AE X TZ *= 
(EZ + AE) TZ -(- EZ X ZB = AZ X TZ + EZ X BZ. 

Pappus d’Alexandrie. — II 14 
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AZ, Zr excede le rectangle compris sous les droites EZ, ZB du 
rectangle compris sous les droites H, AZ. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites H, AB 
equivaut au rectangle compris sous les droites AB, Br, ajoutons 
de part et d’autre le rectangle compris sous les droites [ H,BZ ; 
done le rectangle entier compris sous les droites] ( x ) H, AZ 

Equivaut au rectangle compris 
A £ 2 i 5 2 sous les droites AB, Br aug- 

mente du rectangle compris sous 

H les droites H, BZ, constituant 

le rectangle compris sous les 
droites AE, ZB augmente du rectangle compris sous les droites 
IB, BZ. Or, le rectangle compris sous les droites AB, Br, conjoin- 
tement avec le rectangle compris sous les droites FB, BZ, est le 
rectangle compris sous les droites AZ, EB ; done, le rectangle 
compris sous les droites AZ, EB, conjointement avec le rectangle 
compris sous les droites AE, ZB, Equivaut au rectangle compris 
sous les droites H, AZ. Mais, le rectangle compris sous les droites 
AZ, Br, conjointement avec celui qui est compris sous les droites 
AE, 2B, est l’excedent dont le rectangle compris sous les droites 
AZ, Zr surpasse le rectangle compris sous les droites EZ, ZB ; 
done, le rectangle compris sous les droites AZ, Zr excede aussi 
le rectangle compris sous les droites EZ, ZB du rectangle compris 
sous les droites H, AZ ( 1 2 ) ; ce qu'il fallait dSmontrer. 

POUR LA TROISIEME INJONCTION DU PREMIER 

PROBLEME. 


XI. 

Proposition 51. — Que le rectangle compris sous les droites 
AA, Ar soit equivalent au rectangle compris sous les droites 


1. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 288, 1 . 20). 

2. On a par hypothese : AA x Ar = EA x AB et H = AE -f- TB (voir 

prop. 48 ou lemme VIII) ; done, en vertu de la proposition 42 ou lemme II, 
on a : H x AB = AB x Br, d'ou : H X AB-f H X BZ = AB X Br+H X BZ 
ou : H x AZ = AB X Br + (AE + TB) BZ = AB X Br + AE X BZ + TB X BZ. 
Or, AB x Br + TB X BZ = AZ X Br ; done : H X AZ =AZ X BT+ AE X BZ. 
Or, on a : AZ X Br + AE x BZ = AZ (Zr — BZ) + (AZ — EZ) BZ = 

AZ X Zr — EZ x BZ ; done, comme le texte, H x AZ = AZ x zr — EZ x BZ~ 
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BA, AE ; posons la droite H comme excedent des droites AE, Br, 
et prenons un point Z entre les points E, B ; je dis que le rectangle 
compris sous les droites AZ, Zr excede le rectangle compris sous 
les droites EZ, ZB du rectangle compris sous la droite H et la 
droite ZA. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites H, BA 
Equivaut au rectangle compris sous les droites AB, Br, ajoutons 
de part et d'autre le rectangle compris sous les droites H, BZ ; 
il s’ensuit que le rectangle entier compris sous les droites H, ZA 
equivaut au rectangle compris 

sous les droites AB, Br aug- 

, , , .a e z b r A 

mente du rectangle compris 

sous les droites H, BZ, consti- H 

tuant le rectangle compris sous 

l’excedent des droites AE, Br et la droite BZ. Mais, le rectangle 
compris sous les droites AB, Br est le rectangle compris sous 
les droites AZ, Br augmente du rectangle compris sous les droites 
ZB, Br ; done, le rectangle compris sous les droites H, ZA devient 
Equivalent au rectangle compris sous les droites AZ, Br augmente 
du rectangle compris sous les droites IB, BZ et augmente du 
rectangle compris sous l’excedent des droites AE, IB et la 

droite BZ. Or, le rectangle compris sous les droites IB, BZ, 
augmente du rectangle compris sous 1’excEdent des droites AE, IB 
et la droite BZ, est le rectangle entier compris sous les droites 
AE, ZB ; done, le rectangle compris sous les droites H, ZA 
Equivaut au rectangle compris sous les droites AZ, IB augmentE 
du rectangle compris sous les droites AE, ZB. Mais, le rectangle 
compris sous les droites AZ, Br, conjointement avec le rectangle 
compris sous les droites AE, ZB, est 1’excEdent dont le rectangle 
compris sous les droites AZ, Zr surpasse le rectangle compris sous 
les droites EZ, ZB ; done, le rectangle compris sous les droites AZ, 
Zr excede le rectangle compris sous les droites EZ, ZB du rectangle 
compris sous les droites H, ZA ( x ) ; ce qu’il fallait dEmontrer. 


i. On a par hypoth&se : AA x AT = BA X AE, et l’on pose : H = 
AE — Br. Des lors, en vertu de la proposition 43, ou lemme III, on a : 
H X BA = AB X Br, d'ou : H X BA + H X BZ = AB X Br-f H X BZ on : 
H X ZA = AB X Br + (AE — Br) BZ mm (AZ + ZB) Br + (AE — BD BZ — 



574 


PAPPUS d’alexandrie 


* 

POUR LA PREMIERE INJUNCTION DU SECOND 

PROBLEME. 

XII. 

Proposition 52. — Les memes choses etant supposees, que 
le point Z soit situe entre les points B, T ; je dis que le rectangle 
compris sous les droites AZ, ZT, conjointement avec le rectangle 
compris sous les droites EZ, ZB, equivaut a celui qui est compris 
sous la droite H et la droite ZA. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites H, TA 
equivaut a celui qui est compris sous les droites EI\ PB, ajoutons 
de part et d'autre le rectangle compris sous les droites H, ZT ; 

il s’ensuit que le rectangle entier 

; r — “ — " — : compris sous les droites H, ZA 

equivaut a celui qui est compris 

H sous les droites EI\ PB aug- 

ments de celui qui est compris 
sous les droites H, ZI\ Mais, le rectangle compris sous les droites 
H ZT est celui qui est compris sous l’excedent des droites AE, BT 
et la droite ZT] tandis que le rectangle compris sous les droites 
ET, TB est celui qui est compris sous les droites BI\ TZ augmente 
de celui qui est compris sous les droites EZ, BT; done, le rectangle 
compris sous les droites H, ZA devient equivalent a celui qui 
est compris sous les droites EZ, BT augmente de celui qui est 
compris sous les droites BT, TZ et augmente de celui qui est 
compris sous l’excedent des droites AE, B T et la droite TZ. [Or, 
le rectangle compris sous l’excedent des droites AE, BT et la 
droite TZ] (*), conjointement avec celui qui est compris sous les 
droites BI\ TZ, est le rectangle entier compris sous les droites 
AE, TZ ; done, le rectangle compris sous les droites H, ZA 
equivaut a celui qui est compris sous les droites AE, TZ augmente 
de celui qui est compris sous les droites EZ, TB. Mais, le rectangle 


AZ x Br + ZB X Br + (AE — Br) BZ. Or, ZB X B r + (AE — Br) BZ = 
AE X BZ ; done, comme le texte : H x ZA = AZ x BT 4- AE x BZ = 
AZ (Zr— ZB) + (AZ — EZ) BZ = AZ X Z17 — EZ X BZ. 

i. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 290, 1 . 5). 
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compris sous les droites EZ, Br est celui qui est compris sous 
les droites EZ, Zr augmente de celui qui est compris sous les 
droites EZ, ZB ; tandis que le rectangle compris sous les droites 
EZ, Zr, conjoint ement avec celui qui est compris sous les 
droites AE, ZI\ est le rectangle entier compris sous les droites 
AZ, Zr. Et nous avons aussi le rectangle compris sous les 
droites EZ, ZB ; par consequent, le rectangle compris sous les 
droites AZ, Zr, con joint ement avec celui qui est compris sous 
les droites EZ, ZB, 6quivaut au rectangle compris sous les droites 
H, ZA ; ce qu'il fallait demontrer f). 

POUR LA TROISIEME INJONCTION DU TROISIEME 

PROBLEME. 


XIII. 


Proposition 53. — Que le point Z soit de nouveau situe 
entre les points T, A ; je dis que le rectangle compris sous les 
droites AZ, Zr est deficient du rectangle compris sous les droites 
EZ, ZB d’un rectangle compris sous les droites H, ZA (*). 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites H, TA 
equivaut a celui qui est compris sous les droites Er, FB, 
retranchons de part et d’ autre le rectangle compris sous les 
droites H, FZ ; il s’ensuit que le rectangle restant compris sous 
les droites H, ZA est l'excedent dont le rectangle compris sous 
les droites Er, FB surpasse celui 

qui est compris sous les droites — — ~- 

n r a e b r 2 a 

H, rZ, c'est-a-dire celui qui est ! 

compris sous l’excedent des H 

droites AE, FB et la droite TZ. | 

Or, le rectangle compris sous les droites EZ, Br exc&de celui jqui 


1. On a par hypothese : AA x Ar = BA X AE, et l’on pose : H = AE — j Br. 
Des lors, la proposition 43 (lemrae III) demontre que l'on a : H x IjA = 
Er X TB, d’ou : H x TA + H x Zr = Er X TB + H X Zr ou : H X 3 A * 
(EZ + Zr) TB + (AE — TB) Zr = EZ X TB + [Zr xTB + (AE — TB) Zf] « 
EZ X TB + AExZr=EZ(Zr-l-ZB)+AExZr=EZxZr-l-EZxZB + AEX 

(EZ + AE) Zr + EZxZB = AZxZr+BZx ZB. 

2. II faut done demontrer la relation : EZ x ZB — AZ X Zr = H X ZA. 
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est compris sous les droites AE, FZ de ce que le rectangle compris 
sous les droites Er, FB excede celui qui est compris sous l’excedent 
des droites AE, FB et la droite FZ apres avoir ajoute a ces derniers 
rectangles le rectangle commun compris sous les droites ZF, FB ; 
tandis que le rectangle compris sous les droites EZ, ZB excede 
celui qui est compris sous les droites AZ, Zr [de ce que le rectangle 
compris sous les droites EZ, Br excede celui qui est compris sous 
les droites AE, TZ] ( 1 ) apres avoir ajoute a ces derniers rectangles 
le rectangle commun compris sous les droites EZ, Zr ; de sorte 
que le rectangle compris sous les droites AZ, Zr est deficient du 
rectangle compris sous les droites EZ, ZB, du rectangle compris 
sous la droite H et la droite ZA ( 2 ). 

POUR LA TROISIEME INJONCTION DU TROISIEME 

PROBLEME. 

XIV. 

Proposition 54. — Mais, que le point Z soit au dela de la 
droite AA ; je dis que le rectangle compris sous les droites AZ, Zr 
excede, au contraire, celui qui est compris sous les droites EZ, ZB 
de celui qui est compris sous les droites H, AZ. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites H, TA 
equivaut k celui qui est compris sous les droites EI\ TB, 
retranchons-les tous deux du rectangle compris sous les droites H, 
rZ ; il s’ensuit que le rectangle restant compris sous les droites H, 
AZ est l’excedent dont le rectangle compris sous les droites H, 
rZ surpasse le rectangle compris sous les droites EF FB. Or, 

le rectangle compris sous les 

— droites AE, FZ excede celui qui 

A 14 est compris sous les droites EZ, 

H Br [de ce que le rectangle com- 


1. Restauration de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 748, 1 . 10). 

2. On a par hypothese : AA x AT = BA x AE, et on pose : H = 
AE — Br. D&s lors, la proposition 43, ou lemme III, a demontre qu’on a : 
H X TA = ET X TB, d’ou : H x TA — H X TZ = Er x TB — H X TZ ou, 
en suivant le texte : H x ZA = Er x TB — (AE — Br) rz = Er x 
rB + rzxBr- [(ae — Br) rz + rz x Br] — ez x Br — ae x rz = ez x 
Br + EZx rz — (ae xtz + ezx rz) «bzxbz-az x rz. 
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pris sous les droites H, TZ excede celui qui est compris sous les 
droit es ER rB] ( x ) apres avoir ajoute a ces derniers le rectangle 
commun compris sous les droites BR TZ ; car la droite AE est 
Texcedent des droites AE, Br augmente de la droite Br et, d’autre 
part, le rectangle compris sous les droites AZ, Z F excede celui 
qui est compris sous les droites EZ, ZB de ce que le rectangle 
compris sous les droites AE, TZ excede celui qui est compris 
sous les droites EZ, Br apr&s avoir ajoute a ces derniers le 
rectangle commun compris sous les droites EZ, Zr ; par conse- 
quent, le rectangle compris sous les droites AZ, Zr excede celui 
qui est compris sous les droites EZ, ZB de celui qui est compris 
sous les droites H, AZ ( 1 2 ). 


POUR LA TROISIEME INJONCTION DU TROISIEME 

PROBLEME ( 3 ). 

XV. 

Proposition 55. — Que le point Z soit de nouveau situe entre 
. les points A, E ; je dis que le rectangle compris sous les droites 
AZ, Zr, conjointeinent avec celui qui est compris sous les droites 
EZ, ZB, equivaut au rectangle compris sous les droites H, ZA- 
Puisque le rectangle compris sous les droites H, BA equivaut 
a celui qui est compris sous les droites AB, BR ajoutons de part 
et d’autre le rectangle compris sous les droites H, BZ ; il s’ensuit 
que le rectangle entier compris 

sous les droites H, ZA equivaut ; — — * 

■• • • • 1 A A E B i 

a celm qui est compris sous les 

droites AB, Br augmente de H 


1. Restauration de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 748, 1 . 21). 

2. On a par hypothese : AA x A r = BA x AE, et l'on pose : H = AE — BT. 
D£s lors, en vertu de la proposition 43, ou lenune III, on a : H x TA = 
ET x TB, d'ou : H x TZ — H X TA = H X TZ ~ Er X TB ou : H X AZ = 

(ae— B r) rz — Er x Br = (ae — Br) rz + Br x rz — (Er x Br-i-Br x rz) = 
ae xrz - ez x Br = ae x rz -f ez xrz - (ez x Br + ez x rz) = 
AZ x rz — EZ X ZB. 

3. Hultsch a fait remarquer que ce lemme conceme plutot la premiere 
injonction du second probl&me de La Section ddterminee, conune le lemme XII, 
ou proposition 52 (Cfr. loc. tit., vol. II, p. 75 1 - 6 ). 
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celui qui est compris sous les droites H, ZB. Mais, le rectangle 
compris sous les droit es AB, Br equivaut a celui qui est compris 
sous les droites AZ, Br augmente de celui qui est compris sous 
les droites ZB, Br ; tandis que le rectangle compris sous l’ex- 
cedent des droites AE, Br et la droite ZB, conjoint ement avec 
celui qui est compris sous les droites TB, BZ, Equivaut a celui qui 
est compris sous les droites AE, BZ ; done, [le rectangle compris 
sous les droites AE, BZ] (*) est celui qui est compris sous les droites 
BZ, ZE augments de celui qui est compris sous les droites AZ, ZB, 
lequel, conjointement avec le rectangle compris sous les droites 
AZ, Br, est celui qui est compris sous les droites AZ, Zr. En 
consequence, le rectangle compris sous les droites AZ, Zr, con- 
jointement avec celui qui est compris sous les droites BZ, ZE, 
equivaut k celui qui est compris sous les droites H, ZA ( 1 2 ). 


POUR LA TROISIEME INJONCTION DU TROISIEME 

PROBLEME 

XVI. 

Proposition 56. — Que le point Z soit de nouveau en 
dehors ( 3 ) ; je dis que le rectangle compris sous les droites AZ, Zr 
est defaillant du rectangle compris sous les droites EZ, ZB d’un 
rectangle compris sous les droites H, ZA. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites H, AA 
Equivaut a celui qui est compris sous les droites BA, AE, ajoutons 
de part et d’ autre le rectangle compris sous les droites H, AZ. 
Des lors, le rectangle entier compris sous les droites H, AZ 

Equivaut a celui qui est compris 
i a e b p * sous les droites BA, AE augmente 

h de celui qui est compris sous 


1. Restauration due k Commandin (Cfr. loc. cit., p. 291, 1. 45). 

2. On a par hypothese : AA x Ar = BA x AB, et l’on pose : H == 
AB — BT. Dls lors, en vertu du lemme III, proposition 43, on a : 
H X BA = AB x Br, d'ou : H x BA + H X BZ = AB x Br -f H X BZ ou : 
H X ZA = (AZ + BZ) Br -f (AE — Br) BZ = AZ X Br + AE X BZ = 
AZ X Br+(AZ-f ZE)BZ= AZ x Br+ AZ XBZ+ZE X BZ= AZ X Zr+ ZE X BZ. 

3. C’est-A-dire en dehors de la droite AA. 
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l’excedent des droites AE, TB et la droite AZ. [Mais, le rectangle 
compris sous les droites BA, AE, conjointement avec celui qui 
est compris sous l’excedent des droites AE, TB et la droite AZ, 
est, en entier,] Q) le rectangle compris sous les droites ZB, AE 
defaillant du rectangle compris sous les droites ZA, Br ; en sorte 
que le rectangle compris sous les droites H, ZA est aussi rexcedent 
dont le rectangle compris sous les droites BZ, AE surpasse celui 
qui est compris sous les droites ZA, BF. Mais, le rectangle compris 
sous les droites BZ, ZE excede aussi celui qui est compris sous 
les droites TZ, ZA de ce que le rectangle compris sous les droites 
ZB, AE excede celui qui est compris sous les droites ZA, Br apr&s 
avoir ajoute a ces derniers le rectangle commun compris sous 
les droites BZ, ZA ; par consequent, le rectangle compris sous 
les droites BZ, ZE exc&de celui qui est compris sous les droites 
rZ, ZA du rectangle compris sous les droites H, ZA ; en sorte 
que le rectangle compris sous les droites TZ, ZA est defaillant 
de celui qui est compris sous les droites BZ, ZE d'un rectangle 
compris sous les droites H, ZA; ce qu'il fallait demontrer ( 1 2 ). 


POUR LA TROISIEME INJONCTION DU PREMIER 

PROBLEME. 

XVII. 

Proposition 57. — Soit la droite AB [6gale] ( 3 ) k la droite TA, 
et soit un point quelconque E situe entre les points B, T ; je 
dis que le rectangle compris sous les droites AE, EA exc&de le 
rectangle compris sous les droites BE, Er du rectangle compris 
sous les droites Ar, TA. 


1. Lacune combine par Hultsch (Cfr. foe. cit., vol. II, p. 752, 11 . 1-2), d'une 

manure plus concise que celle qui a 6te proposde par Commandin (Cfr. foe. cit., 
p. 292, 11. 28-33). | 

2. On a par hypoth^se : AA x AT = BA X AE, et l’on pose : H =* AE — Bjr. 

Des lors, le lemme III, ou proposition 43, a demontr6 que l’on a : H x AA= 
BA X AE, d'ou, en suivant le texte :HxAA + HxAZ=BAxAE+H x|Z 
ou : H x AZ = BA x AE + (AE - Br) AZ = BA X AE + AE X AZ ■— 
BT X AZ = BZ X AE — Br x AZ = BZ X AE 4- BZ X AZ — (BrxAZ+BZ X 
AZ) = BZ X ZE — TZ X AZ. i 

3. Commandin a retabli ici le mot finj, perdu ou sous-entendu (Cfr. loc. cit., 
p. 293, 1. 12). 


cappw m 
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En effet, puisque le rectangle compris sous les droites AE, EA 
equivaut au rectangle compris sous les droites AE, EI\ c’est-a-dire 
au rectangle compris sous les droites BE, EI\ augmente de celui 

qui est compris sous les droites 

A BET A conjointement avec 

le rectangle compris sous les 
droites AE, TA, il s’ensuit que le rectangle compris sous les droites 
AE, EA excede le rectangle compris sous les droites BE, Er du 
rectangle compris sous les droites Er, AB, c’est-a-dire du rectangle 
compris sous les droites Er, TA (car les droites AB, TA sont 
egales), et du rectangle compris sous les droites AE, TA. Mais, 
[le rectangle compris sous les droites Er, EA, augmente de celui 
qui est compris sous les droites AE, TA] (*) devient le rectangle 
entier compris sous les droites Ar, TA ; done, le rectangle compris 
sous les droites AE, EA excede celui qui est compris sous les 
droites BE, Er de celui qui est compris sous les droites Ar, TA ( 1 2 ). 


POUR LA PREMIERE INJONCTION DU SECOND 
PROBLEME. 

XVIII. 

Proposition 58. — Soit la droite AB [egale] ( 3 ) a la droite TA, 
et prenons un point E entre les points T, A ; je dis que le rectangle 
compris sous les droites AE, EA, conjointement avec celui qui 
est compris sous les droites BE, EU, equivaut a celui [qui est 
compris sous les droites Ar, TA. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites AE, EA 
Equivaut a celui] ( 4 ) qui est compris sous les droites Ar, EA 
augmente de celui qui est compris sous les droites EE, EA, 
ajoutons de part et d’autre le rectangle compris sous les droites 


1. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 29, commentarius , 1. 21). 

2. On a, en suivant le texte : AE x BA = AE (Er -f- rA) = AE x Er + 
AE x TA = (BE -f- AB) Er -j- AE x TA, d'oii, considerant que l'on a par 
hypothese : AB = TA, il vient : AE X EA — BE X Er = AB X Er -j- AE x TA= 
rA X Er + AE X TA = Ar x TA. 

3. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 293, 1. 26). 

4. Lacune combine facilement par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 293, 1. 39). 
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BE, Er ; il s’ensuit que le 

rectangle compris sous les ^ a Z Z a 

droites AE, EA, conjointement 

avec celui qui est compris sous les droites BE, Er, equivaut au 
rectangle compris sous les droites Ar, EA augmente de celui 
qui, compris sous les droites TE, EA, est augmente de celui qui 
est compris sous les droites BE, Er. Mais, le rectangle compris 
sous les droites TE, EA, conjointement avec celui qui est compris 
sous les droites BE, Er, est le rectangle entier compris sous les 
droites BA, TE, c’est-a-dire le rectangle compris sous les droites 
AE TE (car les droites entieres Ar, BA sont egales) ; et le 
rectangle compris sous les droites Ar, EA, conjointement avec 
celui qui est compris sous les droites Ar, rE, est le rectangle 
entier compris sous les droites AT, TA ; par consequent, le 
rectangle compris sous les droites AE, EA, conjointement avec 
celui qui est compris sous les droites BE, Er, equivaut k celui 
qui est compris sous les droites AT, TA (*). 

LEMME UTILE POUR LE RAPPORT SINGULIER ( 1 2 3 ) DE 
LA TROISIEME INJONCTION DU PREMIER PROBLEME (*). 

XIX. 

Proposition 59. — Si l'on a un demi-cercle AEB etabli sur 
le diametre BA et des perpendiculaires TE, AZ ; si l'on mene la 
droite EZH et, sur celle-ci, la perpendiculaire BH, on obtient trois 
choses : le rectangle compris sous les droites TB, BA equivalent 
au carre de la droite BH; le rectangle compris sous les droites 


1. On a, en suivant le texte : AE x EA=(Ar-f-rE)EA=Ar X EA-f TE x EA, 
d’ou : AE X EA -f BE x TE= AT x EA -f TE x EA -f BE X TE= AT x EA -f BA X TE. 
Or, on a par hypothese : AB = TA, d’ou : AT = BA ; done, comme le texte : 
AE X EA + BE X TE = AT X EA + AT X TE = AT x TA. 

2. ijLovayoq, unique (sous-entendu Xoyo<;, rapport), c’est-A-dire le rapport 
singulier ou particulier qui se presente dans la troisieme disposition de points 
imposee dans la figure du premier probleme du second livre de la Section deter- 
minee d’ Apollonius. 

3. Le titre affecte au lemme XIX (ou proposition 59) est altere dans les 

manuscrits, et nous le traduisons d'apres la reconstitution conjecturale de Hultsch 
(Cfr. loc. cit., vol. II, p. 755, note 2) : %pr, 9 iiAOv ttf -rev jxovx yav vou 

vpif ou to J tv put tod ■tepofi'ki \fjuxreo*. j ■ ■ 1 
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4 

Ar, AB equivalent au carre de la droite ZH, et le rectangle com- 
pris sous les droites AA, PB equivalent au carre de la droite EH. 

En effet, menons les droites de jonction Hr, HA, AZ, ZB. 
Des lors, puisque Tangle au point Z est droit, et que la droite ZA 
est perpendiculaire, Tangle compris sous les droites AZ, ZB est 

egal a Tangle compris sous les 
droites BA, AZ (*). Mais, Tangle 
compris sous les droites AZ, ZB 
est egal a Tangle compris sous 
les droites AH, HB ( 1 2 ) ; tandis 
que, si Ton mene la droite de 
jonction EB, Tangle compris sous 
les droites BA, AZ est egal a 
Tangle compris sous les droites 
BE, EZ, c’est-a-dire Tangle compris sous les droites BP, TK ; 
par consequent. Tangle compris sous les droites AH, HB est aussi 
egal a Tangle compris sous les droites Br, TH ( 3 ) ; en sorte que 
le rectangle compris sous les droites rB, BA equivaut au carre 
de la droite BH ( 4 ). Or, le rectangle entier compris sous les droites 
AB, BA equivaut aussi au carre de la droite BZ ; done, le rectangle 
restant compris sous les droites Ar, AB equivaut au carre de la 
droite ZH ( 5 ). Derechef, puisque le rectangle compris sous les 



1. On a : AZB = i angle droit = ZAB, d’oix (Euclide, liv. Ill, prop. 8, 
£noncee p. 54, n. 2) : AZB = BAZ. 

2. On a : ZHB = 1 angle droit = ZAB ; done, ZB est le diam^tre d'un cercle 
qni passe par les points H, A, d’oii (Euclide, liv. Ill, prop. 21, 6noncee p. 141, 

n. 2) : AZB = AHB. 

3. On a de meme (Euclide, liv. Ill, prop. 21) : BAZ = BEZ. Or, les angles 
en H et en r 6tant droits, la droite BB est le diam&tre du cercle qui passe par 

les points H, T ; done : BEZ = BrH, d’ou, comme le texte : BAZ = BrH, 

d’oii, en presence de l’6galit6 de la note 1 ci-dessus : AZB = BrH, d’oii, 

en presence de l’6galit6 de la note pr6c6dente : AHB = BrH. 

4. L’6galit6 de la note pr^cedente entraine la similitude des triangles 

BT BH 

TBH, HBA qui ont Tangle en B commun ; done : , d’ou, comme le 


texte : Br x BA = BH*. 

5 - Le triangle rectangle AZB donne : AB x BA = BZ*, d’ou, en presence 
de la demi&re expression de la note prec^dente : AB x BA — BT x BA = 
BZ* — BH* ou : Ar X BA = ZH*. 
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droites AB, Br equivaut au carre de la droite BE, en retranchant 
le rectangle compris sons les droites PB, BA, equivalent au carre 
de la droite BH, il s’ensuit que le rectangle restant compris sous 
les droites AA, FB equivaut au carre de la droite EH ( 1 ). Les 
trois choses sont done obtenues. 

POUR LE RAPPORT SINGULIER DE LA TROISIEME 
INJUNCTION DU SECOND PROBLEME. 

XX. 

Proposition 60. — Soit le triangle ABT ; menons les droites 
AA, BZ, PE ; que la droite AA soit perpendiculaire sur la droite BP, 
et que les points A, Z, E, H soient dans un cercle ( 2 ) ; je dis que 
les angles situes aux points Z, E sont droits. 

Prolongeons la droite AA ; posons la droite A0 egale a la 
droite HA, et menons les droites de jonction B0, 0r ; il s’ensuit 
que Tangle 0 est egal a celui qui est compris sous les droites 
BH, Hr, e'est-a-dire compris sous 
les droites ZH, HE ( 3 ). Mais, Tangle 
compris sous les droites ZH, HE, 
conjointement avec Tangle A, vaut 
deux angles droits ; done, Tangle 
compris sous les droites B0, ©I\ 
conjointement avec Tangle A, vaut 
aussi deux droits ; de sorte que 
les points A, B, 0, T sont dans 
un cercle. En consequence, Tangle 
compris sous les droites BA, AH 
est dgal k Tangle compris sous les 
droites Br, T0, e’est-a-dire sous 
les droites HT, TA. Or, les angles disposes suivant le sommet au 

1. On a de meme : AB x BT = BE 2 , d’oii, en presence de la demtere 
expression de la note 4, page 582 : AB X BT — BI" x BA = BB a — liH 2 
ou, comme le texte : AA x Br = EH 2 . 

2. iv xuxXu), dans un cercle, c’est-4-dire sur la circonference d’un cercle. 

3. Il resulte des constructions que les triangles TA@, TAH, et que les triangles 

BA©, BAH sont egaux, d’oii, com m e le texte : B@T = BHT = ZHE. 


A 
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point H sont egaux ; done. Tangle rest ant A est egal a celui qni 
est situe au point E. Or, Tangle A est droit ; done, Tangle situe 
au point E est droit aussi ( 1 ). Pour les memes raisons d’ailleurs, 
Tangle situe au point Z est droit aussi ; done, les angles situes 
aux points Z, E sont droits ; ce qu’il fallait demontrer. 


RAPPORT SINGULIER DE LA TROISIEME INJONCTION 
DU PREMIER PROBLEME. 

XXL 


Proposition 61. — Trois droit es AB, BI\ TA etant donnees, 
s’il se fait que le carre de la droite BE est au carre de la droite Er 
comme le rectangle compris sous les droites AB, BA est au rectangle 
compris sous les droites AI\ TA, le rapport singulier et minimum 
est celui du rectangle compris sous les droites AE, EA au rectangle 
compris sous les droites BE, EI\ Des lors, je dis que ce rapport 
est le meme que celui du carre de la droite AA au carre de Texcedent 
dont la droite qui est en puissance du rectangle compris sous les 
droites AT, BA surpasse la droite qui est en puissance du rectangle 
compris sous les droites AB, TA ( 2 ). 


1. Les points A, Z, E, H etant par hypothdse sur une circonf 4 rence de cercle. 


on a : ZHE + EAZ = 2 droits, d’oii, en presence de l’egalit6 de la note pr6ce- 

dente : B 0 T -f- EAZ = 2 droits, d’ou les points A, B, 0 , T sont sur une 
circonfdence de cercle, d’oii, consid£rant l'arc sous-tendu par la corde B 0 , on a : 

BAH a= BT© =» HTA, d’oii l’on a dans les triangles AEH, TAH, d’ angles opposes 

au sommet : AEH — TAH. Or, par hypothese : TAH = angle droit ; done. 


comme le texte : AEH = angle droit. 

2. On doit done demontrer la relation: ^ ^ = - > - ■ ■■ ' . 7-" ' . 

BE X ET (j/ Ar X BA — y AB X TA) a 

L’ouvrage d’Apollonius sur La Section determinee etant perdu, on ne peut faire 
que des conjectures sur l’enonce du probl^me auquel se rattache id le lemme 
de Pappus, ainsi que sur la signification exacte de l’expression jjiova^o? Xoyo? 
xai {kiyj.<r: 6 $ (le rapport singulier et minimum) relevant de ce meme probl&ne. 
Simson (cfr. Reliqua quaedam, etc., p. 56) a toutefois propose la reconstitution 
suivante de l’enonce : « Ratio autem minima determinatur ita. Ostensum fuit... 
datis in recta linea quatuor punctis A, B, C, D, si fiat ut rectangulum ABD ad 
ipsum ACD, ita quadratum ex BE ad quadratum ex EC, fore E punctum quod 
fadt rationem rectanguli AED ad rectangulum BEC singularem et minimam. 
Nunc vero ostendendum est rationem hanc eandem esse ei quam habet quadratum 
ex AD ad quadratum excessus quo recta linea quae potest rectangulum AC BD 
excedit earn quae potest rectangulum ABCD ». 
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Decrivons un cercle autour de la droite AA (*) et menons les 
perpendiculaires BZ, TH. Des lors, puisque le carre de la droite BE 
est au carre de la droite Er comme le rectangle compris sous les 
droites AB, BA est au rectangle 
compris sous les droites Ar, TA, 
c’est-a-dire comme le carre de la 
droite BZ est au carre de la 
droite TH, il s’ensuit que, en 
longueur, la droite BE est a la 
droite Er comme la droite BZ est ^ 
k la droite TH. En consequence, 
la ligne qui passe par les points 
Z, E, H est droite ( 2 ). Que ce soit 
la droite ZEH ; prolongeons la 
droite Hr jusqu’au point 0, pro- 
longeons la droite de jonction Z0 sur le point K, et menons sur 
celle-ci la perpendiculaire AK. D&s lors, en raison d’un lemme 
6tabli precedemment, le rectangle compris sous les droites Ar, BA 
devient equivalent au carr6 de la droite ZK, et le rectangle com- 
pris sous les droites AB, TA equivalent au carre de la droite 0K ; 
par consequent, la droite restante Z0 est Texcedent dont la droite 
qui est en puissance du rectangle compris sous les droites AT, BA 
surpasse celle qui est en puissance du rectangle compris sous les 
droites AB, TA ( 3 ). Menons maintenant la droite ZA par le centre, 
et menons la droite de jonction 0A. Dfcs lors, puisque Tangle droit 
compris sous les droites Z0, 0A est egal a Tangle droit compris sous 
les droites Er, TH, et que Tangle au point A est aussi egal a 
Tangle au point H, il s’ensuit que les triangles sont equiangles ; 
par consequent, la droite EH est a la droite Er comme la 



1. C’est-i-dire autour de la droite AA comme diametre. 

2. On a par hypothese : = AB x BA . Or, BZ 2 = AB x BA et fH* = 

r _ Er 2 Ar x TA 

Ar x TA ; done, -^ 1 , = d'oii, comme le texte : ^ d’ou similitude 

Er 2 TH 2 Er TH 


des triangles rectangles ZBE, HTE, d’oii : ZEB = HEr, d'ou situation des 

points Z, E, H sur une meme ligne droite. 

3. Le lemme XIX, ou proposition 59, a demontre que Ton a : ZK* = 
Ar x BA et ®K 2 = AB x TA, d'oii, comme le texte : ZK — &K = Z@ = 


l/Ar X BA—l/AB X TA. 
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droite AZ est a la droite @Z, c'est-a-dire comme la droite AA 
est a la droite Z0 ; et le carre de la droite EH est done au carre 
de la droite EI\ de meme que le rectangle compris sous les droites 
HE, EZ, c'est-a-dire le rectangle compris sous les droites AE, EA, 
est au rectangle compris sous les droites BE, EI\ comme le carre 
de la droite AA est au carre de la droite Z0 ( 1 ). Et le rapport du 
rectangle compris sous les droites AE, EA au rectangle compris 
sous les droites BE, Er est singulier et minimum, tandis que la 
droite Z0 est l’exc6dent dont la droite qui est en puissance du 
rectangle compris sous les droites AT, BA surpasse celle qui est 
en puissance du rectangle compris sous les droites AB, TA, 
[e’est-i-dire l'excedent du carre de la droite ZK sur le carre de 
la droite 0K] ( 2 ) ; de sorte que le rapport singulier et minimum 
est le meme que celui du carr6 de la droite AA au carre de 
l’excedent dont la droite qui est en puissance du rectangle com- 
pris sous les droites AT, BA surpasse celle qui est en puissance 
du rectangle compris sous les droites AB, TA ( 3 ) ; ce qu’il fallait 
demontrer. 


i. La droite ZA est un diam^tre ; done, le triangle Z 0 A est rectangle en 0 . 
Or, le triangle ErH est rectangle en T par construction, et les angles en A, H 
qui s’appuient sur le meme arc sont 6gaux ; done, les triangles Z 0 A, ErH sont 

semblables, d’oii : Or, AA =* AZ ; done, comme le texte: = ^, 

d’ou : Or, la similitude des triangles ErH, EBZ donne : — =— , 

Er* ©z* be Er 

9 \ BH X ZB 

d’oii : g -j g y Er ~ ET 3 0U ’ consi< ^ rant c l ue l' on a (Euclide, liv. Ill, prop. 35, 


enonc6e p. 149, n. 5) : AE x EA = EH x ZE, il vient : A — = d’oii 

BE X Er TE 2 


comme le texte : 


AE X EA _ A A 2 
BE X Er ©Z 5 ' 


2. La phrase plac6e entre crochets est consid^ree par Hultsch comme ayant 
ete interpolee (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 758, 1 . 28). 

3. On a demontre p. 585, n. 3 que l’on a : @Z = j/atITba— y^BxTA; 

done, la demi^re expression de la note 1 ci-dessus devient : = 

* DT? v £17. 
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RAPPORT SINGULIER DE LA TROISIEME INJONCTION 
DU SECOND PROBLEME. 

XXII. 

Proposition 62. — Trois droites AB, BIY TA Etant donnees 
de nouveau, s’U se fait que le carre de la droite AE est au carrE 
de la droite ET comme le rectangle compris sous les droites AA, AB 
est au rectangle compris sous les droites AT, IE, le rapport 
singulier et minimum [est celui du rectangle compris sous les 
droites AE, EB au rectangle compris sous les droites IE, EA (*). 
Des lors, je dis que] ( 2 ) ce rapport est celui du carre de la somme 
de la droite qui est en puissance du rectangle compris sous les 
droites AT, BA et de la droite qui est en puissance du rectangle 
compris sous les droites AA, BT au carre de la droite AT ( 3 ). 

Menons du point E la droite EZ perpendiculaire sur la 
droite AA ; prolongeons-la ; que le carre de la droite ZA soit 
Equivalent au rectangle compris sous les droites AA, AB, et 
menons la droite HT parallEle a la droite ZA. DEs lors, puisque 
le carre de la droite AE est au carrE de la droite EI\ c’est- 
a-dire le carrE de la droite A Z au carrE de la droite TH, comme 
le rectangle compris sous les droites AA, AB est au rectangle 
compris sous les droites AT, IE, et que le rectangle compris 
sous les droites AA, AB Equivaut au carrE de la droite ZA, il 
s’ensuit que le rectangle compris sous les droites AT, IE Equivaut 


z. Simson a rttabli conjecturalement comme suit l'tnonct de ce troisitme 
cas imposE du second problEme du second livre de La Section diterminie, oil 
intervient le rapport singulier minimum (cfr. loc. cit., p. 169) : « Ratio autem 
minima ita determinate. Ostensum fuit, Datis in recta linea quatuor punctis 
A, B, C, D, si fiat ut rectangulum ADB ad rectangulum ACB, ita quadratum 
ex D£ ad quadratum ex EC, fore E punctum quod facit minimam rationem 
rectanguli AEB ad rectangulum CED. Ostendendum nunc est hanc eandem esse j 
ei quam habet quadratum rectae lineae quae constat ex ea quae potest rectan- : 
gulum ACBD et ex ea quae potest rectangulum ad quadratum ex DC ». 

2. La phrase mise entre crochets a ete reconstitute par Hultsch (Cfr. loc. cit., 

vol. II, p. 760, 1 . 10). 

3. On doit done demontrer la relation : ^ X — - * = 

AE x EB 
TE x EA' 

Pappus d’Alexandrif". — TT “ 


PAPPUS d'alexandrie 




2 aussi au carre de la droite TH (*). 

Menons les droit es de jonction AZ, ZB, 
AH, HB ( 2 ). Des lors, puisque le rectan- 
gle compris sous les droites AA, AB 
equivaut au carre de la droite AZ, 
1' angle compris sous les droites BZ, ZA 
est egal a celui qui est compris sous les 
a droites ZA, AB. Or, l'angle compris 
sous les droites BH, Hr est aussi egal 
a celui qui est compris sous les droites 
h BA, AH ( 3 ). Mais, l’angle compris sous 

les droites BZ, ZA est aussi egal a 
celui qui est compris sous les droites B0, 0H ; done, les angles 
compris sous les droites B0, 0H et sous les droites BH, H0, 
constituant l’angle compris sous les droites KB, BZ (si l’on pro- 
longe la droite BK), valent l’angle compris sous les droites AA, 
AK ; de sorte que les points A, A, B, K sont dans un cercle ( 4 ). 
En consequence, en vertu de ce qui a 6te expose anterieurement, 
les angles situes aux points K, A sont droits ( 5 ). Menons main- 


Ad 2 A A y AD 

i. On a par hypoth^se : — — j = A p ~ x les triangles semblables, ZEA, 


AA X AB 


HEr donnent : ; done, corame le texte : Or, on a par 

th Er rip at^x r b r 

construction : AZ* =* AA x AB ; done, comme le texte : TH* — AT x TB. 

2. Le texte sous-entend ici que la droite HT est prolongee jusqu’au point 
de rencontre © avec la droite ZB. 

3. On a par construction : AZ* — AA x AB, d'oii : — d’ou similitude 

Uk jd AZ 

des triangles BAZ, AAZ ayant Tangle en A commun ; done : BZA = ZAB (I). 

PH AT 

D autre part, la relation de la note 1 ci-dessus donne : — — =_±, d'ou 

r b rH 

similitude des triangles BTH, HTA ayant Tangle en T commun ; done, comme 
le texte : BHr = BAH (II). 

4. Explicitement : Les droites AZ, H© sont parall&les par construction ; 

done, comme le texte : BZA = B©H, d'ou, en presence de l’egalite (I) de la 

note pr^cedente : ZAB = B©H. D’autre part, on a l'6galit6 (II) de la 

note pr^cedente : BHT ou BH© = BAH. Or, B©H + BH© = KBZ ; done : 

ZAB + BAH = KAA = KBZ. Or, KBZ + KB A = 2 droits; done : KAA -f KBA = 
2 droits ; done, comme le texte, les points A, A, B, K sont concycliques. 

5. Voir lemme XX ou proposition 60 (p. 583). 


»v ti 
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tenant la droite BM perpendiculaire sur la droite ZA ; menons la 
droite de jonction AN, et prolongeons-la jusqu’au point S ; il 
s'ensuit que cette droite est perpendiculaire sur la droite ZA (*) 
et qu’elle est parallele a la droite HA ( 2 ). Derechef, prolongeons 
la droite de jonction Hr jusqu’au point 0 ; il s’ensuit que cette 
droite est perpendiculaire a la droite BN (car la droite ZA est 
aussi perpendiculaire sur la droite MB) ( 3 ). Des lors, puisque le 
rectangle compris sous les droites Ar, FB equivaut au carre de 
la droite TH, l'angle compris sous les droites BH, Hr est done 
egal a celui qui est compris sous les droites HA, Ar ( 4 ). Mais, 
l'angle compris sous les droites BH, Hr, consider^ dans le 
cercle, est egal a celui qui est compris sous les droites TN, NB ( 5 ), 
tandis que l’angle compris sous les droites HA, AB, consictere 
dans la parall&le, est dgal k celui qui est compris sous les 


I. Dans le triangle quelconque BZA.les perpendiculaires abaiss6es des sommets 
sur les cdt£s opposes se coupent en un m&me point, et N 4 tant le point de 
rencontre des droites ZE, BM, perpendiculaires par construction, il s'ensuit que 
la droite de jonction AN est perpendiculaire sur la droite ZA. Ce raisonnement 
ne d£coule cependant pas directement d’une proposition formelle d’Eudide, 
et Pappus doit done sous-entendre ici quelque demonstration plus d6tourn6e. 
Une premiere reconstitution de cette demonstration a £t£ tent6e par Commandin. 
Elle se base sur diverses propositions d'Euclide, mais, outre sa prolixity, die 
est erron£e (Cfr loc. cit., p. 298, 1 . 45, k p. 299, 1 . 18). Une autre reconstitution 
est due k Simson (Cfr. loc. cit., p. 171). En void le texte, un peu abr6g£ par 
Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 763, en note) dans un latin trop facile pour que 
nous devions le traduire : « Quoniam anguli AMN et AEN recti sunt, puncta 
A, E, N, M sunt in drculi circumferentia. Sed quia triangulis orthogoniis ABM 
et AZE communis est angulus BAZ, reliquus igitur ABM rdiquo AZE aequalis 

est, sive EBM = EZM ; ergo pimeta B, E, M, Z in circuli circumferentia sunt. 

Ergo, juncta EM, in segmento MN erit MAN = MEN (sive MEZ) et, in segmento 

MZ, MEZ * MBZ. Ergo, in triangulis ZA 3 et ZBM anguli ZA 3 et ZBM aequales 
sunt, et iisdem communis est angulus BZA ; itaque reliqui anguli Z 3 A et ZMB 
aequales sunt. Sed erat BM perpendicularis ad ZA ; ergo etiam A 3 perpendi- 
cularis est ad ZA. » 


2. Parce qu’on a d 6 montr 4 que l'angle A est droit. 

3. On a par construction : ZA perpendiculaire k MB et Hr parallele k ZA. 

4. Ce qui a ddji ete demontre plus haut dans le passage ou l'angle HAr est 
design^ angle BAH (voir note). 

5. Dans le triangle acutangle BNH, la droite BE est perpendiculaire sur NH 
par construction, et on a demontre que NO est perpendiculaire sur BN ; done, 
la droite Nn, qui passe par le point de section T, est perpendiculaire sur la 
droite BH ; done, les points n, O sont sur la circonference du cercle de 
diam&tre HN ; done, les angles IIHO, ONII, qui s'appuient sur le meme arc 
sous-tendu par la corde II O sont egaux, e’est-a-dire que 1 'on a, comme le texte ; 

BHT = fNB. 


J 
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droit es BA, AN ; par consequent, 1* angle compris sous les droit es 
BN, Nr est egal a celui qui est compris sous les droites BA, AN ; 
done, le rectangle compris sous les droites AB, Br equivaut au carre 
de la droite BN ( x ). Or, puisque, dans le triangle BAZ, la 
droite AN3 est menee perpendiculairement, et que les droites 
ZN, NB sont brisees contre cette droite, il s’ensuit que l’excedent 
des carres des droites ZA, AB equivaut a l’excedent des carres des 
droites ZN, NB ( 2 ). Mais, l’excedent des carres des droites ZA, AB 
est le rectangle compris sous les droites AB, BA ; done, l’excedent 
des carres des droites ZN, NB est aussi le rectangle compris sous 
les droites AB, BA. Or, le rectangle compris sous les droites AB, 
Br equivaut aussi au carre de la droite BN ; done, la droite NZ 
est celle qui est en puissance du_ rectangle compris sous les 
droites Ar, BA ( 3 ). 

Derechef, puisque l’excedent des carres des droites HN, NB 
est egal a l’excedent des carres des droites Hr, HB ( 4 ), mais que 
l’excedent des carres des droites Hr, fB est le rectangle compris 


I. On a demontre n. 3, p. 588 que l’on a : BHr — HAr (ou HAB), d'ou, en 

presence de l’egalite de la note precedente : TNB = HAB. Or, le parallelisme 

des droites HA, AS donne : HAB = BAN, d'oii, comme le texte : TNB = BAN ; 
done, les triangles BrN, BNA, qui ont l'angie en B commun, sont semblables, 

d’oii : — , d’oii, comme le texte : AB x Br = BN*. 

15JN X>1 


2. Considerant le triangle ZAB dans lequel les droites ZN, NB relient les 
extremites de la base ZB k un point d e la perpendiculaire abaissee du so mmet 
sur cet tc base, on a : HA* = Z A* — ZS* = AB* — B 5 *, d’oii : ZA 2 — AB* = ZS* — BE*, 
et N 5 * = ZN* — ZS* = NB* — BS*, d’oii ZN* — NB* = ZS* — BS*; done, comme le 
texte : ZA* — AB* = ZN* — NB*. Pappus demontrera la meme relation k la 
proposition 120 pour le cas limite oil le point N se confond avec le pied 3 de 
la perpendiculaire. 

3. On a par construction : ZA* = AA x AB. Or, considerant la droite AA 
divisee en deux parties inegales en B, on a (Euclide, liv. II, prop. 3, en oncee 
p. 232, n. 2) : AA X AB — AB X BA + BA* ; done : ZA* = AB X BA + BA*, 
d’oii, comme le texte : ZA* — BA* = AB x BA ; d'oii, en presence de la demiere 
egalite de la note precedente : ZN* — NB* = AB x BA, d’oii, en presence de la 
derni&re egalite de la note 1 ci-dessus : ZN* — BA x Br = AB x BA, d'ou : 
ZN* = (AB -f- Br) BA = Ar x BA, d'oii, comme le texte : ZN = \/ Ar x BA. 

4. Considerant le triangle BNH dans lequel les droites Br, TH relient les 
extremites de la base BH k un point T de la perpendiculaire abaissee du sommet 
sur cette base, on a : Nn*= HN 2 — Sh* = NB* — BH 2 , d’o u : HN* — NB* = 
nH*— sn*, et rn* = Hr* — Hh 2 = r5* — Bn*, d'ou: Hr*— tb* = hh 2 — Bn*; 
done, comme le texte : HN* — NB 2 = Hr* — TB*. 
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sous les droites AB, Br, il s’ensuit que l’excedent des carres des 
droites HN, NB est aussi le rectangle compris sous les droites 
AB, Br. Or, le rectangle compris sous les droites AB, Br equivaut 
aussi au carr6 de la droite BN ; done, la droite NH est celle qui 
est en puissance du rectangle entier compris sous les droites 
AA, Br ( 1 ). Mais, la droite ZN est celle qui est en puissance du 
rectangle compris sous les droites Ar, BA ; [done, la droite 
entire ZH est celle qui est en puissance du rectangle compris 
sous les droites AA, Br] ( 2 ) augmentee de celle qui est en puis- 
sance du rectangle compris sous les droites Ar, BA ( 3 ). 

Puisque Tangle compris sous les droites ZK, KH est droit et 
que la droite AE est perpendiculaire, le rectangle compris sous 
les droites AE, EB equivaut done au rectangle compris sous les 
droites ZE, EH. En consequence, le rectangle compris sous les 
droites ZE, EH est k celui qui est compris sous les droites TE, EA 
comme le rectangle compris sous les droites AE, EB est a celui 
qui est compris sous les droites TE, EA ( 4 ). Or, le carre de la 
droite [ZH est au carre de la droite] ( 5 ) TA comme le rectangle 
compris sous les droites ZE, EH est au rectangle compris sous 
les droites TE, EA ; done, le carre de la droite ZH est aussi au 
carre de la droite TA comme le rectangle compris sous les droites 
AE, EB est au rectangle compris sous les droites TE, EA. Et le 
rapport du rectangle compris sous les droites AE, EB au rectangle 


1. On a d6montr£ n. 1, p. 588 que l'on a : Hr* = Ar x Br. Or, consid&rant 
la droite AT divisee en parties inegales en B on a (Euclide, liv. II, pro p. 3 , 
£noncee p. 232, n. 2) : Ar x Br = AB x BT + Br 8 ; done Hr 8 ** AB xBr+ BT*, 
d’oii : Hr 8 — BT 8 = AB x B r, d’ou, en presence de la derai&re £galit 4 de la 
note pr6c6dente, on a : HN* — NB 8 = AB x Br, d'ou, en pre sence de la relation 
demontr^e (voir n. 1, p. 590) : AB x BT = NB 8 , il vient : HN* — AB X Br = 
AB x Br, d’ou : HN* = (AB -f- AB) Br = AA x Br, d’oii, comme le texte : 
HN * j/ AA X Br. 

2. Restauration due & Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 764, 11 . 27-28). 

3. La somme des deux expressions des notes prec£dentes donne done, comme 
le texte : ZN -f HN = ZH = |/Ar x BA + j/AAxBr. 

4. Considerant les triangles rectangles AKB, HBB opposes au sommet on ia. : 

KAB = BHE ; done, les triangles rectangles AEZ, HGB, qui ont les angles en A 

7F A E 

et H 6gaux, sont semblables ; done : ^ d’ou : ZE X EH = AE X EB, 

Jbi5 £i£l 

„ . ZE X EH AE X EB 
* TE X EA ~ TE X EA* 

5. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 302, 1 . 13). 
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compris sous les droites, FE, EA est singulier et minimum, tandis 
que la droite ZH se compose de la droite qui est en puissance 
du rectangle compris sous les droites Ar, BA [et de celle qui est 
en puissance du rectangle compris sous les droite AA, Br] (*) ; 
donc.le rapport singulier et minimum est le meme que celui du carre 
de la droite composee de celle qui est en puissance du rectangle 
compris sous les droites Ar, BA et de celle qui est en puissance du 
rectangle compris sous les droites AA, Br au carr6 de la droite TA ( 2 ). 


POUR LA TROISIEME INJUNCTION DU TROISIEME 

PROBLEME. 


XXIII. 


Proposition 63. — Que la droite AB soit 6gale k la droite TA 
et que le rectangle compris sous les droites BE, ET soit plus 
grand que celui qui est compris sous les droites AB, BA ; je dis 
que le rectangle compris sous les droites BE, Er excede celui 
qui est compris sous les droites AE, EA de celui qui est compris 
sous les droites BA, Ar ( 3 ). 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites BE, Er 
equivaut au rectangle compris sous les droites Br, TE augmente 
du carre de la droite Er, c’est-k-dire augmente du rectangle com- 
pris sous les droites TE, EA 

. — .. conjointement avec le rectangle 

A B r A E compris sous les droites Er, TA; 


1. Lacune combine par Commandin {Ibidem). 

2. Les triangles semblables ZEA, HET donnent 


ZE 8 ZE X EH 
EA 5- EA X TE 

ZE 8 ZH 8 

EA 2 Ta* 


. Or, la relation (I) donne aussi : 


ZE 


ZE EH 
EA TE 
ZE + EH 


(I), d'ob : 


EA 


ZH , . 
=r — , d ou : 
EA + TE T A 


done, comme le texte : 


ZH 8 ZE X EH 


r a 


derai^re relation de la note 4 de la page 591 


EA x TE 

ZH 8 


d’oii, en presence de la 
AE X EB 


Or, on a 


r A 8 TE x EA* 

demontre (n. 3, p. 591) que l’on a : ZH = |/ AT x BA + j/ AA x BE ; done, 

comme le texte : (l/ AT xbS + |/AA^Br)« _ A E x EB 

TA 8 TE x EA 

3. Cette proposition est identique k la proposition 24 (ou lemme IV) 
demontree d’une autre mani&re. Voir p. 534. 
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mais, que le rectangle compris sous les droites Br, TE, conjoin- 
tement avec celui qui est compris sous les droites Er, TA, 
constitue le rectangle entier compris sous les droites BA, TE, 
c’est-a-dire le rectangle compris sous les droites Ar, TE, il 
s’ensuit que le rectangle compris sous les droites BE, Er equivaut 
au rectangle compris sous les droites Ar, TE augmente du 
rectangle compris sous les droites TE, EA. Mais, le rectangle 
compris sous les droites Ar, TE equivaut a celui qui est compris 
sous les droites Ar, EA augmente de celui qui est compris 
sous les droites AT, TA ; tandis que le rectangle compris sous les 
droites AP, EA, conjointement avec celui qui est compris sous 
les droites rE, EA, est le rectangle entier compris sous les 
droites AE, EA. On obtient done le rectangle compris sous les 
droites BE, Er Equivalent a celui qui est compris sous les droites 
AE, EA augments de celui qui, compris sous les droites AP, PA 
constitue le rectangle compris sous les droites BA, Ar ; de sorte 
que le rectangle compris sous les droites BE, Er excede celui qui 
est compris sous les droites AE, EA de celui qui est compris 
sous les droites BA, Ar ; ce qu'il fallait dEmontrer ( 1 ). 


RAPPORT SINGULIER DE LA TROISIEME [INJONCTION 
DU TROISIEME] ( 2 ) PROBLEME ( 3 ). 

XXIV. 

Proposition 64. — Trois droites AB, BP TA Etant donnEes 
et une droite AE leur Etant ajoutEe, s’il se fait que le carrE de 
la droite BE est au carrE de la droite ET comme le rectangle 


1. Considerant la droite BE partagee en parties inegales en r, on a 
(Euclide, liv. II, proposition 3, enoncee p. 232, n. 2) : BE x Er = 
Br X TE + TW = Br X TE + TE (EA 4- TA) = Br X TE+ TE xEA+TExTA 
Or, Br X TE + TE x TA = BA x TE, d’oii, considerant que l'on a par 
construction : AB = TA, d’ou : Ar = BA, on a : BA x TE = Ar x TE ; 
done : BE x TE = TE x EA -(- Ar x TE = TE x EA -f Ar (EA + TA) = 
TE X EA+ Ar X EA + Ar X TA = AE X EA+ Ar X TA = AE X EA-f-BA X TA. 

2. Restauration de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 768, 1 . 1), d'apr&s la 
conjecture de R. Simson {loc. cit., p. 57). 

3. Le troisieme cas de disposition des points du troisieme probleme du second 
livre de La Section determinee d’Apollonius a fait l'objet d'une reconstitution 
conjecturale de la part de Simson {loc. cit., p. 1 88) qui doane 1 ’enoacS suivaat : 
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compris sous les droites AB, BA est au rectangle compris sous 
les droites Ar, TA, le rapport singulier et maximum est celui 
du rectangle compris sous les droites AE, EA a celui qui est 
compris sous les droites BE, EF. Des lors, je dis que ce rapport 
est le meme que celui du carre de la droite AA au carre de la 
somme de la droite qui est en puissance du rectangle compris 
sous les droites Ar, BA et de la droite qui est en puissance du 
rectangle compris sous les droites AB, TA (*■). 

Decrivons le demi-cercle AZHA sur la droite AA, et menons 
les droites BZ, TO perpendiculaires sur la droite AA. Des lors, 
puisqu'il se fait que le carre de la droite [BE] ( 2 ) est au carre de 

la droite Er comme le rectangle 
compris sous les droites AB, BA 
est a celui qui est compris sous 
les droites AP, TA, mais que, 
dans le demi-cercle, le rectangle 
compris sous les droites AB, BA 
equivaut au carre de la droite BZ, 
et que le rectangle compris sous les droites Ar, TA equivaut au 
carr6 de la droite TO, il s’ensuit que le carre de la droite BE 
est au carr6 de la droite Er comme le carre de la droite BZ est 
au carre de la droite TO et qu’il en est ainsi en longueurs ( 3 ). 
De plus, les droites BZ, TO sont par alleles ; done la ligne qui 
passe par les points Z, H, E est droite ( 4 ). Soit la droite ZHE, 



« Ratio autem maxima determinatur ita. Ostensum fuit, Datis in recta linea 
quatuor punctis A, B, C, D, si fiat, addita quadam DE, ut rectangulum ABD 
ad rectangulum ACD, ita quadratum ex BE ad quadratum ex CE, fore E 
punctum quod facit maximam rationem rectanguli AED ad rectangulum BEC. 
Ostendendum nunc est rationem hanc eandemesse ei quam habet quadratum ex AD 
ad quadratum rectae lineae quae componitur ex ea quae potest rectangulum ACBD 
et ex ea quae potest contentum ABCD ». 

1. II faut done demontrer que, dans le cas de l’injonction des points tels que 

., .. BE 2 AB x BA . AE X EA AA 2 

on “ : Ir 1 ~ Ar x ta’ on a aussl : be x Er (j/Ar x ba+i/ab x ta) s . 

2. Lacune combine par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 304, 1. 17). 

3. C’est-a-dire en premiere puissance de ces droites. 

BE 2 AB X BA 

4. On a par hypothfcse : = - y -. Or, on a dans le demi-cerde : 

BZ* = AB x BA et fH 2 = Ar x TA; done: = d’ou: — = — ; relation 

Er 2 rH 2 Er th 

qui, en presence du paralldisme des droites BZ, TH, indique que les points 
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prolongeons-la, et me nons-luiles perpendiculaires A®, AK. Des 
lors, puisque le rapport du rectangle compris sous les droites 
AE, EA au rectangle compris sous les droites BE, EF est singulier 
et maximum ; mais, que le rectangle compris sous les droites 
ZE, EH [equivaut au rectangle compris sous les droites AE, EA]( X ), 
il s’ensuit que le rapport singulier et maximum est le meme que 
celui du rectangle compris sous les droites ZE, EH au rectangle 
compris sous les droites BE, Er ( 2 ). Or, considerant les paralleles, 
le carre de la droite HE est au carre de la droite Er, c’est-a-dire 
le carre de la droite AE est au carre de la droite E®, [comme le 
rectangle compris sous les droites ZE, EH est au rectangle com- 
pris sous les droites BE, Er] ( 3 ) (car les points ©, A, T, H sont 
dans un cercle, parce que les angles aux points ©, T sont droits) ; 
tandis que, considerant les paralleles, le carre de la droite AA 
est au carre de la droite ©K comme le carre de la droite EA est 
au carre de la droite E© ; par consequent, le rapport singulier 
et maximum est celui du carre de la droite AA au carre de la 
droite ©K ( 4 ). Or, la droite ©K est celle qui est en puissance du 


Z, H, E sont en ligne droite, comme il a et£ d6montre k la proposition 13 du 
livre IV (voir p. 159 et notes) de deux manures difterentes : la premiere, par 
l’absurde, et la seconde au moyen du parall&ogramme auxiliaire determine par 
une paraltele k BA men^e du point Z jusqu’Sk. la rencontre avec la droite TH 
prolong^ et la consideration de triangles semblables. 

1. Lacune combine par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 304, commentaries, 1 . 5). 

2. Le lemme admet comme d6montr6 dans la proposition perdue d 'Apollonius 
que , si la segmentation de la droite AE est dltermin£e par la relation : 
BE 5 * AB X BA 

ET^ ~ Ar r x~r r A’ * e ra PP ort singulier et maximum qui afiecte cette droite est: 

BE x ~ Er ‘ 0r ’ ^ 684 d6montr ^ 9 ue les droites ZH, HE sont dans le prolonge- 

ment l’une de l’autre ; done, considerant les secantes EZ, EA on a (Euclide, 
liv. Ill, prop. 36, 4 noncee p. 142, n. 4) : ZE x EH = AE x EA ; done, comme 
. AE X EA _ ZE X EH 
■ BE X Er BE X Er' 

3. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 304, commentaries, 1 . 37). 

EH ZE EH* ZE x EH 


4. Les paralleles BZ, TH donnent : — = - 


d'oii 


• Or, 


Er be' ’ ' Er* be x Er 
les angles ©, T etant droits, les points 0 , A, T, H sont sur la circonterence 
de cercle de diam£tre AH, d'oii, considerant les secantes de ce , cercle : 


AE x Er 


E 0 x EH, d'ou : — = — , d'ou: ^5=1*2*; 

E© Er E 0 5 IF 


done, comme le 


texte : Or, le parallelisme des droites A@, AK donne: 
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rectangle compris sous les droites Ar, BA augments de celle qui 
est en puissance du rectangle compris sous les droites AB, TA ; 
de sorte que le rapport singulier et maximum est le meme que 
celui du carre de la droite AA au carre de la somme de la droite 
qui est en puissance du rectangle compris sous les droites Ar, BA 
et de la droite qui est en puissance du rectangle compris sous 
les droites AB, TA (*). 

Le premier livre de La Section determine comporte six pro- 
blemes, seize injonctions et cinq determinations, dont quatre sont 
maxima et une minima. Celles qui se rapportent k la seconde 
injonction du second probleme, a la troisieme injonction du 
quatri&me probleme, a la troisieme injonction du cinqui&me pro- 
bleme et a la troisi&me injonction du sixieme probl&me sont 
maxima ; tandis que celle qui se rapporte k la troisi&me injonction 
du troisieme probleme est minima. Le second livre de La Section 
determinee comporte trois probl&mes, neuf injonctions et trois 
determinations, dont deux sont minima et une maxima. Celles 
qui se rapportent a la troisieme injonction du premier problfcme 
et a la troisieme injonction du second probleme sont minima ; 
tandis que celle qui se rapporte ci la troisieme injonction du 
troisieme probleme est maxima. 


PREMIER LIVRE DES INCLINAISONS. 

LEMME UTILE POUR LE PREMIER PROBLEME. 

I. 

Proposition 65. — Soient la droite AB plus grande que la 
droite TA et le rectangle compris sous les droites AE, EB equi- 


J, v AA 1 2 AE 2 , AA- &UJ X Jim J, . , , , , 

dou : =*====3 done =5 = =-=: d ou, en presence de la deraiere 

K © 2 E © 2 K © 2 BE x Er’ v 

AE X EA A A 2 

expression de la note 2 de la page 595 on a, comme le texte : = ===-r. 

r r o RR v Er K © 2 


done : 


ZE x EH 


1. On a : _K© = ©H + HK. Or, on a demontr^ (prop. 59 ou l emme XI X) 
que l'on a : ©H 2 = Ar x BA et HK 2 = AB x TA ; done : K 0 == \/ Ar xBA + 
|/AB x Ti ; done, la demi&re relation de la note precedente devient : 

AE x EA AA 2 


\ 
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valent an rectangle compris sous les droites TZ, ZA; je dis que 
la droite AE est plus grande que la droite TZ. 

Coupons les droites AB, TA respectivement en deux parties 
4gales aux points H, 0, et il est done clair que la droite HB est 
plus grande que la droite 0A. Des lors, puisque le rectangle 
compris sous les droites AE, EB equivaut au rectangle compris 
sous les droites TZ, 7A, et que le 

carr4 de la droite HB est plus ~ ~ j — * — “ 

grand que celui de la droite 0A, il , , t 

s’ensuit que le rectangle compris r e a Z 

sous les droites AE, EB, conjoin- 

tement avec le carre de la droite [HB, est plus grand que le 
rectangle compris sous les droites TZ, ZA conjointement avec le 
carre de la droite] (*) 0A. Mais, le rectangle compris sous les droites AE, 
EB, conjointement avec le carre de la droite HB, 6quivaut au carr4 
de la droite HE, tandis que le rectangle compris sous les droites 
TZ, ZA, conjointement avec le carr6 de la droite 0A, Equivaut 
au carre de la droite Z0 ; done, le carr6 de la droite HE est plus 
grand que celui de la droite 0Z ; en sorte que la droite HE est 
plus grande que la droite 0Z. Or, la droite AH est aussi plus 
grande que la droite T0 ; done, la droite enti&re AE est plus 
grande que la droite enti&re TZ ( 1 2 ). 

Pareillement encore, si la droite AB est plus petite que la 
droite TA, et si le rectangle compris sous les droites AE, EB 
4quivaut au rectangle compris sous les droites TZ, ZA, la droite 
entire AE sera plus petite que la droite entiere TZ. 

II. 

Proposition 66 . — Soit la droite AB plus grande que la 
droite TA, et coupons la droite TA en deux parties egales au 


1. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 305, 1 . 36). 

2. On a par hypoth^se : AB > TA, d'ou : ^ AB > | TA ou : HB > ©A. Or, on a 

par hypothese : AE x EB = TZ x ZA ; done : AE x EB+ HB 2 > TZ x ZA + ©A 2 . 
Or, considerant la droite AB coupee en deux parties egales en H, k laquelle on 
ajoute la droite BE, on a (Euclide, liv. II, prop. 6, enoncee p. 43, n. 3) : 
AE x EB-f HB 2 = HE 2 et, de meme, pou r la droite TA a laquelle est ajoutee 
la droite AZ, on a : TZ x ZA + ©A 2 = ©Z 2 ; done : HE 2 > ©Z 2 , d'ovt : HE > 9 Z. 
Or : AH > r© ; done : AH + HE > T© -f- 0 Z ou, comme le texte : AE > rz. 
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point E. Des lors, il est clair qu’il est possible d’appliquer, suivant 
la droite AB, un rectangle equivalent a celui qui est compris sous 
les droites TE, EA ; car le rectangle compris sous les droites 
TE, EA equivaut au carre de la droite TE; tandis que le carre 
de la droite TE est plus petit que le carre de la moitie de la 
droite AB ( x ). Appliquons ce rectangle ; que ce soit celui qui est 

compris sous les droites AZ, ZB, 
et que la droite AZ soit plus 
grande que la droite ZB. En 
consequence, il est de nouveau 
manifeste que la droite AZ est 
plus grande que la droite TE, et que la droite BZ est plus 
petite que la droite EA. 

En effet, la droite AZ est [plus grande] ( 1 2 ) que la moitie de 
la plus grande droite, et la droite TE est la moitie de la plus petite 
droite ( 3 ) ; [done, la droite AZ est plus grande que la droite TE] ( 4 ); 
ce qu’il fallait demontrer. 



III. 

Proposition 67. — Soient de nouveau le rectangle compris 
sous les droites AZ, ZB equivalent a celui qui es£ compris sous 
les droites PE, EA et la droite AB plus petite que la droite TA. 
Soient, en outre, la droite AE plus petite que la droite Er et la 
droite BZ plus petite que la droite ZA ; je dis que la droite AZ 
est aussi plus petite que la droite TE. 

Coupons les droites TA, AB en deux parties Egales aux 
points H, 0 ; il s’ensuit que la droite A0 est plus petite que la 


1. C’est-k-dire que l’on peut construire un rectangle Equivalent k TE x EA 
dont la somme des cotes adjacents k un angle est AB ; car TE X EA = TE a , 

et, par hypothese : TA < AB, d’oii : TE < ^ AB, d'oh : TE x EA < . 

2. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 306, 1 . 11). 

3. Le texte presente ici l’interpolation intempestive : d)$ Be r\ AZ tcoo? tt^v TE, 

EA AZ 

outw^ \ EA rpo; ttiV ZB, e’est-a-dire : — pg (Cfr- Hultsch, loc. cit., vol. II, 

p. 772, 1. 20). 

4. Restauration conjecturale de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 772, 1 . 21) 
basee sur la phrase « minor igitur est ZB quam EA » que Commandin ajoute daus 
sa version latine, en faisant remarquer : « Haec nos addidimus perspicuitatis 
causa » (Cfr. loc. cit., p. 306, 1 . 16). 
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droite TH ; de sorte que le carre de la droite A0 est aussi plus 
petit que le carre de la droite TH. 

Mais, le carre de la droite A0 
equivaut au rectangle compris sous 
[les droites AZ, ZB augmente du 
carre de la droite Z0, et le carre 
de la droite TH equivaut au rectangle compris sous] ( x ) les 
droites TE, EA augmente du carre de la droite HE ; done le 
rectangle compris sous les droites AZ, ZB, conjointement avec le 
carre de la droite Z0, est plus petit que le rectangle compris 
sous les droites TE, EA conjointement avec le carre de la droite HE. 
En consequence, le carre restant de la droite 0Z est plus petit 
que le carre de la droite HE ; done, la droite 0Z est plus petite 
que la droite HE. Or, la droite A0 est aussi plus petite que la 
droite TH ; done, la droite entiere AZ est plus petite que la 
droite enti&re TE ( 1 2 ), et la droite rest ante est plus grande que la 
droite restante ( 3 ). 


A 0 Z B 

r H BA 


IV. 

Proposition 68. — Soit maintenant la droite AB de nouveau 
plus grande que la droite TA, et coupons la droite TA en un 
point E, de telle sorte que la droite AE ne soit pas plus petite que 
la droite EI\ D&s lors, il est clair qu’il est possible d’appliquer 
a la droite AB un rectangle qui, defaillant d'un carre ( 4 ), soit 
equivalent a celui qui est compris sous les droites TE, EA ( 5 ). 


1. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 307, 1 . 1). 

2. Considerant la droite AB coupee en parties 6gales en 0 et inSgales en Z , 
on a (Euclide, liv. II, prop. 5, 6nonc6e p. 233, n. 3) : AZ X ZB + Z0* = A0*, 
et, de meme pour la droite TA coupee en parties egales en H et in£gales en E, 
on a : TE X EA + HE* = TH*. Or, par hypoth&e : AB < TA, d'oii : A0 < TH ; 
done, comme le texte : AZ x ZB+ Z0* < £E x EA + HE*. Or, par hvpoth^se, 
on a aussi : AZ x ZB = TE X EA ; done : Z© 2 < HE*, d'ofc : Z0 < HE, d'oii : 
A0 + Z0 < TH 4- HE ou, comme le texte : AZ < TE. 


3. La relation d’hypoth&se AZ x ZB — TE x EA donne : 


AZ_EA 
TE ZB' 


d'oii. 


en presence de la d emigre inegalite de la note precedente, on a : 
ZB = AB — AZ > EA = TA — TE. 

4. i'hkziTzov TexpaYwvw, qui manque ou est defaillant d'un tetragone (carre). 

5. Le rectangle applique sur la droite AB qui, a defaut d'un carre, est 
equivalent au rectangle TE, EA, aura done pour cdtes x et AB — x et comme 
aire ABx — x 2 = FE x EA. 
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En effet, puisque la droite AE n’est pas plus petite que la droite Er, 
elle est soit egale a cette droite, soit plus grande qu’elle. Si elle 
lui est [egale] ( 1 ), le rectangle compris sous les droites TE, EA 

equivaut au carre de la moitie 

de la droite TA ; en sorte qu'il 

est plus petit que le carre de la 

f E a moitie de la droite AB ; tandis 

que, si elle est plus grande ( 2 ), le 
A © Z B rectangle compris sous les droites 

TE, EA est, a fortiori, plus petit 

r EH £ que le carre de la moitie de la 

droite AB (car il est aussi plus 
petit que le carre de la moitie de la droite TA) ( 3 ). En consequence, 
il est possible d’appliquer a la droite AB un rectangle qui, defail- 
lant d’un carre, soit Equivalent au rectangle compris sous les 
droites TE, EA ( 4 ). 

Appliquons ce rectangle ; que ce soit celui qui est compris 
sous les droites AZ, ZB, et que la droite AZ soit le grand segment ; 
je dis que la droite ZB est plus petite que la droite TE. 

En effet, puisque la droite AE n'est pas plus petite que la 
droite Er, elle lui est done Egale ou est plus grande. Que la 
droite AE soit d'abord Egale k la droite EI\ Des lors, puisque 
la droite AB est plus grande que la droite TA, et que la droite AZ 
est plus grande que la moitiE de la droite AB, il s’ensuit que la 
droite AZ est plus grande que la droite AE. Et la droite AE est 
a la droite ZB comme la droite AZ est k la droite TE ; done, la 
droite TE est aussi plus grande que la droite ZB ; en sorte que 

1. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 307, 1 . 47). 

2. C’est-i-dire si AE > Er. 

3. Euclide, liv. VI, prop. 27 : « De tous les paraUElogrammes qui sont 
appliques & une meme droite et qui sont dEfaillants de parallelogrammes 
semblables au parallelogramme dEcrit sur la moitiE de cette droite et 
semblablement placEs, le plus grand est celui qui est appliquE k la moitiE de 
cette droite, et qui est semblable k son dEfaut » Voir trad, de Peyrard, vol. I, 
P- 356 . 

4. Euclide, liv. VI, prop. 28 : « A une droite donnEe, appliquer un paral- 
lElogramme qui soit Egal a une figure rectiligne donnEe, et qui soit dEfaillant 
d’un parallelogramme semblable k un paraUElogramme donnE : il faut que la 
figure rectiligne donnee ne soit pas plus grande que le parallElogramme appliquE 
a la moitiE de la droite donnEe ; le dEfaut du paraUElogramme appliquE k la moitie 
de cette droite et le dEfaut de celui qui doit etre dEfaillant d'un paraUElogramme 
semblable Etant semblables entre eux » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 359. 
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la droit e ZB est plus petite que la droite TE (*). Mais, que la 
droite AE soit plus grande que la droite EI\ et coupons la 
droite TA en deux parties egales au point H ; tandis que nous 
coupons la droite AB en deux parties egales au point 0. Des 
lors, puisque la droite AB est plus grande que la droite TA ; que 
la droite 0B est la moitie de la droite AB et la droite TH la moitie 
de la droite TA, il s’ensuit que la droite 0B est plus grande que 
la droite TH ; en sorte que le carr6 de la droite 0B est aussi plus 
grand que le carre de la droite TH. Mais, le carre de la droite 0B 
equivaut au rectangle compris sous les droites AZ, ZB augmente 
du carre de la droite Z0, et le carrd de la droite TH Equivaut 
au rectangle compris sous les droites TE, EA augmente du carre 
de la droite EH ; done, le rectangle compris sous les droites AZ, ZB, 
conjointement avec le carre de la droite Z0, est plus grand que 
le rectangle compris sous les droites TE, EA conjointement avec 
le carr6 de la droite EH ; rectangles dont celui qui est compris 
sous les droites AZ, ZB equivaut k celui qui est compris sous 
les droites TE, EA. En consequence, le carre restant de la 
droite 0Z est plus grand que le carre de la droite EH ; en sorte 
que la droite 0Z est aussi plus grande que la droite EH. Or, la 
droite A0 est aussi plus grande que la droite AH ; done, la droite 
entiere AZ est plus grande que la droite enti&re AE. De plus, 
la droite AE est k la droite ZB comme la droite AZ est a la 
droite TE ; done, la droite FE est aussi plus grande que la 
droite ZB ; en sorte que la droite ZB est plus petite que la 
droite TE ( 2 ) ; ce qu’il fallait demontrer. 

1. Soit, dans le premier cas : AE = EI\ On a par hypoth&se : AB > TA et 

AZ > ZB. D6s lors, AZ > - AB > - TA ou, comme le texte : AZ > AE Or, 

2 2 » re AE 

on suppose avoir pu constraire AZ x ZB = TE x EA, d’ou : ; done 

rE ZB 

(Euclide, liv. V, prop. 14 : « Si la premiere a avec la seconde la m€me raison 
que la troisi&me avec la quatri&me, et si la premiere est plus grande que la 
troisi^me, la seconde sera plus grande que la quatri&me ; si la premiere est egale 
a la troisi&me, la seconde sera egale a la quatri£me, et si la premiere est plus 
petite que la troisi&me, la seconde sera plus petite que la quatri&me ». Voir trad, 
de Peyrard, vol. I, p. 266), TE > ZB ou, comme le texte : ZB < TE. 

2. Soit dans le second cas : AE > EI\ et posons: ©B = - AB et TH = - TA. 

2 2 

Or, on a par hypothfese : AB > TA ; done : ©B > TH, d’ou : ©B 2 > Fh 2 . 
Consid6rant maintenant la droite AB coupee en parties egales en 0 et inegaies 
en Z, on a (Euclide, liv. II, prop. 5, £nonc£ep. 233 , n. 3 ) ; 0B 1 ** iZxZS-f 

I I £ 
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POUR LE SIXIEME PROBLEME. 

V. 

Proposition 69 . — Que la droite AB soit plus petite que la 
droite TA, et que le rectangle compris sous les droites AE, EB 
soit equivalent au rectangle compris sous les droites TZ, ZA ; 
je dis que la droite AE est plus petite que la droite TZ. 

Coupons les droites AB, TA en deux parties egales aux 
points 0, H ; la droite 0B est done plus petite que la droite HA. 
Des lors, puisque le rectangle compris sous les droites TZ, ZA 

equivaut a celui qui est compris 

sous les droites AE, EB, et que 

A le carre de la droite 0B est plus 

r H a 2 petit que le carre de la droite HA, 

il s'ensuit que le rectangle com- 
pris sous les droites AE, EB conjointement avec le carre de la 
droite 0B, ce qui constitue le carrd de la droite 0E, est plus 
petit que le rectangle compris sous les droites TZ, ZA conjoin- 
tement avec le carre de la droite HA, ce qui constitue le carre 
de la droite HZ ; en sorte que la droite E0 est plus petite que 
la droite HZ. Or, la droite A0 est aussi plus petite que la droite TH ; 
done, la droite entiere AE est plus petite que la droite TZ (*). 


et, dc in eme pour la droite TH, divis^e en parties egales en E et inegales en H, 
on a : TH* = TE x EA + EH 2 ; done : AZ X ZB + Z© 2 > TE X EA + EH 2 . 

Or, on suppose avoir pu construire AZ X ZB = TE x EA (I) ; done : 

Z© 2 > EH 2 , d’oii : Z 0 > EH. Or, on a par hypoth^se : A© > AH ; done : 
A 0 4 - Z 0 > AH + EH ou, comme le texte : AZ > AE. Or, l’expression (I) 
AZ ISA 

donne : pg = 2B» done (Euclide, liv. V, prop. 14, Snoncee dans la note pr6- 
cedente) : TE > ZB ou, comme le texte : ZB < TE. 

1. Posons : 0 B = 3 AB et HA == i TA. On a par hypoth&se : AB < TA ; 

done : ©B < HA. Considerant la droite AB coupee en parties egales en ©, k 
laquelle on ajoute BE, on a (Euclide, liv. II, prop. 6, 6nonc6e p. 43, n. 3) : 
AE x EB + ©B 2 == ©E 2 et, de meme pour la droite TA coupee en deux parties 
Egales en H, k laqudle on ajoute AZ, on a : TZ x ZA + HA 2 = HZ* ; done : 
©E 2 — AE x EB < HZ 2 — r^Z x ZA. Or, on a par hypoth^se : AE x EB = 
rz x ZA ; done : ©E 2 < HZ 2 , d'oii : ©E < HZ. Or, on a : A© < TH ; done : 
A© + 0 E < TH -j- HZ ou, comme le texte : AE < TZ. 
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Pareillement aussi, si la droite est plus grande, la droite entire 
est plus grande que la droite entiere ( 1 2 3 ). 

THEOREME CONSIDERE CORRELATIVEMENT (2) DANS 
LE HUITIEME PROBLEME (*). 

VI. 

Proposition 70. — Ayant le rhombe AA, dont la droite BrE 
est le diam&tre ( 4 ), si on prend la droite EZ comme moyenne 
proportionnelle des droites BE, Er ; si on decrit le Jcercle ZH0 
de centre E a la distance EZ, et si on prolonge la droite ATH, 
la ligne qui passe par les points H, K, B sera droite. 

En effet, menons les droites de jonction AE, EK, BK, 
KH, [HE] ( 5 6 ). Dfcs lors, puisque Tangle compris sous les droites 
Ar, rZ est egal a celui qui est compris sous les droites ZI\ TK et 
que ces angles sont situes de part et d' autre du diam&tre, du cercle, 
les droites AT, TK sont egales (car c'est un lemme) (•). Mais, la 
droite AE est aussi egale a la droite EK; done. Tangle compris 


1. C’est-4-dire que, si Ton a : AB > TA, on demontrera de m4me qu'il en 
resuite : AE > TZ. 

2. wapaSewpouvfxjvov, examine en concordance ou en corr41ation. 

3. Le th4or4me que Pappus demontre est relatif 4, trois points qui, deter- 
mines par une certaine construction appliqu4e au rhombe, se pr4sentent en ligne 
droite. Le fait de mentionner la correlation de ce th4or4me avec le huiti4me 
probl4me du trait4 perdu d’ Apollonius sur Les Inclinations fait pr4sumer que 
ce probl4me rentrait dans la categorie des probl4mes dits plans, susceptibles 
de solutions par la r4gle et le compas, et qu'il avait trait k la construction d’une 
droite issue d'un sommet du rhombe et intercept4e sur une longueur donn4e 
entre les cdt4s prolonges de ce rhombe. 

4. ou StafxeTpo? ^1 BrE, expression qui doit avoir 4t4 alt4r4e dans les 
manuscrits ; car la d4monstration montre aussitdt qu’il ne s'agit pas du rhombe 
de diam4tre BrE, mais de celui qui a comme diam4tre la droite Br que Ton 
prolonge jusqu’4 un point quelconque E. Le texte primitif aura done voulu 
dire : « dont la droite BrE est le diam4tre prolong! ». 

5. Restauration de Hultsch (Cfr. be. cit., vol. II, p. 778, 1. 13). 

6. On a par propri4t4 du rhombe : Arz = zrK, d'ou : AEr = KEr et 

ArE == KrE, d’ou 4galite des triangles ATE, KrE, d’ovx, comme le texte : 
Ar = TK. Les mots mis entre parentheses semblent cependant indiquer que 
cette conclusion est tir4e d’une autre mani4re en vertu d’un lemme, non retrouv4 
chez Pappus ni ailleurs, utilisant problablement la droite AK, que nous ajoutons 
en pointill4 dans la figure, et d4montrant que les triangles AMr, KMT sont 
rectangles, d'ou l'on tire aussi : Ar = TK. 
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sous les droites TA, AE est 6gal 
a celui qui est compris sous les 
droites TK, KE. Mais, 1’ angle com- 
pris sous les droites TA, AE est 
egal a Tangle compris sous les 
droites TH, HE ; done, Tangle 
compris sous les droites TH, HE 
est aussi egal a celui qui est com- 
pris sous les droites TK, KE. Or, 
Tangle compris sous les droites TK, 
KE est aussi 6gal a celui qui est compris sous les droites FB, 
BK ; done. Tangle compris sous les droites rB, BK est aussi egal 
a celui qui est compris sous les droites TH, HE. Mais, Tangle 
compris sous les droites HI\ TE est aussi egal a celui qui est 
compris sous les droites BT, TK ; done. Tangle restant compris 
sous les droites TE, EH est 6gal a Tangle restant compris sous les 
droites TK, KB. Mais, Tangle compris sous les droites TE, EH, 
conjointement avec celui qui est compris sous les droites TK, KH, 
est egal a deux droits ; done, Tangle compris sous les droites 
TK, KB, conjointement avec celui qui est compris sous les droites 
TK, KH, est egal a deux droits ; en sorte que la ligne qui passe 
par les points B, K, H est droite ( 1 ). 


i. En notations usuelles, on a : AE = EK ; done : TAE = TKE. Or, 
TAE = THE ; done : THE = TKE. Or, on a par hypoth^se : = ou : 

EK EB 

ET = EK' ^ siroilitude des triangles BEK, KEr ayant Tangle en E commun ; 

done : rKE = fBK ; done : rBK = rHE. Or, HTE = ATB = BTK ; done, 

dans les triangles KBT, EHr, on a : TEH = TKB. Or, on a eu plus haut : 

THE = TKE ; done (Euclide, liv. Ill, prop. 21, enoncee p. 141, n. 2), les 
points K, T, E, H sont sur une meme circonference de cercle, d'ovi, considerant 

le quadrilatere inscrit, on a : TEH + TKH = 2 angles droits ; done, comme 

le texte : TKB + TKH = 2 angles droits ; d'ovi les points B, K, H sont sur une 
meme droite. 
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LEMME UTILE POUR LE PROBLEME REALISANT SUR 
LES CARRES LES MEMES CHOSES QUE SUR LE RHOMBE f). 

VII. 

Proposition 71. — Soit le carre AA ; menons la droite BHE 
et menons-lui la perpendiculaire EZ ; je dis que les carres des 
droites TA, HE valent le carre de la droite AZ. 

Menons par le point E la droite E0 parallele a la droite TA ; 
il s’ensuit que Tangle compris sous les droites TE, E0 est droit. 
Or, Tangle compris sous les droites ZE, EH est droit aussi ; done. 
Tangle compris sous les droites FE, EH, e’est-a-dire celui qui est 
compris sous les droites AB, BH, 
est egal a Tangle compris sous 
les droites ZE, E0. Mais, Tangle 
compris sous les droites Z0, 0E 
est aussi 6gal & Tangle droit 
compris sous les droites BA, AH, 
et la droite E0 est 6gale a la 
droite BA ; par consequent, la 
droite EZ est aussi 6gale a la 
droite HB ( 1 2 ). Or, puisque le carr£ de la droite BZ equivaut aux 
carres des droites BE, EZ, droites chez lesquelles le rectangle 


a r e 



1. Le sens mathematique de ce titre de lenune parait avoir echappe k 
Hultsch, qui le rend de la maniere suivante : « Lemma utile ad problema de 
quadratis quorum summa rhombo aequalis est » (Lemme utile pour le probl&me 
relatif aux carrds dont la somme equivaut k un rhombe). Or, il ne sera nullement 
question, dans ce lemme, de carres valant un rhombe. Ce titre, tel que nous le 
traduisons, comporte, au contraire, l'explication suivante : Le lemme VI, ou 
proposition 70, qui pr£c£de, a mentionne sa correlation avec le huitidme probldme 
du traits perdu d’ Apollonius sur Les Inclinaisons, donnant la construction plane, 
c’est-4-dire au moyen de la rdgle et du compas, de la droite issue d'un sommet 
du rhombe et intercepts sur une longueur donnee entre les cdtes de ce rhombe, 
et l’application de cette solution au carre n’a done pu Shapper k Apollonius. 
Or, le lemme auquel s'applique le titre en question sera utilise dans le probldme 
suivant, attribud k Heraclite, donnant, autrement qu’Apollonius pour le rhombe, 
la construction plane de la droite issue d'un sommet du carre et intercepts sur 
une longueur donnS entre les cdtes prolongds de ce carre. 

2. On a par construction : TE0 = BEZ = angle droit ; done : TEH == 

HBA — ZE0. Or, E0 = TA = BA, d'ou egalite des triangles ZE0, HBA, d'ou : 
EZ = BH. 
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compris sous les droites ZB, BA equivaut au rectangle compris 
sous les droites EB, BH (car les points A, Z, E, H, sont dans un 
cercle), il s’ensuit que le rectangle restant compris sous les droites 
BZ, ZA equivaut au rectangle compris sous les droites BE, EH 
augmente du carre de la droite EZ, c’est-a-dire augmente du 
carre de la droite BH ( 1 ). Mais, le rectangle compris sous les 
droites BE, EH, conjoint ement avec le carre de la droite BH, 
est le rectangle compris sous les droites EB, BH conjoint ement 
avec le carre de la droite EH ; done, le rectangle compris sous 
les droites BZ, ZA equivaut au rectangle compris sous les droites 
EB, BH, c’est-a-dire au rectangle compris sous les droites ZB, BA 
augmente du carre de la droite HE. Retranchons de part et 
d’ autre le rectangle compris sous les droites BA, AZ, il s’ensuit 
que le carre restant de la droite ZA equivaut aux carres des 
droites BA, HE, c’est-a-dire aux carres des droites TA, HE ( 2 ). 

LE PROBLEME A LA MANIERE D’HERACLITE ( 3 ). 

VIII. 

Proposition 72. — Le carre AA 6tant donne de position, faire 
en sorte que la droite donnee EZ soit inclinee vers le point B. 


1. On a : BZ* = BE 2 + BZ 1 , ou : BZ (BA -f AZ) = BE (BH + HE) + EZ 1 
ou : BZ x BA + BZ x AZ= BE X BH + BEX HE + EZ 2 . Or, les points 
A, Z, E, H etant sur une circonference de cercle de diam&tre HZ, on a 
(Euclide, liv. Ill, prop. 36, 6 noncee p. 142, n. 4) : BZ x BA = BE x BH ; 
done : BZ x AZ = BE x EH -+■ EZ*, d'ou, en presence de la derni&re egaliti 
de la note precedente : BZ X AZ = BE x EH 4- BH*. 

2. Considerant la droite BE coupee en parties inegales en H, on a (Euclide, 
liv. II, prop. 3, £noncee p. 232, n. 2) : BE X EH = BH X HE + HE 2 ; done : 
BE X EH+ BH 2 = BH X HE + HE a + BH 2 = BH (HE+ BH)+HE*=BH X EB + HE 2 ; 
done, la demifere expression de la note precedente devient : BZ x AZ = 
BH x EB + HE 2 . Or, les s£cantes BE, BZ du cercle passant par les points 
A, Z, E, H donnent : BH x EB = BZ x BA ; done : BZ x AZ = BZ x BA-f HE 2 , 
d'oii, comme le texte : BZ X AZ — BA x AZ == BZ X BA — BA x AZ + HE* 
ou : (BZ — BA) AZ = (BZ — AZ) BA+ HE 2 ou : AZ 2 = BA 2 + HE 2 = TA 2 + HE 2 . 

3 . C’est-i-dire le probl&me de la construction de la droite menee d’un sommet 
du carre et interceptee sur une longueur donnee entre les c 6 t£s de ce carre, au 
moyen de la r£gle et du compas, effectuee par Heraclite d'une maniere autre 
que celle qui a 6t6 employee par Apollonius pour le rhombe et, par suite, 
applicable au carre, dans la huiti&me proposition de l’ouvrage perdu sur Les 
Inclinaisons. 
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Que ce soit chose faite, et menons du point E la droite EH 
a angles droits sur la droite BE. Des lors, puisque les carr6s des 
droites TA, ZE valent le carre de la droite AH ( 1 ), et que les 
carres des droites TA, ZE sont donnes (car chacune de ces droites 
est donnee de longueur), il s’ensuit 
que le carre de la droite AH est 
donne aussi ; done, la droite AH 
est donnee de longueur ; done, la 
droite entiere BH est donnee de 
longueur aussi. Mais, elle est donnee 
de position aussi ; done, le demi- 
cercle decrit sur la droite BH est 
donne de position. Et ce demi- 
cercle passe par le point E ( 2 ) ; par consequent, le point E est 
lie de position a la circonference. Mais, la droite AE lui est aussi 
liee de position ; done, le point est donne ( 3 ). Mais, le point B est 
donne aussi ; done, la droite BE est donnee de position. 

La synth&se du probleme sera done la suivante : Soit le 
carre AA ; soit © la droite donnee, et que le carrl de la droite AH 
soit equivalent aux carres des droites TA, ©. Des lors, la droite HA 
est plus grande que la droite Ar ; en sorte que le rectangle compris 
sous les droites HA, AB est aussi plus grand que le carre de la 
droite AE En consequence, le demi-cercle decrit sur la droite BH 
tombera au-dessus du point T ( 4 ). Decrivons-le ; que ce soit le 
demi-cercle BKEH ; prolongeons la droite Ar jusqu’au point E, 
et menons les droites de jonction BE, EH. Dfcs lors, les carres 
des droites TA, EZ valent le carre de la droite HA. Or, on a pose 
le carre de la droite AH equivalent aux carres des droites TA, © ; 
done, les carres des droites TA, © valent les carres des droites 
TA, EZ ; en sorte que le carre de la droite © est 6gal au carr6 
de la droite EZ ; done, la droite © est dgale a la droite EZ. Et 



e 


1. Le lemme VII, ou proposition 71, a d£montre la relation: TA 2 -f- ZE 2 = 
AH 2 . 

2. Parce que l'angle BEH est droit par construction. 

3. Euclide, Don nees, prop. 25, enoncee p. 214, n. 6. 

4. On a _pose : AH 2 — FA Z -j- 0* ; done : AH > TA ; d'ou : AH x TA =* 
AH x AB > 1 A 2 ; done, le demi-cercle passe au-dessus du point r, et la 
droite Ar prolongee coupe done le demi-cercle en un point E. 
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la droite EZ est donnee ( 1 ) ; done, la droite EZ resout le probleme. 

Je dis maintenant que cette droite est la seule ( 2 ). En effet, 
menons transversalement une autre droite BA ( 3 ). Des lors, si la 
droite BA satisfait aussi au probleme, la droite NA sera egale 
a la droite EZ. Or, la droite ZB est plus grande que la droite NB ( 4 ) ; 
done, la droite entire BA sera plus petite que la droite BE ; ce 
qui est absurde. car elle est plus grande. En consequence, la 
droite BA ne satisfait pas au probl&me ; done, la droite BE est 
unique. 

Au reste, pour reconnaltre encore laquelle de ces droites est 
la plus grande, on demontre les choses de la maniere suivante : 
Puisque la droite AB est plus grande que la droite BE et la 
droite BZ plus grande que la droite BN, il s'ensuit que la droite 
restante NA est plus grande que la droite ZE. Et il est clair que 
la droite qui est plus rapprochee du point T est continuellement 
plus petite que celle qui en est plus eloignee ( 5 6 ). 


LEMME UTILE POUR LA DETERMINATION («) DU 
NEUVIEME PROBLEME, TEL QU’ON LE TROUVE 
CHEZ LES ANCIENS. 

IX. 

Proposition 73. — Soit la droite BA egale a la droite AT, 
et coupons la droite BT en deux parties egales au point A ; je 
dis que la droite BT est la plus petite de toutes les droites menees 
par le point A. 

En effet, menons une autre droite EZ, et prolongeons la 


1. On a (lemme VII, ou proposition jpi) : rA* + BZ* = HA 2 , d'oii, en pre- 
sence de la relation de construction : AH* = TA 2 4 - 0 2 , on a : 0 = EZ. Or, 

0 est donne ; done, EZ est donne. 

2. C’est-«L-dire que la droite EZ seule satisfait au probl&me. 

3. C’est-i-dire menons une droite BA inclinee vers le point B, situee au- 

dessous du point E. 

4. L' angle en A est droit ; done. Tangle BNZ est obtus, d’ou (Euclide, liv. I, 
prop. 19, enoncee p. 434, n. 7) on a : ZB > BN. 

5. Ce qui se rapporte au cas ou une droite inclinee vers B est menee au- 
dessus du point E, e’est-a-dire entre les points r et E. 

6. C’est-i-dire utile pour la determination ou discussion des conditions de 
possibility. 
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droite AB jusqu’au point Z ; je dis que la droite EZ est plus 
grande que la droite TB. Puisque Tangle compris sous les droit es 
AB, BT, c’est-a-dire Tangle T, est plus grand que Tangle compris 
sous les droites BZ, ZE, il est possible de retrancher de Tangle T 
un angle egal a Tangle compris sous les droites BZ, ZE. Que 
Tangle compris sous les droites A T, TH soit 
egal a ce dernier angle. D&s lors, la droite TA 
est k la droite AH comme la droite ZA est 
k la droite AB. Or, la droite ZA est plus 
grande que la droite AB ; done, la droite TA 
est aussi plus grande que la droite AH. En 
consequence, puisque la droite ZA est plus 
grande que la droite AB, e’est-k-dire la 
droite AT, mais que la droite AF est plus 
grande que la droite AH, [il s'ensuit que 
la droite ZA est la plus grande et que la 
droite AH est la plus petite] f 1 ). D£s lors, puis- 
que les quatre droites ZA AB, Ar, AH sont 
en proportion, que la droite ZA est la plus 
grande et la droite AH la plus petite, il s’ensuit que la droite ZH 
est plus grande que la droite Br ; de sorte que la droite Br, plus 
petite que la droite ZH, est, a fortiori, plus petite que la 
droite EZ ( 2 ). On demontrera pareillement que la droite Br est 
plus petite que toutes les droites menses par le point A En 
consequence, la droite Br est la plus petite de toutes les droites 
menees par le point A. Je dis maintenant que celle qui en est 
plus rapprochee est plus petite que celle qui en est plus eloignee. 

En effet, menons transversalement une autre droite 0K, et 
etablissons Tangle compris sous les droites AE, EA egal a Tangle K 
(car cela est possible). D&s lors, la droite KA est de nouveau plus 


1. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 307, 1 . 31). 

2. On a par construction : AXH = BZE, d'oii similitude des triangles 

AHT, ABZ, d’ou : ^ Or, ZA > AB ; done : TA > AH. Or, on a par 

Ail AB r 

construction : AB = TA ; done, comme le texte : ZA > TA > AH. D&s lors, 
(Euclide, liv. V, prop. 25 : « Si quatre grandeurs sont proportionnelles, la plus 
grande et la plus petite sont plus grandes que les deux autres ». Voir trad, de 
Peyrard, vol. I, p. 287), on a : ZA + AH > AB rA ou, comme le texte : 
ZH > Br, d'ou, k fortiori : Br < ZE. 


A 
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grande que la droite ZA et la droite EA plus grande que la 
droite AA ; en sorte que la droite entiere KA est plus grande que 
la droite EZ. En consequence, la droite 0 K est, a fortiori, plus 
grande que la droite EZ ; en sorte que la droite ZE est plus petite 
que la droite @K. Des lors, la droite Br est plus petite que toutes 
les droites menees par le point A, et celle qui en est plus rapprochee 
est plus petite que celle qui en est plus eloignee (*). 

X. 

Proposition 74. — Cela etant ainsi, la determination est 
manifeste. 

En effet, si nous exposons le rhombe ABrA et si, menant la 
droite de jonction AA, nous lui menons la perpendiculaire EZ 

rencontrant les droites AP, AB aux 
points E, Z, il nous faut determiner si 
cette droite est la plus grande ou la 
plus petite de toutes les droites qui 
sont menses par le point A. Et puisque 
la droite AA est la diagonale, que la 
droite EZ est perpendiGulaire sur la 
droite AA, on a obtenu le triangle 
isocele EAZ ayant la droite EA egale 
a la droite AZ. En consequence, en 
raison du lemme precedent, la droite EZ 
est plus petite que toutes les droites 
menees par le point A, et celle qui 
en est plus rapprochee est continuellement plus petite que celle 
qui en est plus eloignge. 

LEMMES SUR LE SECOND LIVRE DES INCLINAISONS. 

I. 

Proposition 75. — Soit le demi-cercle decrit sur la droite AB ; 
menons transversalement une droite quelconque AE, et menons-lui 


A 



1 . Meme raisonnement que dans la note prec6dente. 
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les perpendiculaires AA, BE ; je dis que la droit e AZ est egaie 
a la droite HE. 

Prenons le centre © du demi-cercle et menons la perpendi- 
culaire ©K sur la droite AE ; celle-ci est done parallele aux droites 
AA, BE, et la droite ZK est 
egaie a la droite KH (*). Or, 
puisque les trois droites AA, 

©K, BE sont paralleles, et que 
la droite A© est egaie a la 
droite ©B, il s’ensuit que la 
droite AK est aussi egaie a la 
droite KE ; droites chez les- 
quelles la droite ZK est egaie 
a la droite KH ; par consequent, la droite restante AZ est egaie 
a la droite restante HE ( 1 2 ). 

Et il est manifeste que la droite AH est aussi egaie a la 
droite EZ ( 3 ). 



II. 

Proposition 76. — Soit de nouveau le demi-cercle sur la 
droite AB ; menons la tangente TA que nous prolongeons, et 
menons-lui les perpendiculaires AE, BZ ; je dis que la droite EA 
est de nouveau egaie a la droite AZ. 

Que le point H soit le centre, et menons la droite de 

jonction AH qui est done parallele 
aux droites AE, BZ (car les angles 
au point A sont droits). Des lors, 
puisque les trois droites AE, HA, 
BZ sont paralleles, et que la 
droite AH est 6gale a la droite HB, 
il s’ensuit que la droite EA est 
aussi egaie a la droite AZ; ce qu’il fallait demontrer. 

1. Euclide, liv. Ill, prop. 3, enonede p. 140, n. 3. 

AK Aft 

2. Le parallelisme des droites AA, 0 K, BE donne: Or, A 0 = 0 B; 

ftB 

done : AK == KE. Or, ZK = KH ; done : AK — ZK as KE — KH on : AZ = HE. 

3. Proposition deja demontree par Archim&de pour le cas oil la droite quel- 
conque AE coupe le diam&tre du cerde k l'intdrieur du cercle. Voir (Euvres 
d‘ Archimede, Livre des Lemmes, proposition 13, trad, de P. Ver Eecke, p. 538. 




6l2 


pappus d’alexandrie 


POUR LE CINQUIEME PROBLEME. 

III. 

Proposition 77 . — Soient les deux demi-cercles ABI\ A EZ 
sur la droite Ar ; que la droite AA soit egale a la droite TZ, et 
menons du point T la droite BI 1 2 ; je dis que la droite BE est aussi 
egale a la droite Hr. 

En effet, puisque la droite AA est egale a la droite TZ, les 
demi-cercles sont decrits autour du meme centre. Prenons le 

centre 0 des demi-cercles, et 
menons du point 0 la perpendi- 
culaire 0K sur la droite EH ; il 
s'ensuit que la droite EK est 
egale a la droite KH ( 1 ). Des 
lors, menons la droite de jonc- 
tion AB et, puisque les droites 
AB, 0K sont par alleles, et que 
la droite A0 est egale a la droite 0I\ la droite BK est done aussi 
egale & la droite KT (*) ; droites chez lesquelles la droite EK 
est egale a la droite KH. En consequence, la droite restante BE 
est egale a la droite restante Hr ; ce qu’il fallait demontrer. 

IV. 

Proposition 78 . — Soient de nouveau les demi-cercles ABr, 
AEZ ; menons du point T la tan- 
gente TE au demi-cercle AEZ, et 
prolongeons-la jusqu’au point B ; je 
dis que, si la droite AA est egale 
a la droite Zr, la droite BE est 
egale a la droite ER 

II est manifeste que les demi- 
cercles sont decrits autour du meme A A H Z T 


1. Euclide, liv. Ill, prop. 3, 6noncee p. 140, n. 3. 

2. Demonstration embarrassee, car la corde BT appartenant au demi-cercle 
ABT doit d6jk Stre consid6r6e comme coupee en deux parties 6gales en K par 
ia perpendiculaire 6K. 
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centre. Prenons de nouveau le centre H des demi-cercles, et menons 
les droites de jonction HE, AB ; il s'ensuit que l’angle au point E 
est droit. Mais, il est droit aussi au point B ; done, les droites AB, 
EH sont paralleles. Et la droite AH est 6gale & la droite TH ; 
done, la droite BE est egale aussi a la droite Er ; ce qu’il fallait 
demontrer. 


POUR LE SEPTIEME PROBLEME. 

V. 

Proposition 79. — Soient de nouveau les demi-cercles ABI\ 
AEZ ; que la droite AA soit egale a la droite Zr ; ddcrivons 
completement le grand cercle, et menons par le point Z une 
droite BH ; je dis que la droite BE est egale k la droite ZH. 

Que le point 0 soit le centre, et menons du point 0 la perpen- 
diculaire 0K sur la droite BH ; il s’ensuit que la droite BK est 
egale k la droite KH (*). Menons 
maintenant la droite de jonc- 
tion EA. D&s lors, puisque les 
droites AE, 0K . sont paralleles, 
et que la droite A0 est egale a 
la droite 0Z, la droite EK est 
done aussi egale a la droite KZ ( 1 2 ). 

Or, la droite entiere BK est aussi 
egale k la droite entiere KH ; 
done, la droite restante BE est 
egale k la droite restante ZH I 
ce qu'il fallait demontrer. 

Il est manifeste que la droite BZ est aussi egale k la 
droite EH. 



1. Euclide, liv. Ill, prop. 3, enoncee p. 140, n. 3. 

2. Demonstration embarrassee a cet endroit comme dans les deux pro- 
positions precedentes ; car la droite EZ est une corde du demi-cercle AEZ 
coupee en deux parties egales en K par la perpendiculaire ©K. 
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POUR LE NEUVIEME PROBLEME. 


VI. 


Proposition 8o. — Soient les deux demi-cercles ABI\ AEZ; 
posons la droite ZH egale a la droite AA et, menant transver- 
salement la droite BI\ menons, du point H sur celle-ci, la perpen- 
diculaire H0 ; je dis que la droite BE est egale a la droite K0. 

Prenons le centre A du demi-cercle AEZ, et menons du point A. 
la droite AM perpendiculaire sur la droite KE; il s’ensuit que la 
droite EM est egale a la droite MK ( x ). Or, puisque la droite AA 

est egale a la droite ZH et la 
droite AA egale a la droite AZ, 
la droite entiere AA est done 
egale a la droite entifcre AH 
Et Ton a trois parallfeles AB. 
MA ©H ; done, la droite BM 
est egale a la droite M0. Or, 
chez ces droites, la droite EM 
est egale a la droite MK ; done, la droite restante BE est egale 
a la droite restante K0. 

II est manifeste que la droite BK est aussi egale a la droite E0- 



VII. 


Proposition 8i. — Supposant les memes choses, que la. 
droite BI 1 soit tangente au demi-cercle AEZ ; je dis de nouveau 
que la droite BE est 6gale k la droite E0. 

Prenons de nouveau le cen- 
tre A du demi-cercle AEZ, et 
menons la droite de jonction AE; 
il s’ensuit que cette droite est 
perpendiculaire sur la droite BI\ 

Et l’on a obtenu trois droites 
par alleles AB, EA, H0, et la 



i. Meme raisonnement que dans les deux lemmes qui precedent. 
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droite AA est 6gale a la droite AH ; par consequent, la droit e BE 
est aussi 6gale k la droite E© ; ce qu’il fallait demontrer. 

POUR LE HUITIEME ?) PROBLEME. 

VIII. 

Proposition 82. — Soient deux demi-cercles ABr, AEZ ; que 
la droite AA soit plus petite que la droite TZ ; posons la droite FH 
egale k la droite AA ; dScrivons le cercle ABKr en entier ; menons 
transversalement une droite quelconque BK, et menons-lui du 
point H la perpendiculaire H@ ; je dis que la droite BE est egale 
k la droite ©K. 

Prenons le centre A du cercle ABr, et menons du point A 
la droite AM perpendiculaire stir la droite EZ ; il s’ensuit que 
la droite BM est 6gale k la 
droite MK. Or, puisque la droite 
AA est 6gale k la droite Ar et 
la droite AA Sgale a la droite HF, 
il s’ensuit que la droite restante 
AA est egale a la droite restante 
AH. Et on a les trois droites 
paralleles AE, AM, H© ; par con- 
sequent, la droite EM est egale 
li la droite M0 ( 1 2 ). Or, la droite 
entiere BM est aussi egale a la 
droite entiere MK ; done, la droite 
restante BE est egale li la droite restante ©K. 

Il est manifeste que la droite ©B est aussi egale a la 
droite EK. 



1. Vu les variantes dans les manuscrits, Hultsch doute de l'attribution de 
ce lemme au huiti&ne probl&me du second livre des Inclinations, et il ajoute 
dans sa version latine : « vel fortasse decimum » (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 793, 
1. 27). 

2. Le parallelisme des droites AE, AM, H© donne : = = d'oii: 


ZH 4 - AZ AA . AH AA 

Z 0 + MZ EM M® EM* 


Or, AA = AH ; done : EM = M©. 
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POUR LE DIX-SEPTIEME PROBLEME. 


IX. 


Proposition 83. — Les memes choses etant supposees, que 
la droite AA soit plus grande que la droite Zr ; posons la 
droite ZH egale a la droite AA, et, menant transversalement la 
droite Br0, menons-lui la perpendiculaire H0 ; je dis que la 
droite BE est 4gale a la droite K0. 

Prenons le centre A du demi-cercle AEZ, et menons-en la 
droite AM perpendiculaire sur la droite EK; il s’ensuit que la 

droite EM est egale a la droite MK. 
Or, puisque la droite AA est egale 
a la droite ZH et la droite AA 
egale a la droite AZ, la droite 
entire AA est done egale a la 
droite entiere AH. Et on a les 
trois droites BA, MA, H0 paral- 
141es ; par cons4quent, la droite BM 
est aussi egale a la droite M0 (*). Or, chez celles-ci, la droite EM 
est egale a la droite MK; done, la droite restante BE est egale 
a la droite restante K0 ; ce qu'il fallait d4montrer. 

II est manifeste d’ailleurs, que la droite BK est aussi 4gale 
a la droite E0. 



X. 

Proposition 84. — Les memes choses 4tant suppos4es, que 


la droite Br soit tangente au 
demi-cercle AEZ ; je dis que la 
droite BE est egale a la droite E0. 

Prenons de nouveau le centre A 
du demi-cercle AEZ et menons la 
droite de jonction AE ; il s’ensuit 
qu’elle est perpendiculaire sur la 



1. Le raisonnement est le meme que dans le lemme precedent. 
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droite B© ; en sorte qu’on a trois droites par alleles AB, AE, H@. 
Et la droite AA est egale a la droite AH ; done, la droite BE 
est aussi egale a la droite E®. 

PROBLEME UTILE POUR LA SYNTHESE DU 
DIX-SEPTIEME PROBLEME. 

XI. 

Proposition 85. — Le demi-cercle ABT etant donne de 
position et le point A (*) etant donne, decrire par le point A un 
demi-cercle AEZ tel que, si l'on mene la tangente BT, la droite AA 
devienne egale a la droite BE ( 2 ). 

Que la chose soit realisee ; il s’ensuit que la droite EB est & 
la droite ET comme la droite AA est a la droite EP En cons4- 
quence, le carre de la droite AA est aussi au carre de la droite EP 
comme le carre de la droite EB 
est au carre de la droite EP Mais, 
si Ton prend le centre H du demi- 
cercle AEZ, et si Ton m&ne la droite 
de jonction HE, le carre de la 
droite AH est au carre de la 
droite HT comme le carre de la 
droite BE est au carre de la droite EP Mais, le carr4 de la 
droite ET est Texc4dent des carres des droites EH, HT ; par 
cons4quent, le carr4 de la droite AH est au carr4 de la droite HT 
comme le carr4 de la droite AA est It Texc4dent des carr4s des 
droites AH, Hr ( 3 ). Posons la droite A© 4gale a la droite AA et. 
coupons la droite Ar en deux parties 4gales au point K. Des lors, 
puisque le carr4 de la droite AA est a Texc4dent des carr4s des 


1. C’est-i-dire donne sur le diametre AT. 

2. Le texte aurait du dire plus correctement : la droite BE devienne egale 
a la droite AA. 

BE A A 

3. Le probl 4 me etant suppose resolu, on a: BE = AA, d’ou, d'ou : 

Er et 

AA^ BE 2 

comme le texte : .—-3 Or, les triangles semblables ABF, HEr donnent :: 

et et* 

AH BE . AH* _ BE* . AH* _ AA 2 _ AA 2 _ AA* 

ht Er' ’ Hr* Er* ‘ Hr* Er* Hr 2 — he 2 ht 2 — ah 2 ' 
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droites AH, Hr comme le carre de la droite AH est au carr6 de 
la droite Hr, il s’ensuit que le rectangle restant compris sous 
les droites AH, H® est au carre restant de la droite HA, c'est- 
a-dire que la droite ©H est a la droite HA, comme le carre de 
la droite AA est k l’excedent des carres des droites AH, Hr, 
c’est-a-dire k deux fois le rectangle compris sous les droites 
Ar, HK ( 1 ). Posons done deux fois le rectangle compris sous les 
droites Ar, A equivalent au carr6 de la droite AA. Or, le carr6 
de la droite AA est donne ; done, deux fois le rectangle compris 
sous les droites Ar, A est donne aussi ; de sorte que le rectangle 
simple est donne aussi. Et la droite TA est donnee ; done, la 
droite A est donnee aussi. Or, puisque le carre de la droite AA, 
c’est-a-dire deux fois le rectangle compris sous les droites A, Ar, 
est a deux fois le rectangle compris sous les droites Ar, HK, 
c’est-a-dire que la droite A est a la droite HK, comme la droite H© 
est k la droite HA, il s’ensuit que le rectangle compris sous les 
droites ©H, HK 6quivaut au rectangle compris sous les droites A, 
HA (*). De plus, les trois droites ©A, AK, A sont donnees ; done, 
on est ramene au premier livre de La Section determinee ( 3 ) : « Les trois 


i. Explicitement : la d emifer e expression de la note pr6c6dente donne : 

Or, consid^rant la droite ©A coupee 


AH* — AA 


Hr* — (HI^ — AH*) AH 1 


AH’ — AA* 


AH 2 
Hr* 

en deux parties 6gales en A, k laq uelle on ajoute la droite AH, on a (Eu clip e, 
liv. II, prop. 6, 6nonc6e_p.43,n. 3) : AH* = ©H x AH+ AA 2 , d'ou : AH 2 — AA* = 
AH* ©H x AH ©H 


©H x AH ; done 


HT* 


AH* 


AH’ 


d’oii, en presence de la demtere 


©H A A 2 

relation de la note pr6c6dente, on a, comme le texte : — = —5 — Or, 

consid6rant la droite AZ coupee en deux parti es 6 gales en H, a laquelle on 
ajoute la droite zr, on a (Euclip e, i bidem) : Hr* = AT x zr-f-AH 2 , d'ou: 

HT 2 — AH*=Ar x rz ; done : Or, Zr = Ar— AZ =2AK — 2AH = 

ah Ar x rz 

2 (AK — AH) = 2HK ; done, comme le texte : 

2. Si on pose : AA* = 2Ar x A, la demise relation de la note pr6cedente 

devient : ~ d’oii, comme le texte: ©H x HK = A x AH. 

3. C’est-i-dire que le probl^me est ramene a la seconde injonction ou dis- 
position imposee des points du troisi&me probl^me du livre premier de La Section 
determinie d' Apollonius. Ce probl&me perdu a fait l'objet d’une reconstitution 
par Robert Simson, qui l’dnonce : « Datis in recta linea tribus punctis B, A, C, 
invenire quartum D inter puncta B, A, quod faciet rectangulum a segmento 
DA et data recta E ad rectangulum BDC in ratione data » (Cfr. Opera quaedam 
reliqua, etc., pp. 73-75). 
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droites ©A, AK, A etant donnees, couper la droite AK en un 
point H, de telle sorte que le rapport du rectangle compris sous 
les droites ©H, HK au rectangle compris sous les droites A, HA 
devienne celui de rectangle egal a rectangle egal » ( 1 ). Or, la 
question est manifeste ( 2 ) et sans determination ( 3 ). En conse- 
quence, le point H est donne. Et il est le centre du demi-cercle ; 
done, le demi-cercle est donne de position. Et la droite Br est 
menee tangentiellement du point donne T ; done, la droite Br 
est donnee de position ( 4 ) ( 5 6 ) ; ce qu’il fallait demontrer. 


XII. 

La synthese du probleme se fera de la manifere suivante : 
Soit ABr le demi-cercle ; soit A le point donne (*), et qu’il faille 
satisfaire au probleme. Posons que deux fois le rectangle compris 
sous les droites AI\ A equivaut au carre de la droite AA ; posons 
la droite A© egale a la droite AA ; coupons la droite Ar en deux 
parties 6gales au point K ; puis les trois droites ©A, AK, A etant 
donnees, coupons la droite AK au point H de manifere a obtenir 
que le rapport du rectangle compris sous les droites A, HA au 
rectangle compris sous les droites ©H, HK soit celui d’6gal a 
egal ; enfin, decrivons le demi-cercle AEZ autour du centre H ; 
je dis que ce demi-cercle satisfait au probleme. 


1. C’est-4-dire qu’6tant donnees les droites @A, AK, A, il faut determiner 
le point H tel que l’on ait : 0H X HK = A X HA. 

2. La solution de ce probl&me est manifeste pour Pappus en raison de ce 
que la solution en etait donnee dans l'ouvrage d’ Apollonius encore k la disposition 
des lecteurs. Commandin a donne une solution de ce probleme basee sur les 
propositions d’Euclide (Cfr. loc. cit., p. 320, 11. 50 et suiv.). 

3. C’est-i-dire sans determination de conditions de possibilite. 

4. Commandin a fait remarquer (cfr. loc. cit., p. 321, 1. 30) que la tangente Br 
est, en outre, donnee de longueur, conformement k la proposition 91 des Donnies 
d'Euclide : « Si d'un point donne, on mene une droite qui touche un cercle 
donne de position, la droite menee est donnee de position et de grandeur*. 
Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 469. 

5. Le texte presente ici la phrase, que Hultsch estime avoir ete interpose 
(cfr. loc. cit., vol. II, p. 798, 1 . 17) : to o’ atiTo iofxo'fret ?ou Tnjmou xerru, et que 
la version de Commandin rend par la phrase (cfr. loc. cit., p. 318, 1. 41) : < Idem 
autem congruet, si punctual infra sumatur » ; e’est-a-dire : « la meme chose se 
presente si le point est pris en dessous ». Or, comme le point A ne peut fctre pris 
sous la droite Ar, le sens de cette interpolation echappe. 

6. C’est-A-dire sur le diametre Ar. 
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En effet, menons la droite Br tangente au demi-cercle (*) ; 
je dis que la droite AA est egale a la droite BE. Car, puisque le 
rectangle compris sous les droites ©H, HK equivaut a celui qui 
est compris sous les droites A, HA, la droite A est, en proportion, 
a la droite HK comme la droite ©H est a la droite HA ( 2 ). Mais, 
le rectangle compris sous les droites ©H, HA est au carre de la 
droite HA, c'est-a-dire que l’excedent des carres des droites HA, AA 
est au carre de la droite HA comme la droite ©H est a la droite HA; 
tandis que deux fois le rectangle compris sous les droites A, AT 
est a deux fois le rectangle compris sous les droites Ar, HK, c’est- 
a-dire que le carre de la droite AA est a l’exc£dent des carres des 
droites AH, Hr, comme la droite A est a la droite HK ( 3 ) ; done, 
le carre de la droite AA est aussi k l’excedent des carres des 
droites AH, Hr comme l'excedent des carr6s des droites HA, AA 
est au carr 4 de la droite HA ( 4 ). En consequence, le carre de 
la droite AA est a l’excedent des carres des droites AH, Hr, 
c’est-a-dire a l’excedent des carres des droites TH, HE, c'est- 
a-dire au carr 6 de la droite Er, comme le carre de la droite AH 
est au carr£ de la droite Hr, et le carre de la droite AA est done 
au carr£ de la droite Er comme le carre de la droite AH est au 
carre de la droite Hr. Or, le carr6 de la droite BE est au carre 


1. C’est-i-dire tangente au demi-cercle AEZ au point E. 

2. Le point H etant pris tel que l’on ait : A x HA = ©H x HK, on a en 


proportion, comme dit le texte 


A 

HK 


©H 

HA' 


XX v/ XX ^ TT 

3. On a Ividemment, d’une part : - . Or, considerant la 

HA HA 

droite ©A coupee en parties egales en A, A laquelle on ajoute la droite AH, 
on a (Euclide, liv. II, prop. 6, p. 43, n. 3) : ©H x HA -f AA* = AH*, d'ovi : 

©H x HA = AH* — AA* ; done : » AA = ^5 (I). D'autre part, on a aussi : 

HA HA 


2Ar X A A A . -r-r • j 

=77=5. Or, on a pose : 2Ar x A = AA ; done : 


AA* 


2Ar x HK HK 
Or, HK = AK — AH, d'oA 


A_ 

HK* 


2HK = 2AK — 2AH = Ar 


2Ar X HK 
AZ = Zr : done 


AA’ 


Ar x zr hk 


= 77=. Or, considerant la droite AZ coupee en parties egales en H, 


a laquelle on ajoute la droite zr, on a (Euclide, ibidem) : Ar x Zr+ HA* = Hr*, 

d’oii : Ar x Zr = Hr* — HA*; done, comme le texte : - (II)* 

Hr* — HA’ HK ' 1 


4. La relation de la note 2 ci-dessus devient, en presence des relations 


(I) et (II) de la note precedente : 


AA 


Hr* — HA’ 


AH* — AA* 
HA? ’ 



LIVRE VII DE LA COLLECTION 


621 


de la droite Er comme le carre de la droite AH est au carre de 
la droite HT ; par consequent, le carrE de la droite AA est au 
carre de la droite Er comme le carre de la droite BE est au carre 
de la droite Er ; done, le carre de la droite AA est egal au carre 
de la droite BE ; de sorte que la droite AA est Egale k la 
droite BE ( 5 ). Et il est clair que la droite BE est plus grande 
que la droite Er ; car, nous avons le carre de la droite AA au 
carre de la droite Er comme la droite 0H est k la droite HA. 
Or, la droite 0H est plus grande que la droite HA ; done, le carrE 
de la droite AA est plus grand que le carrE de la droite Er; de 
sorte que la droite AA est plus grande que la droite Er ( 2 ) ; 
done, elle est, k fortiori, plus grande que la droite ZT ( 3 ). En 
consequence, le demi-cercle AEZ satisfait au probleme. 

Je dis, en outre, que ce demi-cercle est le seul ( 4 ). 

En effet, decrivons un autre demi-cercle AMN et menons la 
tangente TMS. Des lors, si le demi-cercle AMN satisfait aussi au 
probleme, la droite AA sera Egale k la droite ME. Prenons le 
centre 0 du demi-cercle AMN et menons la droite de jonction OM. 
Conformement a T analyse, le rectangle compris sous les droites 
00, OK sera Equivalent au rectangle compris sous les droites 
A, AO ; ce qui est absurde (car il a ete dEmontrE dans La Section 
determines qu’il est plus grand) ( 5 ) ; pax consEquent, le demi- 


1. La relation de la note precedente donne : 


AA* _ AA* - 1 - (AH*— AA*) 

HT* — HA* + H A* 


AA* _ AH* 
HT* — HA* IT 5 ' 

f* 


Or, Hr* — HA* = Hr* — HE* =* Er* ; done, comme le 


texte 


done 


Or, les triangles semblables ABT, HET donnent : 
b™ Hr Hr Er 

BE* = AA* et BE 


AA* 

Er* 


2. On a 


AA* 


BE* 

' ET 5 ’ 
A 

HK = 
AA 2 . 
eF ’ 


d’ou 

_ QH 
~ HA 

done 


AA. 


, et on a (note 3, page 620) : 


AA* 


AA* A ,, , 1 

ET 5 = HK' d ° U ’ C ° 16 t6Xte : IF 


A 

HT* — HA* HK' 

AA* _ QH 
HA' 


Or, 

Or, 


Hr* — HA 

9H > HA ; done : AA > ET, ou : BE > ET. 

3. Ce que Commandin demontre facilement en abaissant du point E une 
droite auxiliaire perpendiculaire sur la droite Ar (Cfr. loc. cit., p. 327, 1 . 48). 

4. C’est-«l-dire qu’il est le seul demi-cercle qui resolve le probleme. 

5. Demonstration donnee done par Apollonius, probablement dans cette 
meme proposition dont Pappus a rappel e plus haut l’un des cas (disposition 
des points), et dont Robert Simson a donne une restauration (voir l’6nonce dans 
la note 3, page 618). Commandin a neanmoins donne une demonstration que 
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cercle AMN ne satisfait pas au probleme. On demontrera pareil- 
lement que nul autre que le demi-cercle AEZ n'y satisfait ; done, 
le demi-cercle AEZ satisfait seul au probleme. 

Mais, pour reconnaitre, en 
outre, lequel d’entre les demi- 
cercles decoupe plus grande- 
ment (*), nous ferons la demon- 
stration suivante : 

Puisqu'il a ete demontre 
dans La Section determines que 
le rectangle compris sous les droites A, AO est plus petit que 
le rectangle compris sous les droites 00, OK, la droite A a, en 
proportion, avec la droite OK un rapport plus petit que celui 
de la droite ©O avec la droite OA ( 2 ). Mais, le carre de la 
droite AA est a l’excedent des carres des droites AO, Or comme 
la droite A est a la droite KO (car cela a ete demontre) ( 3 ), et 
l'excedent des carres des droites OA, AA est au carre de la 
droite OA comme la droite 00 est a la droite OA ( 4 ) ; par conse- 
quent, le carre de la droite AA a avec l’excedent des carres des 
droites AO, Or un rapport plus petit que celui de l’excedent 


nous resumons comme suit (cfr. loc. cit., p. 321, 1 . 57) : La proposition 14 du 
livre VII (voir p. 522) a d6montre que l’on a : 00 x OK > ©H x HK. Or, le 
point H est tel que l’on a : A x HA = 0 H x HK ; done : 00 X OK > A x HA. 
Or, HA > AO, d'oii : A x HA > A x AO ; done, a fortiori : 00 X OK>Ax AO. 

1. aitoirejxvtt, d6coupe (sur la tangente un segment) plus grand (que 
la droite AA). 

2. La demtere in6galit6 de la note avant-precedente donne : — 

OK A O 

3. On peut ecrire : OK = die' 0r ' on a pos ® : 2Ar x A = AA*. et 

on a : 2Ar x OK — Af x 2OK = Ar (2AK — 2AO) = Ar (Ar — AN) = 

Ar x Nr ; done : = -A_. De plus, considerant la droite AN coupee 

Ar x Nr OK v 


en parties egales en 0 , k laquelle on ajoute la droite Nr, on a (Euclide, liv. II, 
prop. 6, £noncee p. 43, n. 3) : Ar x Nr -f- A O* = or 8 , d’ou : Ar x Nr = OT* — AO 2 ; 

AA 2 


done, comme le texte : ™ 

Of 4 — AO 4 

4. On peut ecrire : 


= A (i). 

OK v ’ 


AO 2 


= . Or, considerant la droite ©A coupee 

AO 


en parties egales en laquelle on ajoute la droite^ AO, on a (Euclide, 

ibidem) : AO_x 00 -f AA 2 =* AO 2 , d’ou : AO x ©0 = AO 2 — AA 2 , done, comme 


le texte : *£^** = *2 (II). 


AO 2 


AO 
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des carres des droites OA, AA avec le carre de la droite OA, et 
ainsi de toils a tous ( 1 ), [c'est-a-dire que le carrd de la droite AO 
a avec le carre de la droite Or un rapport plus grand] ( 2 ) que celui 
du carre de la droite AA avec l’excedent des carres des droites 
TO, OA c’est-a-dire avec le carre de la droite TM. En conse- 
quence, le carre de la droite AA a avec le carre de la droite TM 
un rapport plus petit que celui du carre de la droite AO avec 
le carre de la droite Or, c’est-k-dire que celui du carre de la 
droite EM avec le carre de la droite Mr ; done, la droite EM 
est plus grande que la droite AA ( 3 ). 

On demontre pareillement que toutes les droites ( 4 ) qui abou- 
tissent entre les points A, B sont plus grandes que la droite AA 
et que celles qui aboutissent entre les points B, T sont plus 
petites. Car, si nous decrivons de nouveau le demi-cercle AIIP ; 
si nous menons la tangente Elir, et si nous construisons les m£mes 
choses que precedemment, le centre du demi-cercle AIIP sera le 
point T, situe de 1’ autre cote du point H ( 5 ). Or, dans La Section 
determines (•), le rectangle compris sous les droites 0H, HK sera, 
plus grand que celui qui est compris sous les droites 0T, TK et 
pour les m£mes raisons, la droite AA sera de nouveau plus grande 
que la droite 211 ; de sorte que les demi-cercles, ayant les tangentes 
plus rapprochees du point A, les font plus grandes que la droite A A, 
et ceux qui les ont plus eloignees les font plus petites. 


1. xal itivra Tiivca, expression empruntee k Euclide (liv. V, prop. 12, 
enonc£e p. 67, n. x) signifiant que la somme des antecedents est k la somme des 
consequents comme un des antecedents est k un des consequents. 

2. Reconstitution de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 804, 1 . 1). 

3. La relation demontree plus haut devient, en presence des 


dernieres relations (I) et (II) des notes precedentes : 

AA 2 AA* 4* (AO* — AA 2 ) . AA 2 AO* « ttsi rsa 

— AO*) + AO 5 U ' or* — AO i< OT 5 ' ’ 

AA 2 A O 2 

Or, la similitude des triangles AST, OMr 

MT* or* 

SM* AO* 


dou * or*— ao* ^(or* 
or* — OM* = Mr* ; done : 


donne 


Mr* 


, „ . AA* SM* 

*^2 > done . — 1 

or* mt* mt* 


d'oii : 3M > AA. 


4. C'est-i-dire les segments des tangentes. 

5. C’est-a-dire au delA du centre H du demi-cercle AEZ. 

6. C’est-A-dire : ainsi que cela a 6t6 ddmontrd dans cette meme proposition 
de La Section determinee d'Apollonius, dont il a ete question plus haut (voir 
page 618, note 3). 
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II est done possible de decrire par le point A des cercles tels 
que la tangent e de chacun d’eux, prolongee jusqu’a l’arc du grand 
demi-cercle, determine, entre le point de contact et l’arc du grand 
demi-cercle, une droite egale a la droite AA ou, au contraire, plus 
grande ou plus petite que cette droite. 

POUR LE DIX-NEUVIEME PROBLEME. 

XIII. 

Proposition 86. — Soient de nouveau des demi-cercles ; que 
la droite AA soit plus grande que la droite TZ ; posons la 
droite TH egale a la droite AA et, la droite BEZ 6tant men6e 
transversalement, menons-lui du point H la perpendiculaire HO. 
Completons, en outre, le cercle ABr et prolongeons la droite BZ 
jusqu’au point K ; je dis que la droite BO est egale a la droite EK. 

Prenons le centre A du cercle ABR et menons du point A 
la perpendiculaire AM sur la droite BK ; done, la droite MB 

est egale & la droite MK (*). D&s 
lors, puisque la droite AA est 
egale a la droite Ar et la droite 
AA 6gale a la droite HR il s’ensuit 
que la droite restante AA est egale 
«L la droite restante AH. Et on a 

p 

£ trois paralleles AE, AM, HO ; par 
consequent, la droite EM est aussi 
egale a la droite MO. Or, la 
droite BM est aussi egale a la 
droite entiere MK ; done, la droite 
restante BE est egale a la droite 
restante OK. II est done clair que la droite BO est aussi egale 
cL la droite EK ; ce qu’il fallait demontrer. 4 



i. Euclide, liv. Ill, prop. 3, Snoncee p. 140, n. 3. 
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PROBLEME POUR LE MEME PROBLEME f). 

XIV. 

Proposition 87. — Ayant le demi-cercle ABr et le point A, 
decrire par le point A, sur la droite Ar, un demi-cercle tel que, 
si Ton mene la tangente ZB, on ait la droite AA egale a la 
droite ZB. 

Que ce soit chose faite. Des lors, puisque la droite AA est 
egale a la droite ZB, le carre de la droite AA equivaut aussi au 
carre de la droite ZB, c’est-a-dire au rectangle compris sous les 
droites AZ, ZR Done, si nous appliquons, sur la droite Ar, un 
rectangle qui, defaillant d'un carre, soit equivalent au carr6 de 
la droite AA, tel que le rectangle compris sous les droites 
AZ, Zr (*) ; si nous menons la perpendiculaire ZB, et si nous 
decrivons le demi-cercle AEZ sur 
la droite AZ, la droite BZ sera 
tangente a ce demi-cercle et 
egale k la droite AA. Cela ne 
s’obtient toutefois que si la 
droite AA est plus petite que 
la moitie de la droite Ar ( 3 ). 

Cela etant trouve, si nous 
decrivons par le point A d’autres 
demi-cercles, tels que AH0, AKA ( 4 ), et si nous menons les 
tangentes ©M, AN, la droite ©M sera plus grande que la droite AA 
et la droite AN plus petite. [En effet, puisque la droite ©A est 
plus petite que la droite Ar, la droite ©M sera situee entre les 
points A, r. Elle ne tombera done pas au point Z, puisqu'il se 



1. C’est-cL-dire problem e k utiliser pour la solution du probl&me 17 du second 
livre de La Section determinee d’ Apollonius. 

2. Ce probl&me constitue la proposition 28 du livre VI d’Euclide, enoncee 
p. 600 n. 4. Si l'on pose : ZT = x, le probteme revient done k r6soudre 
1 ' equation (AT — x) x =* A A 1 2 . 

3. Condition de possibility indiquee du reste dans la proposition d’Euclide 
mentionnee dans la note precedente. 

4. Demi-cercles dont les diam£tres sont respectivement plus petit et plus 
grand que le diam^tre du demi-cercle AEZ. 
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ferait que la droite AA soit egale a la droite ZT (*) ; ce qui est 
absurde. Elle n’est, a fortiori, pas situee entre les points T, Z, 
puisqu’il se ferait de nouveau que la droite AA soit plus petite 
que la droite Zr ( 1 2 ) ; ce qui est absurde (car elle est plus grande, 
comme on l’a suppose au debut du probleme). Done, le point 0 
sera situe entre les points Z, A. Or, le rectangle compris sous 
les droites A@, 0r, e’est-a-dire le carre de la droite M0, est plus 
grand que le rectangle compris sous les droites AZ, ZI\ e’est- 
a-dire le carre de la droite ZB ( 3 ) ; done, il est plus grand que 
le carre de la droite AA ( 4 ) ; en sorte que la droite @M est plus 
grande que la droite AA. Or, la droite AN est situee entre les 
points Z, r ; done, puisque le rectangle compris sous les droites 
AA, Ar est plus petit que le carre de la droite AA (puisqu’il est 
aussiplus petit que le rectangle compris sous les droites AZ, Zr), 
le carre de la droite AN est aussi plus petit que le carre de la 
droite AA ; en sorte que la droite AN est plus petite que la 
droite AA ( 5 6 ). II en est de meme pour toutes les droites qui, a 
la suite de cette derniere, sont menees du cote du point T (*)] ( 7 ) 
et, d’une maniere generate, suivant que les demi-cercles s’approchent 
du point r, la tangente est plus petite que la droite AA et, suivant 
qu’ils s’en eloignent, elles seront continuellement plus grandes. En 
consequence, le point A restant fixe, il est possible de decrire, 
sur la droite Ar, des demi-cercles tels que leurs tangentes soient 
e gales a la droite AA ou plus grandes ou plus petit es que cette 
droite. 


1. Erreur du commentateur, auteur de tout ce passage, et pour laqueUe 
Hultsch a propose la correction ©A =* AZ (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 809, 1. 13). 

2. Meme erreur pour laquelle Hultsch donne la correction : AZ < A© (Cfr. 
loc. cit., vol. II, p. 809, 1. 17). 

3. En vertu d e la proposition 14 du livre VII, voir p. 522. 

4. Car on a : ZB* = AA 2 . 

5. Puisque AA x Ar < AZ X Zr ; que AA x Ar = AN 2 et que AZ X Zr = 

ZB 2 = AA 2 , on a : AN < AA. 

6 . C’est-a-dire que toutes les autres tangentes situees entre les points A, r 
seront aussi plus petites que la droite AA. 

7. Le long passage que nous mettons entre crochets, altere du reste en 
plusieurs endroits mentionnes dans les notes precedentes, doit etre considere 
comme une interpolation de commentateur (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 808, 11. 7-20). 
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POUR LE VINGT-ET-UNIEME PROBLEME. 


XV. 

Proposition 88. — Soient les demi-cercles ABr, AEZ ; posons 
la droite AH egale a la droite TA et, menant transversalement 
la droite ZB, menons-lui la perpendiculaire H0 ; je dis que la 
droite 0B est egale a la droite KE. 

Prenons le centre A du demi-cercle ABr, et menons du point A 
la droite AM perpendiculaire sur la droite BZ ; il s’ensuit que la 
droite BM est egale a la droite MK (*). Or, puisque la droite HA 
est egale a la droite TA et la 
droite AA 6gale & la droite AI\ 
la droite entiere HA est done 
egale a la droite entire AA. 

De plus, on a trois droites H0, 

AM, AE qui sont paralleles ; par 
consequent, la droite 0M est aussi egale a la droite ME ; droites 
chez lesquelles la droite BM est egale a la droite MK; done, la. 
droite restante 0B est egale a la droite restante KE ; ce qu’il fallait 
demontrer. II est clair aussi que les droites 0K, BE sont egales. 



XVI. 


Proposition 89. — Les choses etant les memes, que la 
droite BZ soit tangente au point B ; je dis que la droite 0B est 
de nouveau egale a la droite BE. 

En effet, prenons de nouveau le centre K du demi-cercle ABr 

et menons du point K la droite 
de jonction KB, qui est done 
perpendiculaire sur la droite BZ. 
Des lors, puisque, en raison des 
trois paralleles H0, BK, AE, la 
droite HK est ggale a la droite 
KA, il s’ensuit que la droite 0B est aussi 6gale a la droite BE ; 
ce qu’il fallait demontrer. 



1. Euclide, liv. Ill, proposition 3, enoncee p. 140, n. 3, 
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POUR LE VINGT-TROISIEME PROBLEME. 

XVII. 

Proposition 90. — Soient les demi-cercles ABU AEZ ; posons 
la droite AH egale a la droite FA, et, menant transversalement 
la droite E0, menons-lui la perpendiculaire H0 ; je dis que la 
droite 0B est 6gale a la droite KA. 

Prenons le centre A du demi-cercle ABF, et menons la perpen- 
diculaire AM ; la droite BM est done 6gale a la droite MK (*). 
Puisque la droite HA est egale a la droite TA et la droite AA 

egale & la droite Ar, la droite 
entifcre HA est done egale k la 
droite entire AA. Et Ton a trois 
par alleles H0, AM, EZ ; par 
consequent, la droite 0M est 
est aussi egale a la droite MA; 
droites chez lesquelles la droite 
BM est egale a la droite MK; done, la droite restante 0B est 
egale a la droite restante KA. [Si la droite est tangente, la 
chose est manifeste ; car on a men6 la droite de jonction du 
centre au point de contact] ( 2 ) ; ce qu’il fallait demontrer. 

POUR LE VINGT-QUATRIEME PROBLEME. 

XVIII. 

Proposition 91. — Soient deux demi-cercles tels que ABr, 
AEZ ; que la droite AA soit egale a la droite Ar et menons trans- 
versalement la droite ZB ; je dis que la droite BE est egale a 
la droite EH. 

La chose est manifeste ; car, si Ton mene la droite de jonc- 
tion AE, Tangle compris sous les droites AR, EZ est droit, parce 



1.. Euclide, ibidem. 

2. La phrase placee entre crochets est interpose (Cfr. Hultsch, loc. cit., 
vol. II, p. 812, 1 . 7). 
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qu’il est dans un demi-cercle. Et 
la droite AE est menee du centre 
dans le demi-cercle ABr ; done, 
la droite BE est egale a la droite 
EH f). 



POUR LE VINGT-CINQUIEME PROBLEME. 

XIX. 

Proposition 92. — Les choses etant les memes, que la 
droite AA soit plus grande que la droite Ar ; posons la droite AH 
egale a la droite Ar et menons la perpendiculaire H 0 sur la 
droite BZ ; je dis que la droite B© est 6gale Ala droite EK. 

Puisque la droite AA est plus grande que la droite Ar, le 
centre du cercle ABr est done situe entre les points A, A. Que 
ce soit le point A et menons de nouveau la perpendiculaire AM ; 

il s’ensuit que la droite BM est 
€gale a la droite MK. Or, puis- 
que la droite AH est egale a la 
droite Ar et la droite AA egale 
a la droite Ar, la droite 
restante HA est done egale 
a la droite restante AA. Et 
l’on a trois paralleles H@, AM, AE ; done, la droite ©M est aussi 
6gale a la droite ME. Or, la droite entiere BM est aussi egale a 
la droite enti&re MK; done, la droite restante B© est egale a la 
droite restante EK; ce qu’il fallait d€montrer. 

POUR LE VINGT-SIXIEME PROBLEME. 

XX. 

Proposition 93. — Que la droite AA soit plus petite que la 
droite Ar ; posons la droite TH egale a la droite AA et menons 

1. La perpendiculaire AE partant du centre du cercle ABr, on a (Eitclidb, 
liv. Ill, prop. 3, enoncee p. 140, n. 3 ) : BE = EH. 
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la perpendiculaire H0 ; je dis que la droit e BE est egale a la 
droite K0. 

En effet, puisque la droite AA est plus petite que la droite AI\ 
le centre du demi-cercle ABr est situe entre les points A, H. Que 
ce soit le point A et menons du point A la perpendiculaire AM 
sur la droite ZB. En consequence, la droite BM est egale a la 

droite MK. Or, puisque la droite 
AA est egale a la droite FH [et la 
droite AA egale a la droite Ar, 
il s'ensuit que la droite restante 
AA est egale a la droite restante 
AH] Et l’on a trois par alleles 
AE, AM, H0 ; done, la droite EM 
est aussi egale a la droite M0. Or, la droite entiere BM est aussi 
egale a la droite entiere MK; done, la droite restante BE est 
egale a la droite restante K0 ; ce qu’il fallait demontrer. 

POUR LE VINGT-NEUVIEME PROBLEME (*). 

XXL 

Ayar-.t dr.ux deini-cei cles ABF, AEZ et la droite AA etant 
plus grande que la droite Ar, si l’on pose la droite AH egale a 
la droite Ar et si, menant transversalement la droite ZB, on lui 
mhne la perpendiculaire H0, je dis que la droite ©B est egale 
a la droite KE. 

Prenons le centre A du demi-cercle ABr et menons du point A 
la perpendiculaire AM sur la droite BZ ; la droite BM est done 
egale a la droite MK. Or, puisque la droite AA est egale a la 
droite Ar et la droite AH egale a la droite Ar, il s’ensuit que 
la droite restante HA est egale a la droite restante AA. Et l'on 
a trois paralleles H0, AM, AE ; done, la droite 0M est egale a 
la droite ME ; droites chez lesquelles la droite BM est egale a la 
droite MK ; par consequent, la droite restante 0B est egale a la 
droite restante KE ; ce qu’il fallait demontrer. 

Il est manifeste que la droite 0K est aussi egale a la droite BE. 



1. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 327, commentarius, 1 . 4). 

2. Voir la proposition identique 92 et la figure qui l’accompagne. 
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POUR LE TRENTE ET UNIEME PROBLEME (*). 

XXII. 

Soient les demi-cercles ABr, AEZ ; que la droite AA soit de 
nouveau plus petite que la droite Ar; menons transversalement 
la droite ZEB ; posons la droite TH egale a la droite AA, et menons 
la droite H© perpendiculaire a la droite ZB ; [je dis que la 
droite EB est 6gale a la droite K0] ( 1 2 ). 

En efEet, il est clair que [la droite H©] ( 3 ) ne tombe ni au 
point K ni entre les points Z, K. Si nous prenons le centre A ( 4 ), 
et si nous menons du point A la perpendiculaire AM sur la 
droite BZ, la droite BM sera egale a la droite MK. Mais, parce 
qu’on a les trois par alleles AE, AM, H©, la droite EM serait egale 
a la droite MK ( 5 ) (car la droite AA est egale a la droite AH) ; 
on aurait done aussi la droite BM egale a la droite ME, e'est-a-dire 
une plus grande egale a une plus petite ; ce qui est impossible. 
En consequence, la droite H© ne tombe pas au point K. Je dis 
que, a fortiori, cette droite ne tombe pas entre les points Z, K; 
done, elle tombe en dehors d’eux. Or, puisque la droite AA est 
4gale a la droite Ar et la droite AA egale k la droite Hr, il s’ensuit 
que la droite restante AA est egale k la droite restante AH. Et 
l’on a les trois parall^les AE, AM, H© ; par consequent, la droite EM 
est 4gale a la droite M© ; droites chez lesquelles la droite BM 
est egale a la droite MK; done, la droite restante EB est egale 
a la droite restante K0 ; ce qu’il fallait demontrer. Et il est clair 
que la droite EK est aussi egale a la droite B©. 


1. Voir la proposition identique 93 et la figure qui l'accompagne. 

2. Restauration de Hultsch (Cfr. loc. tit., vol. II, p. 816, 1 . 15). 

3. Restauration de Horsley dans son essai de reconstitution du traits 
d’Apollonius sur Les Inclinations ( Apollonii Pergaei Inclinationum libri duo. 
Restituebat Sam. Horsley. Oxonii, 1770, in-8°). 

4. Sous-entendu : too ABT 7|p. ixuxXiou, du demi-cercle ABI\ 

5. C’est-k-dire dans la premiere hypoth&se d'avoir la droite H 0 tombant 
au point K. 
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POUR LE TRENTE-QUATRIEME PROBLEME. 

XXIII. 

Proposition 94 . — Soient les demi-cercles ABr, AEZ ; que 
la droite Ar soit plus grande que la droite TZ ; posons la droite ZH 
egale a la droite AA et completons le cercle [AEZK] (*). Menons 
transversalement la droite Br0 et menons du point H la perpen- 
diculaire H0 sur la droite B0. [11 est clair qu’elle tombe hors 
du cercle, car elle est parall&le a la droite AB. Or, la droite AB 
tombe en dehors ; done, la droite H0 tombe aussi en dehors] ( 1 2 ). 
Je dis que la droite BE est dgale a la droite 0K. 

Puisque la droite Ar est plus grande que la droite TZ, le centre 
du demi-cercle AEZ est situe entre les points A, T. Que ce centre 

soit A, et soit la perpendicu- 
laire AM. Des lors, puisque la 
droite AA est egale a la 
droite ZH et la droite AA 
egale a la droite AZ, la droite 
entire AA est done egale a la 
droite entiere AH. Et il y a 
trois parall&les AB, AM, H0 ; 
done, la droite BM est aussi 
egale a la droite M0 ; droites chez lesquelles la droite EM est 
egale a la droite MK; done, la droite restante BE est 6 gale a 
la droite restante K0 ; ce qu’il fallait demontrer. II est clair 
que la droite BK est aussi egale a la droite E0. 



XXIV. 


Proposition 95 . — Soient de nouveau les demi-cercles ABr, 
AEZ ; que la droite Ar soit plus grande que la droite TZ ; posons 
la droite ZH egale a la droite AA ; completons le cercle AEZK ; 


1. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 327, commentarius, 1 . 30). 

2. La phrase que nous mettons entre crochets ne se justifiant pas dans un. 
simple enonc6 de proposition, doit avoir et 6 interpose (Cfr. Hultsch. loc. cit.* 
vol. II, p. 818, 1 . 14). 
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menons transversalement la droite EBK et menons-lui du point H 
la perpendiculaire H@. [II est clair qu'elle tombe k l’interieur 
du cercle, puisque la droite AB, qui lui est par allele, tombe aussi 
a l’interieur] p). II faut demontrer que la droite EB est egale 
a la droite 0K. 

Que le point A soit le centre et que la droite AM soit de 
nouveau la perpendiculaire ; la droite EM est done egale & la 
droite MK. Or, puisque, dans les 
trois paralleles AB, AM, H0, la 
droite AA est egale a la droite AH, 
il s’ensuit que la droite BM est 
aussi egale a la droite M0. Or, 
la droite entiere EM est egale a 
la droite entiere MK ; done, la 
droite restante EB est egale a la 
droite restante K© ; ce qu’il fallait 
demontrer. 

Le premier livre des Incli- 
naisons contient neuf problemes, trois determinations, et elles 
sont toutes trois minima : celle qui se rapporte au cinquieme 
probleme, celle qui se rapporte au septieme et celle qui se rapporte 
au neuvi&me. Le second livre Ztes Inclinations contient quar ante-cinq 
problemes et trois determinations : celle qui se rapporte au pro- 
bleme dix-sept, celle qui se rapporte au probleme dix-neuf et celle 
qui se rapporte au probleme vingt-trois. Et dies sont toutes trois 
minima ( 1 2 ). 


E 



LE PREMIER LIVRE DES CONTACTS. 

POUR LE CINQUIEME PROBLEME. 

I. 

Proposition 96. — Soient deux paralieies AB, TA ; que le 
cercle EZ les touche aux points E, Z et menons la droite de 
jonction EZ ; je dis que cette droite est le diametre du cercle EZ. 


1. La phrase que nous mettons entre crochets est consid^ree par Hultsch 
comme ayant ete interpol£e (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 820, 1. 1). 

2. Voir le preambule du Livre VII. 
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Prenons des points H, 0 sur* la circonference du cercle et 
menons les droit es de jonction EH, HZ, E0, 0Z. Des lors, puisque 

la droite AE est tangente et que 
la droite EZ est secante, il s’ensuit 
que 1 ’ angle compris sous les droit es 
AE, EZ est egal a Tangle compris 
sous les droites E0, 0Z situe 
dans le segment alterne. Pour la 
meme raison. Tangle compris sous 
les droites AZ, ZE est aussi egal 
a Tangle alterne compris sous les 
droites EH, HZ ; par consequent. 
Tangle compris sous les droites 
E0, 0Z est aussi egal a Tangle 
compris sous les droites EH, HZ. 
Et ces angles valent deux droits ; done, chacun d'eux est droit ( x ) ; 
en sorte que chacun des segments E0Z, EHZ est un demi-cercle. 
En consequence, la droite EZ est le diametre du cercle EZ ; ce 
qu’il fallait d 6 montrer. 



r z a 


II.. 

Proposition 97 . — Soit le cercle ABA ; que les droites Br, TA 
lui soient tangent es et coupons Tangle T en deux parties 6 gales 
par la droite TA ; je dis que le centre du cercle ABA se trouve 
sur la droite TA. 

Menons les droites de jonction AA, AE, AB, BE. Des lors, 
puisque la droite AT est tangente et la droite TA secante, le 
rectangle compris sous les droites AT, TE equivaut au carre de 
la droite TA ; done. Tangle compris sous les droites AA, Ar est 


1. Considerant la tangente AE et la corde E@, on a (Euclide, liv. Ill, 

prop. 32, enoncee p. 203, n. 2) : AEZ = E 0 Z et, de meme, on a : AZE = EHZ. 
Or, entre paralleles AB, TA on a (Euclide, liv. I, prop. 29, enoncee p. 105, n. 5) : 

AEZ = AZE, d'oii, comme le texte : EGtZ = EHZ. Or (Euclide, liv. Ill, 

prop. 22, enoncee p. 537, n. 2) on a : E 0 Z -j- EHZ = 2 angles droits ; done : 

E 0 Z = EHZ =s 1 angle droit. 
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egal a Tangle compris sous les 
droites AE, ET. Pour les memes 
raisons. Tangle compris sous les 
droites AB, BT est aussi egal a 
celui qui est compris sous les 
droites BE, EI\ Mais, Tangle com- 
pris sous les droites BI\ TA est 
egal a Tangle compris sous les 
droites Ar, FA ; done. Tangle compris sous les droites AA, AE 
est aussi egal a celui qui est compris sous les droites AB, BE ; 
de sorte que chacun de ces angles est droit (*). En consequence, 
la droite AE est le diametre du cercle ABA ; done, le centre 
du cercle ABA se trouve sur la droite TA. 



POUR LE DOUZIEME PROBLEME. 
III. 


Proposition 98. — Soient deux cercles AB, Br tangents entre 
eux au point B ; menons transversalement la droite ABr, et 



que le centre du cercle AB se 
trouve sur cette droite ; je dis que 
le centre du cercle Br se trouve 
aussi sur la droite ABF 

En effet, menons la droite ABE 
tangente a Tun et a Tautre cercle, 
il s’ensuit que Tangle compris 


1. Explicitement, on a (Euclide, liv. Ill, prop. 36, 6nonc6e p. 142, n. 4) : 
AT x TE = TA 1 2 , d’oii : ~ d'oii similitude des triangles ArA, ErA 

1 A 1 ill 

ayant Tangle r commun, d'oii, conune le texte : AAr = AEr (I). Et de m£me : 

ABr = BEr (II). Or, consid6rant que Ton a par construct ion : BTE = ATE ; 
que TA = TB (ces deux droites 6tant egales k |/dr x TE), et que le cdte Er 

est commun, les triangles AEr, BEr sont 6gaux, d'oii : AEr = BEr, d'oii (I) 
et (II) donnent : AAr = ABT, d’ou : AAr — EAr = ABr — EBr ou, comme 
le texte : AAE = ABE. Or, considerant le quadrilat^re inscrit, on a (Euclide, 
liv. Ill, prop. 22, 6noncee p. 537 , n. 2) : AAE 4 * ABE = 2 droits, d’oii : 
AAE = ABE = I angle droit. 

Pappus d’AJexandrie. — II 18 
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sous les droites AB, BA est droit ( 1 ) ; done. Tangle qui lui succede, 
compris sous les droites AB, Br, est droit aussi. Et la droite 
AE est tangente au cercle BT ; done, le centre du cercle Br se 
trouve sur la droite ABT, de meme que celui du cercle AB. 


AUTREMENT ( 2 ). 

IV. 

Proposition 99. — Que les droites AB, Br soient de nouveau 
les diametres des cercles ; je dis que les cercles AB, Br sont 
tangents entre eux ( 3 ). 

Menons de nouveau la tangente AE au cercle AB ( 4 ), il s’ensuit 
que Tangle compris sous les droites AB, BA est droit et que Tangle 
qui lui succede, compris sous les droites BA, Ar, est droit aussi. 
Et le centre du cercle Br se trouve sur la droite Br ; done, la 
droite AE est tangente au cercle Br ( 5 6 ). Mais, elle est aussi tangente 
au cercle AB au point B ; done, le cercle AB est aussi tangent au 
cercle BT au point B [sur la meme figure] (*). 


V. 

Proposition ioo. — Soient deux cercles AB, Br tangents 
entre eux au point B ( 7 ) ; menons transversalement la droite APB 
et que le centre du cercle AB soit situ6 sur cette droite ; je dis 
que le centre du cercle Br est aussi situ6 sur la droite BE 
Menons la tangente AE aux cercles. Des lors, puisque la 
droite AE est tangente au cercle AB et que la droite AB passe 
par le centre. Tangle compris sous les droites AB, BA est droit. 


1. Euclide, liv. Ill, prop. 18, 6noncee p. 142, n. 2. 

2. Voir la figure de la proposition prdcidente. 

3. C’est-a-dire que les droites AB, Br, qui constituent une meme droite, 
soient de nouveau les diametres des cercles AB, Br, et que le point B soit situe 
entre les points A, T ; je dis que les cercles AB, Br seront tangents entre eux 
au point B. 

4. Sous-entendu : xa-ra to B (rrjjAeCov, au point B. 

5. Sous-entendu au point B. 

6. Interpolation qui renvoie k la figure de la proposition pr6cedente. 

7. La proposition examine le cas des cercles tangents interieurement. 
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Et la droite Br a mende du point de contact ; done, le centre 
du cercle Br est situe sur la droite Br. 

A 

La chose est encore manifest e de la maniere 
suivante : Si Ton mene transversalement la droite 
BZH, et si Ton mene les droites de jonction TZ, 

AH, il se fait que Tangle compris sons les droites 
EB, Br est £gal k chacun des angles compris sous 
les droites BZ, Br et sous les droites AH, HB (*). 

Et Tangle compris sous les droites AH, HB est 
droit ( 2 ) ; done Tangle compris sous les droites 
BZ, Zr est droit aussi ; en sorte que le centre 
du cercle Br est situe sur la droite BE Et pareil- 
lement, si le centre du cercle Br est donne sur la 
droite AB, on demontrera que le centre du cercle AB est aussi sur 
cette droite. 



VI. 

Proposition xoi. — Mais, que les droites AB, BT soient de 
nouveau les diamfctres ; je dis que les cercles sont tangents entre 
eux ( 3 ), 

Menons la droite ABE tangente au cercle AB ; Tangle compris 
sous les droites AB, BE est done droit. Et la droite Br est le 
diamfctre ( 4 ) ; done, la droite AE est tangente au cercle Br au 
point B [car si on prolonge une droite FZ jusqu’au point A, le 
rectangle compris sous les droites TA, AZ devient equivalent au 
carre de la droite AB, parce que Tangle au point Z est droit et 
qu’on a Tangle au point B droit] ( 5 ). Mais, elle est aussi tangente 


1. Euclide, liv. Ill, prop. 32, enoncee p. 203, n. 2. 

2. Paxce que, par hypoth&se, le centre du cercle AB se trouve sur la 
droite AB. 

3. Voir la figure qui accompagne la proposition precedente. 

4. C'est-a-dire le diam^tre du cercle Br. 

5. La phrase que nous mettons entre crochets doit avoir et6 interpolee, car 
elle ne repond pas & une construction de la figure ; mais cette construction etant 
supposSe, l’interpolateur invoque la similitude des triangles rectangles ABT, A ZB, 

TA AB 

ayant Tangle A commun, pour conclure que Ton a : , d’ou : 

AB A Zi 

TA x AZ — AB 8 , d’oii la droite AE est tangente au cercle Br. 
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au cercle AB au point B ; par consequent, le cercle AB touche 
le cercle Br au point B (*). 

POUR LE SEIZIEME PROBLEME. 

VII. 

Proposition 102. — Soient deux cercles ABr, AF.R tangents 
entre eux au point B ; menons par le point B des droites rBA, 
ABE, et menons les droites de jonction Ar, AE ; je dis que les 
droites Ar, AE sont paralleles. 

En effet, menons la droite ZH tangente 
aux cercles au point B. Des lors, puisque la 
droite BZ est tangente et la droite BA secante. 
Tangle compris sous les droites AB, BZ est 
egal a Tangle compris sous les droites Ar, rB ( 2 ). 
Pour la meme raison, Tangle compris sous les 
droites HB, BE est aussi egal a Tangle compris 
sous les droites BA, AE. Mais, Tangle compris 
sous les droites AB, BZ est egal a Tangle com- 
pris sous les droites T2B, BH ; done, Tangle 
compris sous les droites AT, rB est aussi egal 
cL Tangle compris sous les droites EA, AB. Et 
ces angles sont alternes ; done, la droite Ar 
est parallele a la droite AE ; ce qu’il fallait demontrer, 

VIII. 

Proposition 103. — Soit le cercle ABr ; menons les droites 
de jonction AB, BP PA, et menons par le point A une droite AE 
telle que Tangle B soit egal a Tangle compris sous les droites 
EA, AT ( 3 ) ; je dis que la droite AE est tangente au cercle ABT 
au point A. 



1. Une petite interpolation ajoute ici : &cl rij? au77js xaTaypaor,?, sur la meme 
figure; c’est-A-dire sur la figure de la proposition precedente (Cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. II, p. 826, 1 . 17). 

2. Euclide, liv. Ill, prop. 32, enoncee p. 203, n. 2. 

3. C’est-i-dire telle que Ton ait : EAT = ABr. 
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Si la droite Ar passe par le centre, la chose sera manifeste ; 
car Tangle compris sous les droites EA, AT devient droit, parce 
que Tangle B est droit aussi, et cela a deja ete demontre ( x ). 

S'il n’en est pas ainsi ( 1 2 ), que le centre soit Z ; menons la droite 
de jonction AZ ; prolongeons-la jusqu’au point H et menons la 
droite de jonction BH. En con- 
sequence, Tangle compris sous 
les droites AB, BH est droit. 

Des lors, puisque Tangle com- 
pris sous les droites EA, Ar est 
egal a celui qui est compris sous 
les droites AB, BT ( 3 ), et que 
Tangle compris sous les droites 
HA, AT est, dans le meme 
segment, egal k Tangle compris 
sous les droites HB, BT, il 
s'ensuit que Tangle entier com- 
pris sous les droites EA, AH 

est 6gal a Tangle compris sous les droites AB, BH. Or Tangle 
compris sous les droites AB, BH est droit ; done, Tangle compris 
sous les droites EA, AH est droit aussi. Et la droite ZA est issue 
du centre ; done, la droite AE est tangente au cercle ABr ; car 
cela a ete demontre precSdemment ( 4 ). 

IX. 

Proposition 104. — Cela etant ( 5 ), void la reciproque du 
lemme qui precede ( 6 ). La droite AT etant par allele k la droite AE, 
il faut demontrer que les cercles ABr, AEB sont tangents entre 
eux au point B. 



H 


1. Euclide, liv. Ill, prop. 16, corollaire : t De 1 & il est Evident que la droite 
perpendiculaire au diam&tre, et menee d'une de ses extr6mit6s, touche la circon- 
ference, et que cette droite ne la touche qu'en un seul point, puisqu’ila et6 
demontrd que la droite qui rencontre un cercle en deux points entre dans ce 
cercle ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 154. 

2. C’est-a-dire si la droite Ar ne passe pas par le centre. 

3. Par hypothese. 

4. Euclide, liv. Ill, prop. 16, corollaire (voir note 1 ci-dessus). 

5. C’est-a-dire la proposition 103 (ou lemme VIII) dtant d 4 montr 6 e. 

6. C’est- 4 -dire la reciproque de la proposition 102, ou lemme VII. 
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Menons de nouveau la droite ZH tangente au cercle ABr (*) ; 

Tangle compris sous les droites AB, BZ est 
done de nouveau egal a Tangle V ( 1 2 ). Mais, 
Tangle compris sous les droites AB, BZ est 
egal a Tangle compris sous les droites EB, BH, 
et Tangle T est alterne de Tangle A ; de 
sorte que Tangle compris sous les droites 
HB, BE est aussi egal k Tangle A. Or, en vertu 
du lemme qui precede, la droite ZH est 
tangente au cercle ABE ; mais, elle est aussi 
tangente au point B ; done, le cercle ABr 
est aussi tangent au cercle BAE au point B. 

PROBLEME POUR LE MEME PROBLEME ( 3 ) 

X. 

Proposition 105. — Le cercle ABT etant donne de position 
et deux points A, E etant donnes, si des points A, E une 
ligne ABE est brisee et prolongee, faire en sorte que la droite AP 
soit parallele a la droite AE ( 4 ). 

Que la chose soit obtenue et menons la tangente ZA. Des 
lors, puisque la droite Ar est parallele a la droite AE, Tangle F 
est egal k Tangle compris sous les droites TA, AE. Mais Tangle T 
est egal a Tangle compris sous 
les droites ZA, AE (car ces 
droites sont tangente et secante); 
done, Tangle compris sous les 
droites ZA, AE est aussi egal 
a Tangle compris sous les droites 
TA, AE. En consequence, les 
points A, B, A, Z sont dans un 

1. Sous-entendu : xerra to B 97i(mov, au point B. 

2. Euclide, liv. IV, prop. 32, 4 nonc£e p. 203, n. 2. 

3. C'est-a-dire problkme utile pour la solution de ce merae problkme XVI 
d’ Apollonius sur Les Contacts, pour lequel Pappus a dejk donn 4 le lemme VII 
ou proposition 102. Voir p. 638. 

4. En d'autres termes, faire en sorte que le point B soit pris tel que, si les 
droites de jonction AB, EB sont prolongees jusqu’k la circonference du cercle, 
la droite AT soit parallele k la droite AE. 
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cercle ; done, le rectangle compris sous les droites AE, EB 
equivaut au rectangle compris sous les droites ZE, EA. Or, le 
rectangle compris sous les droites AE, EB est donne (car il 
equivaut au carre de la tangente) ; done, le rectangle compris 
sous les droites AE, EZ est donne aussi ( x ). Et la droit e AE est 
donnee ; done, la droite EZ est donnee aussi ( 1 2 3 ). Or, cette droite 
est donnee aussi de position et le point E est donne ; done, le 
point Z est donne aussi (?). Or, la droite ZA est menee, du point 
donne Z, tangente au cercle ABr donne de position ; done, la 
droite ZA est donnee de position et de grandeur ( 4 ). Et le point Z 
est donne ; done le point A est donne aussi. Mais le point E est 
donne aussi ; done, la droite AE est donnee de position ( 5 6 ). Or, le 
cercle est aussi donne de position ; done, le point B est donne (•). 
Be plus, chacun des points A, E est donne ; done, chacune des 
droites AB, BE est donnee de position. 

La synthese du probleme est done la suivante : Soit le cercle 
ABr et soient A, E les deux points donnes. Posons le rectangle 
compris sous la droite AE et une autre droite EZ equivalent au 
carre de la tangente ( 7 ) ; menons du point Z la ligne droite ZA 
tangente au cercle ABr ( 8 ) ; menons la droite de jonction AE ; 


1. Les droites AT, AE 6tant parallel es par hypoth&se, on a : AFA * TAE. 
Or, considerant la tangente ZA et la secante AB on a (Euclide, liv. Ill, 

prop. 32, Enoncee p. 203, n. 2) : ATA = ZAE ; done : ZAE = FAE. Or 


FAE 4 - FAZ =s 2 angles droits ; done : ZAE + TAZ = 2 angles droits ; done 
(Euclide, liv. Ill, prop. 22, enoncee p. 537, n. 2), les points A, B, A, Z sont 
situes sur la circonf6rence du cercle ABAZ, et les secantes EA, EZ de ce cercle 
donnent, comme le texte : AE x EB = ZE x EA. Or, (Euclide, liv. Ill, 
prop. 36, enoncee p. 142, n. 4) on a : AE x EB * carre de la tangente menee 
du point E au cercle, et (Euclide, Donnees, prop. 91, enoncee p. 619, n. 4) 
cette tangente est donnee ; done AE X EB est donn6 ; done : ZE x EA est 
donn£ aussi. 

2. Euclide, Donnees, prop. 57, 6nonc6e p. 144, n. 5. 

3. Les points E, A etant donnas par hypothese, la droite ZE, donnee de 
grandeur, est donnee aussi de position ; done (Euclide, Donnies, prop. 27, 
6nonc6e p. 30, n. 1), le point Z est donn£. 

4. Euclide, Donnees, prop. 91, Enoncee p. 619, n. 4. 

5. Euclide, Donnees, prop. 26, 6nonc6e p. 214, n. 1. 

6. Euclide, Donnees, prop. 25, Enoncee p. 214, n. 6. 

7. C’est-a-dire : posons le rectangle AE x EZ equivalent au carre de la 

tangente menee du point E k la circonference ABT, tangente non indiquee sur 
la figure, et qui (Euclide, Donnees, prop. 91) est une grandeur donnee en raison 
de ce que le point E et le cercle ABr sont donnas. 

8. C’est-i-dire tangente au point A. 
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prolongeons la droit e de jonction AB jusqu’au point U et menons 
la droite de jonction Ar ; je dis qne la droite Ar est parallele 
a la droite AE. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites ZE, EA 
equivaut au carre de la tangente (*) ; mais, que le rectangle 
compris sous les droites AE, EB equivaut aussi au carre de la 
tangente ( 1 2 3 ), il s'ensuit que le rectangle compris sous les droites 
AE, EB equivaut au rectangle compris sous les droites ZE, EA. 
En consequence, [les points A, B, A Z] ( 8 ) sont dans un cercle ; 
[done] ( 4 ), l'angle compris sous les droites ZA, AE [est 6gal] ( 5 * ) 
a Tangle compris sous les droites BA, AE (®). Mais, Tangle compris 
sous les droites ZA, AE est aussi 6gal k Tangle compris sous les 
droites Ar, TB situe dans le segment alteme ( 7 ) ; done, Tangle 
compris sous les droites Ar, IB est aussi egal a Tangle compris 
sous les droites BA, AE. Et ces angles sont alternes ; done, la 
droite Ar est parallele a la droite AE. 

POUR LE DIX-SEPTIEME PROBLEME. 

XI. 

Proposition 106. — Soient deux cercles ABr, AAE tangents 
entre eux au point A ( 8 ) ; menons transversalement, du point A, 
les droites AAB, AEr, et menons les droites de jonction AE, Br ; 
je dis que les droites AE, Br sont paralleles. 

Menons du point A la tangente ZH ; done, Tangle compris 
sous les droites ZA, AB est egal k chacun des angles compris 
sous les droites Ar, IB et sous les droites AE, EA (®) ; en sorte 
que Tangle compris sous les droites AU IB est aussi egal a 


1. On a par kypothese : ZE x EA = carre de la tangente men 4 e du point E 
au cercle ABI\ 

2. Euclide, liv. Ill, prop. 36, 4 noncee p. 142, n. 4. 

3. 4. 5. Lacunes comblees par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 355, 1 . 24). 

6. Dans le quadrilatere inscriptible AZAB, on a : ZAE + BAZ = 2 angles 

droits. Or, BAE + BAZ = 2 angles droits ; done, comme le texte : ZAE = BAE. 

7. Euclide, liv. Ill, prop. 32, 4 nonc 4 e p. 203, n. 2. 

8. Cas des cercles tangents int 4 rieurement. 

9. Euclide, liv. Ill, prop. 32, enoncee p. 203, n. 2. 
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Tangle compris sous les droit es AE, 

EA- En consequence, la droite AE 
est parallele a la droite BI\ 

[Mais, que la droite AE soit 
parallele a la droite BT] (J) ; je 
dis que les cercles ABF, AAE 
sont tangents entre eux ( 1 2 3 ). 

En effet, menons la tangente 
ZH au cercle ABT ; il s’ensuit 
que Tangle compris sous les 
droites ZA, AA est egal a Tan- 
gle r. Mais, Tangle T est egal a 

Tangle E (*) ; done. Tangle compris sous les droites ZA, AA est 
aussi egal a Tangle E ; de sorte que la droite ZH est tangente 
au cercle AAE (car cela a ete demontre precedemment) ( 4 ). 
[En consequence, les cercles ABr, AAE sont tangents entre eux 
au point A] ( 5 6 ). 



PROBLEME POUR LE MEME PROBLEME (•). 

XII. 

Proposition 107. — Le cercle ABT etant donne de position 
et deux points A, E etant donnes, briser une ligne AAE et faire 


1. Reconstitution due k Commandin (Cfr. loc. tit., p. 335, commentarius, 
demise ligne). 

2. La r 4 dproque de cette proposition n’est pas 6nonc6e complement. 
Camerer a compl6t6 l’enonc6 de la mani&re suivante dans la version latine qui 
accompagne sa premiere edition du texte grec des lemmes de Pappus sur le traits 
Des Contacts d' Apollonius : « ductis nempe per punctum A, duobus drculis 
ABr, AAE commune, rectis quibuscunque AAB, AEr, quae ex eadem puncti A 
parte uni circulorum in punctis B, T, alteri vero in punctis A, E occurrant, 
junctisque rectis Br, AE » ( ApoUonii it Tactionibus quae super sunt, ac maxima 
lemmata Pappi in hos libros graece nunc primum edita, e coditibus manuscriptis, 
cum Vietae librorum Apollonii restitutione, adjectis observations bus, computationibus 
ac problematis Apolloniani historia, a Joanne Guilielmo Camerer. Gothae et 
Amstelodami, 1795, in-8°, voir p. 78, 11 . 7-11). 

3. Par hypothese. 

4. Voir lemme VIII ou proposition 103, p. 638. 

5. Reconstitution de Hultsch (cfr. loc. tit., vol. II, p. 834, 1 . 5), d’apr&s la 
reconstitution latine proposee par Commandin (cfr. loc. tit., p. 335, 1 . 41). 

6. C’est-a-dire relatif au meme problSme XVII d’ Apollonius pour lequel a 
d6j& ete donne le lemme XI (ou proposition 106). 
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en sorte que la droite Br soit parallele a la droite AE ( 1 ). 

Que la chose soit obtenue et menons du point B la tan- 
gente BZ. Des lors, puisque la droite BZ est tangente et la 
droite Br secante, l’angle compris sous les droites ZB, Br, c’est- 
&-dire celui qui est compris sous les droites AZ, ZB, est egal 

a Tangle A; par consequent, les 
points A, B, Z, E sont dans un 
cercle ; done, le rectangle compris 
sous les droites AA, AB equivaut 
au rectangle compris sous les 
droites EA, AZ ( 2 ). Or, le rectangle 
compris sous les droites AA, AB 
est donne (car il equivaut au carre 
d’une tangente) ; done, le rectangle 
compris sous les droites EA, AZ 
est donne aussi ( 3 ). Et la droite AE 
est donnee ; done, la droite AZ 
est donnee aussi. Mais, cette droite est donnee aussi de position 
et le point A est donne ; done, le point Z est donne aussi ( 4 5 6 ). Or, 
la droite ZB a ete menee, du point donne Z, tangente au cercle 
donne de position; done, la droite ZB est donnee de position (®). 
Mais, le cercle ABr est donne de position aussi ; done, le point B 
est donne. Et le point A est donne aussi ; done, la droite BA est 
donnee de position ( 8 ). Et le cercle est aussi donne de position ; 



1. En d'autres termes : Etant donnes un cercle ABr et deux points A, E, 
mener, par les points A, E, des secantes dirigees vers un meme point de la dreon- 
ference du cerde ABr, telles que les droites de jonction Br, AE soient paralleles. 

2. Considerant la tangente BZ et la secante Br, on a (Euclide, liv. Ill, 


prop. 32, enoncee p. 203, n. 2) : ZBr = BAE 
parall&es, on a : ZBr = AZB ; done, comme 


Or, par hypoth^se Br, AE etant 
le texte : AZB = BAE. Or, 


AZB -f- BZE = 2 droits ; done : BAE -f- BZE = 2 droits ; done, les points A, 
B, Z, E sont concydiques, d'oii, comme le texte : AA x AB = EA x AZ. 

3. On a (Euclide, liv. Ill, prop. 36, enoncee p. 142, n. 4) : AA x AB = 
carre de la tangente AH que nous indiquons en pointing dans la figure du texte. 
Or, cette tangente AH est donnee de position et de grandeur en vertu de la 
proposition 91 des Donnies d’Eudide (Enoncee p. 619, n. 4) ; done, le rectangle 
AA x AB est donne de grandeur, d’oii, en presence de l’egalite de la note pre- 
cedente, le rectangle EA x AZ est donne de grandeur aussi. 

4. Euclide, Donnies, prop. 27, enoncee p. 30, n. 1. 

5. Euclide, Donnies, prop. 91, invoquee deja dans la note precedente. 

6. Euclide, Donnies, prop. 26, 4 noncee p. 214, n. 5. 
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done, le point A est donne ( 1 ). Et le point E est donne aussi ; done, 
chacune des droites AA, AE est donnee de position. 

La synthese du probl&me se fera de la maniere suivante : Soit 
le cercle ABr et soient donnes les points A, E. Posons le rectangle 
compris sous les droites EA, AZ equivalent au carre de la tan- 
gente ( 2 ) ; menons du point Z la ligne droite ZB [tangente] ( 3 ) 
au cercle ABr ; menons la droite de jonction AB, prolongeons-la 
jusqu'au point A et menons les droites de jonction AE, Br ; je 
dis que la droite Br est parallfcle k la droite AE. 

En efiet, puisque le rectangle compris sous les droites EA, AZ 
equivaut au carre de la tangente ( 4 ), [e’est-a-dire au rectangle 
compris sous les droites AA, AB ( 5 ), il s’ensuit que les points 
A, B, Z, E sont dans un cercle] ( 6 ) ; par consequent. Tangle A, 
e’est-a-dire Tangle compris sous les droites 17B, BZ (car la droite BZ 
est tangente et la droite BT secante), est egal a Tangle compris 
sous les droites BZ, ZA. Or, ces angles sont alternes ; done, la 
droite BT est [parallele] ( 7 8 9 ) a la droite AE (®). 


PROBLEME POUR LE PROBLEME DIX-HUIT (»). 


XIII. 


Proposition 108. — Le cercle ABr etant donne de position 
et deux points A, E etant donnes, briser, a partir des points A, E, 


1. Euclide, Donnies, prop. 25, enoncee p. 214, n. 6. 

2. C’est-A-dire Equivalent au carre de la tangente AH indiquee en pointille 
dans la figure, mais que le texte peut s’abstenir de designer, vu que cette tangente 
est une donnee acquise au problEme, en raison de la simple dation du cercle et 
des points A, E, en vertu de la proposition 91 precitee des Donnies d'Euclide. 

3. Lacune comblee par Camerer dans son edition princeps precitee des lemmes 
de Pappus (Cfr. loc. cit., p. 26, 1 . 26). 

4. Par hypoth^se. 

5. Euclide, liv. Ill, prop. 36, enoncee p. 142, n. 4. 

6. Restauration de Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 836, 11 . 13-15). 

7. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 337, 1. 17). 

8 . Les points A, B, Z, E etant concycliques, on a: AAE 4 - BZE = 2 angles 

droits. Or, BZA + BZE = 2 angles droits ; done, comme le texte : AAE = BZA. 
Or, considerant la tangente BZ et la secante Br, on a (Euclide, liv. Ill, prop. 32, 

Enoncee p. 203, n. 2) : TBZ = BAT = AAE ; done, comme le texte : TBZ = 

BZA, d’ou parallelisme des droites Br, BE. 

9. C’est-A-dire relatif au prob lime XVIII du traite des Contacts d' Apollonius. 
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une ligne AAE, et faire en sorte que la droite Br soit parallele 
a la droite AE P). 

Que la chose soit obtenue. Menons du point B la ligne droite BZ 
tangente au cercle ABr ; il s’ensuit que l'angle compris sous les 
droites ZB, BA est £gal a l’angle T, c’est-a-dire a l’angle E ; done, 
les points B, Z, A, E sont dans un cercle. En consequence, 

le rectangle compris sous les 
droites BA, AA equivaut au 
rectangle compris sous les 
droites ZA, AE ( 1 2 ). Or, le 
rectangle compris sous les 
droites BA, AA est donn6 (car 
la droite AAB est men£e trans- 
versalement du point donne A 
au cercle donne de position) ( 3 ); 
done, le rectangle compris sous 
les droites ZA, AE est donne 
aussi. Et la droite AE est donnee ; done, la droite ZA est donnee 
aussi ( 4 ). Et le point A est donne ; [done le point Z est donne ( 5 ) 
aussi] ( 6 ). Or, la droite ZB a ete menee tangente au cercle [donne 
de position, du point donne Z] ( 7 ) ; done, la droite ZB est donnee 


A 



1. Application du lemme pr£c£dent XII, ou proposition 107, an cas des 
deux points A, E, pris k l’interieur du cercle. Heath a fait remarquer le premier 
(The works of Archimedes edited in modern notations with introductory chapters. 
Cambridge, 1897, p. 312, en note) l'analogie que pr&ente la figure qui accompagne 
ce lemme avec la figure de la proposition X du livre Des Lemmes d'Archimide 
(Voir (Euvres d’Architncde, trad, de P. Ver Eecke, p. 534). 

2. Consid6rant la tangente BZ et la corde BA, on a (Euclide, liv. Ill, 


prop. 32, 6nonc6e p. 203, n. 2) : ZBA = BrA. Or, par hypoth^se, les droites 


Br, ZE sont parall&les ; done : BrA =* ZEA, d’oii, comme le texte : 


ZBA = ZEA ; done (Euclide, liv. Ill, prop. 21, 6nonc6e p. 141, n. 2), ces 
angles egaux sont mesures par le meme arc du cercle qui passe par les points 
Z, B, E, A, et les cordes BA, ZE qui coupent ce cercle donnent (Euclide, liv. Ill, 
prop. 35, enoncee p. 149, n. 5) : BA x AA = ZA x AE. 

3. Euclide, Donnees, prop. 93 : « Si, dans un cercle donne de position, on 
prend un point donne, et si, par ce point, on mene une droite dans le cercle, le 
rectangle sous les segments de la droite men6e est donne » Voir trad, de Peyrard, 
vol. Ill, p. 472. 

4. Euclide, Donnees, prop. 57, enoncee p. 144, n. 5. 

5. Euclide, Donnees, prop. 27, enoncee p. 30, n. 1. 

6. Lacune combine par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 338, 1 . 17). 

7. Lacune combine par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 338, 1 . 20). 
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de position ( 1 ). Or, le cercle est aussi donne de position ; done, le 
point B est donne aussi ( 2 ). Mais, le point A est donne aussi ; 
done, la droite BA est donnee de position ( 3 ). Or, le cercle est 
aussi donne de position ; done, le point A est donne ( 4 5 6 ). Or, chacun 
des points A, E est donne aussi ; done chacune des droites AA, 
AE est donnee de position. 

La synthese du probleme se fera de la maniere suivante : 
Soit ABr le cercle donne de position et soient A, E les deux 
points donnes. Menons transversalement une droite quelconque 
AAB ; posons le rectangle compris sous les droites EA, EZ 
equivalent au rectangle compris sous les droites AA, AB ; menons 
du point Z la droite BZ tangente au cercle ABr, et menons la 
droite de jonction TEA. Des lors, puisque Tangle compris sous 
les droites ZB, BA est egal a Tangle situe au point E (*) (car les 
points A, Z, B, E sont dans un cercle) (•) ; mais, que Tangle com- 
pris sous les droites ZB, BA est aussi 4gal a Tangle T (car on a 
une tangente et une secante) ( 7 8 9 ), il s’ensuit que Tangle V est aussi 
4gal ci Tangle E ; done, la droite Br est parallele k la droite AE ; 
ce qu'il fallait demontrer. 


PROBLEME POUR LE PROBLEME DIX-NEUF («). 

XIV. 

Proposition 109. — Le cercle ABr etant donne de position, 
et deux points A, E etant donnes (•), briser, a partir de ces points, 
la ligne AAE de maniere que la droite Br soit parall&le k la 
droite AE. 

Que la chose soit obtenue et menons la tangente BZ. D4s 
lors, les points A, Z, B, E sont de nouveau dans un cercle, et 


1. Euclide, Donnies, prop. 91, enonc6e p. 619, n. 4. 

2. Euclide, Donnies, meme prop. 91. 

3. Euclide, Donnies, prop. 26, enoncee p. 214, n. 5. 

4. Euclide, Donnies, prop. 25, enoncee p. 214, n. 6. 

5. Euclide, liv. Ill, prop. 21, enoncee p. 141, n. 2. 

6. Euclide, liv. Ill, prop. 35, enoncee p. 149, n. 5. 

7. Euclide, liv. Ill, prop. 32, Enoncee p. 203, n. 2. 

8. C’est-k-dire relatif au problime XIX du traite Des Contacts d' Apollonius. 

9. A I’int^rieur de ce cercle ABr. 
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le rectangle compris sous les droites AA, AB 6quivaut au rectangle 
compris sous les droites EA, AZ ( 1 ). Or, le rectangle compris sous 

les droites AA, AB est donn6 ; 
done, le rectangle compris sous 
les droites EA, AZ est donne 
aussi. Et la droite AEest donnee ; 
done, la droite AZ est donnee 
aussi. Or, cette droite est donnee 
aussi de position et le point A 
est donne ; done, le point Z est 
donne aussi ; en sorte que la 
droite BZ est donnee de position. 
Mais, le cercle est donne aussi ; 
done, le point B est donne. 
Mais, les points A, E sont donnes aussi ; done, chacune des droites 
AA, AE est donnee ( 2 ) ; car on d^montre cela de la meme maniere 
que prdeedemment ( 3 ), et la synthese est la meme que la pre- 
cedente ( 4 ). 



POUR LE PROBLEME VINGT-QUATRE. 

XV. 

Proposition no. — Que deux cercles AB, Br soient tangents 
entre eux au point B ; prenons leurs centres A, E ; menons les 
droites de jonction AA, AB, TE, EB, et que la droite AA soit 
parall&le a la droite PE ; je dis que les lignes qui passent par les 
points A, B, E et par les points A, B, T sont droites. 


1. Voir la proposition precedente. 

2. Sous-entendu : (jeoet, de position. 

3. Voir proposition 108. 

4. Ce lemme ne differe du precedent que par la disposition de la figure. 
Dans ces conditions, Haumann, dans son essai de reconstitution du traits Des 
Contacts d’Apollonius, emet l'opinion qu'i la suite de ce lemme (ou pro- 
position 109) devait etre rationnellement place le lemme XXI (ou proposition 116), 
avec, comme titre: et? to x' 7tpof&7i[xa (pour le probteme X), puis le lemme XXIII 
(ou proposition 118), avec le titre : ei? to ocuto (pour le meme probl&me) . 
Voir : C. G. Haumann. Versuch einer Wiederherstellung der Bucher des Apollonius 
von Perga von den Beriihrungen. Breslau, 1817, in-8°, p. 68. 
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En effet, menons la droite ZH tangente 
aux cercles AB, Br. Des lors, puisque la 
droite ZH est tangente et que la droite AB 
est issue du centre, il s’ensuit que Tangle 
compris sous les droites AB, BZ est droit. 

Pour les memes raisons, Tangle compris sous 
les droites ZB, BE est droit aussi ; par conse- 
quent, la ligne qui passe par les points A, B, E 
est droite. Or, puisque la droite AA est egale 
a la droite AB et la droite Er 6gale a la 
droite EB, la droite Er est done a la droite EB 
comme la droite AA est k la droite AB. Et 
les cotes proportionnels sont situes autour des 
angles 6gaux A, E; done, Tangle compris sous les droites AB, BA 
est 6gal a celui qui est compris sous les droites PB, BE (*). Et la 
ligne ABE est droite ; done, la ligne qui passe par les points A, B, T 
est droite aussi ( 1 2 ) ; ce qu’il fallait demontrer. 

POUR LE VINGT-CINQUIEME PROBLEME. 

XVI. 

Proposition iii. — La droite AB etant egale a la droite Br, 
la droite AA egale a la droite AE et la droite AE par allele a la 
droite Br, il faut demontrer que la ligne qui passe par les 
points A, E, r est droite. 



1. On a : AA = AB et Er = EB, d’oii : ^ Or, les droites AA, TE 

EB AB 


sont parall&les par hypoth£se, done: AAB = BEr, d'ou similitude des triangles 
ABA, TBE, d'ou : ABA = TBE. 


2. On a : TBZ + TBE = 1 angle droit, d’ou, en presence de la derai&re 
egalite de la note precedente : TBZ + ABA = 1 angle droit, d'ou : 


TBZ -j- ZB A -J- ABA == TBA + ABA = 2 angles droits ; done (Euclide, liv. I, 
prop. 14 : « Si k une droite, et k un point de cette droite, deux droites non 
placees du meme cot 4 font des angles de suite 4 gaux a deux droits, ces deux 
droites sont dans la meme direction ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 27) : les 
droites AB, Br forment une seule et meme droite. La meme deduction se justifie 
d'ailleurs en vertu de la reciproque de la proposition 15 du livre I d’Euclide : 
« Si deux droites se coupent mutuellement, elles font des angles au sommet egaux 
entre eux » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 28. 


41 
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Menons les droites de jonction fAE, Er ; menons la droite BZ 
parallele a la droite AE et prolongeons la droite EA jusqu’au 

point Z ; il s’ensuit que la droite 
AZ est egale a la droite AB. Or, 
la droite AA est aussi egale a la 
droite AE ; done, la droite entiere 
AB est egale a la droite entiere ZE. 
Mais, la droite AB est egale a la 
droite Br ; done, la droite Br 
est aussi egale a la droite ZE. 
Mais, ces droites sont paralleles ; 
done, la droite TE est aussi paral- 
lele a la droite BZ. Mais, la droite AE est aussi parallele a la 
droite BZ ; done, la ligne AEr est droite ; car cela est manifeste ( x ). 



DEUXIEME LIVRE DES CONTACTS ( 1 2 ). 
POUR LE TRENTE ET UNIEME PROBLEME. 


XVII. 


Proposition 112. — Si Ton a le cercle ABT ; si deux droites 
ggales BA, A V lui sont jetees, et si la droite BA est tangente, je 
dis que la droite AT est tangente aussi. 

La chose est manifeste ; car, si Ton mene transversalement la 


1. Les triangles ZAB, AAE, semblables par construction, donnent : 


AB AA 
AZ AE' 


Or, par hypoth^se : AE = AA ; done : AZ = AB, d’oii : ZE = AB. Or, par 
hypoth^se : AB = Br ; done : ZE = Br. Or, par hypoth^se, les droites Br, ZE 
sont paralleles ; done (Euclide, liv. I, prop. 33 : « Les droites qui joignent, des 
meme c6tes, des droites 6gales et paralleles, sont elles-memes egales et paral- 
leies ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 55), les droites TE, BZ sont aussi 
paralleles. Or, les droites AE, BZ sont paralleles par construction ; done, par 

similitude de triangles : BZE = AEA. Or, BrE = BZE ; done : BrE = AEA. 

Or, dans le parall&ogramme BZEr, on a : BrE + AEr = 2 angles droits ; 


d’oii : AEA -(- AEr = 2 angles droits ; done (Euclide, liv. I, prop. 14, 6nonc6e 
dans la note pr£c6dente), les droites AE, Er torment une seule et meme droite. 

2. ’Etoxouv Scurepov. Restauration de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 842, 
1. 23), conformement k l'essai de reconstitution de Haumann (pp. 107, 1x3, 117) 
mentionn^e plus haut, p. 648, n. 4. 
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droite AA, le rectangle compns 
sous les droit es AA, AE equivaut 
au carr6 de la droite AB (*). Mais, 
le carre de la droite AB est egal 
au carre de la droite Ar ( 1 2 3 ) ; 
done, le rectangle compris sous 
les droites AA, AE equivaut aussi 
au carre de la droite Ar ; done, 
la droite Ar est tangente au cere 



ABr («). 


XVIII. 


Proposition 113. — Soient deux cercles AB, Br ; menons 
transversalement, par le point B, une droite ABr, et inclinons 
deux par alleles AA, Er vers les centres des 
cercles ; je dis que les cercles AB, Br sont 
tangents entre eux au point B ( 4 ). 

Prenons les centres A, E des cercles et 
menons les droites de jonction AB, BE. La 
ligne qui passe par les points A, B, E est 
done droite. En effet, la droite AA est par al- 
lele a la droite rE ; la droite TE est & la 
droite EBcomme la droite AA est a la droite AB, 
et l'on obtient deux triangles ayant un angle A 
egal a un angle T et des cotes proportionnels 
autour des autres angles A E ; done, ces 



1. Euclide, liv. Ill, prop. 36, enoncee p. 142, n. 4. 

2. Par hypoth^se. 

3. Euclide, liv. Ill, prop. 37 : « Si l’on prend on point quelconque hors d'un 
cercle, et si de ce point on m6ne deux droites dont l’une coupe ce cercle, et dont 
l’autre tombe sur ce cercle, et si le rectangle sous la secante entire et la droite 
prise extSrieurement entre ce point et la circonference convexe est 6gal au carre 
de la droite qui tombe sur ce cercle, la droite qui tombe sur ce cercle sera 
tangente k ce cercle » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 192. 

4. Cette proposition parait avoir et6 fort alt£r£e tant dans son enoned que 
dans sa demonstration ; car, si les deux cercles ne sont pas tangents en B, 
les droites AA, Er ne peuvent etre par alleles que si l'une des deux tombe en 
dehors du centre du cercle. Et si le point B est commun, comme dans la figure 
qui accompagne le texte, le lemme est dejk d 4 montre par Euclide, liv. Ill, 
prop. 13 : « Un cercle ne touche point un cercle en plus d'un point, soit qu’il le 
touche interieurement ou exterieurement » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 145. 
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triangles sont equiangles ; done. Tangle compris sous les droites 
AB, BA est egal a Tangle compris sous les droites rB, BE. Et la 
ligne ABr est droite ; done, la ligne ABE est droite aussi (*). Or, 
puisque la ligne qui passe par les centres et par le point de 
contact est droite, les cercles AB, BT sont tangents entre eux 
au point B. 

POUR LE CINQUANTE-DEUXIEME PROBLEME. 

XIX. 

Proposition 114. — Soient la droite AB parallele a la 
droite TA, la droite Ar egale a la droite BA, Tangle compris sous 
les droites AR TA obtus et Tangle compris sous les droites BA, Ar 
aigu ; je dis que AA est un parallelogramme (*). 

En effet, puisque Tangle compris sous les droites AR TA est 
obtus, et que Tangle compris sous les droites BA, Ar est aigu, 

il s’ensuit que, parmi les perpen- 
diculaires menees des points A, B 
sur la droite TA, celle qui est 
menee du point A tombe au dela 
du point R tandis que celle qui 
est menee du point B tombe en 
dega du point A, et que ce 
soient les droites AE, BZ. En 
consequence, la droite AE est 
parallele a la droite BZ. Or, la droite AB est aussi parallele a la 
droite TA, et les angles aux points E, Z sont droits ; done, la 
droite ZA est egale a la droite Er ; de sorte que la droite entiere 
EZ est aussi egale a la droite entiere TA; done, la droite AB 
est egale a la droite TA ( 3 * * * * ). 


1. Voir proposition no, ou lemme XV. 

2. D'apres Haumann (voir son essai de reconstitution precite, p. 69) ce lemme 
serait une interpolation. 

3. La figure ABZE est un parallelogramme ; done : AE = BZ. Or, par 

hypoth^se : AT = BA, et les angles en E, Z sont droits ; done (Euclide, liv. I, 

prop. 47, enoncee p. 132, n. 1) : AT* — AE 8 = BA* — BZ 1 2 , ou : ET 2 = ZA 2 , d'ou: 

ET = ZA, d ou 1 ET rz = ZA 4- rz ou - EZ = rA. Or, dans le paralldlo - 

gramme ABZE on a : AB — EZ ; done *. AB = rA ; done, conclusion qui manque 


A 8 
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XX. 

Proposition 115. — Soient deux cercles egaux AB, TA ; 
soient la droite AA passant par leurs centres et la droite EZ 
par allele a la droite TA ; je dis que cette demiere droite prolongee 
coupe aussi le cercle AB (*). 

Prenons les centres H, 0 des cercles ; menons des points H, 0 
les perpendiculaires [HK, 0A] ( 2 ), [et menons la droite de 
jonction KA] ( 3 ) ; [il s’ensuit que] ( 4 ) la droite HK [est egale] ( 5 ) 
a la droite 0A. Mais, ces droites 
sont aussi paralleles ; done, la 
droite KA est aussi egale et 
parall&le a la droite H0 ; de sorte A 
que les angles aux points K, A 
sont droits. Et les droites HK, 0A 
sont issues des centres ; done, la 
droite KA est tangente aux cercles. D&s lors, il est manifeste que la 
droite tangente au cercle TA est aussi tangente au cercle AB ; 
done, la droite EZ, qui coupe le cercle TA, coupe aussi le cercle AB 
si on la prolonge (puisqu’elle sera situee entre les points B, A, 
comme la droite EZ est situee entre les points T, K) (•). 



XXL 

Proposition 116. — Soient la droite AA egale a la droite AE, 
la droite BA plus grande que la droite TE, et menons la droite 


dans cette demonstration d’ authenticate douteuse, la figure ABAT est un 
paralieiogramme en vertu de la proposition 33 du Uvre I d'Euclide : « Les droites 
qui joignent des memes c 6 t 4 s des droits igales et paralleles sont elles-mSmes 
egales et paralleles ». Voir trad, de Peyrard, voL I. 

1. D'apres l’opinion de Haumann (Essai de reconstitution precite, p. 69), 
ce lemme XX, ou proposition 115, dont l’enonce et la demonstration sont d’ailleurs 
assez negliges, serait du k un interpolateur. 

2. Lacune combiee par Commandin (cfr. loc. cit., p. 342, 1. 25). 

3. Lacune combiee par Camerer (loc. cit., p. 30, 1 . 21). 

4. Lacune combiee par Commandin par le mot apa. (Cfr. loc. cit., p. 342, 1 , 22). 

5. Lacune combiee par Commandin au moyen de icrrlv (Cfr. loc. cit., 
p. 342, 1. 22). 

6. La phrase entre parentheses est abandonnee par Haumann comme ay ant 
ete sous-interpoiee (Cfr. loc. cit., p. S 3 )- 
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A 



de* jonction AE ; je dis que la 
droite AE prolongee rencontre la 
droite Br (*). 

Posons la droite AZ egale a la 
droite TE et menons la droite de 
jonction TZ ; cette droite est done 
parallele a la droite AE et ren- 
contre la droite Br ; par conse- 
quent, la droite AE rencontre 
aussi la droite Bf* ( 1 2 ). 


PROBLEME POUR LE MEME PROBLEME ( 3 ). 

XXII. 

Proposition 117. — Un cercle etant donne de position et 
trois points A, E, Z etant donnes dans la meme droite, briser 
une ligne AAE et faire en sorte que la droite Br soit dans le 
prolongement de la droite TZ ( 4 ). 

1. Sans contester l’authenticit6 de ce petit lemme, Haumann (cfr. loc. cit., 
p. 68) estime qu'il a 6t6 deplace, et qu'il devait originairement venir apr&s le 
lemme XIV, ou proposition 109. 

2. D'apr^s Camerer {loc. cit., p. 100), cette conclusion invoque Euclide dans 
ses deux propositions suivantes : 

Livre I, prop. 17 : « Deux angles d’un triangle quelconque, de quelque 
mani&re qu'ils soient pris, sont moindres que deux angles droits®. Voir trad, 
de Peyrard, vol. I, p. 31. 

Livre I, prop. 29 : « Une droite qui tombe sur deux droit es parall&les fait 
des angles aitemes 6gaux entre eux ; l'angle ext6rieur 6gal k l’angle interieur 
oppose et place du meme cdte, et les angles int6rieurs places du meme cote, 
6gaux k deux droits » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 49. 

En outre, l'axiome n du livre I : « Si une droite tombant sur deux droites, 
fait des angles interieurs du meme c6t6 plus petits que deux droits, ces deux 
droites prolong£es k l’infini se rencontreront du cote oil les angles sont plus petits 
que deux droits » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 2. 

D’autre part, d’apr^s Cornmandin (cfr. loc. cit., p. 343, 1. 10), cette conclusion 
decoule directement du commentaire de Proclus sur le premier livre des Elements 
d’Euclide, proposition 29 ( Proclus Diadochus. In primum Euclidis elementorum 
librum commentarii Recognovit G. Friedlein. Lipsiae, 1873, in-8°, voir p. 372). 

3. C’est-i-dire probl&me utile pour la solution du meme probleme LII du 
livre II d’ Apollonius sur les Contacts. D'apres Haumann {loc. cit., p. 69), cette 
proposition aurait 4 t 6 interpolee aussi dans l'ouvrage de Pappus. 

4. Ce probleme peut s’enoncer en d'autres termes : « Inscrire, dans un cercle 
donn6 de position, un triangle dont les efttes passent par trois points donnes 
sur une meme droite donnee de position. » On remarquera que les propositions 



LIVRE VII DE LA COLLECTION 


&55 



Que la chose soit obtenue; menons par le point B la droite BH 
parallele a la droite AZ ; menons la droite de jonction Hr et 
prolongeons-la jusqu’au point ©. En consequence, Tangle compris 
sous les droites BH, HI\ c’est- 


a-dire Tangle A, est egal a Tangle 
compris sous les droites T@, @Z ; 
done, le rectangle compris sous 
les droites AE, Er equivaut au 
rectangle compris sous les droites 
AE, E0 ( 1 ). Or, le rectangle 
compris sous les droites AE, Er 
est donne (car il equivaut au 
carre de la tangente menee du 
point E) ; done, le rectangle 
compris sous les droites AE, E0 
est donne aussi ( 2 ). Et la droite 



AE est donnee ; done, la droite E0 est donnee aussi ( 3 ). Mais, 


cette droite est donnee aussi de position et le point E est donne ; 


pre cedent es 105, 107 et 108 resolvent le m£me probieme Hana le cas oil Tun des 
trois points en ligne droite est eloign^ & l’infini. 

Une premiere generalisation de ce probieme, c’est-A-dire inscrire, dan$ un cercle 
donne, un triangle dont les cdtes passent par trois points donnes, est connue 
sous le nom de Probieme de Castillon. Resolu d'abord par ce geometre, en 1776, 
il l’a ete ensuite de difterentes manieres par Lagrange, Euler, Fuss, Lexel, 
Giordano di Ottajano et Malfatti. Une seconde generalisation, e’est-i-dire inscrire, 
& un cercle donne, une figure rectiligne dont les ofttes en nombre quelconque 
donne passent respectivement par des points donnes, est due & Lorgna, en 1787. 
On resout actuellement en geometrie projective la generalisation : Inscrire, dans 
une conique donnee JT, un polygone A! A, A,.. A, dont les cdtes A* A,, A, A,,... A, Aj. 
passent par des points donnes PjPjP,... P,. On trouvera une solution du pro- 
bieme de Castillon dans l’ouvrage de Catalan : Thiorimes et problemes de gionUtrie 
ilementaire. Sixidme edition, Paris, 1879, p. 222. 

1. Les droites BH, AZ, paralldles par construction, donnent : BHT = T 9 Z. 


Or, on a dans le m£me cercle : BHr =» BAr ; done : BAX’ = T 0 Z. Or, 

r@Z -f r@A = 2 angles droits ; done : BAr + T 0 A = 2 angles droits ; done, 
les points A, T, 0 , A sont concycliques et, considerant les secantes AE, EA du 
cercle, on a, comme le texte : AE x Er *» AE x E 0 . 

2. On a : AE x Er = carre de la tangente menee du point E au cercle ABr. 
Or, le cercle ABr et le point E sont donnes ; done, cette tangente est donnee 
aussi (Euclide, Donnies, prop. 91, enoncee p. 619, n. 4) ; done, comme le 
texte, AE x Er est donne, d’ou, en presence de la derniere 6galite de la note 
precedente, AE x E 0 est donne aussi. 

3. Euclide, Donnies, prop. 57, enoncee p. 144, n. 5. 
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done, le point 0 est donne aussi (!). Or, le point Z est donne aussi ; 
done, on en arrive a briser la droite 0TZ, a partir des deux points 
donnes 0, Z, faisant en sorte que la droite BH soit parallEle k la 
droite 0EZ. Or, cela a ete expose prEcedemment ( 1 2 ). En conse- 
quence, le point r est donne. Mais, le point E est donne aussi ; 
done, la droite TE est donnee de position ( 3 ). Mais, le cercle est 
donne aussi ( 4 ) ; done, le point A est donne ( 5 6 ). Et le point A 
est donne aussi ; done, la droite AA est donnee aussi de position ; 
ce qu'il fallait demontrer. 

La synthEse du problEme se fera de la maniEre suivante : 
Soit le cercle ABr ; soient A, E, Z les trois points donnes sur 
la meme droite ; posons le rectangle compris sous les droites 
AE, E0 Equivalent au carre de la tangente (•) et, les deux 
points 0, Z Etant ainsi donnEs, brisons, a partir des points 0, Z, 
la ligne ©rZ sur le cercle de maniEre que la droite BH soit 
parallEle a la droite 0Z ( 7 8 ) ; [menons la droite de jonction E17 
et prolongeons-la jusqu’au point A] (®) ; je dis que la ligne qui 
passe par les points A, B, A est droite. 

En effet, puisque chacun des rectangles compris sous les 
droites AE, Er et sous les droites AE, E© Equivaut au carrE de 
la tangente menEe du point E, le rectangle compris sous les 
droites AE, Er Equivaut au rectangle compris sous les droites 
AE, E0. En consEquence, les points A, 0, V, A sont dans un 
cercle ( 9 ). Et puisque Tangle compris sous les droites BH, Hr 
est Egal a Tangle compris sous les droites T0, 0Z ( 10 ), mais que, 
dans le cercle, Tangle compris sous les droites BH, Hr est Egal 
a Tangle compris sous les droites BA Ar, il s’ensuit que Tangle 
compris sous les droites BA, Ar est Egal a Tangle compris sous 
les droites T0, ©Z. Et les points A, T, 0, A sont dans un cercle ; 

1. Euclide, Donnies, prop. 27, EnoncEe p. 30, n. 1. 

2. Voir proposition 105, ou lemme X, p. 640. 

3. Euclide, Donnies, prop. 26, EnoncEe p. 214, n. 5. 

4. Sous-entendu : 9 e<m, de position. 

5. Euclide, Donnies, prop. 25, EnoncEe p. 231, n. 4. 

6. C’est- 4 -dire Equivalent au carrE de la tangente menEe du point E au 
cercle ABr. 

7. ProblEme resolu & la proposition 105, ou lemme X, voir p. 640. 

8. Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 344, 1. 39). 

9. Voir la note relative au meme passage dans la partie analytique de la 
proposition. 

10. Parce que les droites BH, ©Z sont parallEles par construction. 
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done, la droite AB est sur la meme droite que la droite BA (*) ; 
ce qu'il fallait demontrer. 

Restent les cas de ce probl&me ; ils se ram&nent, en effet, aux 
cas du dix-septieme probl&me ( 2 ). 

XXIII. 

Proposition 118. — Soient deux cercles AB, TA ; prolongeons 
la droite AA et faisons en sorte que la droite EH soit a la droite HZ 
comme le rayon du cercle AB est au rayon du cercle TA ; je dis 
que, si une droite menee du point H, coupant le cercle TA, est 
prolongee, elle coupe aussi le cercle AB ( 3 ). 

En effet, prenons les points E, Z, centres des cercles ; menons 
du point H la droite H0 tangente au cercle FA ; menons la droite 
de jonction Z0, et menons la droite EK par allele [& la droite 
Z0] ( 4 ). Des lors, puisque la droite EK est k la droite Z0 


1. On a : BAT = TQZ. Or, T 9 Z + t’eA = 2 angles droits ; done : 

BAr 4- T 0 A sb 2 angles droits. Or, on a d6montr6 que les points A, r, 9 , A 

sont concydiques ; done : AAT -f T 9 A = 2 angles droits ; done : BAT =■ A AT, 
c’est- 4 -dire que les droites BA et AA se confondent. II se peut aussi, comme le 
suppose Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 851, en note), que la conclusion vise 
une demonstration apagogique, e’est-i-dire par l’absurde, faisant valoir que. 


si AB ne se confond pas avec AA, on aura : BAT £ AAI\ 

2. Le sens de cette phrase a echappe k Commandin, qui l’abandonne dans 
sa version latine en disant : « Post haec in graeco codice nonnulla leguntur, quae 
fortasse supervacanea sunt, neque enim quid sibi velint satis intelligere possum. » 
(Cfr. loc . cit., p. 344, 1. 47). Le texte semble toutefois signifier que le probl&me 
conserve divers cas qui correspondent k ceux de la proposition XVII perdue 
d’ Apollonius ; proposition pour laquelle Pappus a donne plus haut les propo- 
sitions 107 et 108, qui sont des cas particuliers de la proposition 117, dans 
lesquels le troisi^me point est report^ k l’infini sur la droite qui relie les deux 
autres points. 

3. L'enonce de cette proposition manquant de precision, Camerer a propose 
de le reconstituer comme suit (cfr. loc. cit., p. no) : Dati sint duo circuli AB, TA 
non ex eodem centro descripti, sintque centra eorum E, Z, jungaturque recta EZ : 
dico sumi posse in ipsa recta EZ, et, si circuli sint inaequales, major nempe 
circulus AB, minor vero circulus TA, sumi posse praeterea in recta EZ ultra Z 
producta punctum H tale, ut sit EH ad HZ in eadem ratione ac radius circuli AB 
ad radium circuli TA, ductaque ex puncto H recta quacunque, quae secet 
alterutrum circulorum, v. g. circulum TA, dico eandem productam secare etiam 
alterum circulum AB. » Cet enonce est exprime en un latin assez facile pour 
pouvoir nous abstenir de le traduire, et Camerer le fait suivre d'une demonstration 
parfaite, qui 16 ve les obscurites de la demonstration de Pappus. 

4. Restauration proposee par Hultsch (Cfr. loc. cit., vol. II, p. 852, 1 . 3). 
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cdtaime la droite EH est a la 
droite HZ, la ligne passant par 
les points H, 0, K est droite (*).. 
Et Tangle 0 est droit ; done 
Tangle K est droit aussi ; en 
sorte que, si la droite menee du point H est tangente au cercle 
TA, et si on la prolonge, elle est aussi tangente au cercle AB. 
Mais, les droites qui coupent le cercle TA sont situees entre les 
points A, 0 ; done, si on les prolonge, elles seront situees entre 
les points K, B. Or, la droite HK est tangente ( 1 2 ) ; done, une 
droite situee entre les points B, K et A, 0 est secante. Mais, cette 
meme droite coupe aussi le cercle TA ; done, la droite menee du 
point H en coupant le cercle TA coupe aussi le cercle AB. 

Le premier livre Des Contacts contient sept probl&mes, et le 
second livre quatre problemes. 



LES PREMIER ET SECOND LIVRES DES LIEUX PLANS. 
LEMME POUR LE PREMIER LIEU DU SECOND LIVRE. 

I. 

Proposition 119. — Soit le triangle ABT ; menons une 
droite AA, et que le carre de la droite BA soit au carre de la 
droite AT comme la droite BA est a la droite A T ; je dis que le 
rectangle compris sous les droites BA, AT devient equivalent au 
carre de la droite AA. 

Menons par le point T la droite TE parallele a la droite AB ; 
il s’ensuit que la droite AB est a la droite TE, et que le carre de 
la droite AB est au rectangle compris sous les droites AB, TE, 
comme la droite BA est a la droite AI\ Or, le carre de la droite AB 
est au carre de la droite AT comme la droite BA est a la 
droite AT ; done, le rectangle compris sous les droites BA, TE 
equivaut au carre de la droite TA. En consequence, ces droites sont 


1. Voir livre TV, proposition 13 (p. 159 et notes), oil cette conclusion est 
d6montree de deux manures differentes, dont Tune est apagogique. 

2. Sous-entendu : au cercle AB. 
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en proportion autour d’angles 
egaux alternes ; done, 1’ angle 
compris sous les droites PA AA 
est egal a Tangle B ; en sorte 
que le rectangle compris sous les 
droites BA, AT equivaut au carre 
de la droite AA ( 1 ). 

Quant a la reciproque, elle e 


A 



6vidente. 


POUR LE SECOND LIEU. 
II. 


Proposition 120. — Soit le triangle ABT et soit la perpen- 
diculaire AA ; je dis que l’excedent des carres des droites BA, Ar 
equivaut a l’excedent des carres des droites BA Ar et que, si 
la droite BT est divisee en deux parties egales au point E, 
l’excedent des carres des droites BA Ar equivaut a deux fois 
le rectangle compris sous les droites Br, EA. 

II est Evident que PexcSdent des carres des droites BA, Ar 
Equivaut a l’excedent des carres des droites AB, Ar ; car le carr6 
de la droite AB equivaut aux carres des droites BA AA, et le 

carr6 de la droite Ar Equivaut 
aux carres des droites AA, Ar; 
par consequent, les carres des 
droites AA AB surpassent les 
carres des droites AA, Ar de ce 
que le carre de la droite AB sur- 
passe le carr6 de la droite AR 
Retranchons le carr6 de la droite 


A 



i. La similitude de triangles donne : — , d’ou • AB * — — Or 
TE Ar' AB X TE Ar ' 

par hypothec, on a : ^ = ~ l done : d’oii, comme le 

texte : AB x TE = AT*; d’ou : ^ = Ji. Or, les angles alternes BAr, ArE sont 

egaux ; done, les triangles BAr, ArE sont semblables ; done : rAA = ABT ; 
done, les triangles ABA, TAA ayant l'angle A commun sont semblables, d'ovi: 

~ d’ou, comme le texte : BA x Ar = AA*. 
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AA, il reste done le carre de la droite AB surpassant le carre 
de la droite Ar de ce que le carre de la droite BA surpasse le 
carr6 de la droite Ar ( 1 ). 

Et l'on demontre de la maniere suivante que l’excedent des 
carres des droites BA, Ar est deux fois le rectangle compris sous 
les droites Br, AE. 

En effet, puisque la droite BE est egale a la droite Er, la 
droite BA est done 6gale a la somme des droites BE, EA ; par 
consequent, le carre de la droite BA equivaut aussi au carre de 
la somme des droites TE, EA. Mais, le carre de la somme des 
droites ITS, EA surpasse le carre de la droite TA de quatre fois 
le rectangle compris sous les droites TE, EA, e’est-a-dire de deux 
fois le rectangle compris sous les droites Br, EA ; done, l’excedent 
des carres des droites BA, Ar est deux fois le rectangle compris 
sous les droites Br, AE ( 2 ). 


POUR LE MEME LIEU ( 3 ), DANS LE CAS OU LE RAPPORT 
N’EST PAS D' EGALE A EGALE GRANDEUR. 

III. 

Proposition 121. — Soit le triangle ABI\ et que le carr6 
de la droite BA soit a l'egard du carre de la droite Ar, plus grand 
d’une aire donnee qu’en raison ( 4 ) ; l’aire donn6e etant E, et que 
ce soit en raison de la droite BA k la droite AT ; je dis que le 
rectangle compris sous les droites AB, Br est plus grand que 
Taire E ( 5 ). 


1. On_ a :_AB* ==_BA a 4 * A A* et AT* = A A* +_Ar a ^_donc : AB 2 ~ AT* = 

BA a +AA a — (AA a 4 *Ar a ) ou, comme le texte : AB a — Ar a = BA 2 — AT*. 

2. On par hypoth^se : BE = ET ; done : BA = BE -f EA = TE 4 - EA, d'oii : 

BA a =(TE + EA)* = (TA 4- 2 EA) a = TA a 4 - 4 (rA X EA 4- EA 4 ). Or, consid&rant 
la droite Er divisee en panies inegales en A on a (Eucli pe, l iv. II, prop. 3, 
enoncee p. 232, n. 2) : TE x EA=rA x EA4-EA 4 ; done : BA* = rA 4 4- 4 TE xEA* 
TA a 4-2Br x EA, d’oii, comme le texte : BA a — rA a ~2Br x EA. 

3. C’est-&-dire pour le meme second lieu du second livre d’ Apollonius sur 
Les Lieux plans. 

4- SoQevr. jxeu^ov iaxta t\ h Xoyti>. Voir au sujet de cette expression singuli^re : 
Euclide, Donnees, definition 11, enoncee p. 92, n. 1. 

5. Cet enonce s'exprime algebriquement : Soit : BA Ara — = il taut 

demontrer que l’on aura : AB x Br > E. 
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En effet, retranchons, comme dtant l’aire donnde, le rectangle 
compris sous les droites AB, BH ; il s’ensuit que le rapport du 
rectangle compris sous les droites 
BA, AH au carre de la droite Ar 
est donnd, c’est-a-dire est le meme 
que celui de la droite BA a la 
droite Ar. Posons le rectangle 
compris sous les droites ZA, Ar 
equivalent au rectangle compris 
sous les droites BA, AH ; il s’en- 
suit que le rapport du rectangle 
rest ant compris sous les droites 
ZA, Ar au carre de la droite Ar, 
c’est-a-dire le rapport de la 
droite ZA a la droite Ar, est le 
meme que celui de la droite BA k la droite Ar. En consequence, 
la droite AA est parallele a la droite ZB; done, Tangle Z est 
egal a Tangle compris sous les droites TA, AA f 1 ). Mais, Tangle Z 
est egal k Tangle compris sous les droites AH, Hr ; done. Tangle 
compris sous les droites AH, HT est aussi egal a Tangle compris 
sous les droites PA, AA ( 2 ). Or, Tangle compris sous les droites 
AA, A© est plus grand que Tangle compris sous les droites PA, AA; 
done, Tangle compris sous les droites AA, A© est aussi plus grand 
que Tangle compris sous les droites TH, HA (*) ; en sorte que le 



texte 


BAx AH 

XT* 


BA x BH = E. D£s lors, la relation d'hypoth&se de la note 

A — 

AT 1 AT' 

BA X AH ; done 


I. Posons ___ 

. BA* — BA x BH BA (BA — BH) BA 
precedente devient . ——5 = — ^ 1 = tf* ou * comme le 


ZA BA ,, , . 
aT=SP dou : 


= — . Posons 
AT 

ZA—Ar 


ZA X Ar 


ZA X Ar 


Ar* 


Ar 


ba — Ar zr_Br . zr Ar , 

Ar Ar Ar' d * bT — at' dou 


(Euclide, liv. VI, prop. 6, 6noncee p. 158, n. 2) : similitude des triangles 

Brz, ArA, d’oii : BZA = TAA, d’ou (Euclide, liv. I, prop. 27, £nonc6e p. 124, 
n. 5) parall^lisme des droites AA, ZB. 7 a aw 

2. On a pose : ZA x Ar = BA x AH, d’oii : = — , d'oii (Euclide, 

•DA A1 

liv. VI, prop. 6) similitude des triangles BAZ, HAr, d’oii : BZA = AHT, d'ou, 
en presence de la demi^re egalite de la note precedente : AHr = TAA. 

3. On a 6videmment : AA@ > TAA, d’oii, en presence de l'6galite de la 
note precedente : AA@ > AHr. 
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rectangle compris sons les droites AB, Br est plus grand que le 
rectangle compris sous les droites AB, BH, c’est-a-dire plus grand 
que l’aire donnee E ( 1 ). 


POUR LE TROISIEME LIEU. 

IV. 

Proposition 122. — Si Ton a le triangle ABU et si l’on mene 
une droite AA coupant en deux parties egales la droite Br, je 
dis que les carres des droites BA, Ar sont le double des carres 
des droites AA, AU 

Menons la perpendiculaire AE. Or, les carres des droites BE, EP 
sont le double des carres des droites BA, EA, et deux fois le carre 

de la droite AE, conjointement 
avec deux fois le carr 6 de la 
droite AE, est aussi le double du 
carre de la droite AA ; tandis 
que les carres des droites BE, Er, 
conjointement avec deux fois le 
carre de la droite AE, valent 
les carres des droites BA, Ar ; 
par consequent, les carres des 
droites BA, Ar sont le double des carres des droites BA, AA, 
c’est-i-dire des carres des droites TA, AA ( 2 ). 


A 



I. On a : AA 0 -f AAT — 2 angles droits. Or, puisqu'on a (note precedente) r 


AHT < AA 0 , posons : AHK = AA 0 ; done : AHK -f- AAT = 2 angles droits ; 
done, le quadrilat&re AHKA est inscriptible dans un cercle, d'ou, considerant 
les secantes BA, BA de ce cercle : AB x BK = AB x BH. Or, BT > BK ; done, 
comme le texte : AB x Br > AB X BH ou : AB x Br > E. 

2. Explicitement : considerant la droite Br partagee en parties egales en A 
et inegales en E, on a (Euclide, liv. II, prop. 9 : « Si une ligne droite est coupee 
en parties Egales et en parties inegales, les carres des segments inegaux de la 
droite entiere sont doubles du carri de la moitie de cette droite et du carre de 
la droite placee entre les sections. » Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 102), 

c’est-a-dire que l’on a l'identite : a 2 4- b 2 = + — a ) J ’ done 

BE 2 + ET 2 = 2 (BA 2 4 - EA 2 ) (I). Or, le triangle rectangle _AEA donne, comme 
le texte : 2AE 2 4 - 2EA 2 = 2 A A 2 (II) ; tandis qu’on a : BA 2 = BE 2 4 - AE 2 et 
Ar 2 = AE 2 4 - ET* ; done : BA 2 + AT 2 = BE 2 4 - ET 2 4 - 2AE 2 , d’ou, en presence 
de la relation (I), il vient : BA* + AP 2 = 2 (BA 2 4 ~ EA 2 4 - AE 2 ), d’ou, en pre- 
sence de la relation (II), il vient : BA 2 4 - AT 2 = 2 (BA 2 4 - AA 2 ) = 2 (AT 2 4 - AA 2 ). 
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V. 


Proposition 123. — Ayant le rapport de la droite AB a la 
4roite Br et l’aire comprise sous les droites TA, AA, si l'on prend 
la moyenne proportionnelle BE des droites AB, Br, demontrer 
<jue le carre de la droite AE est, a 1'egard du carre de la droite EI\ 
plus grand du rectangle compris sous les droites TA, AA, qu’en 
raison de la droite AB a la droite Br ( x ). 

En effet, faisons en sorte qu’une autre droite ZE soit k la 
droite Er comme la droite AB est a la droite Br ; il s’ensuit que, 
par division, la droite Zr est aussi a la droite TE comme la 
droite Ar est a la droite TB. En consequence, la droite entiere AZ 
est a la droite entiere BE comme 
la droite Ar est a la droite Br ; 

A & E P Td B 

done, par permutation, la droite — — 

EB est a la droite Br comme 

la droite ZA est a la droite Ar ( 2 ). Or, la droite AE est a la 
droite Er comme la droite EB est a la droite Br, parce qu'on 
a la moyenne proportionnelle ; done, la droite EA est aussi a la 
droite TE comme la droite ZA est a la droite AT. Egalons aire 
a aire, il s'ensuit que le rectangle compris sous les droites AZ, Er 
equivaut au rectangle compris sous les droites AT, AE ( 3 ). Or, 


1. C’est-cL-dire qu’il faut demontrer la relation: A ^'* — AA =— . Ce 

Br 

lemme V, ou proposition 123, ainsi que le lemme suivant VI, ou proposition 124, 
doivent etre consideres comme deux cas particuliers d’une mime proposition 
demontree par Robert Simson dans sa reconstitution du traits perdu d’ Apollonius 
sur Les Lieux plans ( Apollonii Pergaei locorwn planorum libri II restituti a 
Rob. Simson. Glasguae, 1749, in-4 0 , voir pp. 136-146). On trouvera la m&ne 
proposition dans la traduction de l’ouvrage de Simson donn£e par Camerer sous 
le titre : Apollonius von Per gen ebene Oerter. Wiederhergestellt von Robert Simson. 
Aus dem Lateinischen iibersetzt von Johann Wilhelm Camerer. Lipsiae, 1796, in-8° ; 
voir pp. 236-248. 

ZE AB 

2. Explicitement : Prenons un point Z tel que l’on ait: d'ou : 

JCil JtfJL 


— E ^, Er = AB ^- f Br ou, comme le texte : = d ’ oil (Euclide, liv. V, 

zr 4- at Ar az Ar 

prop. 12, enoncee p. 67, n. 1) : er + kr ^BT ° U ’ comme le texte : be“b T’ 
d'ou : — = 

Br at 


3. 


On a par hypothese : AB x BT = BE 8 , d’ou : 


AB 

BE 


BE 

BT 


, d'ou : 


AB — BE 
BE 
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le rectangle compris sous les droites AZ, FE surpasse le rectangle 
compris sous les droites AE, Er du rectangle compris sous les 
droites ZE, Er, et le rectangle [compris sous les droites Ar, AE 
surpasse aussi le rectangle compris sous les droites AE, Er] (*) de 
ce que le rectangle [compris sous les droites AZ, Er surpasse le 
rectangle compris sous les droites AE, Er ; done, le rectangle] (*) 
compris sous les droites Ar, AE surpasse le rectangle compris sous 
les droites AE, Er du rectangle compris sous les droites ZE, Er ( 3 ). 
Or, le carre de la droite AE surpasse aussi le rectangle compris 
sous les droites FA AA de ce que le rectangle compris sous les 
droites AF AE surpasse le rectangle compris sous les droites 
AE, Er ; done, le carrt de la droite AE surpasse le rectangle 
compris sous les droites FA AA du rectangle compris sous les 
droites ZE, Er ( 4 ). Or, le rectangle compris sous les droites ZE, EF 
a avec le carrt de la droite Er le meme rapport que celui de la 
droite AB avec la droite Br ; de sorte que le carrt de la droite AE 
est, a l’egard du carre de la droite EF plus grand du rectangle 
compris sous les droites FA, AA, qu'en rapport de la droite AB 
a la droite Br ( 5 ). 


be — Br 

Br 


AE ET > • . . AE 

ou : = dou, comme le texte : ^ 


de la demitre relation de la note prtetdente : 
AZ x Er. 


AE 

Er : 


_ BE 
Br’ 
AZ 
Ar' 


d’ 


d'ou, en presence 
ou : AE x Ar ** 


i. et 2. Les deux phrases mises entre crochets ont 4 te reconstitutes conjee- 
turalement par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 350, 1 . 40), d'une manitre qui parait 
introduire inutilement une relation intermediaire. 

3. On a AZ = AE + EZ, d’oh, comme le texte AZ x Er = 
AE x Er + EZ x Er, d’ou, en presence de la demitre egalite de la note 
avant-precedente : AE x Ar = AE X Er + EZ x Er. 

4. La relation de la note precedente donne : AExAr — AExEr=EZxEr. 

Or, considerant la droite Ar partagee inegalement en E, on a (Euclide, liv. II, 
prop. 3, enoncte p. 232, n. 2) : Ar x AE = AE x Er + AE 8 ou : Ar (AE -f AA) = 
AE X Ar + Ar x AA = AE X Er + AE 8 , _d’oii : AE x AB — AE X Er =* 

AE 8 — Ar x AA ; done, comme le texte : AE 8 — Ar x AA = EZ X Er. 


5 - 


On a par construction : 


ZE _ AB 

Er Br’ 


d’oh, comme le texte : 


ZE x Er 


Er 


AB 

Br* 


d’ou, en presence de la demiere relation de la note precedente : 
AE 8 - Ar X AA _ AB 

Er 8 Br 
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Proposition 124. — Soient le rapport de la droite AB ^|a E ^ 
droite Br et l’aire comprise sous les droit es TA, AA. pi Wn E prend * 
la moyenne proportionnelle BE des droites AB, BlVje dis que/, J 
le carr6 de la droite AE est, a 1 ’egard du carre de la 
plus grand du rectangle compris sous les droites TA, AA^qn^en 
rapport de la droite AB a la droite Br (*). 

En effet, faisons en sorte qu’une autre droite EZ soit a la 
droite rE comme la droite AB est k la droite Br, il s’ensuit que, 
par division, la droite rest ante ZA est aussi a la droite rest ante BE 
comme la droite Ar est a la droite Br ( 2 ). Par permutation, la 
droite EB est a la droite Br 

comme la droite ZA est k la 2 a a r i £ 
droite Ar. Or, la droite AE est 

a la droite Er comme la droite EB est a la droite Br ; done, la 
droite AE est aussi a la droite rE comme la droite ZA est a la 
droite Ar. Egalons l’aire k l'aire, il s’ensuit que le rectangle com- 
pris sous les droites ZA, FE equivaut au rectangle compris sous 
les droites EA, AF ( 3 ). Ajoutons de part et d' autre le rectangle 
compris sous les droites AE, Er conjointement avec le rectangle 
compris sous les droites TA, AA ; il s’ensuit que le carre entier 
de la droite AE equivaut au rectangle entier compris sous les 
droites ZE, Er augments du rectangle compris sous les droites 
TA, AA ; de sorte que le carre de la droite AE est, k l’egard du 
carre de la droite Er, plus grand du rectangle compris sous les 

droites TA, AA qu'en rapport de la droite AB a la droite BF; 

1. Il faut demontrer la relation : — - - - AA — e’est-k-dire la 

meme relation qui a ete demontree dans la proposition preeddente ; le point E 
etant pris ici k l’exterieur du segment AB. 

2. D£terminons le point Z tel que l’on ait : = (I), d'oii : ^ = 

ab — Br . zr at ,, , , zr — at at _ . +ov , . za_at 

Br rE Br' dou ‘ rE — Br~Br ’ comme le texte * be Br* 

3. La demi&re relation de la note precedente donne par permutation : 

BT = a T (I) - ° r ' on a par construction: dou: B E + lr = Br- ou 

comme le texte : d ou, en presence de la relation (I), on a : — 

til HI HI A1 

d'oii : AE x Ar — ZA X Er. 
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car le rectangle compris sous les droites ZE, Er a le meme rapport 
avec le carre de la droite Er. f 1 ) 


VII. 

Proposition 125. — Soient la droite AB et deux points F, A ; 
je dis que si, l’on additionne le carre de la droite AA et l’aire qui 
a avec le carre de la droite AB le rapport de la droite Ar a la 
droite rB, on obtient le carre de la droite Ar augmente de l’aire 
ayant avec le carre de la droite rB le rapport de la droite AP 
avec la droite TB et augmente de l’aire ayant avec le carre de 
la droite TA le rapport de la droite AB a la droite Br (*). 

Faisons en sorte que le rapport de la droite ZA a la droite AB 
devienne le meme que celui de la droite Ar a la droite rB. Des 
lors, par composition, la droite restante ZA est aussi a la droite 
restante TA, c’est-a-dire que le rectangle compris sous les droites 
AZ, TA est au carre de la droite TA, comme la droite AB est a 
la droite Br ( 3 ) ; de sorte que le rectangle compris sous les droites 

ZA, AB a meme rapport avec 
A Z TAB le carre de la droite AB que la 

droite Ar avec la droite rB ; 
que le rectangle compris sous les droites Ar, TB a avec le carre 


1. La derniere egalit 4 de la note pr£cedente, mise sous la forme : (AF-f TE) AT= 
ZA x Er peut s'Scrire : Ar X Ar + TE x Ar + (AE x Er + Ar x AA) = 
ZA X Er 4 - (AE xEr + Arx AA) ou : (Ar + AA) Ar + TE X Ar + AE X Er = 
(ZA -f AE) Er + Ar X AA ouj (AT 2 -f TE X Ar) + AE X Er = ZE_X Er+ Ar x AA 
ou : Ar X AE + AE x Er = AE 8 = ZE X Er + Ar X AA, d’ou : AE 2 — Ar X AA = 

ran y ■p'n . j. n « . AE 2 — AT X AA ZE X Er ZE 1t . , , , 

ZE x El , done . ==2 = — ==2 — = — , d ou, en presence de la 

ei Ei et 

relation de position (I) de la note 2 de la page 665, il vient, comme dans le 
AE 2 — Ar x AA _ AB 
Er * Br 

2. II faut done demontrer la relation : AA 2 + * 4 ~T = at 2 + Ar x TB 

Br 

TA 2 X AB 


texte 


ou 


Br 

3. Soit Z le point tel que Ton ait 
AB — ZB 


ZA AT ,, , 
Al = rS' dou 


ZA + AB Ar -f- TB 


AB 


ZB 
AB 
ZA X TA 


— = d OU 


TA 


AB 

TB 

AB 

Br* 


TB — AB 


AB 

Br 


= — - ou, 


comme le texte : ^ = 

1 a bt 


TB 

d'oii 
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de la droite rB [le meme rapport que la droite Ar avec la 
droite FB] (*), et que le rectangle compris sous les droites AZ, Ar 
a avec le carre de la droite TA le meme rapport que la droite AB 
avec la droite Br ( 2 ). Des lors, je dis que le carre de la droite AA, 
conjointement avec le rectangle compris sous les droites BA, AZ, 
equivaut au rectangle compris sous les droites BA, Ar augmente 
du rectangle compris sous les droites AZ, TA ( 3 ). Retranchons 
de part et d' autre le rectangle compris sous les droites AA, Ar, 
il se fait que le rectangle restant compris sous les droites AA, Ar, 
conjointement avec le rectangle compris sous les droites ZA, AB, 
equivaut au rectangle compris sous les droites Ar, AB augmente 
du rectangle compris sous les droites AZ, TA ( 4 ). Retranchons 
de part et d' autre le rectangle compris sous les droites AZ, TA, 
il se fait done que le rectangle compris sous les droites ZA, Ar 
conjointement avec le rectangle compris sous les droites ZA, AB, 
e'est-a-dire le rectangle entier compris sous les droites ZA, IB, 
equivaut au rectangle compris sous les droites Ar, AB. Or, il en 
est ainsi, car les droites Ar, FB, ZA, AB sont proportionnelles ( 5 ). 


1. Restauration due k Commandin (cfr. loc. cit., p. 353, 1. 5). 

2. La relation de construction : xtj — de la note 3, p. 666 donne la 


. ■ ZA X AB AT /t\ . * | . » Ar x rB Ar / tt \ 

proportion : — a — = — (1) , on a aussi la proportion : — ^ a — = — (II), 


TB 


TB 1 


TB 


et on a la demise proportion de la note 3, page 666 : — — (III). 


TA 


Br 


3. Les relations (I) et ( III) de la note prec6dente donnent : ZA x AB = 

d’ou, par substitution dans la relation 


AB x Ar 
TB 


et ZA X TA = 


TA X AB 
Br 


k demontrer (voir note 2, page 666), celle-ci devient : AA* ZA x AB = 
Ar* -)- Ar XTB + ZA X TA. Or, consid6rant la droite AB divis€e en parties 
inegales en r, on a (Euclide, liv. II, prop. 3, 6noncee p. 232, n. 2, e'est-i-dire 
l’identite (a + b) a = a* 4 - &b) : BA x Ar =* Ar* + Ar x TB ; done, la relation 
& demontrer devient : AA* + ZA x AB = BA X Ar + ZA x TA. 

4. La relation de la note pr6cedente devient par differences d'aires : 

(AA* — AA X Ar) + ZA X AB = (BA X Ar — AA X Ar) + ZA X TA. Or, 
considerant la droite AA partagee inegalement en T, on a (Euclide, liv. II, 
prop. 2 : « Si une droite est coupee k volont^, les rectangles contenus sous la 
droite entiere et sous l'un et 1' autre segment, sont egaux au carr£ de la droite 
entiere_». Voir trad, de Pejnrard, vol. I, p. 85) : AA* = AA x TA + AA X Ar, 
d’oii : AA* — A A x Ar = AA x TA. D’autre part, on a: BA x Ar — AA X Ar * 
AB x Ar ; done, la relation k demontrer devient : A A x TA + ZA X AB = 
AB X Ar + ZA X TA. 

5. La demi&re relation de la note precedente devient, par nouvelles differences 
d’aires : (A A X TA — AZ X TA) + ZA x AB = AB X Ar — AZ X TA + AZ x TA 


Pappus d’Alexaadrie. — n 


so 
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VIII. 


Proposition 126. — Soient une droite AB donn^e de position 
[ainsi que de grandeur] (*) et un point quelconque T ( 2 ) ; je dis 
qu’il y a sur la droite AB un point donne tel que le carre de la 
droite Ar, augmente de l’aire ay ant un rapport donne avec le 
carre de la droite rB, equivaut a une aire donnee augmentee de 
l’aire ayant un rapport donne avec le carr6 de la droite comprise 
entre le point donne et le point T ( s ). 

En effet, faisons en sorte que le rapport de la droite AA a la 
droite AB soit le meme qu’un rapport donne ; il s’ensuit que le 
rapport de la droite AA a la droite AB est donne aussi ; en sorte 
que le point A est donn6. Or, puisqu’on a une droite AB et deux 

points A, r, il s’ensuit que le 
£ ^ f 3 carre de la droite Ar, augments 

de Taire ayant avec le carre de 
la droite TB le meme rapport que la droite AA avec la droite AB, 
equivaut au carr6 de la droite AA augmente de l’aire ayant avec 
le carre de la droite AB le meme rapport que la. droite AA avec 
la droite AB et augmente de l’aire ayant avec le carre de la. 
droite Ar le meme rapport que la droite AB avec la droite BA. 
Or, l’aire ayant avec le carre de la droite AB le meme rapport 
que la droite 'AA a la droite BA est le rectangle compris sous les 
droites AA, AB ; done, le carre de la droite Ar, augmente de 
l’aire ayant avec le carre de la droite FB le meme rapport que 


ou, comme le texte : ZA x TA + ZA x AB = AB x AT, d’ou : ZA (TA -f-AB)=* 
AB x AT ou, comme le texte : ZA x TB = AB x Ar ; relation verifiee par 

la relation de construction : 5^ = AT. 

AB 1 B 

1. Restauration de Camerer (x»i d’apr&s celle de Simson, p. 166 

de son ouvrage de reconstitution mentionne p. 663, n. 1. 

2. Sous-entendu : sur la droite AB. 

3. Cet enonce un peu obscur peut s’ exprimer en d'autres termes : Si on a 

AA 

le rapport : — = w ; par consequent, si on a le point A et 1 'aire rectangulaire 

AB x AA ; et si l’on considere une aire a 2 telle que l’on ait : g2 r = et un e 

TB 2 AB 

02 Ag 

autre aire £ 2 telle que l’on ait : — — , on doit demontrer que l'on aura la 

__ AT 2 BA ^ 

relation : Ar* -+-a^ = AB x AA + p 2 . 
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la droite AA a la droite AB, aire qui est donn6e, 6quivaut au 
rectangle compris sous les droites BA, AA, qui est donne, augmente 
de Taire ayant avec le carre de la droite Ar le meme rapport 
que la droite AB avec la droite BA, aire qui est donnee Q). 

Pareillement aussi, si le point donne est situe au dela de la 
droite AB, la demonstration suivra la meme marche ( 2 ). 


LIVRES I, II ET III DES PORISMES. 

LEMME POUR LE PREMIER PORISME DU PREMIER 

LIVRE. 

I 

Proposition 127. — Soit la figure ABrAEZH ; que la 
droite AA soit k la droite Ar comme la droite AZ est a la 
droite ZH et menons la droite de jonction 0K; je dis que la 
droite 0K est parallele k la droite Ar ( s ). 


AA 

1. Le rapport etant donne, le point A est donn6, d'ou (Euclide, Donnies, 

prop. 7, enoncee p. 28, n. 4) le rectangle AB x AA est donn6. Dis lors, on 

AA y rl? 

peut, comme dans le lemme VII (prop. 125) obtenir les aires : a* 

P 2 = — B et y 2 = * ** =» AA X AB. Or, dtant donnis la droite AB 

AB AB 

et les deux points A, r on se trouve dans Jes conditions du lemme VII 
prop. 125 qui a demontre la relation : AT 2 + at*=AA l +f a -(-p*=AA i +AA x AB+p 2 . 
Or, considerant la droite AB divisee en parties inigales en A, on a (Euclide, 
liv. II, prop, enoncee p. 232, n. 2, ou identity : (a + b) a = a % -f- ab) : 
BA X AA = AA 2 + AA X AB ; done : Ar* + a 2 = BA X AA + p*. 

2. Michel Chasles a fait remarquer (Apergu historique) que les huit lemmes 
de Pappus qui precedent sur les Lieux Plans d’ Apollonius peuvent etre consid6res 
tous comme des consequences du second des theor&mes generaux de Stewart, 
e’est-a-dire que, si on a trois points A, C, B sur une ligne droite et un autre 
point D en dehors ou dan s la direction de cette droite, on a la relation : 
Da 2 x BC + I5B* x AC — DB 2 x AB = AB x AC x BC (S. Matthew Stewart. 
Some general theorems of considerable use in the higher mathematics. Edimbourg, 
1746, in 8°). 

3. Cet enonce sommaire est exprime plus clairement par Robert Simson (voir 
1 ’ouvrage Opera quaedam reliqua, etc., mentionne p. 486, n. 5) en un texte latin 
que nous traduisons : « Si, dans une droite, on a les points A, Z, A, H, tels 
que AA soit k AT comme AZ est k ZH ; si les droites ZB, HE se brisent sur la 
droite AB ; si les droites AB, TB se brisent sur cette meme droite ; si les droites 
issues des points Z, A se rencontrent au point K ; si les droites issues des points 
H, r se rencontrent au point 0 , et si 1 'on m£ne la droite de jonction BK, In 
droite 0 K sera parallele k la. droites Ar. » Ce lemme et les smvants, II, TV, V, 
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Menons par le point Z la droite ZA parallele a la droite BA. 
Des lors, puisque la droite AA est a la droite Ar comme la 
droite AZ est a la droite ZH, par inversion, composition et 

permutation, la droite TA est 
a la droite AH comme la droite 
AA est a la droite AZ, c'est- 
a-dire, a cause des paralleles, 
comme la droite BA est a la 
droite AA En consequence, la 
droite AH est parallele a la 
droite Br ; done, a cause des 
paralleles, la droite EK est a la 
droite KZ, et la droite E0 est 
a la droite 0H, comme la 
droite EB est a la droite BA ; 
done, la droite E0 est aussi & la droite 0H comme la droite EK 
est a la droite KZ ; par consequent, la droite 0K est parallele 
a la droite Ar ( 1 ). 

Au reste, cela se demontre de la maniere suivante au moyen 
du rapport compose : Puisque la droite AA est a la droite Ar 
comme la droite AZ est a la droite ZH, par inversion, la droite TA 
est a la droite AA comme la droite HZ est a la droite ZA. Par 
composition, permutation et conversion, la droite Ar est k la 
droite TH comme la droite AA est a la droite AZ ( 2 ). Mais, le 



VI et VII (prop. 127, 128, 130, 131, 132 et 133) sont done relatifs au quadri- 
lat&rc coupe par une transversale, et £tablissent la relation qui existe entre les 
segments formes, sur cette transversale, par les quatre cdt£s du quadrilatere 
et ses deux diagonales. Le premier lemme (prop. 127) est toutefois relatif au cas 
oii la transversale est parallele k un cote du quadnlatere. 

1. On a par hypothtee : d’ou : fob : = 

ZH -f* AZ Ar AH j, » . , , Ar AA « 1 . • . _ . . _ 

— ou : — , d ou, comme le texte : — T = — . Or, les droites BA, AZ 

AZ AA AZ AH AZ 

AB AA AT AB 

sont paralleles par construction ; done : — r = — = ; done : — — = — - , d’oii simili- 

AA AZ AH A A 

tude des triangles BAr, AAH, d’oii parallelisme des droites AH, BT. Or, le 

EK EB 

parallelisme des droites BA, AZ, ou BK, AZ, donne aussi : — = — , et les 

KZ BA 


paralleles AH, Br, ou AH, B®, donnent: 


done 


EB = E© . 

BA ©H ’ 

comme le texte, parallelisme des droites ©K, Ar. 

2. On a par hypoth^se : = d’oii : ^£ = . 5 ?, d'oti : 


AA AZ 


EK E© ,, , 
KZ = ®H’ d0U ’ 

AT 4 - AA _ 
AA 
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rapport de la droite AA a la droite AZ se compose de celui de 
la droite AB a la droite BE et de celui de la droite E0 a la 
droite 0H ; done, le rapport compose de celui que la droite AB 
poss&de avec la droite BE et de celui que la droite EK possede 
avec la droite KZ est le meme que le rapport compose de celui 
que la droite AB possede avec la droite BE et de celui que la 
droite E0 poss&de avec la droite ©H. Eliminons de part et d’ autre 
le rapport de la droite AB a la droite BE ; il s’ensuit que le rapport 
restant de la droite EK a la droite KZ est le meme que celui de 
la droite E0 a la droite 0H ; par consequent, la droite 0K est 
parallele k la droite Ar ( 1 ). 

POUR LE SECOND PORISME. 

II. 

Proposition 128. — Soit la figure ABrAEZH© ; que la 
droite AZ soit parallele a la droite AB, et que la droite TH soit 
k la droite HZ comme la droite AE est a la droite EZ ; je dis 
que la ligne qui passe par les points 0, K, Z est droite ( 2 ). 

Menons par le point H la droite HA parallele k la droite AE ; 
menons la droite de jonction 0K et prolongeons-la jusqu’au 
point A. D&s lors, puisque la droite TH est a la droite HZ 


ZH+ AZ 
AZ 


. AT AH ,, , Ar AA ,, . 
ou : — — — , d ou : — = — . d ou : 
AA AZ ’ AH AZ' 


Ar 


AA 


AT — AH AA— AZ 


OU, 


Ar AA 

comme le texte : 

TH AZ 

1 . Le parallelisme des droites BA, AZ donne : et le 

AZ BA BE BA 

BE Ed 

parallelisme des droites B0, AH donne: done, comme le texte : 

BA 

AB x D'autre part, on a : ^ = A? x ~, et le parallelisme des 


AA 

AZ 


BE ©H' 


EK 


droites BK, AZ donne : — = 
KZi 


BA 

Ar 


BE , 

ba * donc: rH 


BE 

AB 


BA’ 

EK 


= „ x D^s lors, la deratere 

BUi KZ 


AB EK AB E0 

relation de la note precedente devient, comme le texte : ssX 7 = = 5ii X 

Mb J \Zt Mb 


OU 


^ d’ou parallelisme des droites ©K, AT. 

KZ Wn 


2 . De meme que dans le Iemme precedent, la transversale est parallele a 
un cdte du quadrilatere. 
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comme la droite AE est la droite 
EZ, par permutation, la droite EZ 
est a la droite ZH comme la 
droite AE est a la droite TH. Or, 
la droite E0 est a la droite HA 
comme la droite AE est a la 
droite TH (parce qu’il y a deux 
droit es par alleles a deux droit es, 
et par permutation) ; done, la 
droite E0 est a la droite HA comme la droite EZ est a la 
droite ZH ( 1 ). Et la droite E0 est par allele a la droite HA ; done, 
la ligne qui passe par les points 0, A, Z, [e’est-a-dire qui passe par 
les points 0, K, Z] ( 2 ) est droite ( s ). 



III. 

Proposition 129. — Menons transversalement, sur trois droites 
AB, rA, AA les droites 0E, 0A; je dis que le rectangle compris 
sous les droites 0B, AT est au rectangle compris sous les droites 
0A, Br comme le rectangle compris sous les droites 0E, HZ est 
au rectangle compris sous les droites ©H, ZE ( 4 ). 


srS. d'o& : 0r ’ les droites 


PH 

1. On a par hypotlfese : 

0 A, HA sont paralfeles par construction, d’ou similitude des triangles 


TTK - 

KHA, AK 0 , d'ou : ^ r » l es droites AB, TH sont paralleles par con- 


HA 

A 0 


P H hk 

struction, d'ou similitude des triangles TKH, BKA, d'oii : p-r- ; done : 

TH HA ,, . A 0 HA , ... AT> . „ . ?.?. K JT , . ... 

dou : — 7rrr- Or, les droites AB, AE sont paralleles, d ou simili- 

BA A0 BA rH AA PA PA WA 

tude des triangles A 0 B, A 0 E, d’ou: — =77;; done : Permutons, 

E0 AE Alij A E 1 H 

on a: — pg* d'ou, en presence de la relation (I), il vient, comme dans le 


, . E 0 EZ 

te * te : HA "HZ' 


2. Restauration de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 870, 1 . 2). 

3. La relation de la note avant-precedente et le paralfelisme des droites 
E 0 , HA permettent de conclure que les points 0 , K, Z sont en ligne droite, en 
vertu de la double demonstration de la proposition 13 du livre IV (voir p. 159 
et notes). 

La demonstration de ce lemme a permis k Chasles de reconstituer le second 
porisme du premier livre des porismes d’Euclide. Voir : Les trois livres des 
Porismes, etc., p. 100. 

1. Les manuscrits accompagnent cette proposition de plusieurs figures qui 
different d’apfes le point choisi comme origine des deux transversales. La version 
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Menons par le point 0 la droite KA parallele a la droite ZIA, 
et que les droites AA, AB la rencontrent aux points K, A. D'autre 
part, menons par le point A la droite AM parallele k la droite AA, 
et qu’elle rencontre la droite E0 
au point M. Des lors, pnisque 
la droite E0 est k la droite 0A 
comme la droite EZ est k la 
droite ZA, et que la droite 0A 
est k la droite 0M comme la 
droite AZ est a la droite ZH 
(car elles sont aussi comme la 
droite ©K est & la droite 0H, m 
a cause des par alleles), il s’en- 
suit que, par raison d’identite, 
la droite E0 est II la droite 0M 
comme la droite EZ est a la 
droite ZH. En consequence, le rectangle compris sous les droites 
0E, HZ equivaut au rectangle compris sous les droites EZ, 
0M ( 2 ). 

Mais, considerons un autre rectangle, compris sous les droites 
EZ, 0H ; le rectangle compris sous les droites EZ, 0M est done 
au rectangle compris sous les droites EZ, 0H, c'estA-dire que 
la droite 0M est k la droite 0H, ou que la droite A0 est II la 
droite 0K, comme le rectangle compris sous les droites E0, HZ 



latine de Commandin est accompagnee de sept figures (cfr. loc. cit., p. 358). La 
premiere edition du texte grec du livre VII de Pappus, donnee par Gerhardt, 
presente la cinqui&me figure de Commandin ; tandis que l’edition critique de 
Hultsch, que nous suivons, adopte la seconde figure de Commandin, laquelle 
permet de suivre plus facilement la demonstration (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, 
p. 870). 

1. Les droites A©, AZ etant parall&es par construction, les triangles ©EA, 
ZEA sont semblables ; done : — = ^ (I). Or, le parallelisme des droites 

©A © K 

KH, AM donne de meme : ; tandis que le parallelisme des droites 

K 0 , AZ donne de meme : ^ ; done, comme le texte : d'oii, 

Wn ZH 0JV1 AH, 

B 0 0 A. 

par raison d’egalite avec la relation (I), ou par composition, on a : — x 
X ou •' ss — d’oii, comme le texte : E 0 x ZH =» EZ x 9 M. 

/. A / H U M 7, 1-1 


m 
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est au rectangle compris sous les droit es EZ, H0 (*). Pour les 
memes raisons, le rectangle compris sous les droites ©A, Br est 
au rectangle compris sous les droites 0B, TA comme la droite K0 
est a la droite 0A ; done, par inversion, le rectangle compris sous 
les droites ©B, TA est au rectangle compris sous les droites 0A, Br 
comme la droite A0 est a la droite 0K. Or, on a demontre que 
le rectangle compris sous les droites E0, HZ est au rectangle 
compris sous les droites EZ, H0 comme la droite A0 est a la 
droite 0K; done, le rectangle compris sous les droites 0B, FA 
est aussi au rectangle compris sous les droites 0A, Br comme 
le rectangle compris sous les droites E0, HZ est au rectangle 
compris sous les droites EZ, H0 ( 2 ). 

Au reste, la demonstration au moyen du rapport compose 
est la suivante : Puisque le rapport du rectangle compris sous 
les droites 0E, HZ au rectangle compris sous les droites ©H, ZE 
se compose de celui que la droite ©E possede avec la droite EZ 
et de celui que la droite ZH poss&de avec la droite H0, et que 
la droite ©A est a la droite ZA comme la droite 0E est a la 
droite EZ ; tandis que la droite ZA est a la droite ©K comme 
la droite ZH est a la droite H©, il s’ensuit que le rapport du 
rectangle compris sous les droites 0E, HZ au rectangle compris 
sous les droites ©H, EZ se compose de celui que la droite ©A 
possede avec la droite ZA et de celui que la droite ZA possede 
avec la droite 0K. Or, le rapport compost de celui de la droite ©A 
a la droite ZA et de celui de la droite ZA a la droite 0K est le 
meme que celui de la droite ©A a la droite 0K ; par consequent. 


1. Considerant le rectangle EZ X ©H, la derniere egalite de la note 

• . EZx@M ©M E 0 X ZH A© ©M , 

precedente do e . EZx ©h“©H~ EZx© H ' 0 ’ ©K~©H ' donc ' comme 

. * . . A© E© x ZH 

le texte • 0K EZ x eH - 

2. Ce qui se demontre, comme l’a propose Simson (cfr. Opera quaedam, etc., 
p. 381) en prolongeant B© jusqu’a son point de rencontre avec AM, ou bien, en 

eenvant : . — = — ou : X — = — , et, considerant que la similitude 

„ . ©A X Br ©K ,, , 
on a . — — = — — , d ou, comme 


A© X Ar A© ~~ " AT" A© A©' 
de triangles donne : ©A _ ©K . BT _ AT 
TA~Ar ©B~ A©' 


TA X ©B A©' 


le texte : 
precedente 


©B X TA A© ,, , , , , , 

-r-T ^ = pr-p, d ou, en presence de la dermere 

©A X Br ©R r 

• QB X TA _ E 0 X ZH 

©A X BT EZ X ©H' 


Egalite de la note 
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la droite 0A est a la droite 0K comme le rectangle compris sous 
les droites 0E, HZ est au rectangle compris sous les droites 
0H, ZE. Pour les memes raisons, la droite 0K est aussi a la 
droite 0A comme le rectangle compris sous les droites 0A, Br 
est au rectangle compris sous les droites 0B, TA ; et, par inver- 
sion, la droite 0A est a la droite 0K comme ie rectangle compris 
sous les droites ©B, TA est au rectangle compris sous les droites 
0A, Br. Or, [la droite 0A est aussi k la droite 0K] f) comme 
le rectangle compris sous les droites ©E, ZH est au rectangle 
compris sous les droites 0H, ZE ; [par consequent] (*), le rectangle 
compris sous les droites 0B, TA est aussi au rectangle compris 
sous les droites 0A, Br [comme le rectangle compris sous les 
droites 0E, ZH est au rectangle compris sous les droites 
0H, ZE] ( 3 ) (*). 


IV. 

Proposition 130. — Soit la figure ABrAEZH0KA et que 
le rectangle compris sous les droites AZ, AE soit au rectangle 
compris sous les droites AA, EZ comme le rectangle compris sous 
les droites AZ, Br est au rectangle compris sous les droites 
AB, rZ; je dis que la ligne qui passe par les points 0, H, Z 
est droite ( 5 ). 


1. 


2. 

3 - 

4 - 


Restauration de Commandin (Cfr. loc. cit., p. 360, 1 . 24). 

Restauration de Commandin {Ibidem). 

Restauration de Commandin {Ibidem). 

On peut ecrire : % ^ X Or, en raison des parallel es AZ, ©A, 

r ©H x ZE ZE H 0 r 


on a : ~ =* et, en raison des paralldles K©, AZ, on a : ^ = 5 ^ ; done 
ZiA Zihi “K nu 


©E X HZ 


©H X ZE 
le texte : 


_©A ZA 
ZA X ©K 
©A 


©A 
©K 
©B X TA 


On aura de mSme: 
©B X TA 


©A X BT ©K 


©K ©A x Br 


; done : 


©B x TA 
©E x HZ 


, d’ou, comme 

vA 


©A X BT ©H X ZE* 


5. Les divers manuscrits accompagnent ce lemme de huit figures qui sont 
reproduces dans la version latine de Commandin (cfr. loc. cit., pp. 360-361). 
Elies se rapportent aux quatre dispositions de points : AEArBZ, ABTAEZ, 
AETABZ et ABATEZ. Chasles a considere, en outre, la disposition AEBZrA 
{Les trois livres des Porismes, etc., p. 102). La figure qui accompagne seule 1 ' edition 
critique de Hultsch, et que nous reproduisons dans notre traduction, est celle 
dont la disposition des points est ABTAEZ, et dans laquelle les points qui 
doivent £tre demontres situes sur la merae droite se presentent dans l'ordre ©, 
H, Z de la demonstration. 
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Puisque le rectangle compris sous les droites AZ, AE est au 
rectangle compris sous les droites AA, EZ comme le rectangle 
compris sous les droites AZ, Br est au rectangle compris sous 
les droites AB, FZ, par permutation, le rectangle compris sous 
les droites AB, VZ est au rectangle compris sous les droites 
AA, EZ comme le rectangle compris sous les droites AZ, Br est 
au rectangle compris sous les droites AZ, AE, c’est-a-dire comme 

la droite Br est a la droite AE. 

A Mais, si Ton mene par le point K 

la droite KM parallele a la 
droite AZ, le rapport de la 
droite Br a la droite AE se 
compose de celui de la droite Br 
k la droite KN, de celui de la 
droite KN a la droite KM et 
de celui de la droite KM k la 
droite AE ; tandis que le rap- 
A B T A E Z port du rectangle compris sous 

les droites AB, VZ au rectangle 
compris sous les droites AA, EZ se compose de celui de la droite BA 
a la droite AA et de celui de la droite VZ a la droite ZE. Eli- 
minons de part et d’ autre le rapport de la droite BA a la droite AA, 
qui est le meme que celui de la droite NK a la droite KM; il 
s’ensuit que le rapport restant de la droite VZ a la droite ZE se 
compose de celui de la droite Br a la droite KN, c’est-a-dire celui 
de la droite ©r a la droite K0, et de celui de la droite KM a la 
droite AE, c’est-i-dire celui de la droite KH a la droite HE (* ) . 
D6s lors, la droite qui passe par les points 0, H, Z est droite. 



„ n u AZ X AE AZ X Br ABxTZ AZ X Br Br 

I. On a par hypothec. xfxlZ" abxTz- dou - An 5 TB 2 = azTaE = ab 

oa: s! x i! = !s (I) - 0r ' 5i“rs x s®' et ’ comrae les droites KM - AZ » nt 

Br Br Br kn 

parail^les par construction, on a : -===-—==— -x d'ou, comme le texte : 

r r TA KM KN KM 

x d ’ oil la relation ® devient : £ >< 

0r ' donc> comme le texte: ii = ls x li E ' 0r ' 

Br_re km_kh. . . rz__r© kh 

KN ~ ©K AE — HE ' a ° nC ' EZ — @K X HE' 



LIVRE VII DE LA COLLECTION 


677 


En effet, si Ton m&ne pax le point E la droite EE parallele 
k la droite 0 I\ et si Ton prolonge la droite de jonction 0 H 
jusqu’au point E, le rapport de la droite KH k la droite HE est 
le meme que celui de la droite K© a la droite EE ; tandis que 
le rapport compose de celui de la droite T 0 a la droite ©K et 
de celui de la droite 0 K a la droite EE se reduit au rapport de 
la droite ©r a la droite EE, et le rapport de la droite TZ a la 
droite ZE est le meme que celui de la droite T© a la droite EE. 
En consequence, la droite T© etant parall&le a la droite EE ; la 
ligne qui passe par les points 0, E, Z est droite (car cela est 
Evident) ; en sorte que la ligne qui passe par les points 0, H, Z 
est droite aussi ( x ). 


V. 

Proposition 131. — Si on a la figure ABrAEZH©, il se fait 
que la droite AB est a la droite Br comme la droite AA est a 
la droite Ar ( 2 ). Que la droite AB soit done a la droite Br comme 
la droite AA est a la droite Ar ; je dis que la ligne qui passe par 
les points A, H, © est droite. 

Menons par le point H la droite KA parallfcle k la droite AA. 
D&s lors, puisque la droite AB est k la droite Br comme la 
droite AA est k la droite AT ; mais, que la droite KA est k la 
droite AH comme la droite AA est k la droite Ar, et que la 
droite KH est k la droite HM comme la droite AB est a la 


1. Les droites r@, EE 6tant parallfcles par construction, on a : -7=-^ =■=■=; '• 

HE E w 

rz r© ©k 

done, la demi&re egalite de la note prec^dente devient : ^ x ^ ou, 

©K 

rz r® 

comme le texte : = — = ; relation qui, en presence du parallelisme des 

hiZi ba 

droites r®, EE, permet de conclure, en vertu de la proposition 13 du livre IV 
(voir p. 159 et notes) que les points 0, E, Z, e’est-k-dire les points ©, H, Z, 
sont en ligne droite. 

2. C’est-«i-dire que, si, dans la figure indiqu£e, les constructions se presentent 
comme dans la figure de la proposition 127 ou lemme I (voir p. 669), on a : 

^? = ^.En d'autres termes, si l’on consid^re le quadrilat^re EZH®, la trans- 

versale AT passe par les points de concours des cotes opposes, et les deux 
diagonales du quadrilat^re divisent en parties proportionnelles la droite qui 
joint les points de concours des cdt& opposes. 


4 
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droite Br, il s’ensuit que la 
droit e KH est aussi a la droite 
HM comme la droite KA est a 
la droite AH, et que la droite 
restante HA est a la droite AM 
comme la droite KA est a la 
droite AH, c’est-a-dire comme la 
droite AA est a la droite AI\ 
Par permutation, la droite TA est 
a la droite AM, c’est-a-dire la droite A0 a la droite ©A, comme 
la droite AA est a la droite HA ; et la droite HA est parallele a 
la droite AA; par consequent, la ligne qui passe par les points 
A, H, 0 est droite ; car cela est manifest e ( 1 ). 


tr 



VI. 


Proposition 132. — Si Ton a de 
nouveau la figure ABrAEZH, et si la 
droite AZ est parallele a la droite Br, la 
droite AB devient egale a la droite Br ( 2 ). 
Qu’elle lui soit done 6gale ; je dis que 
l’on a les paralleles (®). 

II en est ainsi ; car, si nous posons, 
sur la droite EB, la droite B0 egale a 
la droite HB, et si nous menons les 
droit es de jonction A0, 0r, on obtient 


E 



„ A AB AA ~ KA AA , KH 

0n a : 5r = ar- 0r - ah = at et hm 


KA— KH_KA HA 

AH— HM AH ° U ‘ AM 


AB , KH KA . 

Bf : d0nc: HM = AH’ d0U: 

A A 
Ar 


KA ~ KA AA , . . . HA 

: — f- T . Or, — ^- T = — = ; done, comme le texte : — = 

AH AH AT AM 


j, , Ar AA ~ A 0 AT j A© AA . , 

d ou : — ^ . Or, — = — , ; done : — T — ; relation qui, en presence du 


AM HA 


©A AM 


©A HA' 


parallelisme des droites HA, AA, permet de conclure, en vertu de la propo- 
sition 13 du livre IV (voir p. 159 et notes), que les points A, H, © sont en 
ligne droite. 

2. Lemme dont Pappus ne demontre ici que la reciproque, et dont Commandin 
a donne une assez longue demonstration (cfr. loc. cit., p. 364, commentarius , 11. 1-19). 
Ce lemme constitue d'ailleurs un cas particulier du lemme V, ou proposition 131, 
dans lequel la droite AT, qui joint les points de concours des cdtes du quadri- 
lat^re EAHZ, est parallele k l’une des diagonal es AZ. 

3. C’est-a-dire que si on a : AB = Br, les droites AZ, Ar seront paralleles. 
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le parallelogramme A0rH ( x ) et, par la meme, la droite TZ est a 
la droite ZE comme la droite AA est a la droite AE (car chacun des 
dits rapports est le meme que celui dela droite ©H a la droite HE); 
de sorte que la droite AZ est parallele a la droite AT ( 2 ). 


VII. 


Proposition 133. — Soit la figure ABrAEZH©, et que la 
droite BA soit la moyenne proportionnelle des droites AB, Br; 
je dis que la droite ZH est parall&le a la droite Ar ( 3 ). 

Prolongeons la droite EB ; menons par le point A la droite AK 
parallele a la droite AZ, et menons la droite de jonction TK. 
Dfcs lors, puisque la droite AB 
est k la droite BA comme la £ 

droite IB est a la droite BA, et 
que la droite KB est a la droite B© 
comme la droite AB est a la 
droite BA, il s’ensuit que la 
droite KB est aussi a la droite B© 
comme la droite IB est k la 
droite BA. En consequence, la 
droite A© est parallele a la 
droite KT. Des lors, la droite TH 
est de nouveau a la droite HE 
comme la droite AZ est a la 
droite ZE (car chacun de ces 

rapports est le meme que celui de la droite K© a la droite ©E) ; 
de sorte que la droite ZH est parallele a la droite Ar ( 4 ). 



1. Les diagonal es Ar, ©H du quadrilatdre AHr© se coupent en deux parties 
4gales par construction ; done (Euclide, liv. I, prop. 4, 6 nonc 6 e p. 124, n. 4), 
il y a egalit6 des triangles ABH, TB© et des triangles TBH, AB0, d’oil 
(Euclide, liv. I, prop. 27 enoncee p. 124, n. 5) parallelisme des droites AH, ©r 
et des droites A©, HT ; done, le quadrilat&re AHr© est un parallelogramme. 

©H rz 

2. Le parallelisme des droites ©r,HZ donne: et le parallelisme 


des droites ©A, HA donne : ; done: — = — , d’ou parallelisme des 

droites AZ, Ar. HB AE 

3. Ce lemme consid£re le cas ou la transversale passe par un seul point de 
concours des cdtes du quadrilatere EZ©H, et est parallele k une diagonale. 

AB TB 

4. On a par hypothfcse : — =~rr 5 . Or, la similitude des triangles ABK, AB© 

BA AB 
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VIII. 


Proposition 134. — Soit le bdmisque (*) ABrAEZH ; que la 
droite AE soit parallele a la droit e Br et la droit e EH parall&le 
a la droite BZ ; je dis que la droite AZ est parallHe k la 
droite TH (*). 

Menons les droites de jonction BE, AI\ ZH ; le triangle ABE 
equivaut done au triangle ArE. Ajoutons de part et d’ autre le 
triangle AAE, il s’ensuit que le triangle entier ABE Equivaut 
au triangle entier TAA. Derechef, puisque la droite BZ est paral- 
l&le a la droite EH, le triangle BZE Equivaut au triangle BZH. 
Retranchons de part et d’ autre le triangle ABZ, il s’ensuit que 
le triangle restant ABE equivaut au triangle restant AHZ. Mais, le 


. KB 

donne : m 


AB 

BA 


; done : 


KB_TB 
B 0 AB* 


d’o£i similitude des triangles AB 0 , TBK, 


d'oii parallelisme des droites A 0 , KI\ d'ou : et done : 

HE 0 E ZE 0 E 

■pTT A 7 

2-^ = rr=, d’ou parallelisme des droites ZH, AI\ 

idBi Act 

1. j3wju<ixos, bdmisque (autel) ; nom donn£ dans la Stereometric de H6ron 
d’Alexandrie au solide compris sous deux faces rectangulaires paralleles, non 
semblables, et sous quatre faces trapezes inclinees. ( Heronis Alexandrini geometric 
corum et stereometricorum reliquiae, edidit Fred. Hultsch. Lipsiae, 1864, in-8°. 
Stereometrica, II, 40, p. 186). Si l'on designe par a, b, et a' b' les cdt£s des faces 
rectangulaires paralleles, et par h la distance qui les separe, ce solide a pour 

volume : V = [±±Ji. i+JZ + 1* 

L 2 2 3 2 2 J 

Ce n’est cependant pas ce solide que le lemme vise ici sous le nom de 
bdmisque, mais bien la figure plane constituant la projection d'un solide compris 
sous deux faces quadrilateres paralieies et huit faces triangulaires passant par 
le sommet de l’un des quadrilatdres et par un cdte de l'autre. 

2. Cet enonce peut s'exprimer en d’autres termes : « Soient deux triangles 
BZr, BHr de meme base et non equivalents. Si l’on m6ne la droite HE parall&le 
k la droite ZB et la droite EA par allele a la droite BT, la droite AZ sera par allele 
a la droite TH. 

Chasles a degage le sens de ce lemme de la maniere suivante : « Quand deux 
angles ont leurs cotes paralleles deux a deux, si, par le sommet de chacun d’eux, 
on mene une droite quelconque qui coupe les deux cotes de l’autre, les quatre 
points d’intersection sont deux k deux sur deux droites paralleles. » ( Les trots 
limes des Porismcs, etc., p. 78). Il a du reste considere aussi ce lemme comme 
un cas particulier d'une propriete relative k deux angles quelconques qu'il 
enonce : « Si, par les points de concours des c6tes opposes d’un quadrilatere, on- 
mene deux droites quelconques qui rencontrent les quatre cdtes en quatre points, 
ces points sont deux k deux sur quatre autres droites qui se coupent deux k 
deux sur les deux diagonales du quadrilatere ». (Chasles, Traite de geometric 
supdrieure. Paris, 1852. Voir art. 404). 
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triangle ABE equivaut au trian- 
gle ArA, done, le triangle ATA 
equivaut aussi au triangle AZH. 
Ajoutons de part et d’ autre le 
triangle ATH, il s’ensuit que 
le triangle entier FAH equivaut 
au triangle entier TZH. Et 
ces triangles sont sur la meme 
base H ; done, la droite TH est 
par allele a la droite AZ (- 1 2 ). 



IX. 

.Proposition 135. — Soit le triangle ABF; menons, dans ce 
triangle, les droites AA, AE ; menons la droite ZH paraJl&le a 
la droite AF ; brisons la ligne Z0H, et que la droite A0 soit k 
la droite 0E comme la droite B0 est a la droite 0r ; je dis que 
la droite KA est par allele k la droite Br (?). 

En effet, puisque la droite A0 est a la droite ©E comme la 
droite B0 est a la droite 0r, il s’ensuit que la droite restante BA 
est k la droite restante TE comme la droite A0 est a la droite ©E. 


1. Considerant des triangles de meme hauteur, on a : triangle ABE = 
triangle ATE, d’ou : triangle ABE-f- triangle AAE= triangle ATE+ triangle AAR 
ou, comme le texte : triangle ABE = triangle TAA. De meme, triangle BZE = 
triangle BZH, d’ou : triangle BZE — triangle ABZ = triangle BZH — triangle ABZ 
ou, comme le texte : triangle ABE = triangle AHZ. Done : triangle TAA = 
triangle AHZ, d’ou : triangle TAA + triangle ATH = triangle AHZ + triangle 
ATH ou, comme le texte : triangle TAH = triangle TZH. Ces deux triangles 
equivalents ayant meme base ont done meme hauteur, d’ou paralldlisme des 
droites AZ, Hr. 

2. Chasles a fait remarquer que ce lemme IX, ou proposition 135, exprime 
la proposition suivante : Si par les sommets d'un trapeze on m£ne quatre droites 
concourantes en un meme point, et par le point de rencontre S des deux cdtes 
non par alleles une transversale par allele aux deux autres cdtes, laquelle rencontre- 
les quatre droites en quatre points, le produit des distances du point S k deux 
de ces points est egal au produit des distances du meme point S aux deux autres 
points » (Voir : Les trots livres des Porismes, etc., p. 78). Exprimant ainsi que les 
quatre points determinent une involution dont le point S est le point central, cette 
proposition est, comme l’a fait remarquer, en outre, Chasles, un cas particulier 
d'une propriete d’un quadrilat&re quelconque, savoir que : « Les trois couples 
de droites menees d'un meme point aux sommets opposes et aux points de 
concours des cdtes opposes d’un quadrilatdre sont en involution » ( Chasles * 
Geometric superieure, p. 249). 
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Of la droit e ZM est a la droit e NH 
comme la droite BA est a la 
droite E17 ; done, la droite A© 
est aussi a la droite 0E [comme 
la droite ZM est a la droite NH] f 1 ). 
Par permutation, la droite NH 
est k la droite ©E comme la 
droite ZM est a la droite A©. 
Mais, a cause des par alleles, la 
droite ZK est a la droite K© 
comme la droite ZM est a la 
droite A© ; tandis que la droite HA est a la droite A© comme 
la droite HN est k la droite ©E ; done, la droite HA est aussi a 
la droite A© comme la droite ZK est k la droite K©. En conse- 
quence, la droite KA est parallele k la droite HZ ; en sorte qu'elle 
est aussi parallele a la droite rB (*). 

X. 

Proposition 136. — Menons d'un point ®, sur les deux 
droites BAE, AAH, les deux droites A©, 0E, et que le rectangle 
compris sous les droites ©H, ZE soit au rectangle compris sous 
les droites ©E, ZH comme le rectangle compris sous les droites 
A©, Br est au rectangle compris sous les droites Ar, B0 ( 3 ) ; 
je dis que la ligne qui passe par les points T, A, Z est droite ( 4 ). 


A 



1. Lacune comblee par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 366, 1 . 7). 

B0 


r\ v A© B© j, , 

2. On a par hypothSse : = d ou 


A©_A© . BA_A© ~ 

©r — ©e~ ©E ou- rE - ©E‘ ’ 


ZM BA 


done 


les droites ZH, Br sont parall&les par construction, d’oii : ===== , 

JN n ili JL 

Or, le parallelisme des droites ZH, AE donne : 


A@ = ZM , NH _ ZM 
©E NH’ ° U * ©E A© 


.HA NH , HA ZK ,, , „ , , .. 

et ; done : d ou parallelisme des droites KA, 


A© ©E ’ 


A© K@ 


ZK _ ZM 
K© A© 

ZH, TB. 

3. C’est-i-dire deterxninons, sur les droites A®, ®E deux points T et Z tels 

_ ■, . ©H x ZE A© x Br 

H ©Ex ZH AT x B© 

4. Ce lemme est en r£alite la r^ciproque du lemme III ou proposition 129 
(voir p. 672). 
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Menons par le point 0 la droite KA par allele k la droite FA, 
et qu’elle rencontre les droites AB, AA aux points K, A. Menons 
par le point A la droite AM parallele a la droite AA, et prolongeons 
la droite E0 jusqu’au point M. 

Enfin, menons par le point K 
la droite KN parallele a la 
droite AB, et prolongeons la 
droite A0 jusqu’au point N. 

Des lors, puisque, en raison des 
par alleles, la droite Ar est a la 
droite ITB comme la droite A0 
est a la droite 0N, il s’ensuit 
que le rectangle compris sous 
les droites A0, FB equivaut 
au rectangle compris sous les 
droites Ar, 0N ( x ). Mais, soit un autre rectangle, compris sous 
les droites Ar, B0 ; le rectangle compris sous les droites TA, 0N 
est done au rectangle compris sous les droites Ar, B0, c’est-ci-dire 
que la droite 0N est k la droite 0B, comme le rectangle compris 
sous les droites A0, Br est au rectangle compris sous les droites 
Ar, B0. Mais, on a suppose que le rectangle compris sous les 
droites 0H, ZE est au rectangle compris sous les droites 0E, ZH 
comme le rectangle compris sous les droites 0A, Br est au 
rectangle compris sous les droites AT, B0 ; tandis que la droite K0 
est k la droite 0A, e’est-a-dire que, k cause des parallMes, la 
droite H0 est a la droite 0M, e’est-a-dire que le rectangle com- 
pris sous les droites 0H, ZE est au rectangle compris sous les 
droites 0M, ZE, comme la droite 0N est a la droite 0B ; done, 
le rectangle compris sous les droites 0H, ZE est au rectangle 
compris sous les droites 0M, ZE comme le rectangle compris 
sous les droites 0H, ZE est au rectangle compris sous les 
droites 0E, ZH. En consequence, [le rectangle compris sous les 



1 . Considerant les parall&les de construction ©K, TA, on a : et, 

rA ©K 

considerant en outre les paralleles de construction NK, BA, on a : ^ == ~ ; 

rB 9N 

donc : TB-si x m ou ’ comme le texte : ra-OT d ’ oil : Ar x 0N - 

A© X TB. 


Pappus d* Alexandria — II 
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droites 0E, ZH] (*) 6quivaut [au rectangle compris sous les 
droites 0M, ZE, et] (?) la droite HZ est done a la droite ZE 
comme la droite 0M est a la droite 0E. Par composition et 
permutation, la droite 0E est a la droite EZ comme la droite ME 
est a la droite EH. Mais, la droite AE est a la droite EA comme 
la droite ME est a la droite EH ; done, la droite 0E est aussi a 
la droite EZ comme la droite AE est a la droite EA. En conse- 
quence, la droite AZ est parallele a la droite KA. Mais, la droite FA 
lui est aussi parallele ; done, la ligne TAZ est droite ( 3 ) ; ce qu'il 
fall ait demontrer. 

Les cas de ce lemme, qui est reciproque, se presentent de la 
meme maniere que ceux qui ont ete exposes precedemment ( 4 ). 


XI. 


Proposition 137. — Soient le triangle ABr et la droite AA 
parallele a la droite Br, et que la droite AE, menee transver- 
salement, rencontre la droite Br au point E ; je dis que la 
droite rB est a la droite BE comme le rectangle compris 
sous les droites AE, ZH est au rectangle compris sous les 
droites EZ, HA ( 5 ). 


1. et 2. Lacunes comblees par Commandin (Cfr. loc. cit., p. 366, derni&re 
ligne). 

3. Considerant auxiliairement le rectangle AT x B@, la demidre 4 galit 4 de 
U note 1 de la page 683 donne : ^x|N = |N = ASxTB^ 0r , on a par 


hypoth&se 


©H x ZE A© X TB 


done 


©N 

B© 


0H X ZE 
©E X ZH' 


Or, les parall&les 


©E x ZH AT X B© ’ 

NK, AB donnent : — et les par alleles HK, AM donnent : = d’oii 

©A B© r @M ©A 


©H_0N . ©H x ZE__ ©N 

©M“B©' U ’ ©Mx ZE^B© 


; done, comme le texte : 


@H x ZE @H X ZE 


d’oii : ®E x ZH ~ 0M x ZE, d’oii : ^ = „ 

Z ill vy ill 

EH 

ZE 


©M X ZE ©E X ZH* 

ZH ©M ,, a ZH -f ZE ©M+0E 
, d ou : == — = — — 


ou 


ME , . . . @E 

-3^=, dou, comme le texte : ■■ 

y td zjbi 


ME 

EH’ 


ZE ©E 

Mais, les parall&les AM, AH 


donnent: 4 r = > done : — 4 r> d’ou parallelisme des droites AZ, KA. 

AA £iu Zili CiA 

Or, les droites TA, KA sont par alleles par construction ; donc les points I\ A, Z 
sont en ligne droite. 

4. C’est-i-dire que les differents cas pr 4 sentes par ce lemme sont les memes 
que ceux du lemme reciproque III, ou proposition 129, lesquels ont ete represent^ 
dans les diverses figures qui accompagnent le texte dans les manuscrits. 

5. Ce lemme constitue un cas particular du lemme III (ou proposition 129), 
dans lequel l'une des transversales est parallele k l’une des trois droites. 
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Menons par le point T la droite T0 parallele k la droite AE, 
et prolongeons la droite AB jusqu’au point 0. D&s lors, puisque 
la droite T0 est a la droite ZH comme la droite TA est a la 
droite AH, et que la droite EA 
est a la droite AH comme la 
droite TA est k la droite AH, il 
s’ensuit que la droite ©r est aussi 
a la droite ZH comme la droite EA 
est a la droite AH. En conse- 
quence, le rectangle compris sous 
les droites T0, AH equivaut au 
rectangle compris sous les droites 
EA, ZH. Mais, soit un autre rectangle, compris sous les droites 
EZ, HA. D&s lors, le rectangle compris sous les droites T0, AH 
est au rectangle compris sous les droites AH, EZ, c’est-i-dire que 
la droite FB est a la droite BE, comme le rectangle compris sous 
les droites AE, ZH est au rectangle compris sous les droites 
AH, EZ. En consequence, la droite FB est & la droite BE comme 
le rectangle compris sous les droites AE, ZH est au rectangle 
compris sous les droites EZ, HA ( x ). Les choses restent les memes 
si la parallele AA est men6e de 1’ autre cot6, et si l’on mine du 
point A la droite AE au deli du point V (*). 



XII. 


Proposition 138. — Ces choses une fois demontrees, il faudra 
faire voir que, si l’on a des paralleles AB, TA; s'il leur tombe 


r @ r \ 

1. Les paralleles de construction r@, ZH donnent : 7^ = et les paralleles 

Ziti Axl 


d’hypo these ET, A A donnent : 


EA _ TA . 
AH AH ’ 


done 


T 0 EA . , 

ZH = AH- doU> Comme le 


texte : T© x AH = EA x ZH. Des lors, on peut £crire : 


T© X AH 


r© 

ez ! 


EA X ZH 


EZ X AH 
£B 
BE 


texte 


. Or, les paralleles ©T, EZ donnent 
EA X ZH 


TB 

BE 


re j 

EZ : d0nc ’ 


EZ X AH 

comme le 


EZ x AH' 

2. C’est-ct-dire que, si les constructions se pr^sentent comme dans la seconde 
BT EA X ZH 


figure, on aura de meme : — - = 


EZ X AH' 


4 
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des droites AA, AZ, Br, BZ ( 1 2 ), et si l’on mene les droites de 
jonction EA, Er (*), la ligne qui passe par les points H, M, K 
est droit e ( 3 ). 

En effet, puisque AAZ est un triangle ; que la droite AE est 
parallele a la droite AZ et que la droite Er est mende transver- 
salement en rencontrant la droite AZ au point T, le rectangle 
compris sous les droites TE, H0 est, en vertu du lemme prece- 
dent, au rectangle compris sous 
les droites TO, 0E comme la 
droite AZ est a la droite ZI\ 
Derechef, puisque FBZ est un 
triangle ; que la droite BE est 
menee parallelement a la droite 
TA et que la droite AE est 
menee transversalement en ren- 
contrant la droite TZA au 
point A, le rectangle compris 
sous les droites AE, AK est au 
rectangle compris sous les droites 
AK, AE comme la droite FZ est a la droite ZA ; done, inver- 
sement, le rectangle compris sous les droites AK, AE est au 
rectangle compris sous les droites AE, AK comme la droite AZ 
est a la droite ZI\ Or, le rectangle compris sous les droites TO, H0 
est aussi au rectangle compris sous les droites TO, 0E comme 
la droite AZ est a la droite Zr ; par consequent, le rectangle 
compris sous les droites AK, AE est aussi au rectangle compris 
sous les droites AE, KA comme le rectangle compris sous les 
droites TO, H0 est au rectangle compris sous les droites TO, 0E ( 4 ). 



£ v. ^ 

r z a 


1. Sous-entendu : parmi lesquelles AA et Br se coupent au point M. 

2. Sous-entendu : reliant un point E, situe entre les points A, B, avec les 
points A et T, et dont Tune EA coupe la droite BZ au point K, et dont l'autre Er 
coupe la droite AZ au point H. 

3. Chasles a considere ce lemme comme exprimant la propriety de l’hexagone 
inscrit k deux droites, 4 savoir que, quand les sommets d'un hexagone sont situes 
trois k trois sur deux droites, les points de concours des cdtes opposes sont en 
ligne droite {Les trois livres des Porismes, etc., p. 77). 

4. Le texte pr^sente ici la petite interpolation : av^x-cat to icpo evd?, 
(cela) ramene au (lemme) qui pr^c^de d’un celui-ci (cfr. Hultsch, vol. II, p. 884, 
1. 26). C’est- 4 -dire que la relation ou en arrive le texte ram&ie k ce qui a d 6 )k 
6t6 d^montre au lemme X ou proposition 136 (voir p. 682). 
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Des lors, puisque les deux droites Er, EA sont menees trans- 
versalement sur les deux droites DMA AM®, et que le rectangle 
compris sous les droites AK, EA est au rectangle compris sous 
les droites AE, AK comme le rectangle compris sous les droites 
TE, H® est au rectangle compris sous les droites TH, ©E, la 
ligne qui passe par les points H, M, K est droite ; car cela a ete 
demontre precedemment 


XIII. 

Proposition 139. — Que les droites AB, TA ne soient, par 
contre, pas par alleles, mais qu’elles se rencontrent au point N; 
je dis que la ligne qui passe par les points H, M, K est de 
nouveau droite ( 2 ). 

Puisque les deux droites ITS, TA sont menses transver- 
salement du meme point T sur les trois droites AN, AZ, A A, 
le rectangle compris sous les droites rN, ZA est au rectangle 
compris sous les droites NA, TZ comme le rectangle compris 
sous les droites FE, H© est 
au rectangle compris sous les 
droites TH, ©E. Derechef, puis- 
que les deux droites AE, AN 
sont menees transversalement 
du meme point A sur les trois 
droites BN, BF BZ, le rectangle 
compris sous les droites AK, EA 
est au rectangle compris sous 
les droites AE, KA comme le 
rectangle compris sous les droites Nr, ZA est au rectangle compris 
sous les droites NA, ZD Mais, on a demontre que le rectangle 


B 



1. Considerant le triangle AAZ, les par alleles AE, AZ et la transversale Er, 

rB J|0 AZ 

le lemme XI, ou proposition 137, a d£montr£ qu’on a : De 

1 M X “b Xu 

meme, considerant le triangle TBZ, les paralleles BE, TA et la transversale AE, 

AEXAK Zr , . . , . AK X AE TE X H© 

on a : = -rrr . done, comme le texte : _ t - T> = nT T w ap » expres- 


AK x AE AZ ’ 


AE X AK TH X ©E’ 


sion qui, en presence des droites Er, EA tombant du point E sur les droites 
TA, A0, ramene au lemme X, ou proposition 136, en vertu duquel les points 
H, M, K sont en ligne droite. 

2. Meme lemme que le precedent dans le cas general des droites non paralleles. 
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compris sous les droit es TE, H0 est au rectangle compris sous 
les droites FH, 0E comme le rectangle compris sous les droites 
Nr, ZA est au rectangle compris sous les droites NA, TZ ; done, 
le rectangle compris sous les droites AK, EA est aussi au rectangle 
compris sous les droites AE, KA comme le rectangle compris 
sous les droites TE, ©H est au rectangle compris sous les droites 
TH, 0E (* ) . En consequence, en vertu de ce qui a etd expose 
precedemment, la ligne qui passe par les points H, M, K est 
droite ( 2 ). 


XIV. 

Proposition 140. — Que la droite AB soit parall&le a la 
droite TA; menons transversalement les droites AE, ITB, et soit, 
sur la droite BH, un point Z tel que le rectangle compris sous 
les droites rB, HZ soit au rectangle compris sous les droites 
ZB, TH comme la droite AE est k la droite Er; je dis que la 
ligne qui passe par les points A, Z, A est droite ( 3 ). 

Menons par le point A la droite A0 par allele a la droite Br ; 
prolongeons la droite AE jusqu’au point © ; menons par le point 0 
la droite 0K parallele a la droite TA, et prolongeons la droite Br 
jusqu’au point K. D&s lors, puisque le rectangle compris sous les 
droites TB, ZH est au rectangle compris sous les droites ZB, 
TH comme la droite AE est a la droite Er, et que la droite A0 


1. Le texte presente ici la petite interpolation que nous traduisons : « ce 
qui ramfcne au (lemme) dix et sur les par alleles » (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. II, 
p. 886, 1 . 21). C’est-i-dire que l'expression ou en arrive le texte, ram&ne k ce qui 
a ete demontre au lemme X qui fait intervenir des droites parall&es. 

2. Les trois droites AN, AZ, AA etant coupees par les deux droites TE, TA, 
le lemme III, ou proposition 129 (voir p. 672) a d&nontre qu'on a : 

^ = si— De meme, les trois droites BN, Br, BZ couples par les 

NA X rz m X ©E r r 

deux droites AE, AN, donnent : ^ ; done, comme le texte: 

AE X KA NA X Zr 

AK X EA TE X H 0 

AE x ~ KA ~ F H x BE * ex P ression en vertu du lemme X, ou propo- 

sition 136, entraine la situation des points H, M, K sur une meme ligne droite ; 
ce que l'on reconnaitra facilement en observant que la liberation E 0 HrMAKA 
de la figure relative au present lemme correspond k la liberation ©BrAAHZE 
de la figure relative au lemme X (ou proposition 136). 

3. Ce lemme constitue la reciproque du lemme XI, ou proposition 137 (voir 
p. 684). 
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est a la droite TH, ou que le rectan- 
gle compris sous les droites A©, BZ 
est au rectangle compris sous les 
droites TH, BZ, comme la droite AE 
est k la droite El 1 , il s’ensuit que 
le rectangle compris sous les droites 
Br, ZH equivaut au rectangle com- 
pris sous les droites A0, BZ. Par 
consequent, en proportion, la droite 
A© [est k la droite HZ] (*), c’est-a- 
dire la droite TK a la droite HZ, 
comme la droite PB est k la droite 
BZ ; done, la droite enti&re KB est a la droite enti&re BH comme 
la droite Kr est k la droite ZH, e’est-a-dire comme la droite A© 
est k la droite ZH. Mais, k cause des paralleles, la droite ©A est k la 
droite AH comme la droite KB est k la droite BH et comme la 
droite A® est a la droite ZH. De plus les droites A®, ZH sont 
paralleles ; done, la ligne qui passe par les points A, Z, A est 
droite ( 2 ). 


A B 



XV. 

Proposition 141. — Cela etant considere au prealable, que 
la droite AB soit par allele a la droite TA; que les droites AZ, 
ZB, TE, EA tombent sur cette demiere, et menons les droites 


1. Restauration de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 888, 1 . 3). 

ru X HZ AE 

2. On a par hypoth6se : — — Or, les paralleles de construction 

bz x ru -til 


A 0 , Hr donnent 
TBxHZ 


A 0 

TH 


AE 


BZ X TH' 


TK TB ,, . 
ou : — = — , dou 
HZ BZ’ 


Er' 

d’ou, comme le texte 
TK 


d’ou 


= ; done : 

THXBZ Er ' 

A 0 X BZ = TB X HZ, d'ou 


A 0 X BZ 

THXBZ - 

• AQ _ rB 
’ HZ BZ 


TB TK ... KB TK A0 ^ 

= — ou. comme le texte : — = — = — . Or. 

HZ+BZ HZ ' xc tcvtc BH HZ HZ 


1 ,1*1 ^ ^ .. , 0 H KH ,, , . 0 H + HA 

les paralleles de construction AB, K© donnent : dou : 


HA 


ou : ; done, comme le texte : ; expression qui, 

nB HA HB xlA xl/i 

en presence du parallelisme des droites A 0 , ZH permet de condure, en vertu 
de la proposition 13 du livre IV (voir p. 159 et notes) que les points A, Z, A 
sont sur la meme ligne droite. 
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* ' 

de jonction Br, HK ; je dis que la ligne qui passe par les points 
A, M, A est droite ( J ). 

Menons la droite de jonction AM et prolongeons-la jusqu’au 
point 0 ( 1 2 ). Des lors, puisque la droite BE est menee du sommet B 
du triangle BrZ, parallelement a la droite TA, et que la droite AE 
est men£e transversalement, le rectangle compris sous les droit es 

AE, KA est au rectangle compris 
sous les droites EA, KA comme 
la droite TZ est a la droite ZA ( 3 ). 
Or, le rectangle compris sous les 
droites TH, ©E est au rectangle 
compris sous les droites TE, H0 
comme le rectangle compris sous 
les droites AE, KA est au rectangle 
compris sous les droites AK, AE 
r Z A (car l es deux droites Er, EA sont 

menees transversalement du meme 
point E sur les droites FA, A0, HK) ; par consequent, le rectangle 
compris sous les droites TE, H0 est au rectangle compris sous 
les droites TH, ©E comme la droite AZ est k la droite Zr. Et la 
ligne qui passe par les points 0, M, A est droite ; done, en vertu 
du lemme qui precede, la ligne qui passe par les points A, M, 
A est droite aussi ( 4 ). 



1. Ce lemme a et6 enonce plus explicitement comme suit par R. Simson 
(cfr. Opera quaedam rcliqua, etc., p. 416) : « Sit AB parallela rectae TA, et 
a punctis A, B, inflectantur ad TA rectae AZ, BZ ; a punctis vero I\ A ad AB 
inflectantur TE, AE, sitque H intersectio ipsarum AZ, TE, et K intersectio 
reliquarum BZ, AE, et ducatur BT, quae occurrat junctae HK in M ; erunt B, 
M, A puncta in recta linea ». 

2. C’est-k-dire jusqu’au point de concours 0 avec la transversale TE. 

3. Considerant le triangle TBZ, la parallel e BE k la base TZ et la trans- 
versale AE, on se trouve dans les conditions du lemme XI, ou proposition 137 


(voir p. 684), qui a demontre qu’on a la relation 


AE x KA_TZ 
EA X KA ZA‘ 


4. Considerant que deux droites Er, EA sont menees transversalement du 
meme point E sur trois droites TA, A 0 , HK ou, plus exactement, sur trois 
droites Mr, M 0 , MH, on se trouve dans les conditions du lemme III, ou propo- 

1 • m x @e 

sition 129 (voir p. 672), qui a demontre qu’on a la relation : == 


AE x KA 
AK X AE 


done, en presence de la relation de la note precedente, on a 


comme le texte : 


ptj y TTA 7A 

— — — — =s — ; relation qui permet de conclure, en vertu 

r h x 0E r z 
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XVI. 

Proposition 142. — Menons d’un meme point A, sur deux 
droites AB, Ar, les deux droites AB, AE ; prenons sur celles-ci 
les points H, 0, et que le rectangle compris sous les droites 
B0, TA soit au rectangle compris sous les droites BA, T0 comme 
le rectangle compris sous les droites EH, ZA est au rectangle 
compris sous les droites AE, HZ ; je dis que la ligne qui passe 
par les points A, H, 0 est droite (*). 

Menons par le point H la droite KA parallele a la droite BA. 
Des lors, puisque le rectangle compris sous les droites B0, TA 
est au rectangle compris sous les droites BA, T0 comme le 
rectangle compris sous les droites 
EH, ZA est au rectangle compris 
sous les droites AE, ZH ; mais, 
que le rapport du rectangle com- 
pris sous les droites EH, ZA au 
rectangle compris sous les droites 
AE, HZ se compose de celui que 
possede la droite HE avec la 

droite EA, c’est-a-dire la droite KH 
avec la droite BA, et de celui que 
possede la droite AZ avec la 

droite ZH, c’est-a-dire la droite HA avec la droite HA; tandis 
que le rapport du rectangle compris sous les droites B0, TA an 
rectangle compris sous les droites BA, F0 se compose de celui 
que possede la droite 0B avec la droite BA et de celui que poss&de 
la droite Ar avec la droite T0, il s’ensuit que le rapport compost 
de celui de la droite KH k la droite BA et de celui de la droite AT 
a la droite HA est le meme que le rapport compose de celui de 
la droite B0 a la droite BA et de celui de la droite Ar k la 
droite T0. Or, le rapport de la droite KH k la droite BA se 


du lemme precedent XI, ou proposition 140, que les points A, 0 , A sont en ligne 
droite. Or, les points 0 , M, A sont sur une m£me droite par construction ; done, 
les points A, M, A sont sur une meme droite. 

1. Ce lemme est le meme que le lemme X (proposition 136) demontre d'une 
autre maniere. 


A 
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compose de celui de la droite KH a la droite B@ et de celui de 
la droite B© a la droite BA; done, le rapport compose de celui 
de la droite KH a la droite B0, de celui de la droite B0 a la 
droite BA et de celui de la droite Ar a la droite HA est le meme 
que le rapport qui se compose de celui de la droite B© a la 
droite BA et de celui de la droite Ar a la droite 170. Eliminons 
de part et d’ autre le rapport de la droite B0 a la droite BA, il 
s’ensuit que le rapport restant compose de celui de la droite KH a la 
droite B0 et de celui de la droite Ar a la droite HA est le meme 
que celui de la droite Ar a la droite T0, e’est-a-dire le rapport 
compose de celui de la droite Ar k la droite HA et de celui de 
la droite HA a la droite ©r. Eliminons de nouveau de part 
et d' autre le rapport de la droite Ar a la droite HA, il s’ensuit 
que le rapport restant de la droite KH a la droite B0 est le 
meme que celui de la droite HA k la droite ©r, et, par permu- 
tation, la droite B0 est k la droite ©r comme la droite KH est 
a la droite HA. Or, les droites KA, Br sont pax alleles ; done, la 
ligne qui passe par les points A, H, 0 est droite ( 1 ). 


1. En notations usuelles, on a par hypoth&se : 


B 0 X TA EH X ZA 


Or, 


BA x re AE x ZH* 

EH x ZA EH ZA 

• r -s 777} ~ Xt? x d'ou, considerant que la similitude des triangles TAZ, AHZ 

X Z»xi A£j An 

Pa ZA KH EH 

donne : et que la similitude des triangles KHE, BAE donne: 

HA ZH ^ 0 BA AE 


il vient, comme dans le texte : 


EH X ZA KH _ TA 


BO X TA 

AE X ZH = BA A HA' u aUtrC patt 1 BA X T& = 
B 0 TA , , . . KH TA B 0 TA ~ KH KH B 0 

BA X r0 ' d ° nC ’ Comme le texte : BA X HA~BA X r0' ° r ’ BA~B0 X BA 


, . KH B 0 FA B 0 ^ TA . KH TA 

d ° 11C ' B 0 X BA X HA " BA X T 9 ' B 0 X HA 


£A_rA HA . KH _ HA 
re HA x re ou 'Be re’ 
BT_ KA 

re ha' 

Des lors, developpant ce que la fin de la d6monstration sous-entend, la simili- 
, , , . . , . r<T> a a v jl ^ Ar aa ,, , Ar Br aa ka 

tude des tnangles ArB, AAK donne : == — , d ou : — x 


,, , . ... Be kh , Be + re kh + ha 

dou, comme le texte. d ou : — rgr- = - ^ - 


OU 


Br re 


KA X HA ° U * 


— = expression qui, en presence des parall^les de construction HA, T 0 ou, 

comme dit le texte, KA, Br, permet de condure, en vertu de la proposition 13 
du livre IV (voir. p. 159 et notes), que les points A, H, 0 sont sur une meme 
droite. 
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Proposition 143. — Mais, que la droite AB ne soit pas 
par allele a la droite TA, et qu’elle la rencontre au point N ( 1 ). 

Des lors, puisque les deux droites AE, AN sont menees trans- 
versalement du meme point A sur les trois droites BN, BI\ BZ, 
il s’ensuit que le rectangle compris sous les droites AE, KA est 
au rectangle compris sous les 
droites EA, KA comme le 
rectangle compris sous les droites 
NA, TZ est au rectangle com- 
pris sous les droites Nr, AZ ( 2 ). 

Or, le rectangle compris sous les 
droites E®, TH est au rectangle 
compris sous les droites EF, ®H 
comme le rectangle compris sous 
les droites EA, KA est au 
rectangle compris sous les droites EA, KA (car on a de nouveau 
les deux droites Er, EA tombant d’un meme point E sur les 
trois droites FA, A®, HK) ( 3 ) ; par consequent, le rectangle com- 
pris sous les droites NA, TZ est au rectangle compris sous les 
droites Nr, ZA comme le rectangle compris sous les droites E®, 
TH est au rectangle compris sous les droites Er, ©H. Or, en 
vertu du lemme precedent, la ligne qui passe par les points A, 
©, A est droite ; done, la ligne qui passe par les points A, M, A 
est droite aussi ( 4 ). 


B 



1. Ce lemme consid&re le cas du lemme XV (proposition 141) dans lequel 
les droites AB, TA ne sont plus parall&les (voir p. 689). L’enonce se complete 
done en disant : « que les droites AZ (non indiquee sur la figure), ZB, TE, EA 
tombent sur les droites AB, TA, et menons les droites de jonction BT, HK ; je 
dis que la ligne qui passe par les points A, M, A est droite ». 

2 . Considerant les droites AE, AN tombant sur les trois droites BN, BT, BZ, 
on retrouve les conditions du lemme III (prop. 129) qui a demontre que l'on a 

. ... .AEXKA NAxTZ 

la relation : _==_ 

EA X KA NT X AZ 

3. Considerant d’autre part les droites Er, EA tombant sur les droites MA, 
MA, MK ou, comme dit le texte, sur les trois droites TA, A0, HK, le meme 

lemme III, ou proposition 129, donne : Er x qh = EA x KA - 

4. Les expressions des deux notes precedentes donnent, comme le texte : 
na x rz B 0 x rn 

— = — — — — — ; expression qui, en presence des deux droites TN, TE 

Nr x AZ Er x 0H r n r 


4 
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XVIII. 

Proposition 144. — Soit le triangle ABr ; menons la 
droite AA parallele a la droite Br ; menons transversalement 
les droites AE, ZH, et que la droite BH soit a la droite Hr 
comme le carre de la droite EB est au rectangle compris sous 
les droites Er, rB ; je dis que, si l’on mene la droite de jonction BA, 
la ligne qui passe par les points 0, K, T est droite ( x ). 

Puisque la droite BH est a la droite Hr comme le carr6 de 
la droite EB est au rectangle compris sous les droites Er, EB, 
apposons done de part et d’ autre ( 2 ) le rapport de la droite TE 

a la droite EB qui est le meme 
que celui du rectangle compris 
sous les droites Er, FB au 
rectangle compris sous les droites 
EB, Br. En consequence, le 
rapport du carre de la droite EB 
au rectangle compris sous les 
droites EB, BE e’est-a-dire celui 
de la droite EB a la droite B r, 
est le meme que le rapport 
compose de celui de la droite BH a la droite Hr et de celui du 
rectangle compris sous les droites Er, rB au rectangle compris 
sous les droites EB, Br, qui est le meme que celui de la droite EE 
k la droite EB ; de sorte que le rapport du carre de la droite EB 
au rectangle compris sous les droites EB, Br se compose de celui 
que possede la droite BH avec la droite Hr et de celui que 

menees du meme point r sur les deux droites AN, AHZ (cette dernidre non tracee 
sur la figure), et de deux points A, H pris sur les droites TN, TE, realise les 
conditions du lemme XVI (ou prop. 142) qui a demontre que les points A, 0, A 
sont sur une meme droite ; done, les points A, M, A sont aussi sur une meme 
droite. 

1. La concision de cet enonce le rend un peu obscur. II faut entendre que la 
transversale AE est quelconque, coupant en Z, 0 les edies AT, AB du 
triangle ABI\ et que la transversale ZH, reliant le point Z k un point H, pris 

BH EB* 

tel que l'on ait : — x coupe au point K la droite de jonction BA. 

2. xoivo? as a 7rpoiyxetff(j<«> (apposons done de part et d’ autre), expression qu’il 
faut entendre ici, non pas dans le sens habituel d’aj outer, mais dans le sens 
de multiplier par. 


A A 
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possede la droite Er avec la droite EB, lequel est le meme que 
celui du rectangle compris sous les droites Er, BH au rectangle 
compris sous les droites EB, TH (*). Or, en vertu d’un lemme 
qui precede, le rectangle compris sous les droites AZ, ©E est au 
rectangle compris sous les droites AE, Z 0 comme la droite EB 
est k la droite Br ; par consequent, le rectangle compris sous 
les droites AZ, ©E est au rectangle compris sous les droites AE, Z© 
comme le rectangle compris sous les droites TE, BH est au 
rectangle compris sous les droites TH, EB ; done, la ligne qui 
passe par les points ©, K, T est droite ( 2 ) ; car cela est demontre 
dans les cas des lemmes reciproques ( 3 ). 


XIX. 


Proposition 145. — Menons transversalement, d’un point E, 
les deux droites EZ, EB sur les trois droites AB, AT, AA, et que 
la droite ©E soit a la droite ©H comme la droite EZ est a la 
droite ZH ; je dis que la droite EA est aussi a la droite Ar comme 
la droite BE est a la droite Br ( 4 ). 


BH EBr 

1. Explicitement, on a par hypoth&se : — - = ^ Multiplions les deux 

, , • Er -A * ErxTB 

membres de cette expression par — ou, ce qui revient au meme, par — — =5 ; 

ih a hi hi X 1 B 

, BH Er X TB EB 2 Er X TB , . . BH Er 

doncj ht x EB x rB “ E r x rB x SB X TB ° U ' comme le texte : ht x 1b~ 
gg2 EB 

=— _ = ou, comme le texte, dont la prolixite fait cependant supposer 

hi hi X lu ill 


quelques remaniements de scoliaste : 


BH xEr_EB 
Hr x EB TB' 


2. Considerant le triangle ABr, les parall&les AA, Br et la transversale AE 
coupant les c6tes AB, Ar en 0 et Z, le lemme XI, ou proposition 137 (voir 

p. 684), a demontre qu'on a : r5 - X - ^ = HI;, d'oii, en presence de la derai&re 
r ^ n AE X Z0 TB r 

A7 Y AV ’DTT w BT' 

expression de la note precedente, on a : -rr = — = =5^= — ==. D^s lors, consi- 

A hi X iiW ill X hihi 

derant les deux droites BKA, HKZ coupees par les droites EA, EH issues du 
meme point E, sur lesquelles les points 0, T sont pris tels qu’ils satisfassent k 
l'expression qui precede, le lemme XVI, ou proposition 142, d&nontre que les 
points 0, K, r sont sur la meme ligne droite. 

3. A moins d’ avoir ete interpolee par un scoliaste, cette phrase semble 
renvoyer au lemme X, ou proposition 136, d'oh, en presence de la relation de 
la note precedente, on peut tirer la meme conclusion. Or, ce lemme X est en 
realite la reciproque du lemme III, ou proposition 129. 

4. Ce lemme est un cas particulier du lemme III, ou proposition 129. 
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Menons par le point H la droite AK parallele a la droite BE. 
D&s lors, puisque la droite E0 est a la droite 0H comme la 

droite EZ est a la droite ZH ; 
A mais que la droite EB est a la 

droite HK comme la droite EZ 
est a la droite ZH, et que la 
droite AE est a la droite HA 
comme la droite E0 est k la 
droite 0H, il s’ensuit que la 
droite AE est aussi a la droite HA 
comme la droite BE est a la 
droite HK. Par permutation, la 
droite KH est a la droite HA 
comme la droite EB est a la 
droite EA. Or, la droite Br 
est k la droite TA comme la 
droite KH est a la droite HA ; done, la droite Br est aussi a la 
droite TA comme la droite BE est a la droite EA. Par permu- 
tation, la droite EA est a la droite Ar comme la droite EB est 
a la droite Br f 1 ). 

Les cas se demontrent de la meme maniere ( 2 ). 



XX. 

Proposition 146. — Soient deux triangles ABr, AF. 7 . ayant 
les angles A, A egaux; je dis que le triangle ABr est au 
triangle AEZ comme le rectangle compris sous les droites BA, AT 
est au rectangle compris sous les droites EA, A 7. ( 3 ). 


prv p ry 

1. On a par hypoth^se : — = — r . Or, les parallel es de construction KH, BE 
0 H HZ 


donnent 
le texte 


® et les parall&les HA, AE donnent : ; done, comme 


HK ZH 
AE _ EB 
HA HK’ 
HK , BT 


HA 0 H 

d’ou : Or, les paralleles KA, BA donnent : 

HA AE 


Br im _ i 

AT ~ HA ’ d ° nC ’ AT 


EB ,, , I*,*. AE EB 

SI- dou comme le texte • Sr = Sr' 

2. C’est-^-dire que la demonstration est la meme pour les differentes positions 
du point E. 

3. En d’autres termes : quand deux triangles ont deux angles egaux, leurs 
surfaces sont dans le meme rapport que les rectangles des cotes qui comprennent 
ces angles. 
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Menons les perpendiculaires BH, E@. Des lors, puisque 
Tangle A est egal k Tangle A, et que Tangle H est egal a 
Tangle ©, la droite AE est 
done k la droite E0 comme la 
droite AB est a la droite BH. 

Mais, le rectangle compris sous 
les droites BA, Ar est au 
rectangle compris sous les droites 
BH, Ar comme la droite AB 
est a la droite BH, et le rectangle compris sous les droites EA, A 7. 
est au rectangle compris sous les droites E@, AZ comme la 
droite AE est a la droite E@; par consequent, le rectangle com- 
pris sous les droites EA, AZ est au rectangle compris sous les 
droites E0, AZ comme le rectangle compris sous les droites BA, AP 
est au rectangle compris sous les droites BH, AP, et permutons. 
Mais, le triangle ABr est au triangle AEZ comme le rectangle 
compris sous les droites BH, AP est au rectangle compris sous 
les droites E0, AZ (car les droites BH, E0 sont respectivement 
les perpendiculaires des dits triangles) ; par consequent, le triangle 
ABr est au triangle AEZ comme le rectangle compris sous les 
droites BA, Ar est au rectangle compris sous les droites EA, AZ ( 1 ). 


A A 




XXI. 

Proposition 147. — Que les angles A, A soient maintenant 
egaux k deux angles droits ; je dis que le triangle ABr est de 
nouveau au triangle AEZ comme le rectangle compris sous les 
droites BA, Ar est au rectangle compris sous les droites EA, AZ ( 2 ). 

Prolongeons la droite BA; posons la droite AH egale a la 


1 . On a par hypoth^se : angle A = angle A 

semblables BAH, EA© donnent: ||=g|. Or,|^AT 

, „ AE X AZ AB X AT ,, , 

done : v. = d ou 


done, les triangles rectangles 
AB ^ AE X AZ _ AE . 
BH E0 X AZ E© ’ 


BH X AT AB X Ar 


BH X 


E0 X AZ 

at 


BH X Ar* 
done, comme le texte 


Or, 


triangle ABT 
triangle AEZ 


E0 x AZ AE X AZ‘ 
triangle ABT _ AB x Ar 
triangle AEZ — AE x AZ' 
deux triangles ont deux angles suppl&nen- 


E0 x AZ 

2 . En d'autres termes : quand 
taires, leurs surfaces sont dans le meme rapport que les rectangles des c6t£s qui 
comprennent ces angles. 
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droite BA et menons la droite de jonction TH. Des lors, puisque 
les angles A, A sont egaux a deux droits, mais que les angles 

compris sous les droites BA, Ar 
et sous les droites TA, AH sont 
aussi egaux a deux angles droits, 
il s'ensuit que Tangle compris 
sous les droites TA, AH est egal 
a Tangle A. En consequence, le 
triangle AHT est au triangle AEZ 
comme le rectangle compris sous les droites HA, AT est au 
rectangle compris sous les droites EA, AZ. Or, la droite HA est 
egale a la droite AB, et le triangle HAT equivaut au triangle 
ABr ; done, le triangle ABr est au triangle AEZ comme le 
rectangle compris sous les droites BA, AT est au rectangle 
compris sous les droites EA, AZ ( 1 ). 


XXII. 


Proposition 148. — Soit la droite AB ; soient deux points T, A 
sur cette droite, et que deux fois le rectangle compris sous les 
droites AB, TA soit equivalent au carre de la droite rB ; je dis 
que le carre de la droite AA equivaut aussi aux carres des 
droites AI\ AB. 

En effet, puisque deux fois le rectangle compris sous les 
droites AB, TA equivaut au carre de la droite FB, retranchons 
de part et d’ autre deux fois le rectangle compris sous les droites 
BA, AT; il s’ensuit que deux 

fois le rectangle restant compris ^ p g 

sous les droites AA, TA equi- 
vaut aux carres des droites TA, AB. Retranchons de part et 
d’ autre le carre de la droite TA, il s’ensuit que deux fois le 


1. On a par hypothese : angle A + angle A = 2 angles droits. Or, 

BAT + TAH = 2 angles droits ; done : TAH = angle A ; done (lemme XX 

ou proposition 146) : jangle AHT _ HA x Ar q on a construction : 
r r triangle AEZ EA X AZ 

AH =s AB ; done (Euclide, liv. VI, prop. 1, enoncee p. 383, n. 1) : 

triangle HAT = triangle ABr, d’oii, comme le texte : fo anj ?j e 

0 ® tnangle AEZ EA x AZ 
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rectangle restant compris sous les droites Ar, TA, conjointement 
avec le carre de la droite TA, equivaut au carre de la droite AR . 
Ajoutons de part et d’ autre le carre de la droite AT, il s’ensuit 
que le carre de la droite AA equivaut aux carres des 
droites Ar, AB ( x ). 


XXIII. 

Proposition 149. — Que le rectangle compris sous les droites 
AB, Br soit equivalent au carre de la droite BA; je dis qu’on 
obtient trois choses : le rectangle compris sous la somme des 
droites AA, Ar et la droite BA Equivaut au rectangle compris 
sous les droites AA, Ar ; puis le rectangle compris sous la somme 
des droites AA, Ar et la droite Br Equivaut au carr6 de la 
droite Ar ; enfin, le rectangle compris sous la somme des droites 
AA, Ar et la droite BA equivaut au carre de la droite AA. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites AB, Br 
equivaut au carre de la droite BA, il s’ensuit, en proportion, puis 
de droite entiere a droite entiere, puis par inversion, enfin, par 

composition, que la droite TA 

est a la droite AB comme la ^ T B A 

somme des droites TA, AA est 

a la droite AA; done, le rectangle compris sous la somme des 
droites AA, Ar et la droite BA equivaut au rectangle compris 
sous les droites AA, AT ( 2 ). 

D’ autre part, puisque la droite entiere AA est a la droite 


r. On a par hypoth£se : 2AB x TA = TB 1 , d’ou : 2AB x TA — 2BA x TA = 

TB 2 — 2BA X_T A ou : 2(AB — BA) TA = (TA 4- BA) 2 — 2BA X TA ou : 
2AA x TA= TA 2 -f- 2BA x TA 4 BA 2 — 2BA X TA ou, comme le texte : 

2AA X TA = TA 2 4 - BA 2 , d’ou: 2AA X TA — £A 2 = TA 2 4 ~ BA 2 — TA 2 ou : 

2(AT 4- TA) TA — TA 2 = BA 2 ou : 2 AT X T A 4 - 2 £A 2 — TA 2 = BA 2 , d'oii : AT 2 4 - 
2AT x JTA 4 - TA 2 = AT 2 4- BA 2 ou : (AT + TA) 2 = AT 2 4 - BA 2 ou, comme le texte : 
AA 2 = AJT 2 4 - BA 2 . 


JA AD 

2. On a par hypoth^se : BA 2 = AB x BT, d'ou : d'ou (Euclide, 


,, 1 > r \ BA BA 4 - AB . oli a ix ,, , 

v. V, prop. 12, £noncee p. 67, n. 1) : gp = Br _ ou . — = d ou . 

TA . Br4- BA TA 4 - AA 


AA’ 


d’oii 


BA 


ou, comme le texte 


BA AA 
: TA' 

TA _ TA 4 - AA 




d'ou : AA X TA = (TA-j- AA) BA. 


Pappus <T Alexandria — II 
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entiere Ar comme la droit e AB est a la droit e Br, par compo- 
sition, la droite Ar est a la droite TB comme la somme des 
droites AA, Ar est a la droite Ar ; done, le rectangle compris 
sous les droites AA, Ar et la droite TB Equivaut au carre de la 
droite Ar (*). 

D’autre part, puisque la droite entire AA est a la droite 
entiEre Ar comme la droite AB est a la droite BA, il s’ensuit 
que, par inversion et par composition, la droite AA est a la 
droite AB comme la somme des droites TA, AA est a la droite AA ; 
done, le rectangle compris sous la somme des droites A A, Ar et 
la droite AB Equivaut au carre de la droite AA ( 1 2 ). 


XXIV. 

Proposition 150. — Soit la droite AB ; soient deux points 
r. A, et que le carre de la droite TA soit Equivalent k deux fois 
le rectangle compris sous les droites AT, AB; je dis que le carrE 
de la droite AB Equivaut aux carrEs des droites A A, rB. 

En effet, puisque le carrE de la droite TA Equivaut a deux 
fois le rectangle compris sous les droites Ar, AB, [il s’ensuit que 
deux fois le rectangle compris sous les droites AT, IB] ( 3 ) Equivaut 

^ au carr ® de la droite TA aug- 

^ p A B men t® de deux fois le rectangle 

compris sous les droites Ar, PA. 
Ajoutons de part et d' autre le carrE de la droite Ar, il s’ensuit 
que deux fois lc rectangle compris sous les droites Ar, IB, con- 
jointement avec le carrE de la droite Ar, Equivaut au carrE de 
la droite AA. Ajoutons de part et d’autre le carrE de la droite Br, 


1. La proportion ^ ^ de la note precEdente donne : = 

ou : d’ou, comme le texte : PA* = (AA + TA) BP 

2. La meme relation d’hypothese donne: + AB _ 

Br BA Br + BA BA 

AA _ AB . . Ar BA, d’ou : Ar 4 - AA __ BA 4 - AB Ar 4 - AA AA 

AT BA’ ' AA~AB AA AB ° U : AA — = AB k 

d’ou, comme le texte : (Ar 4- AA) AB = AA*. 

3. Restauration de Commandin (cfr. loc. cit ., p. 276, 1 . 40). 
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il s'ensuit que le carre entier de la droite AB Equivaut aux carres 
des droit es AA, rB (*). 


XXV. 


Proposition 151. — Que le rectangle compris sous les droites 
AB, Br soit Equivalent au carre de la droite BA; je dis qu’on 
obtient trois choses : le rectangle compris sous 1’excEdent des 
droites AA, Ar et la droite BA Equivaut au rectangle compris 
sous les droites AA, Ar ; le rectangle compris sous l’excedent des 
droites AA, Ar et la droite Br equivaut au carre de la droite Ar, 
et le rectangle compris sous l’excedent des droites AA, Ar et la 
droite BA equivaut au carre de la droite AA (®). 

En effet, puisque la droite BA est a la droite Br comme la 
droite AB est a la droite BA, il s’ensuit, droite restante a droite 
restante et par division, que la droite AA est a la droite AB comme 
l’excedent des droites AA, Ar 
est k la droite Ar ; done, le 
rectangle compris sous 1’excEdent 
des droites AA, AT et la droite AB 
equivaut au rectangle compris 
sous les droites AA, Ar ( 3 ). 

D’ autre part, puisque la droite restante AA est a la droite 
restante Ar comme la droite AB est a la droite Br, par division 
la droite Ar est a la droite TB comme l’excedent des droites 
AA, Ar est k la droite Ar ; done, le rectangle compris sous 


1. On a par hypothese : 2Ar x AB = rA 2 , d’oii : 2ArxAB+2Ar x TA = 

I A 2 + 2Ar x TA ou, comme le texte : 2Ar x TB= rA* -f-_2AT x TA, d'oii : 
AI ,2 + 2Ar x rB~ AF 2 + rA 2 +2Ar x TAou, comme le texte: AT 2 + 2 AF x rB = 
(Ar+ rA ) 2 = AA 2 , d'oii^ Ar 2 + 2AI^x rB + rB 2 = AA 2 + n 2 ou, comme le 
texte : (AT + TB) 2 = AB 2 = AA 2 + TB 2 . 

2. L’expression r\ ruv AA, AT uTtepo^r,, l'exc6dent des (droites) AA, Ar, 
signifiant aussi bien AA — Ar que Ar — AA, on aura de merae dans le cas de 
AA < Ar indique sur la seconde ligne de la figure : AA x Ar = (Ar — AA) 
BA, etc. 

3. On a par hypoth&se : AB x BT = BA 2 , dou 4 : d’ou : 

AB AB — BA . AB AA ,, , AB — BA AA — Ar AA AA — Ar 

ba = ba — B r 00 • Bi=Sr- dou • b * = ~ r ou : §3^ Sr—' 

d'oii : AA x Ar = (AA — Ar) BA. 
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l’excedent des droites AA, Ar et la droite Br equivaut au carre 
de la droite Ar (*). 

D’autre part, puisque la droite AB est a la droite BA comme 
la droite AA est a la droite Ar, il s’ensuit que, par inversion et 
division, la droite AA est a la droite AB comme l’exc6dent des 
droites AA, Ar est k la droite AA ; done, le rectangle compris 
sous l'excedent des droites AA, Ar et la droite AB equivaut au 
carre de la droite AA ( 1 2 ). 


XXVI. 


Proposition 152. — Que le carre de la droite AA soit au 
carre de la droite Ar comme la droite AB est a la droite Br; 
je dis que le rectangle compris sous les droites AB, Br equivaut 
au carre de la droite BA. 

Posons la droite AE egale a la droite TA ; il s’ensuit que le 
rectangle compris sous les droites EA, Ar, conjointement avec 
le carre de la droite TA, e'est-i-dire avec le rectangle compris sous 

les droites TA, AE, equivaut au 
A r B A E carr6 de la droite AA. Des lors, 

puisque le carr6 de la droite AA 
est au carre de la droite Ar comme la droite AB est a la droite Br, 
par division, le rectangle compris sous les droites EA, Ar est au 
rectangle compris sous les droites TA, AE comme la droite Ar 
est a la droite ITB, e’est-a-dire comme le rectangle compris sous 
les droites EA, AT est au rectangle compris sous les droites EA, Br; 
par consequent, le rectangle compris sous les droites AE, Br 
equivaut au rectangle compris sous les droites TA, AE. En pro- 
portion et par division, la droite AB est a la droite Br comme 


1. La proportion de la note precedente 4 ? = ^ donne : 

v v v BA BT BA — Br Br 


Br aa — Ar Ar ,, . 

ou : — — = -^-=5, d ou, comme 


AA BA ,, . AA — Ar BA 

ou : - — = — . d ou : . = _ 

Ar Br’ Ar_ Br Ar Br' 

le texte : (AA — Ar) Br = Ar*. 

2. La proportion d'hypoth&se de la note 3, page 701 — donne: 

BA BF 

AB AB — BA . AB AA ,, . BA AT . AB — BA AA — Ar 

BA~ BA-Br ° U • Bl^AT- d0U: Al = AA’ d ° U ■ — AB = ~AA °“’ 

AA AA — Ar 
AB : 


comme le texte : ^ = — . A LL± , d’ou : AA 2 = (AA — Ar) AB. 


AA 
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la droite AA est k la droit e AE, c’est-i-dire a la droit e Ar ; done, 
la droite restante AB est a la droite restante BA comme la droite BA 
est k la droite BI\ En consequence, le rectangle compris sous les 
droites AB, Br equivaut au carre de la droite BA (*). 


XXVII. 


Proposition 153. — Que le carre de la droite AA soit de 
nouveau au carre de la droite Ar comme la droite AB est k la 
droite Br ; je dis que le rectangle compris sous les droites AB, Br 
equivaut au carre de la droite BA. 

Posons pareillement ( 2 ) la droite AE egale a la droite TA ; il 
s’ensuit que le rectangle compris sous les droites TA, AE, conjoin- 
tement avec le carre de la droite TA, e’est-a-dire avec le rectangle 
compris sous les droites EA, Ar, equivaut au carre de la droite AA. 
Or, par division, le rectangle ’ 

compris sous les droites TA, AE A E A T B 

est au rectangle compris sous 

les droites EA, AT comme la droite Ar est a la droite FB, 
e’est-a-dire comme [le rectangle compris sous les droites EA, AT 
est au rectangle compris sous les droites EA, FB] ( 3 ) ; done, le 
rectangle compris sous les droites AE, rB equivaut au rectangle 
compris sous les droites EA, Ar. En proportion et par compo- 


1. On a par construction : AE = TA. Considerant la droite TE coupee en 
parties egales en A, et A laquelle on ajoute la droite TA, on a (Eucude, liv. II, 

prop. 6, enoncee p. 43, n. 3), e'est-a-dire qu’on a l’identit6 (a + 6) 6 + 

(a -f- 6) 2 : EA x Ar + TA 2 = AA 2 (I). Or, on a par hypothese: 


AA 2 AB 


= — — , d’oii : 


AA 2 — Ar 2 AB— Br Ar 


Ar 2 


Br 


Br’ 


Ar 2 Br 

d'ou, considerant que (I) donne : EA x Ar = 


AA 2 — TA 2 , et que AT 2 = TA x AE, on a, comme le texte: 


EA x Ar Ar 
TA X AE ~BT ~ 


EA X Ar 
EA X Br 
EA — AE 
AE 

AB AB 
BA — Br’ 


d'ou : TA x AE = EA x Br, d'ou : = d’oii : - I -^~ r Br 


. AB AA AA ,, , 

* Br ae Ar' dou 
d’ou : AB x Br= BA 2 . 


AA — AB AB . . A 

A " r ~ — Br = BT ° U ’ COmme le texte : 


2. C’est-i-dire comme dans le lemme precedent, ou proposition 152. 

3. Reconstitution de Commandin (cfr. loc. cit., p. 378 , 1 . 34 )- 
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sition, la droite AB est a la droite Br comme la droite AA est 
a la droite AE, c'est-a-dire k la droite Ar ; par consequent, la 
droite enti&re AB est a la droite entiere BA comme la droite BA 
est a la droite Br ; done, le rectangle compris sous les droites 
AB, Br Squivaut au carre de la droite BA f). 


XXVIII. 

Proposition 154. — Que les droites AA, Ar soient tangentes 
au cercle ABr ; menons la droite de jonction Ar et menons trans- 
versalement une droite quelconque AB ( 2 ) ; je dis que la droite BZ 
est a la droite ZE comme la droite BA est a la droite AE ( 3 ). 

En effet, puisque la droite AA est egale k la droite Ar, il 
s'ensuit que le rectangle compris sous les droites AZ, Zr, con- 
jointement avec le carre de la droite ZA, equivaut au carre de la 
droite AA ( 4 ). Mais, le rectangle compris sous les droites AZ, Zr 


1. On a par construction : AE = TA. Considerant la droite Er couple en 
parties fcgales en A, k laquelle on ajoute la droite AE , on a (Euclide, liv. II, 
prop. 6, enoncee p. 43, n. 3) : Ar x AE -+* TA 2 = AA 2 (I). Or, on a par hypo- 

AA a AB j, , . AA 2 — TA 2 AB — BT . .j, . m 

que (I) 


th&se 


TA 


= d’ou 
BT 


donne: Ar X AE = AA* 


rA 2 Br 

•rA 2 , et que rA 2 =EA x TA, on a : 


d’ou, considerant 

AT x AE Ar 


EA X TA~Br' 


Vp X d’oii, comme le texte: EA x TA = AE X Br, d'ou : = d'oii: 

AE X SI SI ha 

TA 4 - Br AE - 4 - EA AB AA AA ,, , 

° U * BT = EA =s AT' d ° U ( EuCLIDE ’ llv * V ' P r °P- I2 ' 


BE 


EA 


enoucee p. 67, n. 1) : ^ ^ = tb, d'ou, comme le texte : AB 2 = AB x Br. 

£>1 B1 f ul 4AD 


2. La version latine de Commandin omet de traduire les mots Tuyouira AB 
(la droite quelconque AB) ; de sorte que la demonstration lui a paru s'appliquer 
au cas plus simple de la droite AB perpendiculaire k la droite AE, et qu’il fausse 
ainsi comply tement la demonstration de Pappus. 

3. Ce lemme etablit la propriete du pdle et de la polaire dans le cercle. 

4. La concision du texte fait supposer ici une lacune ou le renvoi tacite k 
la proposition 53 du livre VI (vcir p. 452, n. 3), dans laquelle la relation 
AZ x Zr+ ZA 2 == A A 2 a dejA ete invoquee. Quoi qu'il en soit, cette relation 
se demontre a la mani^re d’Euclide, soit en considerant un cercle auxiliaire de 
diam^tre BE, soit en considerant, comme l’a indique Simson (cfr. loc. cit., p. 519), 
la perpendiculaire AH (en pointille dans la figure). En effet, on a: AH = Hr, 
d’ou, considerant la droite Ar partagee en parties egales en H et inegales en Z, 
cn a (Euclide, liv. II, prop. 5, enoncee p. 233, n. 3), e’est-i-dire qu’en appli- 

quant l’identite : (a — 6) b + (b — ^ , on a: AZ x zr+ ZH 2 = AH 2 , 

d’ou: AZ X Zr+ ZH* + ~HA 2 = AH 2 + HA 2 ou : AZ X Zr+ZA 2 = AA 2 . 
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equivaut au rectangle compris sons 
les droit es BZ, ZE, et le carre de 
la droite AA equivaut au rectangle 
compris sous les droites BA, AE ; 
done, le rectangle compris sous 
droites BZ, ZE, conjoint ement avec 
le carre de la droite AZ, equivaut 
au rectangle compris sous les droites BA, AE. Or, s'il en est ainsi, 
la droite BZ devient a la droite ZE comme la droite BA est a la 
droite AE (* ) . 



XXIX. 


Proposition 155. — Etant donne le segment (*) decrit sur 
la droite AB, y briser la droite AFB dans un rapport donne ( 3 ). 
Que la chose soit obtenue, et menons du point T la tan- 

gente TA; il s’ensuit que la 
droite AA est a la droite AB 
comme le carr6 de la droite Ar 
est au carre de la droite BV ( 4 ). 
Or, le rapport du carr6 de la 
droite AT [au carre de la droite rB 
est donne ; en sorte que le rapport de la droite AA] ( 5 ) k la 



1. On a (Euclide, liv. Ill, prop. 35, enoncee p. 149, n. 5) : AZ x Zr = 
BZ x ZE, et on a (Euclide, liv. Ill, prop. 36, Enoncee p. 142, n. 4) 
AA* = BA x AE, d’ou la derni^re relation de la note prec^dente devient : 
BZ X ZE + ZA* = BA X AE ou : BZ(ZA — AE) + ZA (BA — BZ) = BA(ZA — ZE) 

ou : BZ x AE = BA x ZE ; d'oii, comme le texte : = 

ZE AE 

2. Sous-entendu : Toy xuxXoy, (le segment) de cercle. 

3. Cest-A-dire inscrire, dans le segment de cercle, les droites AT, TB de 
mani&re que AT soit k TB dans un rapport donne. 

4. On a (Euclide, liv. Ill, prop. 36, enonc6e p. 142, n. 4) : AT* = AA x AB ; 

dou - AB _ Af- dou - AB X Af = ir >< 5 r ou ' ab = St s (I) - 0r - considera ” t 

la tangente TA et la corde TB on a (Euclide, liv. Ill, prop. 32, enoncee 
p. 203, n. 2) : ATB = AAT, d'ou similitude des triangles TAB, AAT, d'ou : 


=2, d'ou la relation (I) devient, comme le texte : 


AT AA ,, , . AT* AA* ,, , . ... , T . , . 

2P = ^p» d ou . ==3. == d ou la relation (I) devient, comm* 

AA "AT* 

AB - BT 2 ' 

5. Lacune comblee par Commandin (cfr. loc. cit., p. 380, 1. 33). 
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droit e BA est donne aussi. Et les points A, B sont donnes ; done, le 
point A est donne ; en sorte que le point T est donne aussi ( l ). 

La synthese du probleme se fera done de la maniere suivante : 
Soit le segment ABr, et soit le rapport ( 2 ) de la droite E a la 
droite Z. Faisons en sorte que la droite AA soit a la droite AB 
comme le carr6 de la droite E est au carre de la droite Z ; menons 
la tangente Ar et menons les droit es de jonction AI\ FB; je dis 
que les droites Ar, rB satisfont au probleme. 

En effet, puisque la droite AA est a la droite AB comme le 
carre de la droite E est au carre de la droite Z, et que le carre 
de la droite Ar est au carre de la droite rB comme la droite AA 
est a la droite AB (en raison de ce que la droite TA est tangente) ( 3 ), 
il s'ensuit que le carre de la droite Ar est aussi au carre de la 
droite rB comme le carr6 de la droite E est au carre de la droite Z; 
en sorte que la droite Ar est aussi a la droite FB comme la droite E 
est a la droite Z. En consequence, la ligne APB satisfait au pro- 
bleme ( 4 ). 


XXX. 

Proposition 156. — Soit le cercle dont le di'amfetre est la 
droite AB, et soit la perpendiculaire AE menee d’un point quel- 
conque sur ce diametre ; menons transversalement la droite AZ ; 
menons la droite de jonction EZ que nous prolongeons, et soit H 
le point ou cette droite rencontre le diametre. Je dis que la 
droite A 0 est a la droite 0 B comme la droite AH est a la 
droite HB ( 5 ). 


. 1. Le probleme etant suppose resolu, le rapport g— est donne, d’ou, en 

vertu de la demise relation de la note 3 de la page 705, le rapport ~ est 

A3 

donne aussi. Or, les points A, B sont donnes ; done, A est donne, d’ob (Euclide, 
Donnees, prop. 91, enoncee p. 619, n. 4) la tangente Ar est donnee ; done, comme 
le texte, le point T est donne. 

2. Sous-entendu : oodci;, donne. 

3. Voir notes plus haut. 

4. La construction (synthase) du probleme se r6duit done a determiner le 
point A tel que l'on ait : ^ = et a determiner le point T en menant la 
tangente Ar. 

5. En d'autres termes : Les droites qui relient les extremites d’une corde 
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Menons les droites de jonction AA, AE, A Z. D&s lors, puisque 
la droite AE est perpendic Ulair e sur le diam&tre, Tangle compris 
sous les droites AA, AB est egal 
a Tangle compris sous les droites 
BA, AE. Mais, Tangle compris 
sous les droites AA, AB est egal 
k Tangle compris sous les droites a 
©Z, ZB situe dans le meme 
segment, et Tangle compris sous 
les droites BA, AE est egal a 
Tangle compris sous les droites 
BZ, ZH situe a l’exterieur du quadrilatere ; par consequent. Tangle 
compris sous les droites BZ, ZH est egal a Tangle compris sous 
les droites ©Z, ZB (*). Et Tangle compris sous les droites AZ, ZB 
est droit ; done, en raison d’un lemme, la droite A© est a la 
droite ©B comme la droite AH est a la droite HB ( 2 ). 



XXXI. 


Proposition 157. — Soit le demi-cercle decrit sur la droite AB ; 
menons par les points A, B les lignes droites BA, AE k angles 


a un point quelconque de la circonference du cerde divisent harmoniquement 
le diametre prolonge perpendiculaire a cette corde. 

1. La corde EA perpendiculaire au diametre donne (Euclide, liv. Ill, prop 3, 

enoncee p. 140, n. 3, et liv. I, prop. 4, enoncee p. 434, n. 5) : AAB = BAE. Or, 
on a d’une part, dans un meme segment : AAB = AZB (ou ©ZB), et d' autre part, 
en consid£rant le quadrilatere inscrit AEZB, on a : BZH + EZB = 2 angles 

droits = EZB -f- BAE, d’ou : BZH = BAE ; done, comme le texte : BZH = ©ZB. 

2. Le petit lemme qui constitue la proposition 52 du livre VI (voir p. 449) 

A© /X /X 

a demontre que, si on a: et BZH = ©ZB, si on m6ne la droite de 

jonction AZ, on aura : AZB = 1 angle droit. C’est done l’une des deux redproques 
que comporte cette proposition qui est invoquee ici, e’est-i-dire que : ayant 

/X /X 

BZH = ©ZB et AZB = 1 angle droit, on aura, comme le texte: 7^ = 75-5. Les 

Wd nij 

deux propositions redproques de la proposition 52 du livre VI ont ete demontrees 
par Commandin (cfr. loc. cit., p. 223, commentarius, 11. 21-40). Celle des deux 
redproques qui est invoquee ici par Pappus a fait, en outre, l’objet d’une 
demonstration par R. Simson (cfr. Opera quaedam, etc., p. 461), laquelle a ete 
reproduite dans son texte latin par Hultsch (cfr. loc. cit., vol. Ill, appendix 
p. 1267). 
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droits sur la droite AB ; menons une droite quelconque AE, et 
que la ligne droite ZH, allant du point Z a angles droits sur la 
droite AE, rencontre la droite AB au point H ; je dis que le 
rectangle compris sous les droit es AE, BA equivaut au rectangle 
compris sous les droit es AH, HB ( 1 ). 

Des lors, je dis que la droite HB est a la droite BA comme 
la droite EA est a la droite AH. Les cotes situes autour d’ angles 

egaux sont proportionnels ; 
done, je dis que Tangle com- 
pris sous les droites AH, HE 
est egal a Tangle compris sous 
les droites BA, AH. Mais, Tan- 
gle compris sous les droites AH, 
HE est egal a Tangle compris 
sous les droites AZ, ZE situe 
dans le meme segment et, 
derechef. Tangle compris sous 
les droites BA, AH est egal k 
Tangle compris sous les droites BZ, ZH situe dans le meme 
segment ; done, je dis que Tangle compris sous les droites AZ, 
ZE est egal a Tangle compris sous les droites BZ, ZH. Or, il lui 
est egal ; car chacun des angles compris sous les droites AZ, ZB 
et sous les droites EZ, ZH est droit ( 2 ). 


a 



1. En d’autres termes : La corde perpendiculaire k une droite reliant un 
point fixe du diametre k un point quelconque de la circonference du cercle inter- 
cepte, sur les tangentes aux extr^mites de ce diametre, deux segments dont le 
rectangle Equivaut au rectangle constant des segments determines par le point 
fixe sur le diametre. 

2. La relation AE x BA = AH x HB 6tant suppos^e vraie, il s’ensuit : 
HB E A 

= d’oii, menant les droites HE, HA, les triangles HAE, HBA sont 


semblables, d’ou, comme le texte : AHE = BAH (I). Or, les angles EAH, EZH 
sont droits ; done (Euclide, liv. Ill, prop. 31, 6nonc6e p. 54, n. 1), les points 
E, A, Z, H sont sur la circonference du cercle de diametre EH, d’oii, consicUrant 

les angles appuyes sur le meme arc : AHE = AZE. Et pareillement, les angles 
AZH, ABH etant droits, les points H, B, Z, A sont sur la circonference du cercle 

de diametre AH, d’ou : BAH = BZH ; done, l'egalite (I) devient, comme le texte : 

AZE =a BZH. Or, on a cette egalit6, car AZB = EZH = 1 angle droit ; done : 

AZB — EZB = EZH — EZB ou : AZE = BZH. 
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XXXII. 

Proposition 158. — Soit le triangle ABr ayant la droite AB 
egale a la droite AT (*) ; prolongeons la droite AB jusqu’au point A, 
et menons transversalement, du point A, la droite AE faisant le 
triangle BAE equivalent au triangle ABr. Je dis que, si l’on 
divise en deux parties egales, par la droite BZ, l’un des rotes 
egaux situe devant le triangle equivalent, il se fera que le carre 
de la droite AZ est au carre de la droite Z0 comme la somme 
des droites ZB, BH est a la droite ZH. 

Menons par le point B la droite BK parallfcle a la droite AE, et 
prolongeons la droite Ar jusqu’au point K. Je dis que le carre 
de la droite AZ est au carre de la droite Z@ comme la somme 
des droites ZK, K0 est a la 
droite Z0, c’est-a-dire comme 
le rectangle compris sous la 
somme des droites ZK, K0 et 
la droite Z0 est au carre de 
la droite Z0 ; par consequent, 
que le rectangle compris sous 
la somme des droites ZK, K0 
et la droite Z0, c’est-a-dire 
1’excedent des carres des droites 
ZK, K0, equivaut au carre de 
la droite AZ ; done, que l’exce- 
dent des carres des droites 
KZ, ZA est le carre de la 
droite K0 ( 2 ). Mais, l’excedent des carres des droites KZ, ZA 



1. R. Simson a fait remarquer que la demonstration s'applique k un triangle 
quelconque : « Nihil est in demonstratione quod pendet ex aequalitate laterum 
AB, BT ; tenet enim in quocunque triangulo. Propositio igitur sine dubio est 
corrupta » (cfr. Opera quaedam reliqua, etc., p. 523). Du reste, Chasles a tire de 
ce lemme un porisme general, quel que soit le triangle (cfr. Les trois livres de 
Porismes, etc., Porisme CCVII, p. 306). 


2. Explicitement : On suppose vraie la relation : 


AZ* ZB + BH 


(I), et il 


Z 0 2 ZH 

faut en verifier les consequences. Or, les par alleles de construction KB, AE 
ZB KZ ,, , . 2ZB 2KZ ,, , 2ZB — ZH 2KZ — Z© 
20 ’ d0U • ZH = Z 0 ’ dou - — zH — ze — 


(ou 0 H) donnent : — = 

Zax 1 
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est le rectangle compris sous les droit es TK, KA ; done, je dis 
que le rectangle compris sous les droit es TK, KA equivaut au 
carre de la droite @K. En consequence, je dis que la droite K 0 
est a la droite KA, e'est-a-dire la droite AB a la droite BA, comme 
la droite TK est a la droite K 0 , e’est-a-dire comme la droite rB 
est a la droite BE. Or, il en est ainsi ; car la droite AE est par allele 
a la droite Ar, puisque le triangle ABE equivaut au triangle ABI\ 
et que, si Ton retranche de part et d’ autre le triangle ABE, le 
triangle restant AAE equivaut au triangle restant ArE, et que 
ces triangles sont sur la meme base ( x ). 


XXXIII. 

Proposition 159. — Soit le cercle decrit autour du dia- 
metre AB ; prolongeons la droite AB ; qu’elle soit perpendiculaire 
a une droite AE, et posons le carre de la droite ZH equivalent 
au rectangle compris sous les droit es AZ, ZB. Je dis que, si l'on 


ou 


ZB 4. (ZB — ZH) _ KZ + (KZ — Z0) 
ZH Z0 


BZ 4 BH _ KZ + K0 


ZH 


Z0 


d'ou la 


, . . m a • * , . , AZ 1 KZ 4 K0 (KZ 4 K0) Z0 . 

relation (I) devient, comme le texte : —5= — = ■* ,4 ; done : 

Z© 8 Z© Z© 8 


AZ 2 = (KZ 4- K0) Z0 (II). Or, considerant K0 comme etant la seconde moitie 
d’une droite divisee en deux parties 6gales en K, k laquelle on ajoute la 
droite 0Z, on a (Euclide, liv. II, prop. 6, 6noncee p. 43, n. 3), e'est-a-dire que 
l’identite (a 4 6) b 4 (|) a = (§4 &)» donne : (Z0 4 2K0) Z0 + K© 8 = KZ 8 ou : 

(KZ 4 K0) Z0 + K0 2 = KZ 8 , d'ou : (KZ 4 K0) Z0 = KZ^KO^d’ou^a 

relation (II) devient : AZ 8 = KZ 8 — K0 3 , d’ou, comme le texte : K© 8 = KZ 8 — AZ 8 . 

1. La fin de la demonstration se deroule comme suit : Considerant que la 
droite Ar a ete divisee en deux parties egales en Z, si on lui ajoute la 
droite AK, on a comme dans la note precedente (Euclide, liv. II, prop. 6) : 
TK x KA 4 AZ 8 = KZ 8 , d’ou : TK x KA = KZ 8 — AZ 8 , d'ou, en presence de la 
demiere relation de la note precedente, on a, comme le texte : K© 8 = TK x KA, 


d’ou : 


K0 = rK 
KA K0 


(III). Or, ©A est parallele a BK, et les triangles semblables 


ainsi formes KAB, AA© donnent 


AA A© ,, , 
— = — , d ou 
AB KA’ 


AA 4 AB A© 4 KA 


AB 


KA 


ou 


BA = K© 
AB KA' 


et, d’autre part, les par alleles BK, E© donnent 


TB 

BE 


m '■ donc > 


A B r*B 

la relation (III) devient, comme le texte: 77— = ; relation qui entraine le 

' ' BA BE ^ 

parallelisme des droites AE, Ar. Or, ce parallelisme se verifie ; car on a par con- 
struction : triangle ABE = triangle ABr, d’oix : triangle ABE — triangle ABE = 
triangle ABT — triangle ABE, ou : triangle AAE = triangle ArE. Or, ces 
triangles equivalents ont meme base AE, done leurs sommets A, T sont situes 
sur une parallele a la droite AE, demiere verification que le texte sous-entend. 
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prend un point quelconque tel que E, et si la droite de jonction 
menee de ce point au point H est prolongee jusqu'au point 0, 
il se fera que le rectangle compris sous les droites 0E, EK 
Equivaut au carre de la droite EH (*). 

Menons les droites de jonction AE, BA ; il s’ensuit que 
1’ angle A est droit. Or, 1’ angle Z est droit aussi ; done, le rectangle 


compris sous les droites AE, EA 
equivaut au rectangle compris 
sous les droites AZ, ZB aug- 
ments du carrS de la droite 
ZE ( 2 ). Mais, le rectangle com- 
pris sous les droites AE, EA 
equivaut au rectangle compris 
sous les droites ©E, EK, et le 
rectangle compris sous les droites 
AZ, ZB Squivaut au carre de 
la droite ZH ; par consequent, 
le rectangle compris sous les dr< 
des droites EZ, ZH, e’est-a-dire 



5 0E, EK Squivaut aux carres 
carre de la droite EH ( 3 ). 


XXXIV. 

Proposition 160. — Que la droite AA soit k la droite Ar 
comme la droite AB est a la droite BI\ et coupons la droite AT 
en deux parties egales au point E ; je dis qu’on aura trois choses : 
le rectangle compris sous les droites BE, EA equivalent au carre 
de la droite EI\ le rectangle compris sous les droites BA, AE 


1. En d’autres termes : Un point H etant donne sur le diametre AB d’un 
cercle, si l*o n pr end sur le prolongement du diametre le point Z tel que Ton ait : 
AZ X ZB = ZH 1 , et que, par ce point, on eteve la perpendiculaire au diametre, 
toute droite menee par le point H rencontre le cercle en deux points, et la perpen- 
diculaire en un troisi^me point, tel que le carre de sa distance au point H Equivaut 
au rectangle compris sous ses distances aux deux points du cercle. 

2. On a : AE 2 = AZ 2 + ZE 2 . Or, la similitude des triangles AAB, AZE 

donne : = d’ou : AA x AE = AB x AZ ; done : AE 2 — AA x AB = 

_ AZ AE 

AZ 2 — AB X AZ + ZE* ou : AE (AE — AA) = AZ (AZ — AB) + ZE 2 ou, 

comme le texte : AE x AE = AZ x ZB+ ZE 2 . 

3. On a : AE x AE = ©E x EK, et l'on a par construction ZH 2 = AZ x ZB ; 
done, la demi&re egalite de la note prScedente devient : 0 E x EK= ZH 2 -f ZE 2 = EH 2 . 
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equivalent au rectangle compris sous les droites AA, Ar et le 
rectangle compris sous les droites AB, Br equivalent au rectangle 
compris sous les droites EB, BA. 

En effet, puisque la droite AA est a la droite Ar comme la 
droit e AB est a la droite Br, il s’ensuit que, par composition, 
puis considerant les moities des antecedents et, enfin, par conver- 

sion, la droite Er est a la droite EA 

a E a r b comme la droite BE est a la 

droite Er; done, le rectangle 
compris sous les droites BE, EA equivaut au carre de la droite Er ( 1 ). 
Retranchons de part et d’ autre le carre de la droite AE, il s’ensuit 
que le rectangle compris sous les droites BA, AE equivaut au 
rectangle compris sous les droites AA, Ar ( 2 ). Derechef, le rectangle 
compris sous les droites BE, EA etant equivalent au carre de la 
droite Er, retranchons les deux termes du carre de la droite BE ; il 
s’ensuit que le rectangle restant compris sous les droites AB, BP 
equivaut au rectangle restant compris sous les droites EB, BA ( 3 ). 

Mais, que le rectangle compris sous les droites BA, AE soit 
maintenant Equivalent au rectangle compris sous les droites AA, Ar, 
et coupons la droite Ar en deux parties egales au point E ; je dis 
que la droite AA est a la droite Ar comme la droite AB est k la 
droite BP 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites BA, AE 
equivaut au rectangle compris sous les droites AA, AP ajoutons 


i. On a par hypothese : ^ = 

Ar + 2 BT A , nt , . AAr_*(Ar + 2Br) 
Br ' Ar Br 

ET EB 

ou, comme le texte : d'oii : 

EA El 


AA + Ar_AB + Br 


d'ou : 

ET 
Ar 

ET 2 = EB X EA. 


ou 


Ar 

EB 

B1 


JCi JD j , . 

= , d ou : 


Br 

Er 


ou 


Ar 

AT : 

EB 


Er— Ar eb— B r 


2. La demiere egalite de la note precedente peut s’ecrire : Er a — AE* = 
EB x EA — AE*. Or, la droite Ar etant partagee en parties egales en E et 
inegales en A, on a (Euclide, liv. II, prop. 5, enoncee p. 233, n. 3), e'est- k-dire 
que l'identite (a — b) b + (6 — if = [if donne : AA x Ar + Al* = Er 2 , 
d'ou : AA x Ar = Er* — AE* ; et on a d’autre part : EB x EA — AE* =* 
(EB — AE) AE = BA X AE ; done, comme le texte : AA x Ar = BA x AE . 

3- La demiere egalite de la note 1 ci-dessus peut s'ecrire : EB* — Er* 3 ® 

EB 2 — EB x EA ou : EB 2 — El’ 2 = EB (EB — EA) =EB x BA. Or, considerant 
la droite Ar coupee en deux parties egales en E, a laquelle on ajoute la droite _TB, 
on a (Euclide, liv.JI, prop. 6, dnoncee p. 43, n. 3) : AB x Br + ET* = EB 2 , 
d’oii : AB x BE = EB 2 — ET* ; done, comme le texte : AB x BT = EB X BA. 
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de part et d’ autre le cane de la droite AE ; il s’ensuit que le 
rectangle entier compris sous les droites BE, EA equivaut au 
cane de la droite TE (*). Des lors, en proportion, puis par conver- 
sion, puis considerant deux fois les antecedents, et par division, 
la droite AA est a la droite Ar comme la droite AB est a la 
droite Bf C 2 ). 


XXXV. 


Proposition 161. — Les choses etant telles ( 3 ), soit le cercle 
d£crit autour du diametre AB ; prolongeons la droite AB ; qu’elle 
soit perpendiculaire sur une droite quelconque AE, et qu’il soit 
fait en sorte que la droite AH soit a la droite HB comme la 
droite AZ est & la droite ZB; je dis que, si l’on prend de 
nouveau ( 4 ) un point quelconque tel que E sur la droite EA, et 
si la droite de jonction EH est prolongee jusqu’au point 0, il 
se fait que la droite 0H est a la droite HK co mm e la droite 0E 
est & la droite EK ( 5 ). 

Prenons le centre A du cercle et menons la perpendiculaire AM 
du point A sur la droite E0; il s’ensuit que la droite KM est 
egale a la droite M0 ( 8 ). Or, puisque chacun des angles M, Z 


1. Soit en seconde hypothfcse : BA x AE = AA X Ar, d’ou : BA x AE +" 51 *== 

AA x AT + AE*. Or, on a d'une part : BA x AE + AE* =» (BA + AE) AE = 

BE x AE et, d' autre part, considerant la droite Ar divisee en parties egales 

en E et inhales en A, on a (Euclide, liv. II, prop. 5, 6noncee p. 233, n. 3) : 

AA x Ar + EA* = I’E* ; done, comme le texte : BE x AE = rE*. 

2. La demi&re egalite de la note precedente donne : — = — , d'oii : 

lE 


TE _ BE _ . TE BE 
TE — AE BE — TE ° U ' TA~rB' d ° U ! 
2BE — TB . Ar — TA_2(Er + rB) — TB 

TB TA TB 


d’oii 


2rE_2BE 
TA ~ TB ’ 

AA _ Ar + tb 
TA TB 


ou 


2 rE — TA_ 
TA 

ou, comme 


le texte : 


AA AB 

rA TB * 


3. C’est-i-dire les trois egalites du lemme XXXIV, ou proposition 160, etant 
demontrees. 

4. itaXtv, de nouveau, e’est-k-dire probablement comme dans le lemme XXXIII 
ou proposition 159. 

5. Ce lemme se confond en quelque sorte avec le lemme XXVIII, ou propo- 
sition 154 (voir p. 704), pour etablir la propriete du pdle et de la polaire dans 
le cercle ; car, le point H, interieur dans ce lemme-ci, correspond au point A 
exterieur au cercle dans l’autre lemme ; tandis que la polaire EA du point H 
correspond ici k la polaire Ar du point A dans l’autre lemme. 

6. Euclide, liv. Ill, prop. 3, enonc^e p. 140, n. 3. 
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est droit, les points E, Z, A, M 
sont dans un cercle ; par conse- 
quent, le rectangle compris sous 
les droit es ZH, HA equivaut 
au rectangle compris sous les 
droit es EH, HM. Maisle rectangle 
compris sous les droites ZH, HA 
equivaut au rectangle compris 
sous les droites AH, HB (parce 
que la droite AH est a la droite 
HB comme la droite AZ est a la droite ZB, et que la droite AB 
est coupee en deux parties egales au point A) ; par consequent, le 
rectangle compris sous les droites EH, HM equivaut au rectangle 
compris sous les droites AH, HB, c’est-a-dire au rectangle compris 
sous les droites ©H, HK (car ces droites sont dans un cercle). 
Et la droite ©K est coupee en deux parties egales au point M; 
done, en raison du lemme qui precede, il se fait que la droite ©H 
est a la droite HK comme la droite ©E est a la droite EK f 1 ). 



XXXVI. 

Proposition 162. — Soient le demi-cercle decrit sur la droite AB 
et la droite TA par allele a la droite AB, et menons les perpendi- 
culaires TE, AH ; je dis que la droite AE est egale a la droite HB ( 2 ). 
Prenons le centre Z du cercle et menons les droites de jonction 


1. On a : HMA = HZE — i angle droit ; done, les points E, Z, M, A sont 
sur la circonference du cercle de diam^tre AE, d’oti, considerant les secantes 
ZA, EM de ce cercle, on a : ZH x HA — EH x HM. Or, considerant qu’on 

a par hypothese : = et que AB est divise en deux parties egales en A, 


on se trouve dans les conditions pour lesquelles le lemme XXXIV, ou propo- 
sition 160, a demontre trois egalites, notamment : ZH x HA = AH x HB ; 
done, comme le texte : EH x HM = AH x HB. Or, les secantes AB, ©K 
donnent : AH x HB = ©H x HK ; done : EH x HM = ©H x HK ; relation 
qui, en presence de la droite ©K coupee en deux parties egales en M, realise les 
conditions dans lesquelles le lemme XXXIV, ou proposition 160, a demontre 


en second lieu qu'on a, comme le texte : = r^. 

xi K. aK 


2. En d’autres termes : Les perpendiculaires abaissees des extremites d'une 
corde par allele au diam^tre sur ce diametre y decoupent des droites egales a 
partir des extremites du diametre. 


1 
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rZ, ZA ; il s’ensuit que la droite TZ est egale a la droite ZA; 
de sorte que le carre de la droite 
rZ est aussi egal au carre de la 
droite ZA. Mais, les carres des 
droites TE, EZ valent le carre de 
la droite TZ, et les carres des 
droites AH, HZ valent le carre 
de la droite AZ ; done les carres 
des droites TE, EZ valent aussi 
les carres des droites ZH, HA ; carres dont celui de la droite TE 
est egal a celui de la droite AH ; done, le carre restant de la 
droite EZ est egal au carr 4 restant de la droite ZH ; done, la 
droite EZ est egale a la droite ZH. Or, la droite enti&re AZ 
est aussi egale a la droite entiere ZB ; done, la droite restante AE 
est egale a la droite restante HB ; ce qu’il fallait demontrer. 

XXXVII. 

Proposition 163. — Soit le demi-cercle decrit sur la droite AB ; 
menons la droite TA d’un point quelconque V (*), et menons la 
perpendiculaire AE; je dis que le carre de la droite Ar exc&de 
le carre de la droite TA du rectangle compris sous la somme des 
droites Ar, PB et la droite AE. 

Des lors ( 1 2 ), je dis que le carre de la droite Ar equivaut au 
carre de la droite Ar, e’est-a-dire aux carres des droites AE, Er, 

augmente du rectangle compris 
sous la somme des droites AD rB 
et la droite AE. En consequence, 
je dis que, si l’on retranche de 
part et d’ autre le rectangle com- 
pris sous les droites PA AE, le 
rectangle compris sous les droites 
AP TE equivaut au carre de la droite AE, e'est-a-dire au rectangle 
compris sous les droites AE, EB augmente du carre de la droite TE 




1. C’est-a-dire d’un point quelconque pris sur le prolongement du diametre. 

2. Sous-entendu : si la relation est vraie. 


Pappus d'Alexandrie. — II 
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et du rectangle compris sous les droites AE, rB. Si l'on retranche 
de part et d’ autre le carre de la droite TE, je dis que le rectangle 
compris sous les droites AE, Er equivaut au rectangle compris 
sous les droites AE, EB augment e du rectangle compris sous les 
droites AE, BI\ Or, il en est ainsi (*). 


POUR LE PORISME DU PREMIER LIVRE. 
XXXVIII. 

Proposition 164. — Le parallelogramme AA etant donne de 
position, mener transversalement, d'un point donne E P), la 


droite EZ, faisant en sorte que 



le triangle ZrH soit equivalent 
a ce parallelogramme AA ( 3 ). 

Que cela soit obtenu. Des 
lors, puisque le triangle ZrH 
equivaut au parallelogramme AA, 
et que le parallelogramme AA 
est le double du triangle ArA, il 
s’ensuit que le triangle ZrH est 
aussi le double du triangle ATA. 
Or, le rectangle compris sous les 
droites Zr, TH est au rectangle 
compris sous les droites Ar, TA 
comme triangle est a triangle. 


1. Explicitement : Supposons vraie la relation AT 8 — _TA 2 = (AT -f TB) AE. 

DEs lors^_ on a : A I* = TA* + (AT + TB)_AE = AE* + El* + (AT + TB) AE, 
d’ou : AI 4 * - AT x AE = AE X EB + Er 1 + (AT + TB) AE — AT x AE 
ou : AT(Ar — AE) = AE X EB + ET 2 + AT x AE_+ TB x AE — AT x AE 
ou, comme le texte : AT x Er == AE x EB+ ET 2 + TB x AE, d'ou : 

AT X ET — ET 2 = AE X EB + ET 2 + TBXAE - ET 2 ou : (AT — ET) Er = 
AE x EB -f- TB X AE ou, comme le texte : AE x Er = AE x EB+TBxAE. 
Or, cette derni^re relation est vraie, car elle se rdduit k la relation de construction : 
Er = EB + TB ; done, la relation d'hypoth^se est vraie aussi. 

2. Le point E est donne sur le cdt6 BA prolonge du parallelogramme dans 
la figure qui accompagne le texte des manuscrits. Simson a cependant Stendu 
le problfcme au cas du point E situe « in angulo qui deinceps est angulo ArA » 
(Cfr. Opera quaedam, etc., p. 529). 

3. En d’autres termes : Mener, dans un parallelogramme, par un point donne 

sur un de ses cdt£s, une droite formant avec deux autres c6tes un triangle 

Equivalent k ce parallelogramme. 
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parce que ces triangles sont places autour du. meme angle T ; et le 
rectangle compris sous les droites Ar, TA est donne ; par consequent, 
le rectangle compris sous les droites Zr, TH est donne aussi. 
De plus, la droite EZ est menee transversalement du point donne E, 
pour section d’aire ( 1 ), sur les droites Ar, TA donnees de posi- 
tion ; done, la droite EZ est donnee de position ( 2 ). 

La synthese se fera de la maniere suivante : Soit AA le paral- 
leiogramme donne de position, et soit E le point donne. Menons 
du point E, transversalement sur les droites Zr, TA donnees de 
position, la droite EZ decoupant une aire qui, comprise sous les 
droites ZI\ TH, soit equivalente a une aire donnee, double de celle 
qui est comprise sous les droites Ar, TA ( 8 ), et on demontrera, 
comme dans T analyse ( 4 ), que le triangle ZrH equivaut au paral- 
leiogramme AA. En consequence, la droite EZ satisfait au probieme. 
II est done evident que cette droite est la seule, parce qu’elle a 
ete aussi la seule ( 5 ). 


1. ei; yyaLou aro-rop-Tp.*. Voir au sujet de cette expression le d6veloppement 
de la note suivante. 

2. Le probieme etant suppose rdsolu, on a par hypothese : triangle ZTH *= 
parall£logramme ATBA. Or, paralieiogramme ATBA = 2 triangles ATA ; done : 
triangle ZTH = 2 triangles ATA. Or, les deux triangles ZTH et AT A ayant 
mSme angle T, le lemme XX (ou proposition 146, voir p. 696) a d6montr6 qu’ont 

a : ^ g r apa * donc : Zr x TH = 2 Ar X TA. Or l’aire Ar x TA 

Ar x TA tnangle ArA 


est donnee ; donc, l’aire zr x TH est donnee aussi. Or, pour sparer cette aire 
donnee zr x TH, la droite EZ a 6 t 6 menee transversalement, conformement k la 
solution d’un probieme pos6 par Apollonius dans son traits perdu de La Section 
d’Aire ; probieme qui, d’apr&s la reconstitution conjecturale de ce traite donne 
par Halley (cfr. loc. cit., p. 145), serait celui du premier cas du troisieme lieu du 
premier livre. 

3. La maniere de determiner le point H et, par suite, la direction de la 
droite EZ, n’est pas indiquee ou rappel 4 e par Pappus, qui la suppose connue 
k son epoque. Une solution de ce probieme a ete donnee par Commandin, qui 
la fait pr^ceder de cette phrase : « Non docet Pappus quo inveniendum sit 
punctum H. Sed verisimile est hoc apparere in libris de Spatii Sectione ab Apollonio 
conscriptis qui injuria temporum ad manus nostras non pervenerunt » (Cfr. loc. 
cit., p. 388, commentarius , 11. 16-35). 

4. C’est-cL-dire en raisonnant comme dans la premiere partie analytique de 
la proposition. 

5. D’apres Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 919, 1 . 18), et conformement au 
sentiment de Robert Simson (cfr. Opera quaedam reliqua, etc., p. 528), cette 
phrase trop concise, ou peut-etre lacuneuse, indique que la droite EZ est la seule 
qui resolve le probl&me, parce qu’eile constituerait aussi la seule solution du 
probieme correspondant du traite perdu de La Section d’ Aire d' Apollonius. 
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LEMMES RELATIFS AU PREMIER LIVRE 
DES CONIQUES (*). 

I. 

Proposition 165. — Soit le cone dont la base est le cercle AB 
et le sommet le point T. Des lors, si le cone est isocfele, il est Evident 
que toutes les droites qni tombent du point T sur le cercle AB ( 1 2 ) 
sont egales entre elles, et, s’il est scalfene, il s’agit de trouver quelle 
est la droite la plus grande et quelle est la plus petite. 

Menons du point V la perpendiculaire sur le plan du cercle AB ; 
qu'elle tombe d'abord a l’interieur du cercle AB, et que ce soit 
la droite TA. Prenons le centre E du cercle ; prolongeons la droite 
de jonction AE de part et d' autre jusqu’aux points A, B et menons 
les droites de jonction Ar, IB. Je dis que la droite Br est la 

plus grande et que la droite AT est la 
plus petite de toutes celles qui tombent 
du point r sur le cercle AB. 

En effet, menons encore une autre 
droite TZ et menons la droite de jonc- 
tion AZ ; il s'ensuit que la droite BA est 
plus grande que la droite AZ ( 3 ). Or, la 
droite TA est commune et les angles au 
point A sont droits ; done, la droite Br 
est plus grande que la droite TZ. De la 
meme maniere, la droite TZ est aussi 
plus grande que la droite TA; de sorte 
que la droite IB est la plus grande et 
la droite TA la plus petite. 

Mais, que la perpendiculaire menee de 
nouveau du point T tombe sur la circonference du cercle AB, 



-rdC. 


1. C’est-k-dire lemmes qui sont utilises dans les demonstrations des propo- 
sitions du livre I des Coniques d’ Apollonius. 

2. C’est-i-dire sur la circonference du cercle AB. 

3. Euclide, liv. Ill, prop. 7, enoncee p. 398, n. 4. 
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et que ce soit la droite PA. Menons de nouveau la droite AA 
reliant au centre A du cercle ; pro- 
longeons-la jusqu’au point B, et menons 
la droite de jonction BI\ Je dis que la 
droite BIT est la plus grande et la 
droite Ar la plus petite. 

II est evident que la droite rB est 
plus grande que la droite PA ( x ). Menons 
encore une autre droite PE et menons 
la droite de jonction AE. Puisque la 
droite AB est un diametre, elle est plus 
grande que la droite AE ( 1 2 ). Et la 
droite Ar est perpendiculaire sur ces 
droites ( 3 ) ; done, la droite rB est plus 
grande que la droite PE. De meme, elle 
est aussi plus grande que toutes les autres droites. On d6montrera 
de la meme maniere que la droite Er est plus grande que la 
droite EA; en sorte que la droite Br est la plus grande et la 
droite PA la plus petite des droites qui tombent du point T sur 
le cercle AB. 

Proposition 167. — Les memes choses 6tant supposes, que la 
perpendiculaire tombe en dehors du cercle ; que ce soit la droite 
TA ; prolongeons la droite de jonction AE men6e sur le centre E 
du cercle, et menons les droites de jonction AT, BP Je dis encore 
que la droite Br est la plus grande et la droite Ar la plus petite 
de toutes les droites qui tombent du point T sur le cercle AB. 

II est d’ailleurs Evident que la droite Br est plus grande que 
la droite PA. Or, je dis qu’elle est aussi la plus grande de toutes 
celles qui se jettent du point T a la circonference du cercle AB. 

En effet, jetons encore une autre droite TZ et menons la 
droite de jonction AZ. D£s lors, puisque la droite BA passe par 


1. Euclide, liv. I, prop. 19, enoncSe p. 434, n. 7. 

2. Euclide, liv. Ill, prop. 15 : « Dans un cercle, le diametre est la plus 
grande de toutes les droites, et parmi les autres, celle qui est plus prfcs dn centre 
est plus grande que celle qui en est plus 61 oign£e ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, 
p. 150. 

3. Euclide, liv. XI, definition 3, £noncee p. 328, n. 4. 
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le centre, la droite AB est plus 
grande que la droite AZ (*). Et la 
droite Ar est perpendiculaire sur 
ces droites, parce qu’elle est aussi 
perpendiculaire au plan ( 1 2 3 ) ; done, 
la droite Br est plus grande que la 
droite TZ. EUe est pareillement plus 
grande que toutes les autres ; done, 
la droite I"B est la plus grande. 
Mais je dis aussi que la droite Ar 
est la plus petite. En effet, puisque 
la droite AA est plus petite que la 
droite AZ ( 3 ), et que la droite Ar 
est perpendiculaire a ces droites, il s'ensuit que la droite Ar 
est plus petite que la droite TZ. Elle est de meme plus petite 
aussi que toutes les autres droites ; par consequent, la droite AT 
est la plus petite et la droite Br la plus grande de toutes les 
droites qui sont jetees du point T a la circonference du cercle AB. 

SUR LES DEFINITIONS DES CONIQUES 

C’est avec raison qu’ Apollonius ajoute : « prolongee de part 
et d’ autre » k « si d’un point a la circonference du cercle... » ( 4 ), 


r 



1. Euclide, liv. Ill, prop. 8 : « Si, hors d’un cercle, on prend un point 
quelconque; si, de ce point, on m&ne k ce cercle des droites ; si une d'elles est 
men6e par le centre, et les autres comine on voudra ; parmi les droites menses 
cl la circonference concave, la plus grande est celle qui passe par le centre, et 
parmi les autres, celle qui est plus lloignee de celle qui passe par le centre est 
toujours plus grande que celle qui s’en 61 oigne davantage ; mais parmi les droites 
menees k la circonference convexe, la plus petite est celle qui est entre le point 
pris hors du cercle et le diam&tre et, parmi les autres, celle qui est plus pris de 
la plus petite est toujours plus petite que celle qui s’en eloigne davantage ; et 
du point pris hors du cercle, on ne peut mener a la circonference, de l'un et l’autre 
cdte de la plus petite, que deux droites egales ». Voir trad, de Peyrard, vol I, 
p. 132. 

2. Sous-entendu : too AB xuxXou, du cercle AB. 

3. Euclide, liv. Ill, prop. 8. 

4. Apollonius, Les Coniques, liv. I. Definitions premieres, d6f. 1 : « Si d'un 
certain point, l’on m&ne k une circonference de cercle, non situee dans le m£me 
plan que ce point, une droite prolong^ de part et d’ autre, et si, le point restant 
fixe, la droite circulant suivant la circonference, reprend la position d'oii elle 
a commence de se mouvoir, j’appelle surface conique celle qui, decrite par la 
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parce qu’il fait voir dairement quelle est la generation d'un cone 
quelconque. En effet, si le cone est isocele, il est superflu de 
prolonger, attendu que la droite qui circule touche continuellement 
la circonference du cercle, parce que le point est toujours egalement 
distant de la circonference du cercle. Mais, puisque le c6ne peut 
aussi etre oblique, et qu’il y a dans le cone oblique, comme on 
l’a expose plus haut, un c6te maximum et un cote minimum, 
il a necessairement ajoute « est prolongee », afin que la plus petite 
droite, continuellement prolongee, soit augmentee jusqu’a devenir 
egale a la plus grande et touche, comme celle-ci, la circonference 
du cercle. 


II. 

Proposition 168. — Soit la ligne ABr; soit la droite A r 
donnee de position, et que toutes les perpendiculaires amenees 
de la ligne sur la droite AI 1 le soient de telle sorte que le carre 
de chacune d’elles soit equivalent au rectangle compris sous les 
segments de la base qu’elle decoupe ; je dis que la ligne ABr est 
une circonference de cercle, et que la droite AT est son diam&tre. 

En effet, menons des points A, B, E les perpendiculaires AZ, 
BH, E0. Des lors, le carre de la droite AZ equivaut au rectangle 
compris sous les droit es AZ, ZI\ le carr6 de la droite BH equivaut 
au rectangle compris sous les 
droites AH, Hr, et le carre de la 
droite E0 equivaut au rectangle 
compris sous les droites A0, ©r. 

Coupons la droite Ar en deux 
parties egales au point K, et 
menons les droites de jonction 
AK, KB, KE. En consequence, 
puisque le rectangle compris sous 
les droites AZ, Zr, conjointement avec le carre de la droite ZK, 
equivaut au carre de la droite AK ; mais que le rectangle compris 

droite, est composee de deux surfaces opposes suivant le sommet, dont chacune 
croit vers l’infini, la droite generatrice etant elle-meme prolongee vers l’infini. 
J'appelle sommet de cette surface le point fixe, et son axe la droite men6e par 
le point et le centre du cercle. » Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 3. 



722 


PAPPUS d’alexandrie 


sous les droites AZ, Zr equivaut au carre de la droite A 7 ii 
s’ensuit que le carre de la droite AZ, conjointement avec le carre 
de la droite ZK, c’est-a-dire le carre de la droite AK, equivaut 
au carre de la droite AK; done, la droite AK est egale a la 
droite KA i 1 ). On demontre de la meme maniere que chacune 
des droites BK, EK est aussi egale a la droite AK ou a la 
droite Kr ; done, la ligne ABr est un arc du cercle decrit autour 
du centre K, c’est-a-dire autour du diametre Ar. 


III. 

Proposition 169. — Soient les trois droites paralleles AB, 
TA, EZ, et menons transversalement sur celles-ci les deux droites 
AHZr, BHEA ( 2 ) ; je dis que le rectangle compris sous les droites 
AH, HZ est au carre de la droite Hr comme le rectangle compris 
sous les droites AB, EZ est au carre de la droite TA. 

En effet, puisque la droite AH est a la droite HZ, e’est-i-dire 
que le rectangle compris sous les droites AH, HZ est au carre 
de la droite HZ, comme la droite AB est a la droite ZE, c’est- 

a-dire comme le rectangle com- 
pris sous les droites AB, ZE est 
au carr6 de la droite ZE, il 
s'ensuit que le rectangle compris 
sous les droites AH, HZ est au 
carre de la droite HZ comme le 
rectangle compris sous les droites 
AB, ZE est au carre de la droite 
ZE. Mais, le carre de la droite 
ZH est aussi au carre de la 
droite Hr comme le carre de la 
droite ZE est au carre de la droite Ar ; done, par raison d’iden- 
tite, le rectangle compris sous les droites AH, HZ est au carre de 


1. Considerant la droite AT couple en parties egales en K et inegales en Z, 
on a (Euclide, liv. II, prop. 5, enoncee p. 233, n. 3) : AZ x Zr 4 - ZK* = AK*. 
Or, on a par hypoth^se : AZ x Zr = AZ* ; done : AZ 2 + ZK* = AK* ou : 
AK* = AK*, d’oii : AK = AK. 

2. Les droites AHZr, BHEA correspondent dans la seconde figure aux 
droites ATZH, BAEH. 
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la droite Hr comme le rectangle compris sons les droites AB, ZE 
est au carre de la droite TA ( x ). 

IV. 


Proposition 170. — Que la droite AA soit a la droite AF 
comme la droite AB est a la droite Br et coupons la droite AF 
en deux parties egales au point E ; jc dis que le rectangle compris 
sous les droites BE, EA equivaut au carre de la droite El 1 ; que 
le rectangle compris sous les droites AA, Ar Equivaut au rectangle 
compris sous les droites BA, AE, et que le rectangle compris 
sous les droites AB, Br equivaut au rectangle compris sous les 
droites EB, BA. 

En effet, puisque la droite AA est a la droite Ar comme la 
droite AB est a la droite BF par composition, puis, considerant 
la moitie des antecedents et par conversion, la droite EE est a 

la droite EA comme la droite 

BE est k la droite EE En con- a eat b 

sequence, le rectangle compris 

sous les droites BE, EA equivaut au carre de la droite EE ( 2 ). 
Retranchons de part et d’ autre le carre de la droite EA, il s’ensuit 
que le rectangle restant compris sous les droites AA, Ar equivaut 
au rectangle compris sous les droites BA, AE ( 3 ). Or, puisque le 


x. On a par similitude de triangles : 


AH __ AB 
HZ” ZE' 


Or, on a aussi 


HZ ZE ,, , 
— _ — d ou 
Hr r a 


AH X HZ 

nr 2 


AB x ZE 
TA 2 


HZ*_ ZE 2 
Hr 2 TA 2 ’ 


d’ou : 


AH X HZ 
HZ* 


d'ou, par raison d ’identity : 


2. On a par hypothese : 


AA 

Ar 


AB 

bt' 


d'ou 


aa + ^r 
Ar 


AB 4- Br 
Br 


ou r 


Ar ab -f Br 
Ar~ Br 
Er + Br 
Er-f- Br— Br 


, d’ou : 
ou : 


£Ar \ (ab 4- Br) ou : Er _ Er 4- Br . Er _ 
Ar ~ Br Ar Br ,aou 'Er — Ar” 

P p P T> 

-r—r = -35-= , d'ou, comme le texte : ET 2 = EB x EA. 

iiiZi hti 


3. La demiere egalite de la note prec£dente peut s’ecrire : Er 2 — EA* = 
EB x EA — EA 2 . Or, considerant la droite Ar coupee en parties egales en E 
et inegales en_A, on a (Euclide, liv. II, prop. 5, enoncee p. 233, n. 3) : 
AA x AT + EA 2 = ET 2 , d'ou : AA x Ar = ET 2 — EA 2 . Considerant d'autre 
part la droite EB coupee en parties inegales en A, on a (Euclide, liv. II, prop. 3, 
enoncee p. 232, n. 2) : EB x EA = EA x BA + Ea 3 , d'oii : EA x BA = 
EB x EA — EA 2 ; done, comme le texte : AA x Ar = EA X BA. 
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rectangle compris sous les droites BE, EA equivaut au carre de 
la droite Er, retranchons l’un et l’autre du carre de la droite BE, 
il s’ensuit que le rectangle restant compris sous les droites AB, Br 
Equivaut au rectangle compris sous les droites EB, BA (*). En 
consequence, les trois expressions sont obtenues. 

V. 

Proposition 171. — Que la grandeur A ait avec la grandeur B 
le rapport compost de celui que la grandeur T possede avec la 
grandeur A et de celui que la grandeur E possede avec la 
grandeur Z ; je dis que la grandeur T a aussi avec la grandeur A 
le rapport compost de celui que la grandeur A possede avec la 
grandeur B et de celui que la grandeur Z possede avec la 
grandeur E. 

En effet, faisons en sorte que le rapport de la grandeur A 
a une grandeur H soit le meme que celui de la grandeur E a la 
grandeur Z. D&s lors, puisque le rapport de A a B se compose 

de celui de T a A et de celui 
a r ’ e — de E a Z qui est celui de A 

- - - ^ jj . ma j s> q ue | e rapport 

compose de celui que V a 
avec A et de celui que A a avec H est celui de T a H, il s'en- 
suit que T est a H comme A est a B. Or, puisque T a avec A 
le rapport compose de celui que T possede avec H et de celui que 
H poss&de avec A ; mais, que le rapport de T a H a ete demontre 
etre le meme que celui de A a B, et que, par inversion, le rapport 
de H a A est le meme que celui de Z a E, il s’ensuit que T a 
aussi avec A le rapport compose de celui que A possede avec B 
et de celui que Z possede avec E P). 

1. La demiere egalite de la note 2 de la page 723 donne : BE 3 — ET 3 = 
BE 1 2 — EB x EA (I). Or, la droite AT divisee en parties egales en E, k laquelle 
on ajoute la droite TB donne (Euclide, liv. II, prop. 6, enoncee p. 43, n. 3) : 
BE 2 — ET 2 = AB X BT. D’autre part, la droite EB coupee inegalement en A 
donne (Eu clide, liv. II, prop. 2, enoncee p. 667, n. 4) : BE 2 = EB x EA +EB x BA 
d’ou : BE 2 — EB x EA = EB x BA; done, l'expression (I) devient, comme dans 
le texte : AB x Br = EB x BA. 

A E ATE 

2. Posons : — =— (I). Or, on a par hypoth^se : — = — X77 ; done : 

id jB A Z* 
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VI. 

Proposition 172. — Soient deux parallelogrammes equiangles 
ABr, AEZ ayant Tangle B egal k Tangle E ; je dis que le paral- 
lelogramme Ar est au parallelogramme AZ comme le rectangle 
compris sous les droites AB, Br est au rectangle compris sous 
les droites AE, EZ. 

Si les angles B, E sont droits, la chose est manifeste. S’il n’en 
est pas ainsi, menons les perpendiculaires AH, A@. Des lors, 
puisque Tangle B est egal a Tangle E et Tangle droit H egal a 
Tangle 0, le triangle ABH est 
done equiangle au triangle AE0. 

En consequence, la droite EA est 
a la droite A0 comme la droite BA 
est a la droite AH. Mais, le 
rectangle compris sous les droites 
AB, Br est au rectangle compris 
sous les droites AH, Br comme la droite BA est a la droite AH, 
et le rectangle compris sous les droites AE, EZ est au rectangle 
compris sous les droites A0, EZ comme la droite EA est a la 
droite A0 ; done, par permutation, le rectangle compris sous les 
droites AH, Br, e’est-a-dire le parallelogramme Ar, est au 
rectangle compris sous les droites A0, EZ, e’est-i-dire le paral- 
lelogramme AZ, comme le rectangle compris sous les droites 
AB, Br est au rectangle compris sous les droites AE, EZ. 

VII. 

Proposition 173. — Soit le triangle ABr ; que la droite Br 
soit parallele a la droite AE et posons le rectangle compris sous 
les droites ZA, AE equivalent au carre de la droite TA; je dis 
que, si Ton mene les droites de jonction AP BZ, la droite BZ 
est parallele a la droite AT. 

A = = g (II). Or, ^ = g x done, les expressions (I) et (II) donnent : 

r A Z 

A B x E‘ 
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A 



La chose est manifest e ; car, puis- 
que la droit e TA est a la droit e AE 
comme la droite ZA est a la droite Ar, 
et, qu’en raison de la parallele, la 
droite BA est a la droite AA [comme 
la droite TA est a la droite AE] (*), 
il s’ensuit que la droite BA est aussi 
a la droite AA comme la droite ZA 
est a la droite Ar. En consequence, 
les droites Ar, BZ sont par alleles. 


VIII. 

Proposition 174. — Soient le triangle ABr et le trapeze 
AEZH, tels que Tangle compris sous les droites AB, Br soit egal 
a Tangle compris sous les droites AE, EZ ; je dis que le triangle 
ABr est au trapeze AEZH comme le rectangle compris sous les 
droites AB, BT est au rectangle compris sous la somme des droites 
AH, EZ et la droite AE. 

Menons les perpendiculaires A©, AK. Or, puisque Tangle 
compris sous les droites AB, Br est 6gal a Tangle compris sous 
les droites AE, EZ, et que Tangle droit © est egal a Tangle droit K, 
il s’ensuit que la droite AE est a la droite AK comme la droite BA 
est a la droite A©. Mais, le rectangle compris sous les droites AB, Br 
est au rectangle compris sous les 
droites A©, Br comme la droite BA 
est a la droite A© ; tandis que le 
rectangle compris sous la somme 
des droites AH, EZ et la droite AE 
est au rectangle compris sous la 
somme des droites AH, EZ et la 
droite AK comme la droite EA est 
a la droite AK, et le triangle ABr est la moitie du rectangle 
compris sous les droites A©, BT, tandis que le trapeze AEZH est 
la moitie du rectangle compris sous la somme des droites AH, EZ 



1. Restauration de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 928, 1 . 28). 
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et la droite AK ; par consequent, le triangle ABr est au 
trapeze AEZH comme le rectangle corapris sous les droites AB, Br 
est au rectangle compris sous la somme des droites AH, EZ et 
la droite AE. 

[Et si on a le triangle ABr et le parallelogramme AZ, il se 
fait de la meme maniere que le rectangle compris sous les droites 
AB, Br est a deux fois le rectangle compris sous les droites AE EZ 
comme le triangle ABr est au parallelogramme AEZH. Et il 
ressort manifestement de ces choses que, si AZ est un parallelo- 
gramme, et s’il equivaut au triangle ABr, le rectangle compris 
sous les droites AB, Br devient equivalent a deux fois le rectangle 
compris sous les droites AE, EZ ; tandis que, si AZ est un trapeze, 
le rectangle compris sous les droites AB, Br devient equivalent 
au rectangle compris sous la somme des droites AH, EZ et la 
droite AE ; ce qu’il fallait demontrer] ( 1 ). 

IX. 

Proposition 175 . — Soit le triangle ABr et, la droite TA 
etant prolongee, menons transversalement une droite quel- 
conque AE. Menons la droite AH parallele a cette derniere droite 
et la droite AZ parallele a la droite Br; je dis que le rectangle 
compris sous les droites AZ, Z0 est au carre de la droite ZA 
comme le carre de la droite AH est au rectangle compris sous 
les droites BH, Hr. 

Posons le rectangle compris sous les droites AH, HK equi- 
valent au rectangle compris sous les droites BH, Hr ; le rectangle 
compris sous les droites AZ, ZA equivalent au rectangle compris 
sous les droites AZ, Z0, et menons les droites de jonction BK, 0A. 
Dbs lors, puisque Tangle T est egal a Tangle compris sous les 
droites BK, KH et que, dans un cercle. Tangle compris sous les 
droites AA, AA est egal a Tangle compris sous les droites Z0, 
0A, il s’ensuit que Tangle compris sous les droites HK, KB 
est aussi egal a Tangle compris sous les droites Z0, 0A. Mais, 
Tangle au point H est aussi egal a Tangle au point Z; done, 

1. Le passage que nous plains entre crochets parait avoir ete ajoute en fin 
de demonstration par un commentateur. 
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la droite AZ est a la droite Z0 comme la 
droite BH est a la droite HK (*). Or, puis- 
que la droite 0E est a la droite EB comme 
la droite AH est a la droite HB et, qu’en 
raison des paralleles, la droite Z0 est a la 
droite ZA comme la droite 0E est a la 
droite EB, il s’ensuit que la droite 0Z est 
a la droite ZA comme la droite AH est 
k la droite HB. Des lors, puisque la droite 0Z 
est a la droite ZA comme la droite AH 
est a la droite HB, et qu’une autre droite 
AZ est au consequent qu’est la droite Z0 
comme la droite BH est a la droite HK, il s’ensuit que, par raison 
d’egaliteen proportion troublee, la droite AZ est a la droite ZA comme 
la droite AH est a la droite HK ( 1 2 ). Mais, le carre de la droite AH 
est au rectangle compris sous les droit es AH, HK, c'est-a-dire au 
rectangle compris sous les droites BH, Hr, comme la droite AH 
est a la droite HK ; tandis que le rectangle compris sous les droites 
AZ, ZA, c’est-a-dire le rectangle compris sous les droites AZ, Z0, 
est au carre de la droite ZA comme la droite AZ est a la droite ZA ; 
par consequent, le rectangle compris sous les droites AZ, Z© est 
au carr4 de la droite ZA comme le carre de la droite AH est au 
rectangle compris sous les droites BH, Hr ( 3 ). 


1. On a par construction : AH x HK = BH X HP (I) ; done les points A, 

T, K, B sont concycliques, d'oii : ArB — BKA. On a aussi par construction : 
AZ x ZA — AZ x Z© (II) ; done, les points A, A, ©, A sont concycliques: 

d'oii : AAA = A 0 A. Or, les paralleles AA, BT donnent : APB = AAA ; done , 

BKA = A©A (ou, comme le texte : HKB = Z©A). Or, ZAHE est un parallelo- 

gramme ; done : BHK = AZ© ; done, les triangles BHK, AZ© sont semblables, 
,, , AZ BH 
d0U *Z© HK’ 

2. Les paralleles 0 E, AH donnent : — = — , et les parallel es ZA, BE 

, . Z© 0 E , Z© AH ,, . j , j .« , .. 

donnent : ; done : Tr - — d ou, en presence de la dermere relation 

ZA hits ZiA Jori 

de la note precedente, on a, par raison d'egalite en proportion troublee (Euclide, 

AZ Z© BH AH 

liv.V, prop. 23, enoncee p. 228, n. 1) : -r- x 7— = =7. X^y ou, comme le texte: 
AZ _ AH Z<=) ZA HK BH 

ZA~ HK" 

* iii \H 

3. On a: — -i =^-— ou, d’apr^s la relation de construction (Il de 

AH x HK HK 
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D’autre part, au moyen du rapport compost, puisque le rap- 
port de la droite AH a la droite HB est celui de la droite 0E 
a la droite EB, c’est-a-dire de la droite @Z a la droite ZA, et que 
le rapport de la droite AH a la droite Hr est le meme que celui 
de la droite AE a la droite Er, c’est-a-dire de la droite AZ a la 
droite ZA, il s’ensuit que le rapport compos4 de celui que la 
droite AH possede avec la droite HB et de celui que la droite AH 
possede avec la droite Hr, ce qu’est celui du carre de la droite AH 
au rectangle compris sous les droites BH, Hr, est le meme que 
le rapport compose de celui de la droite 0Z a la droite ZA et de 
celui de la droite AZ a la droite ZA ; ce qu'est celui du rectangle 
compris sous les droites AZ, Z0 au carr4 de la droite ZA ( L ). 


LEMMES POUR LE LIVRE II DES CONIQUES. 


I. 

Proposition 176. — Etant 
donnees deux droites AB, Br et 
une droite AE, appliquer, sur les 
droites AB, BR une droite egale 
et parallele a la droite AE ( 2 ). 

Cela est manifeste ; car, si 
nous menons par le point E une 
droite Er parallele a la droite AB, 


A 



la note 1 de la page 728 : 


AH* 


AH 

HK 


On a aussi 


ou. 


BH x HT 

d’apres la relation de construction (II) de la note 1 de la page 728 : 
AZ x Z® AZ . done, demise relation de la note pr6c£dente devient. 


ZA* ZA’ 
comme le texte 


AZ x Z® 


AH* 


ZA 


BH X HT 


t • Ti j , . . , . AH @E @Z . AH 

1. La similitude de triangles donne : = — - = - et 

Ho tiO ZA 

AH AH ©Z AZ . . . . TH* 

— — x - — — = — — x — ou, comme le texte : = 

BH HT ZA ZA HB x Hr 


_ AE 
HT — ET 
®Z x AZ 
3 


uu A Z ,, . ^ 
~~~ ZA’ ° U * 


ZA* 


2. Les manuscrits presentent la figure que nous reproduisons ; elle permet 
done d'enoncer le lemme en ces autres termes : L’angle compris sous deux 
droites AB, BT £tant donne, et une droite AE ayant une de ses extremites sur 
la droite AB etant donnee de position et de grandeur, constraire un triangle ABT 
ayant le cdte Ar egal et parallele 4 la droite AE. 


4 
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et par le point T une droite TA parallele a la droite AE, la 
droite AT sera egale et parallele a la droite AE, parce que AF F.A 
est un parallelogramme, et cette droite est appliquee sur les 
droit es donnees AB, Br. 


II. 


Proposition 177 . — Soient deux triangles ABI\ AEZ ; que 
la droite AE soit a la droite EZ comme la droite AB est a la 
droite Br, et que la droite AB soit parall&le a la droite AE et 
la droite Br parall&le a la droite EZ ; je dis que la droite Ar est 
parallele a la droite AZ. 

Prolongeons la droite Br, et qu’elle rencontre les droites AE, 

AZ aux points H, 0. Des lors, 
puisque la droite AE est a la 
droite EZ comme la droite AB 
est a la droite Br, et que les 
angles B, E sont egaux, parce 
que deux droites sont paralleles 
a deux droites, il s’ensuit que 
r angle T est aussi egal a Tangle Z, 
c’est-a-dire a Tangle 0, parce que 
les droites EZ, H0 sont paralleles. 
En consequence, la droite AT est parallele a la droite A0. 



III. 

Proposition 178. — Soit la droite AB ; que les droites AT, AB 
soient egales, et prenons un point quelconque E entre les 
points r, A ; je dis que le rectangle compris sous les droites AA, AB , 
conjoint ement avec le rectangle compris sous les droites TE, EA, 
equivaut au rectangle compris sous les droites AE, EB ( x ). 

1. Ce lemme est invoque tacit ement dans la demonstration de la propo- 
sition XXIII du livre II des Coniques d' Apollonius, enonc^e comme suit : « Si, 
dans des sections opposes conjugu£es, l’on m&ne une droite partant du centre 
k l’une quelconque des sections, et si l’on m&ne, k cette droite, une parallele 
rencontrant trois sections adjacentes, le rectangle compris sous les segments 
de la parall&le ainsi menee, obtenus entre les trois sections, vaut le double du 
carre de la droite partant du centre *. Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 141. 
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Coupons la droite TA en deux parties Sgales au point Z [de 
quelque manifcre que cela puisse se presenter par rapport au 
point E] (*). Et puisque le rectangle compris sous les droites AA, AB, 

conjointement avec le carre de . 

la droite ZA, equivaut au carre A r 2 E a B 

de la droite ZB ; mais, que le 

rectangle compris sous les droites TE, EA, conjointement avec le 
carre de la droite ZE, equivaut au carre de la droite ZA ; tandis 
que le carre de la droite ZB equivaut au rectangle compris sous 
les droites AE, EB conjointement avec le carre de la droite ZE, 
il s'ensuit que le rectangle compris sous les droites AA, AB, 
conjointement avec le rectangle compris sous les droites TE, EA 
et le carre de la droite ZE, Equivaut au rectangle compris sous 
les droites AE, EB augments du carrS de la droite ZE. Retranchons 
de part et d’ autre le carre de la droite ZE, il s’ensuit que le 
rectangle rest ant compris sous les droites AA, AB, conjointement 
avec le rectangle compris sous les droites TE, EA, Equivaut au 
rectangle compris sous les droites AE, EB (®). 


IV. 

Proposition 179. — Soit la droite AB ; que les droites Ar, AB 
soient egales, et prenons un point quelconque E entre les 
points T, A ; je dis que le rectangle compris sous les droites 
AE, EB equivaut au rectangle compris sous les droites TE, EA 
augments du rectangle compris sous les droites AA, AT ( 1 2 3 ). 


1. La phrase mise entre crochets a 6te interpose (cfr. Hultsch, loc. tit. 
vol. II, p. 934, 1 . 19). 

2. ConsidSrant la droite AB coupee en parties egales en Z et inegales e n A , 
on a (Euclide, liv. II, prop. 5, enonc£e p. 233, n. 3) : AA x AB + ZA* = ZB*. 
ConsidSrant la droite r A coupee en parties Egales en Z et in 4 gales en E, on a 
de meme : TE x EA + ZE* = ZA*, et, consid6rant la droite AB coup ee e n 
parties egales en Z et inSgales en E , on a de meme AE x EB + ZE* = ZB* ; 
done : AA x AB + TE x EA + ZE* = AE x EB + ZE* ou, comme le texte : 
AA X AB + TE x EA = AE X EB. 

3. Ce lemme IV (ou proposition 179) est identique au lemme III (ou propo- 
sition 178) enonce d'une mani&re un peu differente. Eutocius en donne deux 
demonstrations distinctes dans son commentaire sur les Coniques d’ Apollonius 
( Apollonii Pergaei quae graece exstant cum commentariis antiquis. Eiid.it et latine 
interpretatus est J. L. Heiberg. Lipsiae, 1893, 2 vol. in-8°. Voir vol. II, p. 302). 

Pappus d’Alexandrie. — II 24 
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En effet, coupons la droit e TA en deux parties 6gales au 
point Z [de quelque maniere qu’il puisse se presenter pour 
le point E] (*) ; la droite entiere AZ est done egale a la droite 

entiere ZB. En consequence, le 

A r E Z A B rectangle compris sous les droites 

AE, EB, conjoint ement avec le 
carre de la droite EZ, equivaut au carre de la droite AZ, et le 
rectangle compris sous les droites AA, Ar, conjointement avec 
le carre de la droite TZ, equivaut au carr6 de la droite AZ; de 
sorte que le rectangle compris sous les droites AE, EB, conjoin- 
tement avec le carre de la droite EZ, equivaut au rectangle 
compris sous les droites AA, Ar augmente du carre de la droite TZ. 
Mais, le carre de la droite TZ equivaut au rectangle compris sous 
les droites TE, EA augments du carre de la droite EZ ; retranchons 
de part et d’ autre le carre de la droite EZ ; il s’ensuit que le 
rectangle restant compris sous les droites AE, EB equivaut au 
rectangle compris sous les droites TE, EA augmente du rectangle 
compris sous les droites AA, AT ( 1 2 ). 

V. 

Proposition 180. — Soient deux triangles ABI\ AEZ, et que 
I’ angle T soit egal a Tangle Z et Tangle B plus grand que 
Tangle E ; je dis que la droite Br a avec la droite TA un rapport 
plus petit que celui de la droite EZ avec la droite ZA. 

Conslruisons Tangle compris sous les droites TB, BH egal a 
Tangle E. Or, Tangle T est egal a Tangle Z ; done, la droite EZ 
est a la droite ZA comme la droite BT est a la droite TH ( 3 ). 


1. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme une 
interpolation (cfr. loc. cit., vol. II, p. 936, 1. 4). 

2. La droite AB coupee en parties egales en Z et inegales en E donne 
(Euclide, liv. II, prop. 5, enonc^e p. 233, n. 3): AE x EB + EZ 2 = AZ 2 ; et, 
la droite TA coupee en deux parties egales en Z, I laquelle on ajoute la droite Ar, 
donne (Euclide, liv. II, prop. 6 , enoncee p. 43, n. 3) : AA x Ar -f rz 2 = AZ 2 ; 
done, comme le texte : AE xEB+EZ* = AA x Ar + rz*. Or, la droite TA coupee 
en parties egales en Z et inegales en E, donne (Euclide, liv. II, prop. 5) : 
TE X EA + EZ 2 = rz 2 ; done : AE x EB + EZ 2 = AAxAr+TEx EA + EZ* 
ou, comme le texte : AE x EB = AA X Ar + TE x EA. 

3. Euclide, liv. VI, prop. 4, Enoncee p. 27, n. 1. 
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Mais, la droite Br a avec la 
droite TA un rapport plus petit 
que celui de la droite Br avec 
la droite TH (*) ; par conse- 
quent, la droite Br a aussi avec 
la droite TA un rapport plus 
petit que celui de la droite EZ 
avec la droite ZA. 




VI. 


Proposition 181. — Oue la droite Br ait avec la droite TA 
un rapport par contre plus grand que celui de la droite EZ avec 
la droite ZA, et que 1’ angle T soit egal k Tangle Z; je dis que 
Tangle B est, au contraire, plus petit que Tangle E. 

En effet, puisque la droite Br a avec la droite PA un rapport 
plus grand que celui de la droite EZ avec la droite ZA si nous 

faisons en sorte que la droite EZ 
soit k une certaine droite comme 
la droite BT est a la droite PA, 
elle le sera done a une droite plus 
petite que la droite ZA ( 1 2 ). Qu’elle 
le soit a la droite ZH, et menons 
la droite de jonction EH. Et les 
cotes situes autour des angles 
egaux sont proportionnels ; done, Tangle B est 6gal k Tangle 
compris sous les droites ZE, EH ( 3 ); angle plus petit que 
Tangle E. 



VII. 

Proposition 182. — Soient les triangles semblables ABP AEZ, 
et menons transversalement les droites AH, A0 de mani&re que 
le rectangle compris sous les droites EZ, Z0 soit au carre de la 


1. Euclide, liv. V, prop. 8, enonede p. 36, n. 6. 

2. Euclide, liv. V, prop. 10, 6nonc6e p. 36, n. 1. 

3. Euclide, liv. VI, prop. 6, 6nonc6e p. 158, n. 2. 


734 


PAPPUS d’alexandrie 


droite ZA comme le rectangle compris sous les droites Br, TH 
est au carre de la droite FA ; je dis que le triangle AH17 est aussi 
semblable au triangle A0Z. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites EZ, Z@ 
est au carre de la droite ZA comme le rectangle compris sous 
les droites Br, TH est au carre de la droite PA; mais, que le 

rapport du rectangle compris sous 
les droites Br, TH au carre de 
la droite FA se compose de celui 
que la droite Br possede avec la 
droite FA et de celui que la 
droite Hr possede avec la droite 
FA, tandis que le rapport du 
rectangle compris sous les droites EZ, Z0 au carre de la droite ZA 
se compose de celui que la droite EZ possede avec la droite ZA 
et de celui que la droite ©Z possede avec la droite ZA; rapports 
dont celui de la droite Br & la droite TA est le meme que celui 
de la droite EZ & la droite ZA, k cause de la similitude des 
triangles, il s’ensuit que le rapport restant de la droite Hr a la 
droite FA est le meme que celui de la droite ©Z a la droite ZA. 
Et ces droites sont situees autour d’angles 6gaux ; done, le 
triangle ArH est semblable au triangle AZ© ( 1 ). 

VIII. 

Proposition 183. — La demonstration au moyen du rapport 
compose etant done telle qu'elle vient d’etre exposee, demontrons 
maintenant sans faire usage du rapport compose. 

Posons d’une part le rectangle compris sous les droites Ar, TK 
equivalent au rectangle compris sous les droites Br, TH ; done. 



1 . On a par hypoth£se 


d'oii 


EZ Z 0 ST TH 

ZA VIII. * X ZA TATA 


Or, les triangles ABr, AEZ, semblables par construction, donnent (Euclide, 

BT EZ 

liv. VI, prop. 4, £nonc6e p. 27, n. 1) : p^= 2 A * ^ onc » comme le texte : 

z© i*h 

^ ; relation qui, en presence de l'dgalitd des angles T, Z entraine (Euclide, 


liv. VI, prop. 6, £nonc6e p. 158, n. 2) la similitude des triangles ATH, AZ@. 






droite Ar est a la droite TH la 
comme la droite Br est k la 
droite TK. Posons d’ autre part le 
rectangle compris sous les droites 
AZ, ZA equivalent au rectangle 
compris sous les droites EZ, Z0 ; 
done, la droite AZ est a la 



droite Z0 comme la droite EZ est a la droite ZA Or, on a sup- 
pose que le rectangle compris sous les droites EZ Z@, e’est-a-dire 
le rectangle compris sous les droites AZ, ZA, est au carr6 de la 
droite AZ, e’est-a-dire la droite AZ a la droite ZA comme le 


rectangle compris sous les droites Br, TH, e’est-a-dire le rectangle 
compris sous les droites Ar, rK, est au carr6 de la droite Ar, 
e'est-a-dire comme la droite Kr est a la droite TA. Mais, par 
similitude, la droite EZ est aussi a la droite ZA comme la droite Br 


est a la droite TA ; par consequent, la droite EZ est aussi a la 
droite ZA comme la droite Br est a la droite EK. Mais, on a 


demontre que la droite Ar est a la droite TO comme la droite Br 
est a la droite TK, et la droite AZ est a la droite Z© comme la 
droite EZ est k la droite ZA; done, la droite AZ est aussi k la 
droite Z0 comme la droite Ar est a la droite TO. Et ces droites 
sont situees autour d’ angles egaux ; done, le triangle ATO est 
semblable au triangle AZ0 ( 1 ). 

De la meme mani&re, le triangle AHB est aussi semblable 
au triangle A0E, parce que le triangle ABr est aussi semblable 
au triangle AEZ ( 2 ). 


i. On a par construction : Ar X TK = Br x TH (I), et AZ x ZA = 
EZ X Z9 (II), d'ou '■ (HI), et || = ZA (IV) - 0r> *** h yP otMse : 

ez x z© bt x th , , , az x za 

— =5 — = — — ou, en presence des relations (I) et (II): — = 

AZ Ar* * w ' AZ* 

ArxTK ... . ZA rK J EZ Br „ . _ 


ou, en presence des relations (I) et (II): = 

AZ Ar* y w ' AZ* 

Ar X TK . ZA r K ^ . , . . , . EZ BT j, , 

— =»* — ou : — - = — . Or, la similitude des triangles donne : — , d ou par 
AX* AZ Ar ^ AZ Ar * 

raison d'identit6 avec la relation pr6c6dente (Euclide, liv. V, prop. 22 , 6noncee 
E z b r 

p. 34, n. 1) : ^ = d’oii, en presence des relations (III) et (IV) on a, comme 
le texte : ^ = pg. Or, ces droites proportionnelles comprennent des angles 


egaux ; done les triangles ArH, AZ© sont semblables. 

2, Hultsch attribue cette dernidre phrase k un interpolateur (cfr. loc. cit., 
vol. II, p. 940, 1. 4). 
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IX. 

Proposition 184 . — Que le triangle ABI 1 soit semblable au 
triangle AEZ et le triangle AHB semblable au triangle AE0 ; 
je dis que le rectangle compris sous les droites EZ, Z0 est au 
carre de la droite ZA comme le rectangle compris sous les droites 
Br, PH est au carre de la droite PA. 

En effet, puisque, en raison de la similitude, 1’ angle entier A 
est egal k Tangle entier A, et Tangle compris sous les droites 

BA, AH egal a celui qui est 
compris sous les droites EA, A0, 
il s’ensuit que Tangle restant 
compris sous les droites HA, Ar 
est egal a Tangle compris sous 
^ les droites 0A, AZ. Mais, Tangle 
r est aussi egal a Tangle Z ; 
done, la droite 0Z est a la droite ZA comme la droite Hr est 
a la droite PA. Mais, la droite EZ est aussi k la droite ZA comme 
la droite BT est k la droite PA. ; done, le rapport compose est 
le meme que le rapport compost. En consequence, le rectangle 
compris sous les droites EZ, Z0 est au carre de la droite ZA comme 
le rectangle compris sous les droites Br, TH est au carre de la 
droite TA ( 1 ). 



X. 


Proposition 185 . — D'une maniere differente, sans inter- 
vention du rapport compose. 

Posons le rectangle compris sous les droites Ar, TK equivalent 
au rectangle compris sous les droites Br, TH et le rectangle com- 
pris sous les droites AZ, ZA equivalent au rectangle compris sous 
les droites EZ, Z0 ; la droite Ar sera de nouveau k la droite TH 


1. On a : BAT = EAZ et BAH = EA0, d'ou : BAT — BAH = EAZ — EA0 
ou : HAT = 0AZ. Or, ATH = AZ0 ; done : Or, on a par hypothese : 

ez Br. . ez ©z Br Hr . . , ez x ©z Br x Hr 

— — = =rr done : — X — = — x — - ou, comme le texte : — ==n — = — ===5 — . 
ZA TA ZA ZA TA TA ZA a TA a 
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comme la droite Br est a la 
droite TK; tandis que la droite 
AZ sera a la droite Z@ comme 
la droite EZ est a la droite ZA ; 
et on demontre, comme plus 
haut ( 1 ), que la droite AZ est 
a la droite Z© comme la droite 
Ar est a la droite TH. En 

consequence, la droite EZ est a la droite ZA comme la droite Br 
est a la droite TK. Mais, par raison de similitude, la droite EZ 
est aussi a la droite ZA comme la droite Br est a la droite TA ; 
done, par raison d'egalitS, la droite AZ est a la droite ZA e’est- 
a-dire que le rectangle compris sous les droites AZ, ZA, con- 
stituant le rectangle compris sous les droites EZ, Z 0 , est au carre 
de la droite ZA comme la droite KT est a la droite EA, e’est- 
a- dire comme le rectangle compris sous les droites KT, EA, 
constituant le rectangle compris sous les droites BE TH, est au 
carre de la droite Ar ; ce qu’il fallait demontrer (*). 

On demontre de la meme maniere que, si le rectangle compris 
sous les droites EZ, Z© est au carre de la droite ZA comme le 
rectangle compris sous les droites BE TH est au carre de la 
droite AE et si le triangle ABr est semblable au triangle AEZ, 
le triangle ABH est aussi semblable au triangle AE©. 


XI. 


Proposition 186. — Soient les deux triangles semblables ABE 
AEZ et menons les perpendiculaires AH, A© ; je dis que le 


1. Voir lemme IX ou proposition 184. 

2. Posons AT x TK = Br x TH (I), et AZ x ZA = EZ X Z 0 (II), d'ou : 


AT 

TH 



AZ_ EZ 
Z 0 ZA’ 


Or, on demontre comme dans la proposition precedente 


AZ 


(lemme IX ou proposition 184) que l’on a : ^ 


AT 

ra 


done : 


EZ 

ZA 


BT 

TK 


. Or, par 


E z b r 

hypothese de similitude, on a : > done (Euclide, liv. V, prop. 22, 

Z A i A 

, ZA TK . ZA X ZA TA X TK , 
enoncee p. 34, n. 1) : — = — ou : — — — s — = — ==5 — , d ou, en presence 
ZA TA ZA 2 TA 8 r 


des relations (I) et (II) on a, comme le texte : 


EZ x Z0_Br x TH 

ZA 3 Fa 8 
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rectangle compris sous les droites 
E®, ®Z est au carr6 de la droite ®A 
comme le rectangle compris sous 
les droites BH, Hr est au carr6 
de la droite AH. 

Cela est manifest e, parce que 
les choses sont semblables a celles 
qui precedent (*). 


XII. 

Proposition 187. — Que Tangle B soit egal a Tangle E et 
Tangle A plus petit que Tangle A ; je dis que la droite TB a avec 
la droite BA un rapport plus petit que celui de la droite ZE avec 
la droite EA. 

En effet, puisque Tangle A est plus petit que Tangle A, 
construisons Tangle compris sous les droites EA, AH qui lui 
soit egal. En consequence, la droite 
EH est a la droite EA comme la 
droite FB est a la droite BA ( 2 ). 

Mais, la droite EH a aussi avec 
la droite EA un rapport plus petit 
que celui de la droite ZE avec la 
droite EA ( 3 ) ; done, la droite rB 
a aussi avec la droite BA un rap- 
port plus petit que celui de la 
droite ZE avec la droite EA. Et tous les cas analogues se demontrent 
en suivant la me me marche. 



XIII. 


Proposition 188. — Que le rectangle compris sous les droites 
E®, ®Z soit au carre de la droite A® comme le rectangle compris 


E© B H 

1. On aura, comme dans le lemme IX, ou proposition 184 : = et 

ze TH ,, , E© Z© BH TH , ,,, . E0XZ0 

— = — d ou : — x — = — X — ou, comme dans 1 enonce : — —a — = 

©A AH ©A ©A AH AH ©A 8 


2. Eoclide, liv. VI, prop. 4, 6 nonc€e p. 27, n. 1. 

3. Ecclide, liv. VI, prop. 8, enoncee p. 49, n. 1. 
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sous les droites BH, Hr est au carre de la droite AH ; que la 
droite BH soit egale a la droite Hr et que la droite Hr ait avec la 
droit e HA un rapport plus petit que celui de la droite Z0 a la droite 0 A; 
je dis que la droite Z0 est plus grande que la droite 0E. 

En effet, puisque le carre de la droite TH a avec le carre de 
la droite HA un rapport plus petit que celui du carre de la 
droite Z0 avec le carre de la droite 0A, mais, que le carre de 
la droite TH equivaut au rectangle 
compris sous les droites BH, Hr, 
il s’ensuit que le rectangle compris 
sous les droites BH, Hr a avec 
le carr 6 de la droite AH un rap- 
port plus petit que celui du carre 
de la droite Z0 au carre de la 
droite 0A. Mais, on a suppose que le rectangle compris sous les 
droites E0, 0Z est au carre de la droite 0A comme le rectangle 
compris sous les droites BH, Hr est au carre de la droite AH; 
done, le rectangle compris sous les droites E0, 0Z a aussi avec 
le carrg de la droite 0A un rapport plus petit que celui du carre 
de la droite Z0 au carre de la droite 0A. En consequence, le carre 
de la droite Z0 est plus grand que le rectangle compris sous les 
droites E0, 0 Z ; de sorte que la droite Z0 est plus grande que 
la droite 0E (*). 

LEMMES RELATIFS AU LIVRE III DES CONIQUES 

I. 

Proposition 189 . — Soit la figure ABrAEZH ; que la droite 
BH soit egale a la droite Hr ; je dis que la droite EZ est parallele 
a la droite Br ( 2 ). 


A A 



Hi Z© Hp Z@ a 

1. On a par hypothese : -5-7 <—» d’ou : =—^<—=2. On a aussi par hypo- 


thec : Hr = BH, d’ou 
on a par hypothese : 


HT 

<. — , a ou : 

HA ©A HA 2 ©A 

2 = BH x Hr ; done : 

HA 5 

E 0 X Z 0 BH X Hr 

©A 2 HA 2 ©A 2 


^Z0 2 T, (• 

Ente - 

E0 X Z0 ^.Z© 2 ,, , . 

<— «, dou : 

©A 2 


Z ® 2 > E© x Z®, d’oh, comme le texte : Z© > ©E. 

2. L’ 6 nonc 6 de ce petit lemme parait etre incomplet pour autant qu’on le 
separe de la proposition VIII du livre III des Coniques d’ Apollonius (voir trad. 
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Menons par le point A la droite 0K par allele a la droite BF, 

et prolongeons les droit es BZ, 
TE jusqu’aux points K, 0. DEs 
lors, puisque la droite BH est 
egale a la droite Hr, la droite 0A 
est done aussi egale a la droite 
AK (*) ; done la droite Br est a 
la droite KA, e’est-a-dire la droite 
rZ a la droite ZA, comme la 
droite BF est a la droite 0A ( 2 ), 
e’est-a-dire comme la droite BE 
est a la droite EA. En consequence, 
la droite EZ est parallele a la 
droite Br ( 3 ). 

II. 

Proposition 190. — Soient deux triangles ABr, AEZ ayant 
les angles A, A egaux, et que le rectangle compris sous les droites 
BA, Ar soit Equivalent au rectangle compris sous les droites 
EA, AZ ; je dis que le triangle equivaut aussi au triangle. 

Menons les perpendiculaires BH, E0 ; il s’ensuit que la 
droite E0 est k la droite EA comme la droite HB est k la 



de P. Ver Eecke, p. 196), dans laqueUe le point A est le centre d’une hyperbole 
a deux branches, les droites BA, AT des demi-diametres, les droites BA, TA les 
tangentes k l'une des deux branches de la courbe et A le point de rencontre de 
ces tangentes. Au cours de la demonstration de sa proposition, Apollonius conclut 
en invoquant : i° que la droite menEe par le centre A et par le point de 
concours A des tangentes coupe en deux parties egales la droite BT qui relie les 
points de contact des tangentes ; ce qu’il a dEja demontre dans la propo- 
sition XXXIX de son livre II (voir trad. prEcitEe, p. 153) ; 2 0 que les 
triangles ZAT, EAB sont Equivalents ; ce qu’il a dEjE. dEmontrE k la propo- 
sition I du livre III (voir trad. prEcitEe, p. 189), et 3 0 que la droite EZ est 
parallEle k la droite de jonction BT des points de contact des tangentes ; ce qu’il 
ne dEmontre pas, et justifie le prEsent lemme de Pappus. 

1. Euclide, liv. VI, prop. 4, EnoncEe p. 27, n. 1. 

2. Euclide, liv. VI, prop. 7, EnoncEe p. 160, n. 5. 

3. Euclide, liv. VI, prop. 2 : « Si l'on mEne une droite parallele k un des 

cdtEs d’un triangle, cette droite coupera proportionnellement les cdtEs de ce 
triangle ; et si les cdtEs d’un triangle sont coupEs proportionnellement, la droite 
qui joindra les sections sera parallEle au cdtE restant du triangle ». Voir trad, 
de Peyrard, vol. I, p. 293. 
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droite BA; done, le rectangle compris sous les droites E0, AZ 
est aussi au rectangle compris sous les droites EA, AZ comme 
le rectangle compris sous les droites 
BH, Ar est au rectangle compris 
sous les droites BA, Ar. Or, le 
rectangle compris sous les droites 
BA, Ar equivaut au rectangle I 
compris sous les droites EA, AZ ; . 

done, le rectangle compris sous 
les droites BH, Ar equivaut aussi au rectangle compris sous les 
droites E0, AZ. Mais, le triangle ABr est la moitie du rectangle 
compris sous les droites BH, Ar, et le triangle AEZ est la moitie 
du rectangle compris sous les droites E0, AZ ; par consequent, 
le triangle ABr Equivaut au triangle AEZ (*). 

D'ailleurs, il est clair aussi que les parallelogrammes, doubles 
de ces triangles, sont equivalents. 



III. 

Proposition 191. — Soient le triangle ABr et la droite AE 


par allele a la droite Br; je 


A 



dis que le triangle ABr est au 
triangle AAE comme le carre de 
la droite AB est au carre de la 
droite AA. 

En effet, puisque le triangle 
ABr est semblable au triangle 
AAE, il s’ensuit que le triangle 
ABr a avec le triangle AAE un 
rapport double de celui de la 
droite BA a la droite AA. Mais, 
le carre de la droite BA a avec 
le carre de la droite AA un 
rapport double de celui de la 


AHB, A0E, d'ou 


1. On a par hypothese : BAT = EAZ, d’ou similitude des triangles rectangles 
E0_HB ,, , . E®xAZ_HBxAr 
EA B A’ a ° U ’ EA X AZ BA X AT' 

BA x AT = EA x AZ ; done : HB x AT = E© x AZ. Or, triangle ABr = 
J HB x Ar et triangle AEZ = E© x AZ, done : triangle ABT == triangle AEZ. 


Or, par hypothese : 
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droite BA avec la droite AA ; done, le triangle ABr est au 
triangle AAE comme le carre de la droite BA est au carre de 
la droite AA (*). 


IV. 

Proposition 192. — Que les droites AB, PA soient egales, 
et soit un point quelconque E ; je dis que le rectangle compris 
sous les droites r*E, EB excede le rectangle compris sous les 
droites TA, AB du rectangle compris sous les droites AE, EA p). 

Coupons la droite Br en deux parties egales au point Z ; le 
point Z est done aussi le point de division en deux parties egales 
de la droite AA. Et puisque le rectangle compris sous les droites 

TE, EB, conjoint ement avec le 
2 ^ b z r 2 de la droite BZ, 6quivaut 

au carre de la droite EZ ; mais, 
que le rectangle compris sous les droites AE, EA, conjointement 
avec le carre de la droite AZ, equivaut aussi au carre de la 
droite EZ, et que le carre de la droite AZ equivaut au rectangle 
compris sous les droites TA, AB conjointement avec le carre de 
la droite BZ, retranchons de part et d’ autre le carre de la 
droite BZ ; il s’ensuit que le rectangle restant compris sous les 
droites rE, EB Equivaut au rectangle compris sous les droites 
TA, AB augments du rectangle compris sous les droites AE, EA ; 
de sorte que le rectangle compris sous les droites TE, EB excede 
le rectangle compris sous les droites TA, AB du rectangle compris 
sous les droites AE, EA; ce qu’il fallait demontrer ( 1 2 3 ). 

1. On aJEucLiDE, liv. VI, prop. 19, 6 nonc 6 e p. 265, n. 1) : 

BA x BA_ BA^ tnangie aajj, 

AA X AA AA a " 

2. Ce lemme est destine k 4 claircir la fin assez concise de la demonstration 
de la proposition XXVI du livre III des Coniques d' Apollonius, relative aux 
segments decoupes par les deux branches d’une hyperbole et par les deux 
asymptotes sur une parallel e k l'axe transverse (Voir trad, de P. Ver Eecke, 
p. 229 et notes). La figure qui accompagne le petit lemme de Pappus correspond 
comme suit k la figure de la proposition d' Apollonius : la droite AA est une 
parallele k l’axe transverse comprise entre les deux branches de l'hyperbole : 
les points B, r sont les intersections de cette parallele avec les asymptotes ; le 
point Z est son intersection avec l’axe conjugue non transverse, et le point E 
est son intersection avec une parall&le quelconque a l’axe non transverse. 

3. Considerant la droite BT couple en deux parties 4 gales en Z, k laquelle 
on ajoute la droite EB, on a (Euclide, liv. II, prop. 6, enoncee p. 43, n. 3) : 
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Proposition 193. — Si le point est situe entre les points A, B, 

le rectangle compris sous les 

droites TE, EB sera inferieur de a E b z r a 
la meme aire au rectangle com- 
pris sous les droites TA, AB ; ce qui se demontre de la meme 
maniere ( 1 ). 


Proposition 194. — Mais, si le point est situe entre les 
points B, r, le rectangle compris sous les droites TE, EB sera 

inferieur au rectangle compris 

a b E z r a sous les droites AE, EA du 

rectangle compris sous les droites 
AB, BA; et ce, en suivant la meme marche p). 


V. 

Proposition 195. — Que la droite AB soit egale k la droit e BI\ 
et soient deux points A, E ; je dis que quatre fois le carre de la 
droite AB vaut deux fois le rectangle compris sous les droites 

AA, AT conjointement avec deux fois le rectangle compris sous 
les droites AE, Er et deux fois les carres des droites BA, BE ( 3 ). 

Cela est manifest e ; car, en raison de la division en deux 
parties egales, deux fois le carre de la droite AB equivaut k deux 
fois le rectangle compris sous 
les droites AA, Ar augmente de 
deux fois le carre de la droite 

AB, et deux fois le carre de la 


EF x EB 4 - BZ 2 = EZ*. Puis, considerant la droite AA coupee en deux parties 
egales, k laquelle on ajoute la droite EA, jm a de meme : AE x EA -f- AZ 2 = EZ 2 ; 
done : ET x EB + BZ 2 = AE X EA -f AZ 2 . Considerant enfin la droite BT 
couple en deux parties egales en Z, k laquelle on ajoute la droite AB, on a de 
meme: TAX AB + BZ 2 = AZ 2 ; done: Erx EB -j- BZ* = AE x EA-f-TA x AB -f- BZ* 
ou : Er X EB = AE x EA -f- TA x AB, d’ou, comme le texte : Er x EB — TA x AB= 
AE x EA. 

1. Si le point E est situS entre les points A et B, on demontrera de meme 

qu’on a la relation : TA x AB — TE x EB = AB X EA. 

2. Si le point E est situe entre les points B et r, on demontrera de meme 

qu’on a la relation : AE x EA — TE X EB = AB x BA. 

3. En d’autres termes : Soient, sur une droite Ar, la droite AB egale k la 
droite BT et deux points quelconques A, E ; il faut demontrer la relation : 
4AB 2 = 2[AA X Ar + AE X Er + BA 2 -I- BE 2 ]. 
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droite AB 6quivaut a deux fois le rectangle compris sous les 
droites AE, Ef augmente de deux fois le carre de la droite EB l 1 ). 


Proposition 196. — Que la droite AB soit egale a la 
droite TA, et soit le point E ; je dis que les carres des droites 
AE, EA valent les carres des droites BE, Er augmentes de deux 
fois le rectangle compris sous les droites AI\ TA ( 2 ). 

Coupons la droite Br en deux parties egales au point Z. Des 
lors puisque deux fois le carre de la droite AZ vaut deux fois 
le rectangle compris sous les droites Ar, TA augmente de deux 

fois le carre de la droite TZ, si 


E A B 2 T ^ 

A E B Z T A 

A B E 2 T A 


on ajoute de part et d' autre deux 
fois le carre de la droite EZ, il 
s’ensuit que deux fois le rectangle 
compris sous les droites Ar, TA, 


augments de deux fois les carres 
des droites TZ, ZE, vaut deux fois les carres des droites AZ, ZE. 
Mais, deux fois les carres des droites AZ, ZE equivaut aux carres 
des droites AE, EA ( 3 ), et deux fois les carres des droites TZ, ZE 


1. Considerant la droite AT coupee en deox parties Egales en B et in£gales 

en A, on a (Euclide, liv. II, prop. 5, 6nonc6e p. 233, n. 3, c’est-i-dire l'indentitd 
(f)* ~ M a — 6) + (b — |) 2 ) : AB 2 = AA x Ar + AB*. D’autre part, consi- 

d6rant la droite Ar coupee en parties egales en B et in6gales en E, on 

a de meme : AB* = AE x Er + E B* ; done, comme le texte, on a : 4AB* = 

2AA x Ar + 2AE x Er + 2 (ba* 4- 15 *). 

2. En d'autres termes : Si, sur la droite AA, on a AB = TA et nn point quel- 
conque E pris sur le prolongemcnt de la droite AA, on entre les points A, B, ou 
entre les points B, Z, on aura la relation : AE 2 4- EA* = BE* + Er* + 2Ar x TA. 
Ce petit lemme demontre la relation k laquelle Apollonius est amene au cours 
de la demonstration de la proposition XXIX du livre III des Coniques (voir 
trad, de P. Ver Eecke, p. 235, et p. 236 et notes). La figure qui accompagne le 
lemme correspond comme suit k la figure de la proposition d’ Apollonius : La 
droite AA est une parallele k l'axe transverse comprise entre les deux branches 
d’une hyperbole ; les points B, T sont les intersections de cette parallele avec 
les deux asymptotes ; le point Z est Intersection de la parallele avec l'axe con- 
jugue non transverse, et le point E est l’intersection de cette parallele avec une 
autre parallele k l'axe non transverse. 

3. Euclide, liv. II, prop. 10 : Si une ligne droite est couple en deux parties 
egales, et si on lui ajoute directement une droite, le carre de la droite enti&re 
avec la droite ajoutee et le carre de la droite ajoutee etant pris ensemble, sont 
doubles du carre de la moiti6 de la droite enti&re et du carre decrit avec la droite 
composee de la moitie de la droite entiere et de la droite ajoutee, comme avec 
une seule droite ». Voir trad, de Peyrard, vol. I, p. 105. 
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equivaut aux carres des droites BE, Er ; par consequent, les 
carres des droites AE, EA valent les carres des droites BE, EP 
augmentes de deux fois le rectangle compris sous les droites Ar, 
TA P). 


VII. 

Proposition 197. — Que le rectangle compris sous les droites 
BA, Ar, conjointement avec le carre de la droite TA, soit equi- 
valent au carre de la droite AA; je dis que la droite TA est egale 
a la droite AB. 

En efiet, retranchons de part et d’ autre le carre de la 
droite TA; [il s’ensuit que le rectangle restant compris sous les 
droites BA, Ar equivaut a l’excedent des carres des droites AA, Ar, 
c'est-a-dire aux rectangles compris sous les droites AA, AT et 
sous les droites Ar, PA Et puisque le rectangle compris sous 
les droites BA, Ar equivaut au rectangle compris sous les droites 
AA, Ar augments du rectangle 

compris sous les droites BA, AP ^ g ^ g 

retranchons de part et d’ autre le 

rectangle compris sous les droites AA, AT] f), il s’ensuit que le 
rectangle restant compris sous les droites AT, AB equivaut au 
rectangle compris sous les droites AP PA; done, la droite Ar 
est egale k la droite AB ; ce qu’il fallait demontrer ( 3 ). 


1. Considerant la droite A A coupee en parties egales en Z et inegales en P, 
on a (Euclide, liv. II, prop. 5, enoncee p. 233, n. 3) : AZ 2 = AT x TA +_TZ l 
d’ou : 2AZ 3 = 2Ar X TA+ 2 TZ 2 , d'ou: 2(AZ 2 4* EZ 2 ) = 2 Ar X TA+ 2 (rZ 2 4- EZ 2 ) 
Or, considerant la droite AB coupee en deux parties Egales en Z, a laquelle on 
ajoute la droite EA, en invoquant la proposition 10 du livre II d’Euclide, enoncee 
dans la note precedente, c’est-a-dire en appliquant l'identite : (a + &) 2 4- 6* = 
2 [(f) 2 + (6 + f) 2 ], on a : AE 2 4- EA 2 = 2(AZ 2 + EZ 2 ). Et, de meme, consi- 
derant la droite Br coupee en parties egales en Z, k laquelle on ajoute la 

droite EB, on a : BE 2 4* ET® = 2(Tz 2 4- EZ 2 ) ; done, comme le texte : 

AE 2 4- EA 2 = BE 2 4- ET 2 4- 2Ar X TA. 

2. Restauration due k Halley (cfr. Apollonii Pergaei Conicorum, etc., p. 155, 

11. 15-20), d'apres les conjectures de Commandin (cfr. loc. cit., p. 402, commen- 
tarius), et adoptee dans l’edition critique de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 402, 
11. 19-22). __ _ 

_3. On a par hjrpothese : BA x Ar 4 - TA 2 = AA 2 , d’ou : BA X Ar = 
AA 2 — rA 2 . Or, considerant la droite AA coupee d’une manure quelconque en T, 
on a (Euclide, liv. II, prop. 2, enoncee p. 667, n. 4) : AA 2 = AA x Ar 4 - AA x TA ; 
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VIII. 

Proposition 198. — Que le rectangle compris sous les droites 
AF FB, conjoint ement avec le carre de la droite TA, soit equi- 
valent au carre de la droite AB ; je dis que la droite AA est egale 
a la droite AB. 

Posons la droite AE egale k la droite TA; il s'ensuit que le 
rectangle compris sous les droites rB, BE, conjointement avec 
le carre de la droite AE, c’est-i-dire avec le carre de la droite TA, 

_ . _ equivaut au carre de la droite 

Ar a E b AB, c’est-a-dire au rectangle com- 

pris sous les droites Ar, FB 
conjointement avec le carre de la droite TA ; de sorte que le 
rectangle compris sous les droites rB, BE equivaut au rectangle 
compris sous les droites Ar, FB. En consequence, la droite Ar 
est egale a la droite EB. Mais, la droite TA est aussi egale a la 
droite AE ; done, la droite entiere AA est egale k la droite 
entiere AB (*). 


IX. 

Proposition 199. — Que le rectangle compris sous les droites 
BA Ar, conjointement avec le carre de la droite AB, soit de 
nouveau equivalent au carre de la droite AA; je dis que la 
droite TA est egale a la droite AB. 

Posons la droite EA egale k la droite AB. Des lors, puisque 
le rectangle compris sous les droites BA, AT, conjointement avec 
le carre de la droite AB, c’est-a-dire avec le carre de la droite EA 


done : BA X AT = AA X AT + AA X TA — TA a = AA XAT + (AA — TA) TA = 
AA X Ar + Ar X TA. Or, BA X AT = (AA 4- AB) AT = AA X AT -f AB X AT ; 
done : AA x AT -}- AB x AT = AA x AT -f* AT x TA ou, comme le texte : 
Ar x TA = AB x AT ou : TA = AB. 

i. Consid^rant la droite TE coupee en deux parties egales en A, k laquelle 
on ajoute la droite EB, on a (Euclide, liv. II, prop. 6, enonede p. 43, n. 3) : 
TB x EB + AE a = AB a ou : TB x EB + TA 2 = AB a . Or, on a par hypothese : 
Ar X TB + FA 2 = AB* ; done : rB X EB + Pa 2 = AT x TB + TA* ou : 

TB x EB = Ar x TB, d’oii : EB = Ar, d'oii : EB 4 - AE = Ar + TA ou : 
AB = AA. 
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equivaut au carre de la droite 

AA, retranchons de part et s A tab 

d' autre le rectangle compris sous 

les droites AA, Ar ; il s’ensuit que le rectangle restant compris 
sous les droites BA, Ar, c’est-a-dire le rectangle compris sous les 
droites EA, Ar, conjoint ement avec le carre de la droite EA, ce 
qui constitue le rectangle compris sous les droites rE, EA, equi- 
vaut au rectangle compris sous les droites AA, Ar (*). En conse- 
quence, la droite EA, c'est-a-dire la droite BA, est egale a la 
droite Ar ( 2 ). 


X. 

Proposition 200. — Soit la droite AB sur laquelle trois points 
r, A, E sont tels que la droite BE soit egale a la droite Er, et 
le rectangle compris sous les droites AE, EA Equivalent au carre 
de la droite Er ; je dis que la droite BA est k la droite Ar comme 
la droite BA est k la droite Ar. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites AE, EA 
equivaut au carre de la droite Er, il s’ensuit qu'en proportion, 

par conversion, en considErant 
a r Z e b deux fois les antEcEdents et 

par division, la droite BA est 
k la droite Ar comme la droite BA est a la droite Ar ( a ). 


1 . On a par hypoth£se : BA x_AT 4- AB 2 = AA*. Or, par construction : 
EA = AB ; done : BA X AT + EA 2 = AA 2 , d'ou : BA X AT — AA X AT + EA* = 
AA 2 — AA x AT ou : BA X XT + EA 2 — AA X TA, ou : EA X AT + EA 2 = 
AA X TA, ou : ET X EA = AA X TA. 


2 . La demiere expression de la note precedente donne : 


Er + TA _ AA 4- EA „ . EA 
TA EA • TA 


FA 

d'ou : TA = EA = AB. 
EA 


ET _ AA 
rA EA 


, d'oii : 


3 . On a par construction : Er 2 = AE x EA, d'oii : ^ = 

4 E A E r 1 

Er ae .. Er ae „ . 2Er 2AE .. . 2Er 


Er — EA AE — Er' 
2AE — Ar 


Er AE ,, , 2Er 2 AE 
rS = AT’ dou • Ta = AT- 


Ea-ET' d ' oil 
d’oii : 2Er ~ ra 


Ar 


E — Er' TA Ar’ TA Ar TA 

Or, par construction : BE = Er, et 2 AE == AE 4- Ar 4- TE = 


AB 4* Ar ; done, 2 — 1 T' FA = AB ^ AF ~ AF 0 u : — = 


2J 


Pappi* d’Alexandrie. — n 
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XI. 

Proposition 201. — Que le rectangle compris sous les droites 
Br, TA soit de nouveau equivalent au carre de la droite TE, et 
la droite Ar egale a la droite rE ; je dis que le rectangle compris 
sous les [droites AB, BE equivaut au rectangle compris sous] ( 1 ) 
les droites rB, BA. 

En effet, puisque le rectangle compris sous les droites Br, TA 
equivaut au carre de la droite TE, en proportion, la droite TE, 

c’est-a-dire la droite Ar, est k 
A P 2 g g la droite TA comme la droite Br 

est a la droite TE, c'est-a-dire a 
la droite TA. Et, considerant droite entiere a droite entiere, puis 
par conversion, puis en egalant aire a aire, il s’ensuit que le 
rectangle compris sous les droites AB, BE equivaut au rectangle 
compris sous les droites FB, BA ( 2 ). 

II est manifest e que le rectangle compris sous les droites AA, AE 
equivaut aussi au rectangle compris sous les droites BA, Ar ; car, 
si on retranche le carre de la droite TA de part et d’ autre dans 
l’egalite du carre de la droite TE au rectangle compris sous les 
droites Br, TA, il en est ainsi ( 3 ). 


XII. 


Proposition 202. — Menons transversalement par le meme 
point E les trois droites AEA, BEI\ ZEH sur les deux paralleles 


1. Restauration proposee d’abord par Halley (cfr. loc. cit., p. 156, 1 . 4), et 
adoptee dans l'edition de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 950, 1 . 24). 

__ TE BT 

2. On a par construction: TE* =BT x TA, d'oii: — — = . Or, on a par 


construction : 


Ar = TE ; done : 


AT_ BT 
TA AT’ 


d'ou (Euclide, liv. V, prop. 12 


enoncee 


AB 


P* 6 7 > n - l ) : rV t = 


Br 


Br 


rA + Ar Ar 


AB 

AA 


Br 

Ar 


ou 


AB 

AA 


Br 

TE' 


d’oii 


AB — AA Br— TE 


ou 


* n np 

, d’ou, comme letexte: AB x BE = BrxBA. 

BA BE 


3. On a par construction : TE 8 = BT x TA, d’oii: TE 8 — TA 2 = Br x TA — TA 8 . 
Or, la droite AE divisee en parties egales en r et inegales en A donne (Euclide, 
liv. II, prop. 5, Enoncee p. 233, n. 2) : AA x AE = TE 2 — 17 A 2 , et la droite Br 
divisee en A, donne (Euclide, liv. II, prop. 3, enoncee p. 232, n. 2) : BA X TA= 
Br x TA — TA 2 ; done, comme le texte : AA X AE = BA x TA. 
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AB, TA ; je dis que le rectangle compris sous les droites IE, EA 
est au rectangle compris sous les droites TH, HA comme le 
rectangle compris sous les droites AE, EB est au rectangle compris 
sous les droites AZ, ZB. 

La chose est manifeste au moyen du rapport compose ; car 
la droite AZ est a la droite HA comme la droite AE est a la 
droite EA; tandis que la droite ZB est 
a la droite HT comme la droite BE est 
a la droite Er, et les aires s’etablissent 
au moyen de ces rapports ; done, le 
rapport est conserve f 1 ). 

La chose est aussi manifeste de la 
mani&re suivante, sans intervention du 
rapport compost. 

En effet, puisque la droite EA est k 
la droite Er comme la droite AE est 
a la droite EB, il s’ensuit que le rectangle 
compris sous les droites AE, Er est aussi 
au carre de la droite Er comme le 
rectangle compris sous les droites AE, EB est au carre de la 
droite EB- Mais, le carre de la droite Er est aussi au carre de 
la droite TH comme le carre de la droite BE est au carr6 de la 
droite BZ; done, par raison d’egalite, le rectangle compris sous 
les droites IE, EA est au carre de la droite TH comme le rectangle 
compris sous les droites AE, EB est au carre de la droite ZB. 
Mais, le carre de la droite TH est aussi au rectangle compris sous 
les droites TH, HA comme le carre de la droite ZB est au rectangle 
compris sous les droites BZ, ZA ; done, par raison d’egalitS, le 
rectangle compris sous les droites IE, EA est au rectangle compris 



i. jjuevet, leijon donnee par Heiberg (cfr. Apollonii Pergaei quae graece exstant, 
etc., vol. II, Pappi lemmata in conicorum libros I -IV, p. 164, 1 . 25), au lieu de 
la le^on y(verat de l'edition de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 952, 1 . 13). 


A 7 AT? 

On a, en effet, par similitude de triangles : 

HA EA 


. ZB BE , 

et ht = bT' doo; 


AZ ZB. 
HA Hr 
AE X BE 
AZ X ZB‘ 


AE , BE 
EA x Er ou 


. AZ X ZB _ AE X BE 
' HA X Hr EA X Er 


, d'ob, comme l'enonce 


EA x ET 
HAxHr : 
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sous les droites TH, HA comme le rectangle compris sous les 
droit es AE, EB est au rectangle compris sous les droites AZ, ZB ( 1 ). 


LEMMES RELATIFS AU LIVRE V DES CONIQUES. 

I. 


Proposition 203. — Soit le triangle ABr et menons la perpen- 
diculaire AA; je dis que, si le rectangle compris sous les droites 
BA, Ar est equivalent au carre de la droite AA, 1' angle A est 
droit ; s’il est plus grand, 1’ angle est obtus, et s’il est plus petit. 
Tangle est aigu. 

Que le rectangle soit d’abord equivalent. II s’ensuit que les 
droites sont en proportion. Et elles sont placees autour d’ angles 
egaux; done, Tangle A est egal a Tangle situe au point A; de 
sorte que Tangle place au point A est droit ( 2 ). 

Mais, que le rectangle soit plus grand. Posons qu’il est equi- 
valent au carre de la droite AE et menons les droites de jonction 

BE, Er ; il s’ensuit que Tangle 
compris sous les droites BE, Er 
est droit. Et Tangle A est plus 
grand que cet angle ; done, 
‘ 4 * ' * *■ 8 ' * r Tangle A est obtus ( 3 ). 

Enfin, que le rectangle soit, 
au contraire, plus petit ; posons que le carre de la droite AZ lui 
est equivalent et menons les droites de jonction BZ, ZI\ L’ angle 



Ajj 

I. On a par similitude de triangles : — = — , 

ET EB 


Or, 


EF = 
TH* 
BZ 2 . 
BZ X ZA ’ 


EB* 

BZ 2 


done: 


d’oii 
TH BZ 


EA X Er AE X EB 


TH 2 

done, par raison d’egalite 


Or, = 


EA X Er AE X EB 

BZ 2 ’ HA ZA 

EA X Er AE X EB 


Er* 

d'oii: 


EB 2 

TH 2 

TH x HA : 


THXHA BZ X ZA - 


2. Soit, en premiere hypoth^se : BA x Ar = AA 2 , d'oii : d'ou 

AA Ar 

similitude des triangles BAA, AAr, d’oii similitude aussi des triangles ABA, TBA, 
d’oii : BAr = BAA = i angle droit. 

3. Soit en seconde hypoth^se : BA x AT > AA 2 . Posons : BA x Ar = EA 2 ; 

done, en vertu de la demonstration en premiere hypoth^se : BEr = 1 angle droit. 

Or, BAr > BEr ; done : BAr est obtus. 


1 
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compris sous les droites BZ, Zr sera droit. Et l'angle situe au 
point A est plus petit que cet angle ; done, l’angle A est aigu (*). 


II. 

Proposition 204. — Deux droites AB, Br 6tant donnGes de 
position ( 1 2 ) et le point A etant donne, decrire par le point A une 
hyperbole a l’egard des asymptotes ( 3 ) AB, BI\ 

Que la chose soit realisee. Le centre de l’hyperbole est done 
le point B. Menons la droite de jonction AB et prolongeons-la ; 
cette droite est done un diam&tre. Posons la droite BE 6gale a 
la droite AB ; il s’ensuit que cette 
droite est donnee ; en sorte que le 
point E, extremite du diam&tre, est 
donne. Menons du point A la per- 
pendiculaire AZ sur la droite Br ; 
il s’ensuit que le point Z est 
donne ( 4 ). Posons la droite Zr 6gale 
a la droite BZ ; done, le point V 
est donne aussi. Prolongeons la 
droite de jonction TA jusqu’au 
point A; cette droite est done don- 
n6e de position. Or, la droite AB 
est aussi donnee de position ; done, 
le point A est donne ( 5 ). Mais, le point T est donn6 aussi ; done, 
la droite Af est donnee de grandeur. De plus, la droite AA sera 



1. Soit en troisi&me hypothfcse: BA X Ar < AA*. Posons : BA x AT = AZ*; 

done BZr = 1 angle droit. Or, BAr < BZr; done : BAT est aigu. 

2. Halley (cfr. Apollonii Pergaei Conicorum, etc.) ajoute ici conjecturalement 

•scp6<; k (angles) droits, parce que la solution du probteme montre aussitdt 

que Pappus vise le cas de l'hyperbole 6quilat6re ; le cas des asymptotes faisant 
un angle quelconque a d6j& ete resolu au livre IV, proposition 33. Voir p. 214 
et notes. 

3. Tispl a(TU(jL‘rw , rou^, voir, au sujet de cette expression, p. 211, n. 2. 

4. La droite AZ est doimee de position (Euclide, Donnies, prop. 28, 6noncee 
p. 231, n. 4), et la droite BZ est donnee de grandeur (Euclide, Donnies, prop 32, 
« Si, des droites parall&les donnees de position, on m&ne une ligne droite faisant 
des angles donnes, la droite menee est donn6e de grandeur ». Voir trad, de 
Peyrard, vol. Ill, p. 349) ; done le point Z est donne. 

5. Euclide, Donnies, prop. 25, enoncee p. 214, n. 6. 
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egale a la droite AT*, parce que la droite BZ est aussi egale a la 
droite Zr (*). Que la droite AH soit le cdte droit ( 1 2 ) de la figure 
appliquee sur la droite EA; il s’ensuit que chacune des droit es 
AA, Ar est en puissance du quart du rectangle compris sous les 
droit es EA, AH. Mais, ces droit es sont aussi en puissance du quart 
du carre de la droite AT ; done, le rectangle compris sous les 
droit es EA, AH equivaut au carre de la droite AT ( 3 ). Or, le carre 
de la droite AT est donne ; done, le rectangle compris sous les 
droites EA, AH est donne aussi. Et la droite EA est donnee ; 
done, la droite HA est donnee aussi ; de sorte que le point H 
est donne. D&s lors, puisque deux droites EA, AH etablies perpen- 
diculairement entre elles dans un plan sont donnees de position; 
que, du point donn6 A, il surgit, sous Tangle des droites AA, AB, 
une hyperbole dont le diamfetre est la droite EA et le sommet 
le point A; que les droites menees d'une mani&re ordonnde dans 
Tangle donne compris sous les droites AA, AB sont en puissance 
des aires qui, appliquees suivant la droite AH, et ayant comme 
largeurs les droites que ces droites menees decoupent sur le 
diam&tre prolonge jusqu’au point A, sont excedantes de figures 
semblables a la figure comprise sous les droites EA, AH ( 4 ), il 
s'ensuit que la section ( 5 6 ) est donnee de position. 

La synthese du probleme se fera done de la maniere sui- 
vante (*) : Soient AB, BT les deux droites donnees de position, 
et soit A le point donne. Prolongeons la droite de jonction AB 
jusqu’au point E en posant la droite BE egale a cette droite. 
Menons la perpendiculaire AZ et posons la droite Zr egale a la 
droite BZ Prolongeons la droite de jonction TA jusqu’au point A ; 


1. La droite AZ est perpendiculaire k la droite Br par construction, et 
BZ * Zr ; done : AA = AT. 

2. <jp(hoL (sous-entendu irXsupa) tou itpo<; EA ei'oouc, le cdte droit de la 
figure appliquee sur (le diamdtre) EA, c’est-X-dire le cdte perpendiculaire de la 
figure rectangulaire EA x HA; expression par laquelle Apollonius designe le 
parametre. 

3. On a (Apollonius, Les Coniques, liv. II, prop. Ill, dnoncee p. 215, n. 2) : 
AA* = AT* \ EA X AH. Or, AA 2 = Ar 2 = \ AB 2 ; done, EA X AH = Ar s . 

4. Toute la phrase qui precede caracterise l’hyperbole dans les termes employes 
par Apollonius dans la proposition LIV du livre I des Coniques (Voir l'enonce 
de cette proposition p. 216, n. 2). 

5. C’est-a-dire la section conique hyperbole. 

6. Voir Apollonius, Les Coniques, liv. II, prop. IV, enoncee p. 214, n. 3. 



LIVRE VII DE LA COLLECTION 


753 


approprions ( 1 2 ) a la droite AE une droite AH, et posons le rectangle 
compris sous les droites EA, AH equivalent au carre de la droite AT. 
Enfin, decrivons 1' hyperbole autour du diam&tre AE comme nous 
l’avons dit dans 1’ analyse (*) ; je dis qu’elle satisfait au problfeme. 

En effet, puisque la droite BZ est egale a la droite Zr, la 
droite AA est done aussi egale a la droite AT. En consequence, 
le carre de chacune des droites AA, Ar est le quart du carre de 
la droite Ar, c’est-ci-dire du rectangle compris sous les droites 
EA, AH, e’est-a-dire de la figure appliquee au diametre EA. Or, 
s’il en est ainsi, il a ete demontre dans le second livre ( 3 ) que les 
droites AB, Br sont les asymptotes de 1' hyperbole ( 4 ). 

ni. 

Proposition 205. — Soient la droite AB donnee de position 
et le point T donne. Menons transversalement une droite Br ; 
posons la droite donnee BA ( 5 6 7 8 ), et elevons la perpendiculaire AE ; 
je dis que le point E est lie a l'hyperbole (*) qui passe par le 
point r. 

Menons la perpendiculaire FZ [et posons la droite ZA egale 
a la droite BA] (*) ; il s’ensuit que le point A est donne (®). Elevons 
la perpendiculaire AH ; la droite AH qui rencontre au point H 
la droite Br prolongee est done donnee de position ( 9 ). En conse- 
quence, les droites BA, AH etant donnees de position, et le point F 
etant donne, l’hyperbole decrite ( 10 ) a l'egard des asymptotes HA, 
AB passera aussi par le point E, parce que la droite Br est egale 


1. Sous-entendu itso? op8&$, e’est-i-dire approprions (& angles droits) sur AE 
une droite AH de longueur telle que l'on ait EA x AH = AT*. 

2. C'est-i-dire dans la premiere partie analytique de la solution. 

3. C’est-i-dire dans le livre II des Coniques d’ Apollonius. 

4. Apollonius, Les Coniques, liv. II, prop. I, Snoncee p. 217, n. 6. 

5. C’est-i-dire posons la droite BA egale k une droite 0 donnee de grandeur. 

6. Le texte porte ici Interpolation : Qeoti xwvou Toaii?, (lie k) la section de 
edne (donnee) de position (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Il, p. 958, 1. 18). 

7. Restauration de Commandin (cfr. loc. cit., p. 408, 1. 24). 

8. La droite TZ est donnee (Euclide, Donnees, prop. 30, enoncee p. 229, n. 2) 
et (Euclide, ibidem, prop. 25, enoncee p. 214, n. 6), le point Z est donne ; done 
(Euclide, ibidem, prop. 27, Enoncee p. 24, n. 2), le point A est donne. 

9. Euclide, Donnees, prop. 29, Enoncee p. 198, n. 4. 

10. Sous-entendu : 81a too T, par le (point) T. 
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a la droite EH (puisque la droite 
entiere [BE] (*) est aussi egale [a la 
droite Hr]) ( 1 2 ) ( 3 ), et cette hyperbole 
sera etablie conformement a ce 
qui a ete expose precedemment ( 4 ). 

La synthase se fera de la ma- 
nure suivante : Soit AB la droite 
donnee de position ; soit T le point 
donne, et soit B17 la droite menee transversalement. Soit donnee la 
droite © a laqnelle, ayant mene la perpendiculaire TZ, la droite ZA 
soit egale ; elevons la perpendiculaire AH, et qu’elle rencontre la 
droite Br au point H. Enfin, decrivons par le point donne F 
rhyperbole a l’egard des asymptotes HA, AB. Je dis qu’elle satis- 
fait au probleme, c’est-a-dire que, si l’on mene une perpendi- 
culaire EA, la droite BA devient egale a la droite 0. Or, cela 
est manifest e a cause des asymptotes ; car, la droite EH est egale 
a la droite rB ; de sorte que la droite AA est aussi egale a la 
droite ZB ; par consequent, la droite entiere AZ, c’est-a-dire la 
droite ©, est egale a la droite BA. 

IV. 

Proposition 206. — Que le carre de la droite BA soit au carr6 
de la droite AT comme la droite BA est k la droite Ar ; je dis 
que la droite AA est la moyenne proportionnelle des droit es BA, Ar. 

Posons la droite AE egale a la droite FA ; il s’ensuit que, par 
division, le rectangle compris sous les droites IB, BE est au carre 
de la droite EA comme la droite 

Br est k la droite FA, c’est- 2 f 2 e b 

a-dire comme le rectangle com- 
pris sous les droites IB, BE est au rectangle compris sous les 
droites AF EB. En consequence, le rectangle compris sous les 
droites AF EB equivaut au carre de la droite AE, c’est-a-dire 


1. et 2. Restaurations dues k Commandin (cfr. loc. cit., p. 408, 1 . 10). 

3. 0 |i a par construction : ZA =* BA, d’oix : TH = BE, d'ou TH — ET = 

BE — Er ou : HE = TB. 

4. C’est-a-dire que l’hjqjerbole sera donnee en raisonnant comme dans la 
partie analytique du lemme III ou proposition 204. 
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au rectangle compris sous les droites TA, AE. Par proportion et 
composition, la droite AA est a la droite Ar comme la droite BA 
est a la droite AE, c’est-a-dire a la droite Ar; par consequent,, 
considerant droite entiere a droite entiere, la droite AA est a la 
droite Ar comme la droite BA est a la droite AA ; en sorte que 
la droite AA est la moyenne proportionnelle des droites BA, Ar ( 1 ). 

V. 

Proposition 207. — Que le rectangle compris sous les droites 
AB, Br soit equivalent a deux fois le carre de la droite Ar; je 
dis que la droite Ar est egale a la droite rB. 

Posons la droite AA 6gale a la droite Ar ; le rectangle compris 
sous les droites TA, AA sera done Equivalent au rectangle compris 
sous les droites AB, Br ; et, en 

presence d’un meme rectangle, la ^ A p B 
droite AA, c’est-a-dire la droite Ar, 
est done egale a la droite rB ( 2 ). 

VI. 

Proposition 208. — Decrivons les hyperboles AZ [HE] (®) a 
l’egard des memes asymptotes AB, Br; je dis qu’elles ne se 
rencontrent pas. 


1. On a par hypothese: 



BA ,, . 

-a r' dou * 


BA* — AT* 

AT 2 


BA — AT TB n 
“AT ‘Af ° r ' 


on a par construction : EA = AT, et la droite TE, divisee en parties Sgales 
en A, a laquelle on ajoute la droite EB, donne (Euclide, liv. II, prop. 6, 
Snoncee p. 43, n. 3) : BA 2 — Ar* = TB x BE ; done, comme le texte : 


TB x BE 
EA 2 


TB_ TB x BE 
AT - AT X BE’ 


d’ou : EA 2 = A r X BE ou : TA x EA = AT X BE„ 


d’oii 


TA _ BE 
AT EA’ 

AA _ AA -f- AB _ AB 
AT 

2 . 


d'oh 


TA + AT BE + EA 


Ar 


d’oii : AA 2 = AB 


EA 

X Ar. 


OU 


AA 

Ar : 


AB 

EA 


AB 

TA’ 


d’oii 


AT + TA AA’ _____ 

On a par hypothese : AB x Br — 2 A r 2 . O r, on a par construction : 
AA = Ar, d’ou : 2 AA x AA = TA x AA = 2 Ar* ; done, comme le texte : 
rA X AA = AB x Br, d’oii : TA x AA + AA X Br = AB x Br + AA X BF 
ou : (rA + Br) AA = (AB + AA) Br ou : AB x AA = AB x BT, d’ou : AA = BT 
ou : Ar sa* Br. 


3. Correction de Hultsch ; les manuscrits donnant par erreur AE. La figure 
qui accompagne le texte de Hultsch, et que nous reproduisons dans notre 
traduction, retablit d’ailleurs aussi l’hyperbole HE qui manque dans la figure- 
des divers manuscrits (cfr. loc. cit., vol. II, p. 963, 1 . 1). 
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En effet, qu'elles se rencontrent au point A, s'il se peut, et 
menons transversalement du point A la droit e AAEZr sur les 
sections f 1 ). D&s lors, en raison de la section AZ, la droite AA est 

egale a la droite ZI\ et, en raison 
de la section AE, la droite AA 
est egale & la droite E17 ( 2 ) ; de 
sorte que la droite TZ est egale 
a la droite TE ; ce qui est impos- 
sible. En consequence, les sections 
ne se rencontrent pas, 

Je dis, en outre, que les 
sections prolongees a l’infini, se 
rapprochent davantage l'une de 
T autre, et en arriventa une distance 
continuellement plus petite ( 3 ). 

En effet, menons encore une autre droite 0K ( 4 ), et soit le 

diam&tre ( 5 6 ), dont l’extremite est le point M («) 

Des lors, le cote transverse ( 7 ) sera au cote droit ( 8 ) comme le 
rectangle compris sous les droites MA, AN est au carre de la 
droite AE, et le c6te transverse sera au cote droit comme le 



1. C’est-i-dire sur les sections coniques hyperboles. 

2. Apollonius, Les Coniques, liv. II, prop. VIII : « Lorsqu'une droite 
rencontre une hyperbole en deux points, et qu'on la prolonge de part et d'autre, 
elle rencontrera les asymptotes ; tandis que les droites qui en sont decoupees 
k partir de la section jusqu’aux asymptotes seront egales ». Voir trad, de Paul 
Ver Eecke, p. 124. 

3. La seconde partie de cette demonstration est lacuneuse et fortement alteree ; 
elle n'appartient probablement pas k Pappus. 

4. Le texte dit simplement fexipa r\ ©K. D’apr&s Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, 
p. 962, 1. 12), qui suit en cela Commandin (cfr. loc. cit., p. 410, 1. 1), il faut sous- 
entendre ici le mot eutieix, et interpreter : a une autre (droite) ©K », contrairement 
k 1' opinion de Halley qui a sous-entendu le mot ti7csp[3oA^, hyperbole, et a traduit : 
« Ducatur enim alia hyperbola ©NK » (Voir premier folio non numerote precedant 
le livre V dans son edition des Coniques d’ Apollonius). 

5. Lacune dans tous les manuscrits, non comblee conjecturalement par Hultsch, 
dont la version latine seule propose de dire : « sitque (hyperbolae EE) diametrus 
(NM) », c’est-i-dire : soit le diam^tre (NM) de (l'hyperbole EE). (Cfr. loc . cit., 
vol. II, p. 963, 1. 17). 

6 . Lacune non combine conjecturalement par Hultsch, mais que Halley a 
propose de combler par les mots : Ittco xai rr,? AIIZ Siapiexpo? IIH, c’est- 
A-dire : soit aussi IIH le diam^tre de (l'hyperbole) AIIZ. 

7. C'est-i-dire le diam&tre transverse MN. 

8. C>st-k-dire le param&tre correspondant au diametre transverse considere. 
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rectangle compris sons les droites HO, Oil 
est au carre de la droite OP (*) ; de sorte 
que le rectangle compris sous les droites 
HO, On est au carre de la droite OP 
comme le rectangle compris sous les droites 
MA, AN est au carre de la droite AS, et 
permutons (2). Or, le rectangle compris 
sous les droites MA, AN est plus grand 
que le rectangle compris sous les droites 
HO, OH; done, la droite SZ est plus 
grande que la droite 02 ( 3 ). Or, en raison 
des sections, le rectangle compris sous 
les droites Z3, SA equivaut au rectangle 



compris sous les droites 20, 0P; done, la droite SA est plus 


1. Apollonius, Les Contques, liv. I, prop. XXI : « Si, dans l’hyperbole, dans 
F ellipse, ou dans la circonference de cerde, l'on am&ne des droites d’une mani&re 
ordonnee sur le diam^tre, leurs carr£s seront aux aires d 61 imit 6 es sous les droites 
qu’elles decoupent, k partir des extr6mit6s du c6t6 transverse de la figure, comme 
le cdt6 droit de la figure est au cdte transverse ; et ils seront entre eux comme 
les aires ddimitees sous les droites decoupees comme nous venons de le dire ». 
Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 43. 

2. La proposition d' Apollonius enonc6e dans la note precMente donne pour 

l’hyperbole SNE : dioptre transverse MN^MA x AN (I)> ^ 

parametre correspondant As* 

bole anz : diambtre transverse HE ^ HOx On (n) ce3 deax hyperbole3 
parametre correspondant OP 

semblables donnent (Apollonius, Les Contques, liv. VI, prop. XII : « Si les 
figures construites sur les axes d'hyperboles ou d’ellipses sont semblables, ces 
sections seront aussi semblables ; et si ces sections sont semblables, les figures 
construites sur les axes sont semblables ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 493) : 
rectangle diam. MN X parametre de MN semblable k rectangle diam. HII x para- 
> . tjtt . diametre HII diam6tre MN ,, , 

parametre correspondant parametre correspondant 

en presence des relations (I) et (II), on a : ^ et, par per- 


... A2 MA X AN 

mutation, comme le texte : — r,= . 

OP^ HO X on 

3. La droite MN divisee en deux parties egales en B, k laquelle on ajoute 
la droite NA donne (Euclide, liv. II, prop. 6, enoncee p. 43, n. 3) : 
MA x AN ass BA 2 — BN 2 ; et, de meme, la droite Hn divisee en deux parties 
egales en B, & laquelle on ajoute la droite no, donne : HO x OH =* BO 2 — BH 2 . 
Or, BA > BO et BN .< Bn ; done : BA 2 — BN 2 > BO 2 — BH*, d’oil, comme 
le texte : MA x AN > HO x On, d'ou, en presence de la demi^re relation 
de la note precedente : AS 2 > OP 2 , d'ou : AH > OP, relation inutilement 
demontree, probablement par nn interpolateur, pour conclure que SZ > OS ; 
car AS >■ ® O, et AZ > OS, d'ou : AS + AZ > 80 -f OSi ou: SZ > 8L 
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petite que la droite 0 P (*) ; de sorte que les sections en arrivent 
a des distances continuellement plus petit es. [Mais, elles seront 
aussi adjacentes ( 1 2 ) ; car si chacune d’ elles arrive plus pres des 
asymptotes, il est clair qu’il en est de meme entre elles] ( 3 ). 


VII. 

Proposition 209 . — Que la droite AE soit a la droite EZ 
comme la droite AB est a la droite BI\ et la droite EA a la 
droite A0 comme la droite BA est a la droite AH ; je dis que 
le cube de la droite AH, conjointement avec le cube ayant avec 
le cube de la droite HB le meme rapport que celui du carre de 
la droite Ar au carre de la droite rB, est au cube de la droite A0, 
conjointement avec le cube ayant avec le cube de la droite 0E 
le meme rapport que celui du carre de la droite AZ au carre de 
la droite ZE, comme le solide ayant comme base le carre de la 
droite Ar et comme hauteur la droite AB est au solide ayant 
comme base le carre de la droite AZ et comme hauteur la 
droite AE ( 4 ). 


1. La demonstration ddcoule de la proposition X du livre II des Coniques 
d’Apollonius, dnoncee : « Lorsqu'une droite qui coupe une section rencontre 
chacune des asymptotes, le rectangle d 61 imite sous les droites d£coup£es entre les 
asymptotes et la section, £quivaut au quart de la figure qu’on obtient surle 
diametre qui coupe en deux parties 6gales les droites amen£es parall&lement k la 
droite menee ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 125. 

En effet, si 0', K' sont les points oil la s^cante @K rencontre les asymptotes, 
l’hyperbole AIIZ donne : 0P' X PK' = AA X AT (I), et I'hyperbole ENE donne: 
0'0 X 0K' = AE x Er (II). Or, en raison de l’egaiite des segments 0'P et 2K\ 
en vertu de la proposition 193 (voir p. 743), on a: 0'P x PK' = K'0 x 0©' + 
20 x 0P, et, de meme pour la droite AEAZT sur laquelle les segments AS, Er 
sont egaux, on a : AA x AT = AE x ST + ZS X SA ; done, d’apres (I) on a : 
K'0 x ©0' + 20 x 0P — AS x ST + ZE x EA, d’oii, d’apr&s (II), il vient, comme 
le texte: 20 x 0P x ZE x EA. Or on a d£montr£ plus haut qu'on a: ZE > 20 ; 
done, comme le texte: EA<0P. 

2. C’est-a-dire adjacentes aussi loin qu'on les prolonge. 

3. La phrase mise entre crochets est consid£r£e par Hultsch comme ayant 

et£ interpolee (cfr. loc. tit., vol. II, p. 964, 1 . 1). 


4. Get enonce, un peu complique, s'exprime done : 

AT 2 x AB 
AZ* X AE* 


AH 3 + HB 3 X 


A0 3 + 0E 3 X 


Ar 3 

rB 2 


ZE 3 
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En effet, puisque la droit e ZA est a la droite AE comme la 
droite TA est a la droite AB, il s’ensuit que le carre de la 
droite ZA est aussi au carre de la droite AE comme le carre de 

la droite TA est au carre de la 

droite AB. Mais, le solide ayant ah b r 

comme base le carre de la ^ J % 

droite Ar et comme hauteur la 

droite AB est au cube de la droite AB comme le carre de la 
droite TA est au carre de la droite AB (la droite AB etant 
la hauteur commune) ; tandis que le solide ayant comme base 
le carre de la droite AZ et comme hauteur la droite AE est au 
cube de la droite AE comme le carre de la droite ZA est au carre 
de la droite AE (la droite EA etant la hauteur commune) ; done, 
on a cela en proportion et en permutation (*). Or, le cube de la 
droite AH est aussi au cube de la droite A0, et le cube de la 
droite HB au cube de la droite ©E, comme le cube de la droite AB 
est au cube de la droite AE ( 2 ). Mais, le cube ayant avec le cube 
de la droite HB le rapport du carre de la droite Ar au carre de 
la droite EB est au cube ayant avec le cube de la droite ©E le 
rapport du carre de la droite AZ au carre de la droite ZE [comme 
le cube de la droite HB est au cube de la droite ©E] ( 3 ) ; done, 
tous les antecedents sont a tous les consequents comme un ante- 
cedent est a un consequent. Des lors, le cube de la droite AH, 
conjoint ement avec le cube ayant avec le cube de la droite HB 
le rapport du carre de la droite Ar au carre de la droite Br, est 


AE AB 

i. On a par hypothese : 


. EZ Br 
— . d ou : — s$ — , 
Br’ AE AB' 


EZ + AE 


Br + AB , , , ZA TA , 

— ou, comme le texte : —— = — , d 


AB 

ZA 2 et TA 2 X AB 
AE* 

AB 3 _ 

AE 3 ZA 2 X AE 


AB 3 

rA 2 X AB 


= ; done 

AB 3 


AE AB' 
ZA^XAE 
AE 3 


ou 


TA 2 X AB 



AB 3 


’, d’ou, par permutation : 


2. On a par hypothese : ^ = ^ 5 , d’ou : 


AB 


A0 

AH 3 AB 3 ^ AH AB 

——5 = j. Or, on a : — = 

A« 3 EA 3 A0 EA 


AH 

AH 


A0 EA 


, d’oii, comme le texte : 


HB ,, , AH 3 HB 3 . , 

= — d ou : — - = — ^ ; done, comme 

A0 ©E A0 3 0E 3 


le texte : 


HB 3 


_ AB 3 
0E 3 EA 3 

3. Restauration de Commandin (cfr. loc. cit., p. 413, commentarius, 1 . 51). 
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au cube de la droite A©, conjoint ement avec le cube ayant avec 
le cube de la droite 0E le rapport du carr£ de la droite AZ au 
carre de la droite EZ, comme le solide ayant comme base le carre 
de la droite Ar et comme hauteur la droite AB est au solide 
ayant comme base le carre de la droite AZ et comme hauteur 
la droite AE Q). 


VIII. 


Proposition 210. — Que la grandeur A, conjoint ement avec 
la grandeur B, soit egale a la grandeur T conjoint ement avec la 
grandeur A; je dis que la grandeur A excede la grandeur B de 
ce que la grandeur A excede la grandeur I\ 

En effet, soit E la grandeur dont la grandeur A excede la 
grandeur T ; il s’ensuit que la grandeur A equivaut aux 

grandeurs T, E. Ajoutons de 

A 3 part et d’ autre la grandeur B ; 

il s’ensuit que les grandeurs A, B 

r ^ valent les grandeurs I\ E, B. 

Mais, on a suppose que les gran- 

deurs A, B valent les grandeurs 

r, A ; done, les grandeurs T, A 
valent les grandeurs T, E, B. Retranchons de part et d’ autre la 


1. La relation d’hypoth^se : = donne : F 


__ uu* v 

A z _Ar ,, , . az 2 Ar J . , ... Br 2 hb 3 ,, . 

EZ-BT- d0U • EZ 5 = BT s:d0nC,0n P *" 4 : ~ d “ 

wE3x w _ : 

HB J X 

presence des deux demieres relations de la note 2, page 759 : 2 — 

Tu3 4. HR3 y A-P* ©E 3 X 

AH 3 _AB 3 ,, , AH +HB x_ 2 _3 

A© 3 ~ AE 3 ’ ^ ou ' ZZ Xt 3 = TP’ d °^» en presence de la demiere 

5B ‘ + « ,,x Sa 

relation de la note 1, page 759, il vient, comme le texte : ==* — 

_ A© 3 + ©! 3 X 

r A 2 X AB AZ 

ZA 3 X AE* 
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grandeur T ; il s'ensuit que la grandeur restante A vaut les 
grandeurs B, E ; de sorte que la grandeur A exc&de la grandeur B 
de la grandeur E. En consequence, la grandeur A excede la 
grandeur B de ce que la grandeur A exc&de la grandeur I\ 

On demontrera de la meme maniere que, si la grandeur A 
exc&de la grandeur B de ce que la grandeur A exc&de la grandeur 
les grandeurs A, B sont egales aux grandeurs T, A (*). 


IX. 

Proposition 211. — Soient deux grandeurs AB, Br*; je dis 
que la grandeur ayant un certain rapport avec la grandeur AB 
exc&de la grandeur ayant meme rapport avec la grandeur AT de 
la grandeur ayant meme rapport avec la grandeur FB ( 1 2 * * * * ). 

En effet, soit AE la grandeur ayant un certain rapport avec 
la grandeur AB et AZ la grandeur ayant meme rapport avec la 
grandeur Ar ; il s’ensuit que la 
grandeur restante EZ est celle qui 
a meme rapport avec la grandeur 
restante Br. Et la grandeur EZ 
est l’excedent dont la grandeur AE 
surpasse la grandeur AZ, c’est-a-dire l’excedent dont la grandeur 
ayant un certain rapport avec la grandeur AB surpasse la grandeur 
ayant meme rapport avec la grandeur Ar ( 8 ). 


B 


X. 


Proposition 212. — Que la grandeur A exc&de la grandeur T 
d’une grandeur plus petite que celle dont la grandeur A exckde 
la grandeur B ; je dis que les grandeurs A, B sont plus petit es 
que les grandeurs T, A. 


1 . En notations usuelles, posons : E = A — r, d’ou : A = T + E, d’ou : 

A + B = r-f-E + B. Or, on a par hypoth^se : A 4- B = T -j- A ; done : 

r + A = T-f E-j-B ou : A=E-j-B ; done : E = A — B ; done : A — r = A — B. 

On demontrera de meme que, si A — T = A — B, on a : A + B = A + r. 

x y z 

on a : x — y = z. 


AJg6briquement, si l’on pose : = ^ 

A Jd Ai i B 


3- Soit 


AE AZ . AE_AE — AZ 

AB — AT’ a ° U ' AB AB — Ar : 


ZE 

Br' 
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En effet, soit E la grandeur dont la grandeur A excede la 
grandeur T ; il s’ensuit que les grandeurs A, B valent les 

grandeurs T, E, B. Or, puisque 

A la grandeur A excede la gran- 

r E deur T d’une grandeur plus 

. . petite que celle dont la gran- 

B deur A excede la grandeur B, 

et que la grandeur A excede 

, ^ , la grandeur T de la grandeur E, 

il s’ensuit que la grandeur E 
est plus petite que l’excedent des grandeurs A, B ; de sorte que 
les grandeurs E, B sont plus petites que la grandeur A. Ajoutons 
de part et d’ autre la grandeur T, il s’ensuit que les grandeurs 
r, E, B sont plus petites que les grandeurs T. A. Mais, on a 
d6montr6 que les grandeurs T, E, B valent les grandeurs A, B ; 
done, les grandeurs A, B sont plus petites que les grandeurs T, A ( 1 ). 


LEMMES POUR LE LIVRE VI DES CONIQUES. 

I. 

Proposition 213. — Soient deux triangles obtusangles ABr, 
AEZ ayant les angles T, Z obtus et les angles aigus A, A egaux, 
Menons les droites PH, Z0 perpendiculaires aux droites Br, EZ, 
et que le rectangle compris sous les droites EA, A0 soit au carre 
de la droite AZ comme le rectangle compris sous les droites 
BA, AH est au carre de la droite Ar ; je dis que le triangle ABr 
est semblable au triangle AEZ. 

En effet, d&rivons des demi-cercles sur les droites HB, E0; 
ils passeront done par les points T, Z ( 2 3 * ). [Qu'ils y passent, et 
que ce soient les demi-cercles HrB, EZ0] ( 8 ). Les droites Ar, AZ 


1. Posons : E = A — T, d’ou : A = T + E, d’oh : A-t-B = r + E-fB (I). 
Or, pax hypoth£se :A — V < A — B ou : E < A — B, d'ou : E + B < A, d'ou : 
r + E + B<r + A, d’oii, en presence de la relation (I), on a, comme le texte : 
A -j- B < r -j- A. 

2. Euclide, liv. Ill, prop. 31, 4 noncee p. 54, n. 1. 

3. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme ayant 

ete interpolee (cfr. loc. cit., vol. II, p. 968, 1 . 21). 



LIVRE VII DE LA COLLECTION 


763 


sont done tangent es ou non aux 
demi-cerdes. Siellessonttangentes, 
il est evident que les triangles ABI\ 

AEZ sont semblables ; car, si nous 
prenons les centres M, N, et menons les droit es de jonction Mr, NZ, 
les angles compris sous les droites Mr, TA et sous les droites NZ, 
ZA seront droits ( 1 ). Et les angles A, A sont egaux ; done, 
1’ angle compris sous les droites AM, Mr est 6gal k Tangle compris 
sous les droites AN, NZ. Et les moities de ces angles sont aussi 
6gales ; done. Tangle B est aussi egal a Tangle E. Mais, Tangle A 
est aussi egal a Tangle A ; par consequent, les triangles sont sem- 
blables ( 2 ). 

Mais, que les droites ne soient pas tangent es ; qu’elles coupent 
les demi-cercles en des points K, A et menons les perpendiculaires 



AH M BA# N E 





ME, NO. Des lors, la droite KE est egale a la droite Sr et la 
droite AO 4gale a la droite OZ. Or, le triangle AME est semblable 
au triangle ANO ; done, la droite OA est k la droite AN comme 
la droite EA est a la droite AM. Mais, puisque le rectangle com- 


1. Euclide, liv. Ill, prop. 18, enonede p. 142, n. 2. 

2. On a par hypoth£se : angle A = angle A. Or, Mr A = NZA = 1 angle 
droit ; done : AMr = ANZ. Or, TBM = £ AMr et ZEN = £ ANZ ; done : 
TBM =s ZEN, d’oii similitude des triangles ABr, AEZ. 
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pris sous les droites EA, A0 est au carre de la droite AZ comme le 
rectangle compris sous les droites BA, AH est au carre de la droite Ar, 
il s’ensuit que le rectangle compris sous les droites AA, AZ est au 
carr6 de la droite AZ, c’est-a-dire que la droite AA est a la 
droite AZ, comme le rectangle compris sous les droites KA, AP 
est au carr6 de la droite Ar, c’est-a-dire comme la droite KA 
est a la droite AP; en sorte que la droite OA est aussi a la 
droite AZ comme la droite SA est k la droite AP Mais, la 
droite OA est aussi a la droite AN comme la droite SA est a la 
droite AM [a cause de la similitude des triangles] ( x ) ; done, par 
raison d’6galit6, la droite ZA est a la droite AN comme la droite PA 
est a la droite AM. Et ces droites proportionnelles sont situees 
autour d' angles egaux A, A; done, Tangle compris sous les droites 
AM, Mr est egal k Tangle compris sous les droites AN, NZ. Et les 
moities de ces angles sont egales ; done. Tangle B est egal a Tangle E. 
Mais, par hypothese, Tangle A est aussi egal a Tangle A ; par 
consequent, le triangle ABr est semblable au triangle AEZ ( 2 ). 

Au reste, la reciproque du lemme est manifeste. Le triangle 
ABr etant semblable au triangle AEZ, et les angles compris sous 
les droites BP TH et sous les droites EZ, Z© etant droits, il faut 
demontrer que le rectangle compris sous les droites EA, A© est 
au carr6 de la droite AZ comme le rectangle compris sous les 
droites BA, AH est au carrg de la droite AP 

En effet, en raison de la similitude des triangles, la droite EA 
est a la droite AZ comme la droite BA est a la droite AP et la 


1. La phrase mise entre crochets est consideree par Hultsch comme une 
interpolation (cfr. loc. cit., vol. II, p. 972, 1 . 14). 

2 . On a par hypothese : SAM = OAN (I) et, par construction : KE = Sr 
et AO= OZ, d'ou similitude des triangles AMS, ANO, d’oii, comme le texte : 

— = (II)- D'autre part, on a par hypothese: EA Or, 

AN AM r r jy AZ 2 Ar* 

AA X AZ KA X Ar 


AA X AZ = EA x A0 et KA X Ar = BA x AH ; done : 


AZ a 


Ar* 


ou 


AA _ KA 
AZ Ar' 
OA EA 


d’oii 


AA + AZ _ KA + Ar . 2AA + 2A0_2KA + 2KS 
AZ Ar 0U • AZ Ar 


ou : d’ou, par raison d'egalitd avec la relation (II) : ^ , d'ou, 

en presence de la relation (I), les triangles ANZ, AMr sont semblables, d’oii : 

AMr = ANZ. Or, AMT = 2 ABr et ANZ = 2 AEZ ; done : ABT = AEZ, d’oii 
similitude des triangles ABr, AEZ. 
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droite 0A est a la droite AZ comme la droite HA est a la 

droite Ar, et considerons le rapport compose P). — — — v 

’ T £ 

A* 

11 . is 


Proposition 214. — Soient, sur les droite^ AB, TA, den* 
segments semblables plus grands que le demi-cerclq^^i^pft^es 
perpendiculaires EZH, 0KA, et que la droite ©AT^solf a la 
droite AK comme la droite EH est a la droite HZ. II faut 
d4montrer que l’arc BZ est semblable a l’arc AK. 

Prenons les centres M, N ; menons les perpendiculaires MS, MO, 
Nil, NP, et menons les droites de jonction MB, NA; il s’ensuit 
que 1’ angle compris sous les droites OM, MB est 4gal a Tangle 
compris sous les droites PN, NA 
(car les angles sont 4gaux dans 

les segments ; de sorte que les / V ^ ^ 

moiti4s sont aussi egales). Et les / * \ f jf 

angles 0, P sont droits ; done, \ J ( ) 

Tangle compris sous les droites \ V 

MB, BO est egal a Tangle com- a 0 bh r i 
pris sous les droites NA, AP. 

Menons les droites Z2, KT par alleles aux droites AB, TA, et 
menons les droites de jonction MZ, NK; il s’ensuit que Tangle 
compris sous les droites MS, SZ est aussi 4gal a Tangle compris 
sous les droites NT, TK ( 1 2 ). Or, puisque la droite 0A est 
a la droite AK comme la droite EH est k la droite HZ, la 
droite nA est done a la droite AK comme la droite EH est 
a la droite HZ ; de sorte que la droite All est k la droite Kn, 
e’est-a-dire la droite AN k la droite NT, [e’est-a-dire la droite KN 


1. On a, par similitude de triangles : = et = d’ou : 

H/j A1 AZi A1 


EA ©A BA AH . . . . 

— X — — = — — X — ou, comme le texte : 
AZ AZ Ar Ar 


EA X 0 A BA X AH 


AZ AZ Ar Ar AZ* Ar* 

2. Les segments de cercles etant semblables par hypoth&se, les angles aux 

centres AMB, TNA sont done egaux, d’oii, considerant les moities : OMB = 

PNA, d'ou similitude des triangles MOB, NPA, d’ou : MBO = NAP, d’oii : 

BSZ = ATK, d'ou, comme le texte : MSZ = NT K. 
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a la droite NT] (*), comme la droite HE est a la droite EZ, 
c’est-a-dire comme la droite MB est a la droite M2, c’est-a-dire 
comme la droite ZM est a la droite M2. Et les angles compris 
sous les droit es M2, 2Z et sous les droit es NT, TK sont egaux ; 
tandis que les angles compris sous les droites MZ, Z2 et sous 
les droites NK, KT sont aigus ; done, Tangle compris sous les 
droites 2M, MZ est 6gal k Tangle compris sous les droites TN, 
NK. En consequence, l’arc BZ est semblable a l’arc AK ( 2 ). 


III. 

Proposition 215. — Soient deux triangles ABT, AEZ ayant 
les angles T, Z droits ; menons les droites AH, A0 sous les angles 
egaux compris sous les droites BA, AH et sous les droites EA, A0, 
et que le rectangle compris sous les droites EZ, Z0 soit au carre 
de la droite ZA comme le rectangle compris sous les droites BT, TH 
est au carre de la droite AT ; je dis que le triangle ABT est 
semblable [au triangle AEZ] ( 8 ). 

En effet, d^crivons autour des triangles ABH, AE0 les 
segments de cercles BHA E0A. [Ils sont semblables] ( 4 ). Les 
droites AT, AZ sont done tangent es ou non aux segments. Qu’elles 

soient d’abord tangentes. Dfcs 
lors, le rectangle compris sous 
les droites BI\ TH equivaut 
au carre de la droite AT, e’est- 



1. Restauration de Commandin (cfr. he. cit., p. 419, 1 . 3). 

©A + AK EH+HZ 
HZ 


2. On a par hypoth^se 


©A EH .. , 

ak”hz’ doa 


2(nK + AK) 
AK 


2(SZ + HZ) 


comme le texte 
comme le texte : 


HZ 

HA 


ou 


nA 

AK 




AK 

HA 


ou 


EH 


_ SH Q AN _ KN _ IIA 
nK EZ' ’ NT NT HK 


HA — AK SH — HZ 
MB 


ou. 


ZM SH . , 

MS MS ZS ' d ° nC ' 


^ = d'oii, en presence de la demiere egalite d’angle 

iN i. M2 


de la note 2, page 765, et consid&rant que l’on a : MZS < 1 angle 
droit > NKT, on a (Euclide, liv. VI, prop. 7, enoncee p. 160, n. 5) : triangle MSZ 

semblable k triangle NTK, d'ou, comme le texte : SMZ = TNK, d’oii similitude 
des arcs BZ, AK. 

3. Restauration de Commandin (cfr. he. tit., p. 420, 1 . 12). 

4. La phrase mise entre crochets est une interpolation (cfr. Hultsch, loc. 
tit., vol. II, p. 974, 1. 5). 


1 


i 


i 
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«L-dire que, si nous menons la droite AK k angles droits sur 
la droite AH, il equivaut au rectangle compris sous les droites 
Hr, FK, et le rectangle compris sous les droites EZ, Z0 dquivaut 
au carre de la droite AZ, c’est-a-dire que, si nous menons la 
perpendiculaire AA a la droite A0, il equivaut au rectangle com- 
pris sous les droites 0Z, ZA; de sorte que la droite BF est egale 
a la droite rK et la droite EZ egale a la droite ZA Et les droites 
Ar, AZ sont perpendiculaires ; done, 1’ angle compris sous les 
droites BA, AK est double de Tangle compris sous les droites 
BA, AT, et Tangle compris sous les droites EA, AA est double 
de Tangle compris sous les droites EA AZ. Et les angles compris 
sous les droites BA AK et sous les droites EA, AA sont 6gaux 
(car Tangle compris sous les droites BA AH est dgal k Tangle 
compris sous les droites EA, A0 et Tangle droit compris sous les 
droites HA, AK egal a Tangle droit compris sous les droites 0A 
AA) ; par consequent, les angles compris sous les droites BA Ar et 
sous les droites EA, AZ sont egaux. Mais, les angles T, Z sont 
droits aussi ; done, le triangle ABr est semblable au triangle AEZ ; 
ce qu’il fallait demontrer (*). 

Mais, que les droites AT, AZ ne soient pas tangent es et 
coupent aux points M, N. Des lors, le rectangle compris sous les 
droites AZ t ZN est au carre de 
la droite AZ, c’est-a-dire la 
droite NZ est a la droite AZ, 

[comme le rectangle compris 
sous les droites Ar, TM est 
au carrd de la droite AP, c’est- 
a-dire] ( I. 2 ) comme la droite Mr 
est a la droite FA. Et les segments plus grands BAH, EA0 



I. Si les perpendiculaires Ar, AZ sont tangentes aux arcs de c ercles, on a 
(Euclide, liv. Ill^prop. 36, 6nonc6e p. 142, n. 4) : Br x TH = AT* =* TH X TK 
et EZ X Z© = AZ* = Z© x ZA, d’oii, comme le texte : Br = TK et EZ — ZA, 
d'ou 6galite des triangles rectangles ArB, ATK et des triangles rectangles 

AZE, AZA, d'oii : BAK = 2BAT et EAA = 2EAZ. Or, par hypoth^se : 

BAH = EA© et, par construction : HAK = ©AA = 1 angle droit ; done : 


BAH + HAK = EA© + ©AA, ou : BAK = EAA ; done : BAr = EAZ, d’ou, 
en presence des angles droits T, Z, similitude des triangles ABr, AEZ. 

2. Restauration de Commandin (cfr. loc. tit., p. 420, 1 . 46). 


768 


pappus d’alexandrie 


sont semblables ( x ) ; done, l’arc AH est semblable a 1’arc A@ ; 
de sorte que Tangle B est egal a Tangle E. En consequence, le 
triangle ABT est semblable au triangle AEZ ( 2 * ). 


MEME LEMME D’UNE MANURE DIFFERENTE. 


Soient les deux triangles ayant les angles T, Z droits ; menons 
les droites AH, A0 sous les angles egaux compris sous les droites 
BA, AH et sous les droites EA, A0, et que le rectangle compris 
sous les droites EZ, Z0 soit au carre de la droite AZ comme le 
rectangle compris sous les droites BI\ TH est au carre de la 
droite AT ; je dis que le triangle ABT est semblable au 
triangle AEZ. 

Menons les droites AK, AA perpendiculaires aux droites 
AH, A0 ; il s’ensuit que le carre de la droite AT equivaut au 

rectangle compris sous les droites 
Hr, TK, et que le carre de la 
droite AZ equivaut au rectangle 
compris sous les droites 0Z, ZA. 
En consequence, le rectangle 
compris sous les droites EZ, Z0 
est au rectangle compris sous les droites 0Z, ZA, e’est-a-dire la 
droite EZ est a la droite ZA, comme le rectangle compris sous 
les droites BI\ TH est au rectangle compris sous les droites Hr, 
TK, e'est-a-dire comme la droite Br est a la droite TK. Menons 
les droites TM, ZN parallelement aux droites AK, AA; il s’ensuit que 
la droite EN est a la droite NA comme la droite BM est a la 
droite MA. Et les angles situes aux points T, Z sont droits ; 



I. C'est-i-dire les segments BMAH, ENA 0 , plus grands que le demi-cercle, 
sont semblables. 


2 . On a par hypoth^se : — =— r Or, AZ x ZN = EZ x Z0 


et Ar x TM = Br X TH ; done, comme le texte : AZ Ji Z N 


Ar x TM 


ou 


AZ* Ar 4 

ZN rM 

^2 = -^, relation qui, en presence des segments BMAH, ENA© plus grands 


que le demi-cercle, ram&ne au lemme II, ou proposition 214, qui a demontre 

que, dans ces conditions, l’arc AH est semblable k I'arc A 0 , d'oii : ABT = AEZ, 
d’ovi similitude des triangles ABr, AEZ. 
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tandis que les angles situes aux points M, N sont egaux aux 
angles compris sous les droites BA, AK et sous les droites EA, AA ; 
done, en raison de ce qui a ete ecrit precedemment, le triangle ABr 
est semblable au triangle AEZ (*). 


IV. 

Proposition 216 . — Soient deux triangles ayant les angles 
aux points B, E droits ; menons transversalement les droites 
BH, E0 sous les angles egaux compris sous les droites AH, HB 
et sous les droites A0, 0E, et que le rectangle compris sous les 
droites A0, 0Z soit au carre de la droite 0E comme le rectangle 
compris sous les droites AH, Hr est au carre de la droite HB. 
II faut d6montrer que le triangle ABr est semblable au 
triangle AEZ. 

Circonscrivons des cercles, et prenons leurs centres K, A. II 
est Evident que ces centres sont situes des memes cot£s des 
points H, 0. En effet, que le point K soit, si possible, situe entre 
les points T, H, tandis que le 
point A est situe entre les 
points A, 0 ; prolongeons les 
droites BH, E0 jusqu'aux points 
M, N, et menons du point K 
la droite KE perpendiculaire sur 
la droite MB. Qu’elle tombe done 



1. On a (Euclide, liv. VI, prop. 8, enoncee p. 54, n. 2) : Ar 2 = TH x TK 
AZ 3 = Z 0 X ZA. Or, on a par hypoth£se : — ^ ZQ _ Br x rH 

ez x z© Br x m . ez bt 


at* 


done : 


zex ZA-rHxrK ou - comme le * exte : ZA = rK- D ' lutre on a : 

DM DP DV DM /\ 

BAH = EA0 et HAK = ©AA 


EN EZ . 
Ra = za et 


BM Br . . EN BM ^ 

— — = — - done — - = — Or, 
MA rK NA MA 


d’oii : BAH + HAK = EA0 + 0AA ou : BAK = EAA ; done : BMr = ENZ. 
A partir de ce point, la demonstration incomplete semble devoir se poursuivre 

comme suit : Les relations precedentes donnent : = = d’ou: 


NA ZA MA TK' 


EN _ NA _ BM _ MA ,, , 
EZ ZA Br TK’ 


EN BM 

— — 5^, d'oii, en presence de la demiere ^galite 

Ed 4i J3l yv yv 


d’ angles, on a (Euclide, liv. VI, prop. 7, enoncee p. 160, n. 5) : ABr = AEZ. 
Or, les angles en r et Z etant droits, les triangles ABr, AEZ sont semblables. 
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3 

entre les points H, B (*), et Tangle compris sous les droites AH, HB 
en devient obtus P). Et cet angle est 6gal & Tangle compris sous 
les droites A®, ©E ( 3 ) ; done, Tangle compris sous les droites A®, ©E 
est aussi obtus ; done, Tangle compris sous les droites A®, ©N 
est aigu ; de sorte que la perpendiculaire menee du point A sur 
la droite EN tombe entre les points ©, N. Qu’elle tombe ainsi 
et que ce soit la droite AO. En consequence, la droite NO est 
egale a la droite OE ; de sorte que la droite NO est plus grande 
que la droite ©E ; done, a fortiori, la droite N® est plus grande 
que la droite ©E, et le rectangle compris sous les droites N©, ©E, 
c’est-4-dire le rectangle compris sous les droites A®, ©Z, est plus 
grand que le carre de la droite E©. Et le rectangle compris sous 
les droites AH, Hr est au carre de la droite HB comme le 
rectangle compris sous les droites A®, ©Z est au carre de la 
droite ©E ; ce qui serait absurde ; car le rectangle compris sous 
les droites A®, ©Z est plus petit que le carre de la droite ©E, 
parce que la droite MH est plus petite que la droite HB et que 
le rectangle compris sous les droites MH, HB est plus petit que 
le carre de la droite HB ( 4 ). En consequence, si le centre K est 
situe entre les points H, T, le centre A ne sera pas situe entre 
les points A, ©. 

Qu’il soit done situe entre les points ©, Z, et menons, comme 
tantot, la perpendiculaire AO. Des lors, puisque le rectangle 
compris sous les droites A0, ©Z, e’est-i-dire le rectangle compris 
sous les droites N®, ©E, est au carre de la droite ©E, e’est-^-dire 


1. La le^on des manuscrits spot (elle tombera done) parait vicieuse 

k Hultsch (cfr. loc. cit., vol. II, p. 979, en note) ; car le point S peut tomber 
entre les points H, M ou sur le point H. Halley avait d£j& propose la correction 
TcurrsTw (qu’elle tombe) ; ce qui correspond k la demonstration paraissant viser 
intentionnellement Tun des cas qui peuvent se presenter pour le point 2 . 

2. Dans le triangle KSH, Tangle EHK etant aigu. Tangle AHB est done 
obtus. 

3. Par hypothese. ^ 

4. Si NO > 0 E, on a : N© > ©E, d'ou : N© X ©E > 0 E 2 . Or (Euclide, 
liv. VI, prop. 35, enonc6e p. 149, n. 5) : A© x 9 Z = N© x 0 E ; done : 

AH v Hr 

A© x ©Z > ©E 2 ; relation impossible, car, ayant par hypothese: — — 3 — = 

HB 

- — ' • on devrait done avoir aussi AH x Hr > HB 2 . Or, il n’en est pas 
©E* 

ainsi, car MH < HB, d’oii : MH x HB < HB* ou : AH x Hr < HB 2 ; done : 
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la droite N© a la droite ©E, comme le rectangle compris sous 
les droites AH, Hr, c’est-i-dire 
le rectangle compris sous les 
droites MH, HB, est au carre de 
la droite HB, c’est-a-dire comme 
la droite MH est k la droite HB, 
et que les droites BM, NE sont 
coupees en deux parties egales 
aux points E, O, il s’ensuit que 
la droite EO est a la droite 0© comme la droite BE est a la 
droite EH C). Mais, la droite 00 est aussi k la droite OA comme 
la droite HE est k la droite EK (car les angles S, O sont droits, 
et les angles aux points H, 0 sont eg aux) ; done, par raison 
d’6galite, la droite EO est a la droite OA comme la droite BE 
est a la droite EK. Et ces droites sont situees autour d’ angles 
egaux ; done. Tangle compris sous les droites BK, KE est egal 
a Tangle compris sous les droites EA, AO (*). Or, Tangle compris 
sous les droites EK, KH est aussi egal k T angle compris sous les 
droites OA, A©; done. Tangle compris sous les droites BK, KH 
est egal a Tangle entier compris sous les droites EA, A©. Et leurs 
moities sont egales ; done, Tangle compris sous les droites AT, FB 
est egal a Tangle compris sous les droites AZ, ZE. Et les angles 
B, E sont droits ; par consequent, le triangle ABT est semblable 
au triangle AEZ ( 3 ). 


M 



i. On a par hypoth^se : 
et AH x Hr = MH x HB 


A© X ©Z 


0E 2 

done 


AH X^HT Qr A0 x 0Z * Ne x @B 


HB 

N© x @E 


texte : — — 


N0 

0E 


MH 
HB’ 

. EO 

... ou : — : 

©E HB 0E 


d’ou 


©E* HB : 

N0 + 0E_MH -f HB 
0E HB 


MH X HB . 

2 — ou, comme le 


ou 


£NE = £MB 


B3 . ©E HB . @E — EO 
KB’ d0U: EO = BS- d0U ' "BO - 


NE__MB 
0E HB' 

HB — B3 


BS 


d'ou 


ou 


00 3H ,, , , , . EO BS 

eo = bS- do "' comn,e le texte : oe=lK- 

2 . On a par hypothdse : AHB = A0E, d’ou similitude des triangles rectangles 

0 O 

HSK, ©OA, d’ou : — — = d’ou, par raison d’^galite avec la demi^re 

OA sK jiq gs 

relation de la note precedente, on a : pr— = =r^, d’ou, en presence des angles 

UA mK 

droits en 3 et en O, les triangles B3K, EOA sont semblables, d’ou, comme le 
texte : BK3 = EAO. 

3 . Les triangles HSK, ©OA sont semblables (voir note pr 6 c 6 dente) ; done. 
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Au reste, la reciproque de ce lemme est manifeste aussi : Si le 
triangle ABr est semblable au triangle AEZ et le triangle HBr 
semblable au triangle ©EZ, je dis que le rectangle compris sous 
les droites A©, ©Z est au carre de la droite ©E comme le rectangle 
compris sous les droites AH, HT est au carre de la droite HB ( 1 ). 


V. 

Proposition 217. — Soient deux triangles ABr, AEZ ayant 
les angles A, A, egaux, mais non droits ; menons les perpendi- 
culaires AH, A® ; que le rectangle compris sous les droites E©, ©Z 
soit au carre de la droite A© comme le rectangle compris sous 
les droites BH, HP est au carre de la droite AH, et soient BH, E© 
les grands segments des droites Br, EZ ; je dis que le triangle ABH 
est semblable au triangle AE® et le triangle restant semblable au 
triangle restant. 

Circonscrivons des cercles ; prolongeons les droites AH, A© 
jusqu’aux points K, A; prenons les centres M, N des cercles, et 
menons, de ces centres, les perpendiculaires MS, MO, Nn, NP 

sur les droites AK, Br, AA, EZ. 
La droite A© est done k la 
droite ©A comme la droite KH 
est a la droite HA, conformement 
a ce qui a ete demontre pre- 
cedemment ; de sorte que la 
droite An est aussi a la droite II© 
comme la droite AS est a la 
droite SH ( 2 ). Menons les droites de jonction AM, AN. Or, la 



SKH * OA 0 , d’ou, en presence de la derniere egalite de la note precedente: 

BK 3 -j- SKH = EAO -j- OA© ou, comme le texte: BKH = EA®, d’ou (Euclide, 

liv. Ill, prop. 20, enoncee p. 147, n. 8) : ATB = AZE, d'oii similitude de 
triangles rectangles ABr, AEZ. 

1. Le texte presente ici l’interpolation : 8ta r^v ofxo'.or^Ta tuv Tp'.ywvwv, 
c’est-ci-dire : a cause de la similitude des triangles (cfr. Hultsch, loc. cit., p. 980, 
1. 19). 

2. Comme au debut de la seconde partie de la demonstration du lemme IV 

BH x Hr 


d 0 x Q 2 

ou proposition 216, on a par hypothese : — — 5 — 

A© 

E@ x ©Z et KH x AH = BH X Hr ; done : 


AH 2 

A© X A© 
A © 2 


Or, A© x A© = 
KH X AH 


AH 2 


ou. 
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droite AM est a la droite MS comme la droite AS est a la 
droite 3H et la droite AN a la droite NT comme la droite All 
& la droite II© ; par consequent, la droite AN est a la droite NT 
comme la droite AM est k la droite MS (*). Menons les droites 
de jonction BM, EN. Des lors, puisque le segment BAT est sem- 
blable au segment EAZ, il s’ensuit que le segment restant BKP 
est aussi sembable au segment restant EAZ. En consequence, les 
angles dans ces segments sont egaux, et les moities de ces angles 
sont egales aussi ; done, les angles compris sous les droites BM, MO 
et sous les droites EN, NP sont egaux ( 2 ) [dans le premier des 
deux cas, tandis que, dans le second, il est evident que, d’apres 
la figure adjacente. Tangle compris sous les droites BM, MO est 
egal a Tangle compris sous les droites EN, NP ; car ces angles 
sont situes dans les segments BAT, EAZ] ( 3 ). En consequence, 
la droite EN est a la droite NP, e'est-a-dire la droite AN k la 
droite NP, comme la droite BM est a la droite MO, e'est-a-dire 
comme la droite AM est a la droite MO. Or, la droite AN est 
aussi a la droite NT comme la droite AM est a la droite MS ; 
done, par raison d’egalite, la droite PN est a la droite NT comme 
la droite MO est a la droite MS. Et les angles 0, P sont droits. 


comme le texte : 
comme le texte 


A0 KH ,, , 
i© = HA' d0U 


A© 


KH 


A0 _ KH 
H© EH' 
AH_ AS 
II© EH’ 


d’ou : 


A0 — A© KH — HA 
A© — n© 


ou 


A© 


n© 


2 (An — a©) 
KH — EH . IIA EK 
EH ou • n© - SH ou ’ 


AM A ~ 

I. Le parallelisme des droites SH, ME donne: et le parallelisme 


des droites T0, Nn donne : d'oii, en presence de la demtere relation 


de la note precedente, on a : 


AN 
NT : 


AM 

Mil’ 


2. On a par hypothdse : BAT = EAZ, d'oii similitude des segments de 
cercles BAT, EAZ, d’ou similitude des segments complementaires BKI\ EAZ ; 
done, les angles aux centres BMI\ ENZ sonr egaux, d’ou, considerant leurs 

moities : BMO = ENP. 

3. La phrase mise entre crochets est consideree par Iiultsch (cfr. loc. cit., 
vol. II, p. 982, 11. 14-18) comme une interpolation de scoliaste faisant allusion 
k la figure relative au cas des angles aigus egaux BAT, EAZ. On a, en 

effet, dans ce cas : BAT = £ BMr et EAZ = ^ENZ. Or, bI^O = £BMT et 

ENP = JENZ ; done : BMO = ENP. (Voir la figure de la page 775). 
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tandis que chacun des angles 2, T est aigu ; done. Tangle compris 
sous les droit es OM, MS est 6gal a Tangle compris sous les droit es 
PN, NT. Mais, Tangle compris sous les droit es BM, MO est aussi 
egal k Tangle compris sous les droites EN, NP ; done, Tangle 
compris sous les droites BM, MS est aussi 6gal a Tangle compris 
sous les droites EN, NT ; de sorte que Tangle T est aussi egal k 
Tangle Z (*). En consequence, les triangles sont semblables tous a 
tous ( 2 ). 

La demonstration de Tun des cas [relatifs aux angles obtus 
ou aigus] ( 3 ) etant donnee ci-dessus, on peut aussi exposer T autre 
cas de la maniere suivante : Supposons, en effet, que les angles 
egaux etant d’abord obtus, la proposition ait ete demontree de 
la maniere qui precede, et qu’il faille d6montrer que les triangles 
sont semblables si les angles egaux compris sous les droites BA, 
AT et sous les droites EA, AZ sont aigus. 

Circonscrivons de nouveau des cercles et, les droites AH, A©* 
etant prolongees jusqu’aux points K, A, menons les droites de 
jonction BK, KI\ EA, AZ. Les angles obtus compris sous les 
droites BK, K T et sous les droites EA, AZ sont done egaux ( 4 ). 


1. II result e de la demiere egalite de la note 2, page 773, que les 

EN BM 

triangles rectangles BMO, ENP sont semblables ; done : . Or, 

NP MO 

AN = EN et AM = BM ; done, comme le texte : ^ d’oii, par raison 

NP MO 

NP MO 

d’identit£ avec la demiere relation de la note 1. page 773, on a : ^ ; 

N 1 MZt 

relation qui, en presence des angles droits O, P et des angles aigus MEO, NTP, 
entraine (Euclide, Jiv. VI, prop. 7, enoncee p. 160, n. 5) la similitude des 

triangles M 02 , NPT, d’oii, comme le texte : OME = PNT, d'ou, en presence 

de la demiere 6 galit 4 de la note 2, page 773 : BMO + OME = ENP + PNT, ou 

comme le texte : BME = ENT. Or, ces angles au centre sont mesures respec- 
tivement par les arcs BA, EA ; done, considerant les angles a la circonfdrence 

mesures par ces memes arcs, on a : BTA = EZA. 

2. On a par hypothese : BAT = EAZ, d’oii, en presence de la demiere egalite 
de la note precedente, on a : triangle ABT semblable au triangle AEZ; puis: 
triangle ABH semblable au triangle AE 0 et, ennn, triangle AHr semblable au 
triangle A©Z. 

3. Hultsch considere comme interpolation les mots que nous mettons entre 
crochets (cfr. loc. tit., vol. II, p. 984, 1 .x). 

4. Les segments de cercles BAI\ EAZ etant semblables par hypothese, les 

segments complementaires BKI\ EAZ sont aussi semblables ; done : BKr = EAZ. 
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Et puisque le rectangle compris sous les droites E0, 0Z, c'est- 
a-dire compris sous les droites A©, 0A, est au carre de la 
droite A©, c’est-^-dire la droite A0 a la droite ©A, comme le 
rectangle compris sous les droites BH, Hr, c'est-a-dire compris 
sous les droites AH, HK, est au 


carre de la droite AH, c’est- 
a-dire comme la droite KH est 
k la droite HA, il s’ensuit que 
le carre de la droite A© est 
aussi au carr6 de la droite 0A 
comme le carrd de la droite AH 
est au carre de la droite HK. 



Or, le rectangle compris sous les droites E0, 0Z est aussi au 
carre de la droite A0 comme le rectangle compris sous les droites 
BH, Hr est au carre de la droite AH ; done, par raison d’^galite, 
le rectangle compris sous les droites E0, 0Z est au carre de la 
droite 0A comme le rectangle compris sous les droites BH, Hr 
est au carre de la droite HK. Et les angles obtus compris sous 
les droites BK, Kr et sous les droites EA, AZ sont dgaux ; tandis 
que les droites KH, A0 sont perpendiculaires ; par consequent, 
en raison de ce qui a ete demontre pr6c6demment, le triangle BKH 
est semblable au triangle EA© et le triangle rKH semblable au 
triangle ZA0; de sorte que le triangle ABH est aussi semblable 
au triangle AE© et le triangle AHr semblable au triangle A0Z. 
En consequence, le triangle entier ABr est semblable au triangle 
entier AEZ (*). 


j 

4 


i. Explicitement, on a par hypothdse 


E0 X 0Z BH x Hr 


A0 x 0A = E0 x 0Z et AH x HK = BH X Hr ; done : 


A0 X 0A 


AH X HK . ©A HK ,, , , , . A0* AH* ... 

AH 2 ~ " ° U A0 = AH’ d ° U ’ COmme le texte - ©p^HK*’ d P 

d'egalite avec la relation (I), on a : ^ - Z — ; relation qui, en 

0A HK 


presence de l’egalite des angles obtus BKr, EAZ, et des angles droits en et 
en 0, fait retomber sur le premier cas des angles obtus egaux, pour lequel il a 
et6 demontre plus haut que l'on a : triangle BKH semblable au triangle EA0 
et triangle TKH semblable au triangle ZA0. Or, le triangle TKH est semblable 
au triangle ABH, et le triangle ZA0 est semblable au triangle AE0 ; done, le 
triangle ABH est semblable au triangle AE0. D'autre part, l’6galite des 
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VI. 


Proposition 218 . — Les droites AB, AF etant donnees de 
position, mener la droite de juxtaposition AE (*), et faire en sorte 
que la droite AE soit donnee ( 2 ). 

Que cela soit obtenu, et menons par le point A la droite AZ 
parallele a la droite AE. Cette droite est done de juxtaposition. 
Et le point A est donne ; done, la droite AZ est donnee de 
position ( 3 ). Menons par le point E la droite EZ parallele k la 

droite AB ; il s’ensuit que la 
A z droite AZ est 6gale k la droite 

AE. Et la droite AE est donnee; 
done, la droite AZ est donnee 
aussi. Mais, elle est donnee aussi 
de position, et le point A est 
donne ; done, le point Z est 
donne aussi ( 4 ). Or, la droite ZE 
a ete menee par le point donne Z 
de juxtaposition a la droite AB; 
done, la droite ZE est donnee de position. Mais, la droite AF 
est donnee aussi de position ; done, le point E est donne ( 5 ). 
Et la droite AE a ete men£e de juxtaposition par ce point ; 
done, la droite AE est donnee de position. 

La synthese du probleme se fera de la maniere suivante : 
Soient AB, Br les deux droites donnees de position ; soit H la droite 
donnee de grandeur ; soit AZ la droite a laquelle on mene de 
juxtaposition et posons la droite AZ egale a la droite H. Menons 
par le point Z la droite ZE parallele a la droite AB, et par le 



angles A, Z dans le segment EA donne : triangle EA0 semblable au triangle A0Z ; 
done : le triangle ATH est semblable au triangle A0Z. Enfin, consid^rant les 
sommes de triangles semblables on a : triangle ABE semblable au triangle AEZ. 

1. -napoi de juxtaposition, e'est-k-dire parallele a une droite donnee 

de position (Euclide, Donnees, d6f. 15, 6nonc6e p. 198, n. 3). 

2. Sous-entendu : tg> fic-feOet., de grandeur. 

3. Euclide, Donnees, prop. 28, 6nonc6e p. 231, n. 4. 

4. Euclide, ibidem, prop. 27, 6nonc6e p. 24, n. 2. 

5. Euclide, ibidem, prop. 25, 4 noncee p. 214, n. 6. 
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point E la droite EA parall&le k la droite AZ ; je dis que la 
droite AE satisfait au probleme. 

En effet, puisque la droite AE est egale a la droite AZ ; mais, 
que la droite AZ est 6gale a la droite H, c'est-a-dire k la droite 
donn^e, il s’ensuit que la droite AE est 6gale a la droite donnee H. 
En consequence, la droite AE satisfait au probleme. Et il est 
Evident qu’elle est la seule ; car, la droite plus rapprochee du 
point A est continuellement plus petite que celle qui en est plus 
eloignee. 


VII. 

Proposition 219. — Soient deux plans ABr, EBZ etablis 
sur la meme droite Br, perpendiculaires sur le meme plan sous- 
jacent ; je dis que les droit es AB, BE, Br sont dans un meme 
plan. 

En effet, menons du point B la droite HB perpendiculaire k 
la droite Br dans le plan sous-jacent ; il s’ensuit que la droite HB 
sera aussi perpendiculaire au plan 
EBZ ; de sorte qu’elle est aussi 
perpendiculaire k la droite BE. 

Pour les memes raisons, elle est 
aussi perpendiculaire a la droite 
AB. Or, la droite BH est aussi 
perpendiculaire a la droite Br ; 
done, la droite BH est etablie 
perpendiculaire aux trois droites AB, BE, Br au point de contact B- 
En consequence, les droites AB, BE, Br sont dans un seul plan, 
en vertu du livre XI des Elements P). 

VIII. 

Proposition 220. — Soient deux triangles ABr, AEZ ayant 
les angles A, A droits ; menons les droites AH, A 0 sous les angles 


1. Euclide, liv. XI, prop. 5 : « Si trois droites se rencontrent, et si une droite 
leur est perpendiculaire a leur commune section, ces trois droites sont dans un. 
seul plan ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 13. 




778 


PAPPUS d’alexandrie 



egaux compris sous les droites AH, tlB et sous les droites A®, ®E, 
et que la droite E® soit a la droite ®Z comme la droite BH est 
a la droite Hr; je dis que le triangle ABH est semblable au 
triangle AE® et le triangle AHr semblable au triangle A©Z. 

Prolongeons la droite AH ; faisons en sorte que la droite TH 
soit a la droite HK comme la droite A© est k la droite ©E, et 
menons les droites de jonction BK, KI7 ; il s’ensuit que Tangle 

compris sous les droites AE, E® 
est egal k Tangle compris sous les 
droites TK, KH. Or, puisque la 
droite E© est a la droite ©Z 
comme la droite BH est k la 
droite Hr, et que la droite A© 
est k la droite ©E comme la 
droite TH est a la droite HK, il s’ensuit que, par raison d’egalite 
en proportion trouble, la droite A® est a la droite ©Z comme 
la droite BH est a la droite HK. Et ces droites sont situees autour 
d' angles egaux ; done, Tangle compris sous les droites BK, KH 
est egal a Tangle Z. Or, on a demontre que Tangle compris sous 
les droites TK, KH est aussi egal a Tangle E, et la somme des 
angles E, Z constitue un angle droit ; done. Tangle compris sous 
les droites BK, Kr est droit. Mais, par hvpothese, 1’ angle compris 
sous les droites BA, AT est droit aussi ; par consequent, les points 
A, B, r, K sont dans un cercle ; done. Tangle compris sous les 
droites AK, Kr, e’est-a-dire Tangle compris sous les droites AE, E®, 
est aussi egal a Tangle compris sous les droites AB, BI\ Mais, 
par hypothese. Tangle compris sous les droites AH, HB est aussi 
egal a Tangle compris sous les droites A©, ©E ; done, le triangle 
ABH est semblable au triangle AE® et, pour les memes raisons, 
le triangle AHr est aussi semblable au triangle A©Z ( 1 ). 


i. On a par construction: AHB = rHK = A0E et (I), d’oii 

. ^ HK E© 

similitude des triangles A0E, THK, d’oii : AE0 = TKH (II). Or, on a par 
E© BH 

hypothese : ^ = ^r= ; done, par Sgalite en proportion troublee avec la 

©Z Hi 

relation (I) (Euclide, liv. V, prop. 23, 6nonc6e p. 228, n. 1), ou par produit, 
- - ««“ ^ « 
presence de 1’^galite AHr = A0Z, entraine la similitude des triangles BHK, A0Z, 
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MIEUX D’UNE MANURE DIFF£rENTE. 


Que les droites Br, EZ soient coupees en deux parties egales 
aux points K, A et menons les droites de jonction AK, AA. Des 
lors, puisque la droite E@ est a la droite @Z comme la droite BH 
est a la droite Hr, par composition, consideration des moities 
des antecedents et conversion, la 
droite AZ, c’est-i-dire la droite AA, 
est a la droite A0 comme la droite 
IK, c'est-a-dire la droite AK, est f 
k la droite KH. Et les angles 
situes aux points H, 0 sont egaux, tandis que chacun des angles 
compris sous les droites KA, AH et sous les droites AA, A0 est 
aigu ; par consequent. Tangle compris sous les droites AK, KH 
est egal a Tangle compris sous les droites AA, A0. Et leursmoities 
sont egales ; done. Tangle B est aussi egal a Tangle E. Mais, Tangle H 
est aussi egal k Tangle 0 ; done, le triangle ABH est semblable 
au triangle AE0. Pour les memes raisons, le triangle AHr 
est aussi semblable au triangle A0Z (}). 



d’ou, comme le texte : BKH = AZ 0 , d’oii, en presence de Tegalit 4 (II), on a : 

BKH 4 * TKH AZ© -f AE®. Or, on a par hypoth^se : BAT = EAZ =» i angle 

droit ; done : AZ© -f- AE© = i angle droit, d’oii : BKH + TKH =s BKT = 
i angle droit. Les points A, B, K, r sont d6s lors sur la circonference du cercle de 

diam&tre Br ; done : AKr = ABr, d'oii, en presence de l’egalit6 (II) on a : 

AE® an ABr. Or, par hypoth£se : AHB = A©E ; done, les triangles ABH, AE© 
sont semblables, et l’on demontrerait de meme la similitude des triangles 
AHr, A0Z. 


E©__BH ... . 

©z Hr' d *. 


E© + ©Z BH + Hr 


EZ 

®Z 

AZ 


@Z 

AZ 


AZ_ Kr v. 

©Z Hr ' AZ — ©z 


Hr 

Kr 


i. On a par hypothese 

Br . iEZ ABr 

©z Hr' d ‘©z ou 

. Or, on a par hypoth&se : BAr = EAZ = i angle droit, d’ou, consi- 

AW Kit 


Kr — Hr 


ou 


ou : 


derant les rayons des cercles de diam^tres Br, EZ, on a : AA — AZ et 

AK = Kr ; done, comme le texte : ; relation, qui, en presence des 

angles AHK, A 0 A egaux par hypothese et des angles aigus KAH, AA®, entraine 
(Euclide, liv. VI, prop. 7, enoncee p. 160, n. 5) la similitude des triangles 

KAH, AA© ; d'ou, comme le texte : AKH = AA®, d'oii, considerant les angles 
au centre et a la circonference des cercles de diametres Br, EZ, on a : 


Pappus d'AIexaadrie. — XX 


*r 
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LEMMES RELATIFS AUX LIVRES VII ET VIII 
DES CONIQUES. 

I. 

Proposition 221. — Soit le parallelogramme rectangle ABrA 
et menons transversalement la droit e EZA ; je dis que le rectangle 
compris sous les droites EA, AZ equivaut au rectangle compris 
sous les droites ZB, Br augmente du rectangle compris sous les 
droites EA, AI\ 

En effet, puisque le carre de la droite EZ equivaut aux carres 
des droites Er, FZ, et que les carres des droites EA, AZ valent 

les carres des droites EA, AA, 
c’est-a-dire les carres des droites 
EA, rB augmentes des carres 
des droites AB, BZ, c’est-i-dire 
des carres des droites TA, BZ, 
il s’ensuit que deux fois le 
rectangle restant compris. sous 
les droites EA, AZ Equivaut k 
deux fois le rectangle compris 
sous les droites EA, Ar augments 
de deux fois le rectangle com- 
pris sous les droites ZB, Br; done, le rectangle simple compris 
sous les droites EA, AZ equivaut au rectangle compris sous les 
droites EA, Ar augmente du rectangle compris sous les droites 
ZB, Br; ce qu’il fallait demontrer ( 1 ). 



ABH = J)AKH et AE© = ^AA© ; done : ABH = AE@. Or, par hypoth^se : 

AHB = AQE, d’oii similitude des triangles ABH, AE®. On aurait de meme : 
triangle A H r sem blable au triangle AQZ. 

I. On a : EZ* == ET* + rz* (I) et EA* + AZ* = EA* + AA 2 + AB* + BZ* — 

BA * + Br* -1- _TA* 4- BZ* ( II), d*ou par difference des relations (I) _et (II) on a 
EA * + AZ* — EZ* = EA* + B T* 4 * TA* + BZ* — ET* — rz* = (EA* + TA* — ET*) + 
(Br* + Sz* — _T_Z 2 ) Jill). Or, on a, dune part : EA* + AZ* — EZ* - 

(AZ + EZ) 2 + AZ* — EZ* = 2 AZ* + 2AZ X EZ_= 2(EZ + AZ) AZ = _2EA X AZ. 
Et_l’on a d’autre part : EA 2 + TA* — ET* = (AT + rE ) 2 + AT^— ET* = 
2Ar* 4- 2Ar xjrE = 2(rE x at) at = 2EA x at, et enfin : Br* 4- Bz*— rz* = 
(bz + zr) 2 + bz*— rz* = 2Bz* 4- 2BZ x rz = 2(rz 4- bz)bz = 2B r x bz; 
done, larelation (III) devient, comme le texte : 2EA x AZ=2EA x Ar+2Br xBZ 
ou : EA X AZ = EA X AT + Br X BZ. 
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II. 

Proposition 222. — Soit le parallelogramme rectangle ABrA 
et menons la droite EAZ ; je dis que le rectangle compris sous 
les droit es EA, Ar .conjoint ement avec le rectangle compris sous 
les droit es PB, BZ, equivaut au rectangle compris sous les 
droites EA, AZ. 

En effet, puisque le carre de la droite EZ equivaut aux carres 
des droites EI\ TZ, et que les 
carres des droites EA, AZ valent 
les carres des droites EA, Ar, 

FB, BZ, il s’ensuit que deux 
fois le rectangle compris sous 
les droites EA, AZ vaut deux 
fois le rectangle compris sous 
les droites EA, Ar conjointe- 
ment avec deux fois le rectangle 
compris sous les droites rB, BZ ; 
de sorte qu'une fois equivaut 
a une fois (*■ ) . 



III. 

Proposition 223. — Que la droite AB soit plus grande que 
la droite TA; que le rectangle compris sous les droites AE, EB 
soit Equivalent au rectangle compris sous les droites TZ, ZA, et 
soient AE, TZ les grands segments ; je dis que la droite AE est 
plus grande que la droite TZ. 

Coupons les droites entieres AB, TA en deux parties Egales 
aux points H, 0; il s’ensuit que la droite HB est plus grande 
que la droite 0A ; de sorte que le carre de la droite HB est 
aussi plus grand que le carre de la droite A0. Or, le rectangle 


1. On a : EZ 1 2 = Er 2 + PZ 2 et EA 2 + AZ 2 = EA 2 + Ar 2 + rB 2 + BZ 2 , d’oii, en 

raisonnant comme dans la note relative A la proposition pr6c£dente, on arrive 
k la relation : 2EA x AZ = 2EA x AT -f 2TB x BZ, d'oii, comme le texte : 
EA X AZ = EA X AT + TB X BZ. 
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^ H g 3 compris sous les droit es AE, EB 

equivaut au rectangle compris 

r 0 z a SQUS jgg (iroiteg rZ, ZA; done, 

le carre de la droite HE est aussi plus grand que le carre de la 
droite @Z. En consequence, la droite HE est plus grande que 
la droite 0 Z. Or, la droite AH est aussi plus grande que la 
droite T 0 ; done, la droite enti&re AE est plus grande que la 
droite enti&re TZ ( 1 ). 


IV. 

Proposition 224. — Les droites AB, TA 6tant egales, que le 
rectangle compris sous les droites AE, EB soit equivalent au 
rectangle compris sous les droites TZ, ZA; je dis que les grands 
segments AE, TZ sont [egaux] ( 2 ). 

En effet, que les droites AB, FA soient coupees en deux parties 

egales aux points H, 0 , et ainsi 

* M ■ * r ' 2 A de suite ( 3 ). 

V. 

Proposition 225. — Que la droite AB soit plus grande que 
la droite TA et la droite BE plus petite que la droite AZ, la 
droite AB etant plus grande que la droite BE et la droite TA 
plus grande que la droite AZ ; je dis que Fexcedent des droites 
AB, BE est plus grand que Fexcedent des droites FA, AZ. 

En effet, puisque la droite AB est plus grande que la droite TA, 
il s’ensuit que Fexcedent des droites AB, BE est plus grand que 


1. On a par hypoth^se : AB > TA ; done : HB > 0 A, d’oii : HB 2 > ©A*. 

Or (Euclide, liv. II, prop. 5, 6noncee p. 233, n. 3), en appliquant l’identite t 
(j)* = (« — b) b + (6 — f) a , on a : HB 2 = AE x EB + HE 2 et ©A* = 

rz x ZA + ©Z* ; done : AE x EB + HE 2 > rZ X ZA + ©Z 2 . Or, par hypo- 
thec : AE x EB = rz x ZA ; done, HE 2 > ©Z 2 , d’oii : HE > ©Z. Or, 
AH > T© ; done : AH + HE > T© + ©Z, ou, comme le texte : AE > TZ. 

2. Restauration de Commandin (cfr. loc. cit., p. 430, 1 . 6). 

3. C’est- 4 -dire comme dans le lemme precedent III ou proposition 223, oh, 
au lieu de : AB = TA, on a eu : AB > FA. 

Ce petit lemme s’enonce algebriquement : Si a 4 - b = c -f d et si ab = cd 
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Texc^dent des droites TA, EB. 

Mais, l’excMent des droites TA, EB ‘ * “ r 7 * 

est plus grand que l’excedent des 

droites TA, AZ (car la droite EB est plus petite que la droite AZ) ; 
de sorte que l’excedent des droites AB, BE est, a fortiori, plus 
grand que l'exc£dent des droites TA, AZ ( 1 ). 


VI. 

Proposition 226. — Que la droite AB soit 6gale k la droite Br 
et la droite AE 6gale a la droite EZ ; je dis que le rectangle compris 
sous les droites Ar, AZ est quadruple du rectangle compris sous 
les droites AB, AE. 

En effet, puisque la droite TA est double de la droite AB, il 
s’ensuit que la droite AE 6tant la hauteur commune, le rectangle 

compris sous les droites TA, AE est 
double du rectangle compris sous les 
droites AB, AE. Derechef, puisque la 
droite AZ est double de la droite AE, 
il s’ensuit que, la droite AT 6tant la 
hauteur commune, le rectangle com- 
pris sous les droites Ar, AZ est double du rectangle compris sous 
les droites Ar, AE. Mais, le rectangle compris sous les droites 
Ar, AE est double du rectangle compris sous les droites AB, AE ; 
[par consequent, le rectangle compris sous les droites Ar, AZ est 
quadruple du rectangle compris sous les droites AB, AE] ( 2 ) ( 3 ). 



on a : a = c et b — d. Serenus d'Antinoe le d&nontre g^ometriquement Han s 
son ouvrage De la Section du Cdne, proposition 56, enoncee : « Si deux droites 
egales sont divisees de telle sorte que le rectangle delimits sous les segments 
de l’une d’elles 6quivaut au rectangle d^limite sous les segments de la droite 
restante, les segments seront 6gaux aux segments chacun k chacun. » Voir : 
Serenus d’Antinoe, Le livre de la Section du Cone et le litre de la Section du 
Cylindre. (Euvres traduites pour la premiere fois du grec en frangais, avec une 
introduction et des notes, par P. Ver Eecke, Paris-Bruges, 1929, gr. in-8°, p. 149, 

1. On a par hypotMse : AB > TA ; done : AB — BE > TA — BE. Or, par 
hypoth&e: BE < AZ; done: TA — BE > TA — AZ; done, k fortiori : AB — 
BE > TA — AZ. 

2. Restauration de Commandin (cfr. loc. cit., p. 431, 1. n). 

3. On a par hypothdse : AB = Br et AE = EZ, d’oii : AT = 2AB et 
AZ = 2AE, d’ou : AT x AE = 2AB X AE et Ar x AZ = 2AT x AE, d'ou : 
AT x AZ = 4AB X AE. 
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VII. 


Proposition 227. — Que la droite AE soit a la droite EZ 
comme la droite AB est a la droite Br, et que la droite AE soit 
a la droite E0 comme la droite AB est a la droite BH ; je dis 
qu’il se fera que le rectangle compris sous les droites AE, E0 est 
au rectangle compris sous les droites A©, 0Z comme le rectangle 
compris sous les droites AB, BH est au rectangle compris sous 
les droites AH, Hr. 

En efiet, puisque la droite AE est a la droite E0 comme la 
droite AB est a la droite BH, par conversion, la droite EA est 
a la droite A0 comme la droite BA est a la droite AH ; de 

sorte que le carre de la droite AE 

A h b r est au carre de la droite A0 

^ l g \ comme le carre de la droite BA 

est au carre de la droite AH. 
Mais, le carre de la droite AE est au rectangle compris sous les 
droites AE, E0 comme le carre de la droite AB est au rectangle 
compris sous les droites AB, BH ; par consequent, le carre de 
la droite A0 est aussi au rectangle compris sous les droites AE, E0 
comme le carre de la droite AH est au rectangle compris sous 
les droites AB, BH i 1 ). Or, puisqu’on a suppose que la droite AE 
est a la droite EZ comme la droite AB est a la droite Br, par 
inversion et composition, la droite ZA est a la droite AE comme 
la droite TA est a la droite AB. Or, la droite EA est aussi a la 
droite A0 comme la droite BA est a la droite AH ; done, par 
raison d’egalitS, la droite ZA est k la droite A0 comme la droite TA 
est a la droite AH. En consequence, la droite Z0 est k la droite A0 
comme la droite TH est k la droite HA, et le rectangle est au 
carre comme le rectangle est au carre. Mais, le carre de la 
droite A© est aussi au rectangle compris sous les droites AE, E0 


1. On a par hypoth^se : = ^ (I), d'oii : 


AE 


AB 


AE — E© AB 


^ = — (II), d’oii: Or, la relation (I) donne aussi: 

A© AH v ' A©* AH 2 w 

AB* . . . . , A © 1 AH a 

AB~ X BH 1 donC ’ comm * le teXte : AE x EQ ~ AB x BH * 


- BH 
AE 2 


ou 


AE X E@ 
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comme le carre de la droite AH est au rectangle compris sous 
les droites AB, BH ; par consequent, le rectangle compris sous 
les droites AE, E© est au rectangle compris sous les droites A©, ©Z 
comme le rectangle compris sous les droites AB, BH est au 
rectangle compris sous les droites AH, Hr ( x ). 

VIII. 

Proposition 228. — Soit donnee [la somme] ( 2 ) des carres 
des droites AB, BP et soit donne l’excedent des carres des droites 
AB, Br; je dis que chacune des droites AB, Br est donnee. 

En effet, posons la droite BA egale a la droite PB ; il s’ensuit 
que le rectangle compris sous les droites TA, AA est donne (car 
il est l’excedent des carres des droites AB, Br). Mais, deux fo is 

le rectangle compris sous les 

droites PA, AA est donne aussi A a s r 

(puisque le rectangle compris 

sous les droites PA, AA est donne ; par consequent, le carre de 
la somme des droites PA, AA est donne aussi ; de sorte que la 
somme des droites TA, AA est donnee, Et la droite BA est la 
moitie de cette somme ; done, la droite BA est donnee ; de sorte 
que la droite Br est donnee aussi ( 3 ). 


1. On a aussi par hypo these: 


AE 

EZ 


AB ,, « EZ BT j, v EZ 4 - AE 

— , d ou : — = — , d ou : — = 

Br' AE AB' AE 


ou 


Br 4. AB 
AB 

note pr6cedente : Ar 


^ d’ou, par raison d’egalite avec la relation (II) de la 


AH’ 


d'ou 


AZ — A© Ar — AH 


A 0 


0 Z 

A© 


Hr 


d’oii, plus explicitement que le texte 


AH 
A© X 0 Z 


ou, comme le texte : 
AH x Hr 


d'oii. 


AH' ^ r A © 11 AH 1 

par raison d’egalitS avec la demidre relation de la note pr6cedente, on a, comme 
le texte • AExEQ _ ABxBH 
A© X ©Z AH X Hr' 

2. Restauration de Halley par le mot oovajjiooTepa, k la suite de la remarque 
de Commandin : « Intellige utraque quadrata simul sumpta data esse, videlicet 
composition ex ipsis ; nam si ea seorsum data sint, frustra illud, quod datum 
esset, quaereretur » (Cfr. loc. cit., p. 432, commentarius , 11. 37-38). 

3. Les droites AB, BT etant suppos^es donnees de grandeur, posons : 
BA = Br. Or (Euclide, liv. II, prop. 6, 6noncee p. 43, n. 3), c’est-A-dire en 

AB 2 — Bf * = 
Ar X AA est 

donn£ ; done 2AT x AA est donne. Or, par hypothdse : AB 1 -f- Br* est donn£ ; 


considerant l’identit^ : (J + by — (|)* = (a -j - b) b, on a 
AT x AA. Or, AB a — BT a est donne par hypoth^se ; done. 
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IX. 


Proposition 229 . — Que la droite AB soit egale a la droite Br, 
la droite AE egale k la droite EZ, et que, de plus, la droite ZE 
soit a la droite E0 comme la droite rB est 4 la droite BH. Je 
dis que le rectangle compris sous les droites A0, 0E est au 
rectangle compris sous les droites EZ, Z0 comme le rectangle 
compris sous les droites AH, HB est au rectangle compris sous 
les droites Br, TH. 

En effet, puisque la droite ZE est k la droite EA comme la 
droite rB est k la droite BA; mais, que la droite ZE est aussi 

a la droite E0 comme la droite 
A b r h rB est k la droite BH, il s'ensuit 

9 que le carr 6 de la droite A0 est 

au rectangle compris sous les 
a b h r droites A0, 0E comme le carre 

■ * £ J ^ de la droite AH est au rectangle 

compris sous les droites AH, 
HB ( 1 ). Mais, le carre de la droite A0 est au carre de la 
droite EZ comme le carre de la droite AH est au carre de la 
droite Br ; tandis que le carre de la droite EZ est au rectangle 
compris sous les droites EZ, Z0 comme le carre de la droite Br 
est au rectangle compris sous les droites Br, TH ; done, par 
raison d’egalite, le rectangle compris sous les droites A0, 0E 
sera au rectangle compris sous les droites EZ, Z0 comme le rectan- 


donc : 2Ar x AA -f- 2(AB* 4 - BT*) est donne. Or (Euclide, liv. II, prop, io, 
enoncee p. 744, n. 3), e’est-i-dire en considerant l’identite : 2 [(6 4 - |> 2 -|- (|) 2 ] = 
(a + 6)* + 6*. on a : 2( AB 2 4 - BT 2 ) = AT 2 + AA* ; done : 2 Ar x AA + A F + AA^ est 
donne. Or (Euclide, liv. II, prop. 4, Enoncee p. 232, n. 2), 2 AT x AA+Ar 2 +AA 2 = 
(Ar + AA) a ; done, comme le texte, Ar 4- AA est donne. Or, Ar 4- AA = 
AB 4 - 4 - AB — BA = AB 4 - BT 4 - AB — Br = 2AB ; d’ou, comme le texte r 

AB = J (Ar 4* AA) ; done AB est donne, d’ou Br est donne. 


1. On a par hypothdse : AB = Br et AE = EZ ; done : = Or on a 

Aht AB 

E Z B r A p A D 

aussi par hypottese :_=_(!); done, par raison d’egalite : _ = d'ou : 


E 0 BH 

AE 4 -E 0 AB4-BH A .A© AH /TT , ,, , . ; 

— ou : = (II). d ou, comme le texte : 


A© 2 


E© 

AH* 


BH 


A© X E© 


AH X BH’ 
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gle compris sous les droites AH, HB est au rectangle compris 
sous les droites BI\ TH ( 1 ). 


X. 


Proposition 230 . — Que la droite AB soit 6gale a la droite Br 
et la droite BA plus petite que la droite BE ; je dis que le 
rectangle compris sous les droites AA, AB a avec le rectangle 
compris sous les droites Br, TA un rapport plus petit que celui 
du rectangle compris sous les droites TE, EB avec le rectangle 
compris sous les droites BA, AE. 

En effet, puisque la droite AB est 6gale k la droite Br, et 
que la droite BA est plus petite que la droite BE, il s'ensuit que 
la droite TA est plus grande que 

la droite AE ; de sorte que la 2 g % 2 r 

droite TE est aussi plus grande 

que la droite AA. En consequence, le rectangle compris sous les 
droites AA, AB est plus petit que celui qui est compris sous les 
droites TE, EB, et le rectangle compris sous les droites Br, TA 
est plus grand que celui qui est compris sous les droites BA, AE ; 
done, le rectangle compris sous les droites AA, AB a avec le 
rectangle compris sous les droites Br, TA un rapport plus petit 
que celui du rectangle compris sous les droites rE, EB avec le 
rectangle compris sous les droites BA, AE f). 


1 . Les relations (I) et (II) de la n ote prec&iente donnent par raison d'6galite : 

— d’ou, comme le texte : (III) ; tandis que cette meme 

EZ BT EZ a Br* v ' H 

relation (I) donne aussi, k la manure d’Euclide : ^ ; d'oii : ^ 


ou 


Z0_TH . . EZ 
EZ~Br’ * Z0 


EZ 

EZ 2 


Br 

— , d’oii, comme le texte : 

A © 2 


BH — Br 
Br 
Br* 

Br X TH 
AH 

ArxTH 

cedente : r ... r , „ — _ TT . 

EZ x Z0 Br x TH 

2. On a par hypothfese : AB = Br et BA < BE ; done : Br — BA>AB — BE 
ou : TA > AE, d’oii : Ar — AE > Ar — TA ou : TE > AA ; done : 
AA x BA < TE X BE et Br x TA > AB x AE ; done (Euclide, liv. V, 
Q , , t- „ AA X BA . TE X BE 

prop. 8, enoncee p. 36. n. 6) : < ABl^AE' 


, d’ou, par raison d’egalite avec la relation (III), il vient : ^ Z0~ 

, d’ou, par raison d’egalite avec la demi&re relation de la note pre- 
A0XE0 AH x BH 
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XI. 


Proposition 231. — Qu’il faille maintenant demontrer la 
reciproque des choses qui precedent ( 1 ). La droite AB etant egale 
a la droite Br, et la droite AE egale a la droite EZ, que le 
rectangle compris sous les droites A0, 0E soit au rectangle com- 
pris sous les droites EZ, Z0 comme le rectangle compris sous 
les droites AH, HB est au rectangle compris sous les droites Br, TH. 
II faut demontrer qu’il se fait que la droite ZE est a la droite E0 
comme la droite rB est a la droite BH. 

Posons le rectangle compris sous les droites TH, AK equivalent 
au rectangle compris sous les droites AH, HB et le rectangle 
compris sous les droites Z0, AA equivalent au rectangle compris 

sous les droit.es - A,0, . ©E. - J1 

* g p - ' K s’ensuit que le rectangle com- 

pris sous les droites AA Z0 est 

A E z • A au rectangle compris sous les 

droites EZ, Z0, c’est-a-dire la 
droite AA a la droite EZ, comme le rectangle compris sous les 
droites AK, PH est au rectangle compris sous les droites Br, TH, 
c’est-a-dire comme la droite AK est a la droite BI\ Mais, la 
droite ZE est aussi k la droite EA comme la droite PB est k la 
droite BA; par consequent, les droites AK, Br, BK sont placees 
en meme ordre (*) dans un meme rapport avec les droites AA 
EZ, EA ( 3 ), [c’est-a-dire que la droite AZ est k la droite ZE comme 


1. C’est-i-dire la reciproque du lemme IX ou proposition 229. Voir p. 786. 

2. &p.0TaveC<; places dans le meme rang ou dans le meme ordre. 

3. On pose : TH x AK =* AH x HB et Z© x AA = A© x ©E. Or, on a 

par hypoth&se : ^gX8B _AH xHB d Z exAA _rHxAK 


EZ X Z© Br X TH 


EZ X Z0 Br x TH 


comme le texte : ^ = (I). Or, par hypothese, AB = Br et AE = EZ ; 


EZ BT 

E z b r 

done : = —5, d’oii, par raison d’egalite avec la relation (I) 

A £j AU 


AA 

AE 


AK 

AB' 


d'oix 


AA 


AK 


AA — AE AK — AB 


OU 


^ = (II), d'oii, par raison d'6galite avec 

EA UK 


EZ b r 

la relation (I), on a : (III). D£s lors, les relations (I) et (III) donnent, 

EA UK 


AK I 5 i 

comme dans le texte : 

AA 


Br 

EZ 


BK 
’ EA’ 
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la droit e KT est a la droite FB] (*). Or, puisque le rectangle 
compris sous les droites AH, HB equivaut au rectangle compris 
sous les droites AK, TH, retranchons Tun et 1* autre du rectangle 
compris sous les droites AK, HB; il s’ensuit que le rectangle 
restant compris sous les droites BH, HK equivaut au rectangle 
compris sous les droites AK, Br. En consequence, le rectangle 
compris sous les droites BH, HK est au carre de la droite BK 
comme le rectangle compris sous les droites AK, Br est au carre 
de la droite BK. Pour les memes raisons d’ailleurs, le rectangle 
compris sous les droites E0, 0A est aussi au carr6 de la droite EA 
comme le rectangle compris sous les droites AA, EZ est au carre 
de la droite EA ( 2 ). Et, en raison de la proportion des segments 
places dans le meme ordre, le rectangle compris sous les droites 
AA, EZ est au carr6 de la droite EA comme le rectangle compris 
sous les droites AK, Br est au carre de la droite BK ; par 
consequent, le rectangle compris sous les droites E0, 0A est 
aussi au carre de la droite EA comme le rectangle compris sous 
les droites BH, HK est au carre de la droite BK Et les droites 
BH, E0 constituent des memes segments ( 3 ) ; done, la droite AE 
est k la droite E0 comme la droite KB est a la droite BH( 4 ), et 


1. La phrase mise entre crochets est abandonnee par Hultsch comme 6tant 
une mauvaise interpolation (cfr. loc. cit., vol. II, p. 1000, 11 . 12-13). 

2. On a par construction : AHxHB=AKxrH, d'ou : AKxHB — AHxHB= 
AK X HB — AK x TH ou, comme le texte : HK x HB = AK x Br, d'oh : 


HK X HB 
BK 2 


AK X Br 


(IV). Et, de meme, on a par construction : A6 x B0 = 


Z 0 x AA, d’oii : AA X E© — A© X E© = AA X E 0 — Z 0 x AA ou : E 0 X 0 A = 
A A w tsr, .I. E 0 X ©A AA X EZ ,, A 

AA x EZ, d ou, comme le texte : — — — = — — n — (V). 

TP. A ^ TSA* ' ' 


3. xat env ?a aura Tur^ara ra BH, E© ; expression singuli^re signifiant 
probablement que les deux segments se composent de la meme mani&re en vue 
de leur intervention dans une relation ulterieure ; car on a : BH =» BK — HK 
et E 0 = EA — ©A, d’oii : HK = BK — BH et 0 A = EA — E 0 . 

4. Les relations (II) et (III), note 3, page 788, donnent par composition: 


A A x E Z 
EA? 


AK X Br 


d’oii, en presence des relations (IV) et (V) de la note 2 


d-dessus, il vient, comme dans le texte : 


E 0 X 0 A_BH X HK 
EA i BK* * 


d’oh, 


par 


substitution des deux derni&res relations de la note precedente : 

E 0 (EA — E 0 ) BH (BK— BH) . E© _/E0\* _ BH _ /BH\ 2 . 

EA 2 BK 2 ‘ EA \EA/ BK \BK/ 

quadratique que le texte passe sous silence, mais qui doit avoir 6 t 6 consideree, 

puisque, resolue par rapport a elle donne comme premiere valeur : 
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la droite ZE est done a la droite E0 comme la droite FB est k 
la droite BH (*• ) . 


XII. 


Proposition 232. — Que la droite AB soit [6gale] ( 2 ) k la 
droite Br, la droite AE egale a la droite EZ, et que la droite Br 
ait avec la droite TH un rapport plus grand que celui de la 
droite EZ avec la droite Z@ ; je dis que, dans le premier cas, la 
droite AH a aussi avec la droite Br un rapport plus grand que 
celui de la droite A0 avec la droite EZ, et que, dans le second cas, 
ce rapport est plus petit ( 3 ). 

En effet, puisque la droite Br a avec la droite TH un rapport 
plus grand que celui [de la droite EZ avec la droite Z0, la 
droite TO a, dans le premier cas, avec la droite BH un rapport 
pins petit que celuil ( 4 ) de la droite ZE avec la droite E0 ; 
tandis que, dans le second cas, !e rapport est. plus grand ; de 
sorte que, dans le premier cas, la droite AB a aussi avec la 

droite BH un rapport plus petit 
* » 5 r ; : p — h que celui de la droite AE avec la 

i ~ i a i z i droite E© ; tandis que, dans le 

second cas, le rapport est plus 
grand. En consequence, dans le premier cas, la droite HA a aussi 
avec la droite AB un rapport plus grand que celui de la droite 0A 
avec la droite AE ; tandis que, dans le second cas, le rapport est 
plus petit. Et la droite AE est a la droite EZ comme la droite AB 
est a la droite BF ; done, par raison d’egalite, la droite AH a. 


comme dans le texte, et comme seconde valeur : 
texte ne consid&re pas. 


E©__ BH 

EA 1 BK 


HK 

BK’ 


que le 


EA 

Et) 


E© BH 

1. La premiere valeur : , que le texte presente sous la forme : 

JSA d iv 

E z b r 

donne, par composition avec la relation : vt-r d6montr6e 


BK 

SB' 


EA BK' 


dans la note 3, page 788 : || X X §? on. comme le texte : || =|E. 

2. Restauration due k Commandin (cfr. loc. cit., p. 436, 1 . 21). 

3. Cette proposition, ainsi que les deux suivantes, sont reproduces en 
grec avec une version latine dans l'ouvrage de Meiboom sur les proportions. 
(M. Meibomii de Proportionibus. Hafniae, 1655, in-fol., pp. 154-156). 

4. Lacune combine conj ecturalement par Commandin (cfr. loc. cit., p. 436, 
1. 29). 
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-dans le premier cas, avec la droite Br un rapport plus grand 
que celui de la droite A0 avec la droite EZ ; tandis que, dans 
le second cas, le rapport est plus petit f 1 ). 

XIII. 


Proposition 233 . — Que la droite AB soit de nouveau egale 
& la droite Br, la droite AE egale a la droite EZ, et que la 
droite AH ait avec la droite HB un rapport [plus grand] ( 2 ) que 
celui de la droite A© avec la droite ©E ; je dis que la droite Br 
a aussi avec la droite TH un rapport plus grand que celui de la 
droite EZ avec la droite Z®. 

En effet, puisque, par conversion et division, la droite HB 
a avec la droite BA, c’est-a-dire avec la droite Br, un rapport 

plus petit que celui de la droite 

©E avec la droite EA, c’est- a 5 F H 

k - dire avec la droite EZ, par ( 

conversion et division, la droite 4 E Z 0. 

Br a avec la droite EH un rap- 
port plus grand que celui de la droite EZ avec la droite Z©( 8 ). 


BT EZ 

I. On a, dans le cas de la premiere figure : d’ou (liv. VII, lemme 6, 


BT 


EZ 


BT— rH EZ — Z© 


TH Z0' 

BT EZ 

ou, comme le texte : — r Or, on a 

un u© 


voir p. 516) : 

AB AE 

par hypoth^se : AB = BT et AE = EZ ; done : d’ou (liv. VII, lemme 4 , 


voir p. 514) 


AB 


AE 


AB 4 - BH AE + E0 


OU 


BH E0’ 

d’oii, comme le texte : 

AH A0 


O r * l es deux egalit^s d’hypothese donnent : ^ = (I), d’ou, par 

Au EjA 151 


AB 


raison d’identite avec l’inegalite prec6dente : 4 ^ > 4 ^. D’autre part, dans le cas 

13 1 htZi 


B r EZ 

de la seconde figure, la relation d’hypothese : donne 


Br 


TH 


EZ 


ou 


BT EZ 
BH > E0 


ou : 


AB^AE ,, . 
BH > E©' d ° 


Z0 

AB 


> 


Br + TH 
AE 


> 


AB + BH AE + E0 


ou 


EZ 4 * Z0 

d'ovi : d’oii, par raison d’egalite avec la relation (I), on a, 

AH A© AB AE r 0 

comme le texte : 

2. Hultsch a corrige par pzityva (plus grand) la le?on erronnee iXaoraova 
(plus petit) donnee par Commandin (cfr. loc. cit., vol. II, p. 1002, 1 . 22). 

3. On a par hypothese : don : AH ^ H B < A9^9E °“ : 
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XIV. 

Proposition 234. — Que la droite AB soit egale a la droite Br, 
la droite AE egale a la droite EZ, et que la droite AH ait avec 
la droite HB un rapport plus grand que celui de la droite A© 
avec la droite ©E ; je dis que la droite BH a avec la droite Hr 
un rapport plus petit que celui de la droite E 0 avec la droite ©Z. 

En effet, puisque, par division, la droite AB, c’est-k-dire la 

droite BP, a avec la droite BH 
un rapport plus grand que celui 
de la droite AE, c’est-a-dire la 
droite EZ, avec la droite E©, par 
conversion et par division, la droite 
BH a avec la droite Hr un rapport 
plus petit que celui de la droite E© avec la droite ©Z 


A B H r 


A t 9 2 


POUR LES LIEUX A LA SURFACE. 

I. 

Proposition 235. — Si l’on a une droite AB et une droite 
de juxtaposition FA ( 2 ), et si Ton a le rapport du rectangle 


AH A© ,, , . AH — AB A© — AE ^ . BH^E© ~ . ... . 

< ig' dou : AB < AE ' °“ : ab < AE- 0r - P“ kypothise : 


AB 


AB = BF et AE = EZ ; done, comme le texte : d’ou : — 

d! JliZi BH — BJL 


EQ 

E© — EZ 
Br EZ 
rH > z©‘ 


ou 


BH . E0 , BH — 

rH > ze- dou : th 


rH^E©~Z0 . .. 

> — ou, comme le texte: 


Z0 


« u . AH A© ., . . AH — HB A© — ©E AB AE. 

1 . On a par hypothese: ^ >^=,d oil : ^ — ou: _ 


HB 


©E 


HB ©E 

T>*p Tj* 7 

Or, par hypothese : AB = Br et AE = EZ ; done, comme le texte : — ^ > 


d’oii 


Br 


< 


EZ 


Br — HB EZ 


©E 


ou 


HB ©E’ 

Br ^ ez ., . . Br — Hr ez — ©z 
Hr < ez‘ dou • - Hr - < — §z ~ ou - 


, BH E© 

comme le texte : gj, < 


2 . itapa Oeaei, de juxtaposition, e’est-i-dire parallele k une droite donnee 
de position, en d’autres termes : donnee de direction. 
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compris sous les droit es AA, AB 
an carre de la droite AT, le point V 
appartiendra a une ligneconique ( x ). 

Si maintenant la droite AB cesse 
d’etre donnee de position ( 1 2 ), si les 
points A, Bcessent d’etre donnes ( 3 ) 
et sont snr des droites ( 4 5 ) donnees de position AE, EB, le point T 
etant sureleve ( 6 7 ) sera sur une surface donnee de position ; et 
cel a a ete demontre ( 6 ). 



II. 



Proposition 238. — Si l’on a 
une droite AB donnee de position 
et un point T donne dans le mime 
plan ; si l’on mine une droite Ar, 
puis la droite AE k angles droits (*), 
et si l’on a le rapport de la droite TA 
a la droite AE, le point A appar- 
tiendra a une section conique donnee 
de position. Or, il faut dlmoncrer 
[qu’une portion] ( 8 ) de la ligne [con- 
stitue le lieu] (*), et cela sera 


1. Commandin a supplee id k l’absence d’une demonstration au moyen d’une 
longue demonstration visant les trois cas de l’ellipse, de la parabole et de l'hyper- 
bole (cfr. loc. tit., pp. 438-440). 

2. La droite AB reste done donnee de longueur. 

3. C'est-h-dire si les points A, B cessent d’etre fixes. 

4. Le texte porte euQeia, probablement par erreur, au lieu de euQeutic. 

5. (AtrctopiaOEv, sureleve, e’est-k-dire non dans le m£me plan. 

6. L’obscurite de ce lemme provient de la figure alteree qui l’accompagne 
dans les manuscrits, et que nous reproduisons telle que Hultsch la donne dans 
son edition. Commandin a eonsidere ce passage comme un « locus desperatus ». 
La version latine dont Hultsch accompagne le texte, laisse subsister l’obscurite. 
II y a lieu probablement de comprendre qu’une droite AB donnee de longueur 
a ses extremites A, B qui glissent sur deux droites AE, EB se coupant au 
point E. Cette droite fait participer k son mouvement une conique ayant cette 
droite AB pour diametre, et dont les cordes conjuguees restent paralleles k une 
droite donnee de position en dehors du plan des droites AE, EB. Le lieu de cette 
conique est une surface donnee de position. 

7. Sous-entendu sur la droite AB donnee de position. 

8. et 9. Lacunes combiees conjecturalement par Gerhardt dans la premiere 
edition qu’il a donnee du texte grec des livres VII et VIII de Pappus (Halle, 1871). 
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demontre de la mani&re suivante, apres avoir expose ce lieu-ci ( x ) : 

III. 

Proposition 236. — Etant donnes les deux points A, B et 
la perpendiculaire TA, que le rapport du carre de la droite AA 
aux carres ( 2 ) des droites TA, AB soit etabli ; je dis que, si ce 
rapport est celui de grandeur egale a grandeur egale, ou de 
grandeur plus grande a plus petite, ou de grandeur plus petite 
a plus grande, le point T appartient a une section conique (*). 

En effet, que le rapport soit d’abord celui de grandeur egale 
a grandeur egale. Et puisque le carre de la droite AA equivaut 
aux carres des droites TA, AB, posons la droite AE egale a la 
droite BA ; il s’ensuit que le rectangle compris sous les droites 

BA, AE equivaut au carre de la 
droite Ar ( 4 ). Coupons la droite AB 
en deux parties egales au point Z ; 
il s’ensuit que le point Z est 
donne. Et la droite AE est le 
double de la droite ZA; de sorte 
que le rectangle compris sous les 
droites BA, AE est' le double du 
rectangle compris sous les droites 
AB, ZA. Et le double de la droite 
AB est donne ; done, le rectangle 



1. La proposition 238 est intercalee ici hors rang en raison de son simple 
enonce ; elle sera reprise plus loin pour etre demontree k l’aide des propositions 236 
et 237. 

2. C’est-a-dire la somme des carres. 

3. En d'autres termes, le point T appartiendra k une parabole, k une hyper- 

Aa 2 

bole ou k une ellipse, suivant que le rapport est egal ^ l’unite, plus 

petit ou plus grand que 1’ unite. 

A a 2 _____ « 

4. Soit, dans le premier cas: — ; r .. .. = 1, d'ovx : AA 2 = TA 2 + AB 2 (I). 

r TA 4 + AB 2 w 


Posons : AE = AB et, considerant la droite EB couple en deux parties egales 
en A, k laquelle on ajoute la droite AE, on a, par application de l'identite 
(a + 6) b + (|) 2 = (| + 6) 2 , (Euclide, liv. II, prop. 6, enoncee p. 43, n. 3) : 
AB x AE + EA S = AA 2 ou : AB x AE + AB 2 = AA*,_d’ou, en presence de 
la relation d'hypoth^se (I), il vient : AB x AE + AB 2 = TA 2 + AB 2 ou : 
AB X AE = TA*. 
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compris sous ce double de droite donne et la droite ZA equivaut 
au cane de la droite AT. En consequence, le point T est lie de 
position a la parabole qui passe par le point Z (*). 

La synthese du lieu se fera de la mani&re suivante : Soient 
A, B les points donnes, et que le rapport soit celui de grandeur 
egale a grandeur egale. Coupons la droite AB en deux parties 
£gales au point Z, et que la droite P soit le double de la droite AB. 
La droite ZB, terminee au point Z, etant donnee de position, 
et la droite P etant donnee de grandeur, decrivons la parabole HZ 
autour de l’axe ZB( 2 ), de telle sorte que, si l’on prend un point T 
sur celle-ci, et si l’on m&ne la perpendiculaire TA, le rectangle 
compris sous les droit es P, ZA soit equivalent au cane de la 
droite AI 1 , et menons une perpendiculaire BH. Je dis que la 
ligne TH est une partie de cette parabole. 

En effet, menons la perpendiculaire TA et posons la droite AE 
egale a la droite BA. Des lors, puisque la droite AB est le double 
de la droite BZ et la droite EB 
le double de la droite BA, il 
s'ensuit que la droite AE est 
aussi le double de la droite ZA. 

En consequence, le rectangle 
compris sous les droites BA, AE 
equivaut a deux fois le rectangle 
compris sous les droites AB, ZA, 
c'est-a-dire au cane de la droite 
Ar. Ajoutons de part et d’ autre 
le can6 de la droite EA, qui est egal au can6 de la droite AB ; 



1. On a : AE = AB — EB. Or, on a par construction : AZ = ZB et EA =AB, 
d’oii : AB = 2BZ et EB = 2BA ; done : AE = 2BZ — 2BA ou, comme le texte : 
AE a* 2ZA, d’ou : AB x AE = 2AB x ZA, d’oit, en presence de la demtere 
egalite de la note precedente, on a : TA a = 2AB x ZA, c’est- 4 -dire l'equation 
y 2 = 2 p. x de la parabole passant par le point Z, k laquelle appartient le point T ; 
relation demontree par Apollonius dans la proposition XI du livre I des Coniques 
(voir l’6nonce p. 505, n. 1). 

2. Apollonius, Les Coniques, liv. I, prop. 52 : « Une droite terminee en un 
point etant donnee dans un plan, trouver, dans ce plan, une section de cone 
appelee parabole, dont le diam^tre est la droite donnee, dont le sommet est 
l’extremite de la droite, et dans laquelle le carre de toute droite abaissee de la 
section sur le diametre, sous un angle donne, soit equivalent au rectangle delimite 
sous la droite qu’elle decoupe a partir du sommet de la section, et sous une autre 
droite donnee ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 97. 
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il s’ensuit que le carre entier de la droit e AA equivaut aux carres 
des droites TA, AB. En consequence, la ligne ZrH constitue le 
lieu ( 1 ). 


IV. 

Proposition 237. — Soient de nouveau les deux points donnas 
A, B ; abaissons la perpendiculaire Ar ( 2 ), et que le rapport du 
carre de la droite AA aux carres des droites BA, Ar soit celui 
de grandeur plus grande a plus petite, dans le premier cas, et celui 
de grandeur plus petite a plus grande dans le second cas ; je dis 
que le point T appartient a une section de cone, qui sera une 
ellipse dans le premier cas et une hyperbole dans le second cas. 

En effet, puisqu’on a le rapport du carr6 de la droite AA 
aux carres des droites BA, Ar, que le rapport du carr6 de la 
droite EA au carr6 de la droite AB soit le meme que ce dernier 
rapport. Des lors, la droite BA est plus petite que la droite AE 
dans le premier cas, et la droite BA est plus grande que la 
droite AE dans le second cas. Posons la droite AZ egale a la 
droite EA. Puisque le rapport du carre de la droite AA aux carres 
des droites TA, AB est donn6, et que le rapport du carre de la 
droite EA au carre de la droite AB est le meme que ce dernier, 
il s’ensuit que le rapport du rectangle compris sous les droites ZA, 
AE au carre de la droite Ar est donn6 aussi ( 3 ). Mais, puisque le 


1. On a par construction : AB = 2BZ et EB = 2BA, d’ou : AB — EB =■■ 
2BZ — 2BA ou : AE =* 2ZA, d’ou : BA x AE = 2BA x ZA = P x ZA. Or, 
on a pax construction : P_X ZA = TA 2 ; done : BA x AE = Pa 3 , d'oii : 
BA x AE + EA 3 = TA 3 4 - EA 3 . Or, consid6rant la droite EB divisee en deux- 
parties egales en A, k laquelle on ajoute en direction la droite AE, on a (Euclide, 
liv. II, prop. 6, enonc6e p. 43, n. 3) : BA x AE + EA 2 = AA 2 ; done : 
AA 3 — Pa 3 -+* EA 3 ou : A A 2 = TA 2 + AB 3 , d'ou, relation d’hypoth^se : 


A A 


r A 4 + AB 3 

2. Sous-entendu 


,= 1 ; done, la parabole ZrH est le lieu du point 
du point donne T. 


3. Le rapport donne dans le premier cas est 
AA 2 


AA 


> i. Posons 


EA“ 

BA 3 


BA 2 + AP 2 
relation (I) donne 


(I) ; done, 


EA 

BA 3 

AA 3 — EA 2 
BA 3 + TA 3 — BA 3 


> i est donne. 


BA 3 + AT 3 
d’ou : EA > AB. Or, la 


EA 3 


done, le rapport 


AA 2 — EA 2 


est 


BA 3 ’ aF 

donn£. Posons : AZ = EA et, considerant la droite EZ partagee en parties egales 
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rapport de la droite AE a la 
droit e AB est donn6, ainsi que le 
rapport de la droite ZB a la droite 
BA, que le rapport de la droite AB 
k la droite BH devienne 6gal a 
ce dernier rapport ; il s’ensuit que 
le rapport de la droite enti&re AZ 
a la droite AH est donne aussi. 

Derechef, puisque le rapport de 
la droite EA a la droite AB est 
donne, que le rapport de la droite H a $3 A Z B 
A© a la droite B@ devienne egal 

a celui-ci ; il s’ensuit que le rapport de la droite AB a la droite B® 
est donn6 aussi ; [done, le point © est donne] ( 1 ) ; done, le rapport 
restant de la droite AE a la droite ©A est donne aussi. En con- 
sequence, le rapport du rectangle compris sous les droites ZA 
AE au rectangle compris sous les droites ©A, AH est donne aussi. 
Or, le rapport du rectangle compris sous les droites ZA AE au 
carre de la droite TA est donne ; done, le rapport du rectangle 
compris sous les droites HA, A© au carre de la droite Ar est donne 
aussi. Et les deux points ©, H sont donnes ; par consequent, le 
point r appartient a une ellipse dans le premier cas, et a une 
hyperbole dans le second cas (*). 



en A, a laquelle on ajoute en direction la droite AE, on a (Euclide, liv. II, 
prop. 6, enoncee p. 43, n. 3) : ZA x AE = AA 2 — EA 2 ; done, le rapport 

ZA X AE . . 

— *= — est donne aussi. 

AF* 


1. Les mots places entre crochets sont abandonnes par Hultsch comme ayant 
ete interpol6s (cfr. loc. tit., vol. II, p. 1010, 1 . 8). 

2. Le texte de la partie analytique de la demonstration est excessivement 
concis a partir de l'endroit oil nous renvoyons & la note 3, page 796, et 
il passe sous silence certaines relations intermediaires mises en evidence comme 
suit : 


Le rapport 


EA 2 
A F 


etant donne, 


— est donn6. Or, on a pose : AZ = EA ; done : 
AB r 


est donne. D&s lors, dans le premier cas (Euclide, Donnees, prop. 5, enoncee 
AB 

p. 28, n. 5), le rapport ^ est donne; done (Euclide, Donnees, prop. 8, enoncee 
BA 

ZB EA^ 

p. 198, n. 2), le rapport, — est donne aussi. Dans le second cas, oil — j < 1, 
AB AB 
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Le lieu recevra la synthese suivante : Soient A, B les deux 
points donnes, et que le rapport donne du carre de la droite PT 
au carre de la droite TS soit celui de grandeur plus grande a plus 
petite dans le premier cas, et celui de grandeur plus petite a plus 
grande dans le second cas. Posons la droite TT egale a la 
droite PT ; faisons en sorte que la droite AB soit a la droite BH 
comme la droite TS est a la droite ST, et en sorte que la 
droite A0 soit a la droite 0B comme la droite PT est a la 
droite TL. Decrivons une ellipse autour de l’axe 0H dans le 
premier cas, et une hyperbole autour de cet axe dans le second 
cas, de telle sorte que, si l’on prend un point tel que F sur celles-ci, 
et si l’on mene la perpendiculaire TA, le rapport du rectangle 
compris sous les droites 0A, AH au carre de la droite AT soit 
le rapport compose de celui que poss&de la droite TS avec la 
droite ST, de celui que possede la droite TS avec la droite SP 
et du rapport donne, qui est celui que poss&de le carre de la 


puisque ^ est donne, est donne ; d'ou (Euclide, Donnies, prop. 5) est 

AB Aa BZ 

BZ AB BZ 

donne aussi, d’ou: —3 est donn 4 . Posons: 3-^ =—3. D6s lors, dans le premier 
AB Ba AB 

cas ’ bH 41 ou: donni ’ et - **** le second “»• BH-aB ou: m 

A© B A 

est donne. Posons le rapport -3^ egal au rapport donne ^-3; done (Euclide, 


Donnies, prop. 6, enoncee p. 210, n. 2), le rapport — — est donne aussi. Or, ayant 

AB 

, A© Ed A© + B© EA + AB AB EB 

par construction : on a auss! : — ~ ^j— ™ : 5© = AB- 

^2 

Or, on a vu que — - est donne, d'oii —5 est donne ; done, 3— est donne aussi, 

AB AB BH 

a b — . EB aE AZ 

d'ou : T-s ou — est donn£ aussi. Or, on a vu que le rapport est 

B 9 — AB 9 A AH 

AE X AZ 

donne ; done, -3-r —3 est donn£. Or, on a vu (note 3, page 796) que 

Ha X AU 

le rapport AE n?^ A - Z est donn6; done (Euclide, Donnies, prop. 8), le rapport 
©A X AH 

— — est donn£ aussi ; expression constante caracterisant une conique 


le rapport 


est donn£. Or, on a vu (note 3, page 796) que 


est donn6; done (Euclide, Donnies, prop. 8), le rapport 


est donn£ aussi ; expression constante caracterisant une conique 


centree. Or, par hypoth^se (et Euclide, Donnies, prop. 30, enoncee p. 229 
n. 2, et prop. 25, enoncee p. 214, n. 6), le point A est donne ; done, les 
points j E, Z sont donnes aussi par construction. De plus, on a par construction : 
AB B 7 Aft EA 

gg = — ainsi que: j^=— ; done, les points H, 9 sont donnas. En conse- 


quence, dans le premier cas, le point V appartient ,a l’ellipse de grand axe H 9 , 
et, dans le second cas, il appartient k l’hyperbole de diam£tre transverse H 9 . 
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droite PT avec le carre de la droite TE, et abaissons la perpen- 
diculaire BK. Je dis que la ligne 0K satisfait a rinjonction (*). 

En effet, menons la perpendiculaire FA ; faisons en sorte que 
la droite ZB soit a la droite BA comme la droite AB est a la 
droite BH, et faisons en sorte que la droite EA soit a la droite AB 
comme la droite A0 est a la droite ©B, de 
maniere que le rapport de la droite AH a 
la droite AZ soit le meme que celui de la 
droite HB a la droite BA, c’est-a-dire de la 
droite TE a la droite ET, et de maniere que 
le rapport de la droite 0A a la droite AE 
soit le meme que celui de la droite T2 a la 
droite EP (car cela a ete demontre dans 
T analyse) ; de telle sorte que le rapport du 
rectangle compris sous les droites 0A, AH au 
rectangle compris sous les droites ZA, AE se 
compose de celui que poss&de la droite TE 
avec la droite ET et de celui que possede la 
droite TS avec la droite EP. Mais, puisque le rectangle compris 
sous les droites 0A, AH a avec le carre de la droite AT le rapport 
compose de celui que possede la droite TE avec la droite ET, 
de celui que possede la droite TE avec la droite EP et du rapport 
donne ; que le rapport donne est celui du carre de la droite PT 
au carr6 de la droite TE ; que le rapport du rectangle compris 
sous les droites ©A, AH au carr6 de la droite A V se compose de 
celui que possede le rectangle compris sous les droites ©A, AH 
avec le rectangle compris sous les droites ZA, AE et de celui que 
possede le rectangle compris sous les droites ZA, AE avec le carr6 
de la droite AT, et que le rapport du rectangle compris sous les 
droites ©A, AH au rectangle compris sous les droites ZA AE 
est le meme que le rapport compose de celui que possede la 
droite TE avec la droite ET et de celui que possede la droite TE 
avec la droite EP, il s’ensuit que le rapport restant du rectangle 
compris sous les droites ZA, AE au carre de la droite AT est le 
meme que celui du carre de la droite PT au carr6 de la droite TE, 


i. irotei to iTtiTayjjia, realise la (condition) imposee (de constituer le lieu du 
point T). 
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c’est-a-dire du carre de la droite EA au carre de la droite AB, 
et que tous sont a tous (*). En consequence, le carre de la droite PT 
est au carre de la droite T2, ce qui est le rapport donne, comme 
le carr£ de la droite AA est aux carres des droites TA, AB ; de 
sorte que la ligne 0K, qui est une partie de la section, constitue 
le lieu f). 


1. xai navra icavra, c’est-4-dire que tous les antecedents sont i tous les 
consequents dans le meme rapport. 

2 . Le passage etant d’une lecture un peu penible, reprenons cette synth&se 
du lieu du point r explicitement en notations actuelles : 

ZB 


On a par construction: 


BA 


= ZZ. Des lors, dans le cas de la premiere 


PT 2 


TS 
ZB -f- AB 


AB 

= ou 


figure, oti l’on a : Z^>i, on a : 

TL 2 BA+BH BH 

AH BH TS 


A Z A B _ ST d> ^ 

AH BH TS' ° U ' 


comme le texte : et, dans la seconde figure, ou le rapport donne 


est plus petit que l’unite, on a : 


AB — ZB AB 


= v OU 


BH— BA BH 


AZ 

AH 


_ ST 

= ~ r =— ou, comme 


AB 

BH 


le texte 


AH BH TS /T . tv * A EA 

= Yr = vr l 1 ' D autre part, on a par construction : — = 


AZ AB ST 

A© PT ,, , . A0 + 0B PT + TS AB PS ~ ... 

6B = Tl’ d0U SB TL~ 0u : 01 “tl- 0r ’ on a demontre dans 

AB EB 

la partie analytique de la demonstration (voir note) que Ton a : — = 

@B 


done : 


AB — EB AB 


©B ° U 


AE 

©A 


AB ,, . AE 
0B- doU • 0A 


PS 

TS 


AB ' 


, d’ou, comme le texte : 


©B — AB 
©A TS 

AE^pS * ors ’ ^ re ^ at ^ ons (1) et (II) donnent, comme le texte : 

0A x AH_ TS w TS 
ST 

©A X AH ©AX AH 


AZ x AE ST PS v 
et l'on peut ecrire 


Ar 2 


AZ X AE 


. ©A X AH _ 

_TS TS 

PT* 

Ar 2 

ST X SP X 

TS 2 ' 

AZ x AE 
Ar* 

done, on 

a : 


©A X AH v AZ x AE 
AZ X AE X 


AT 


TS TS AZ x AE 
ST PS AT 2 


TS TS PT* 

= 2 ^ X 2P X TS 2 0U * en P r ® sence de la relation (III) : 

Z|xI|xS! OU. comme le texte: 

ST PS TS 2 AT* TS 2 


Or, 


PT* 

TS* 


est le rapport donne, et (voir debut de la demonstration) on a 


pose 


lA* , , PT* 

— 5 = rapport donne 


done 


AZ x AE 


EA* 

AB 2 


PT 


d'ou : 


__ Ar* AB 2 TS 2 ' 

AZ X AE -4- EA* PT* 

— — = =* 7 .. Or, considerant la droite ZE divisee en deux parties 
AT* H- AB 2 TS 2 v 

6 gales en A, 4 laquelle on ajoute en direction la droite AE, on a (Euclide, 

rs__ TT2 . j — i- - AA 2 


liv. II, prop. 6) : AZ x AE -j- EA“ = AA 2 ; done, comme le texte : 
PT 4 EA 


AT 2 4- AB 2 

2 n a 3 

TS* B* ra PP° r * donn6 ; relation caracterisant une ellipse dans le premier 
cas, et une hyperbole dans le second cas, comme lieu du point r. 
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Proposition 238. — Les choses s’etablissant de cette 
mani&re, venons-en a la proposition du debut ( 1 ). Soit la droite AB 
donnee de position ; soit un point T donne dans le meme plan ; 
menons la droite Ar et la perpendiculaire AE ( 2 ), et que le 
rapport ( 3 ) soit celui de la droite TA a la droite AE. Je dis que le 
point A est lie k une section de c6ne, et que celle-ci est une parabole 
lorsque le rapport est celui de grandeur egale a grandeur egale, une 
ellipse lorsqu’il est de grandeur plus petite a plus grande, et 
une hyperbole lorsqu’il est de grandeur plus grande k plus petite ( 4 ). 

En effet, que le rapport soit d'abord celui de grandeur egale 
k grandeur 6gale, c’est-k-dire que la droite TA soit d’abord 6gale a 
la droite AE. II faut demontrer que le point A est lie a une parabole. 

Menons la perpendiculaire TZ (elle est done donnee de 
position) (®), et menons la droite AH par allele k la droite AB. 
Et puisque le carre de la droite EA 
est egal au carre de la droite Ar ; 
que la droite EA est 6gale k la 
droite ZH, et que le carr 4 de la 
droite Ar equivaut aux carres des 
droites AH, Hr, il s’ensuit que 
le carr6 de la droite ZH equivaut 
aux carres des droites AH, Hr. 

De plus, la droite Zr est donnee 
de position, et les deux points Z, T 
sont donnes ; par consequent, le 
point A est lie a une parabole ; car cela a 6te demontre 
precedemment ( 6 ). 

1. C’est- 4 -dire k la proposition qui a ete simplement enoncee sons le n° 238 
avant la proposition 236, voir p. 793. 

2. Perpendiculaire menee du point A donne sur la droite donnee de posi- 
tion AB. 

3. C’est- 4 -dire le rapport donne ou constant. 

4. Cette proposition est une des plus remarquables de l’ouvrage de Pappus ; 
elle contient la propriety de ladirectrice dans les coniques en 6non?ant, en d'autres 
termes, que le lieu d'un point dont les distances k un point donne et k une droite 
donnee de position sont entre elles dans un rapport donne est une section conique, 
laquelle est une parabole si le rapport est l’unite, une ellipse s'il est plus petit 
que l’unite et une hyperbole s’il est plus grand que l'unite. 

5. Euclide, Donnies, prop. 30, 6nonc6e p. 229, n. 2. 

6. Le rapport donne ^ = 1 ou AT = AE, d’oii : AT* = AE* = ZH*. Or, 

Ad 

AT 2 = AH 2 4 - Hr* ; done : ZH* = AH* + Hr*. Or, la droite Zr est donnee de 
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La synthese se fera done de la maniere suivante : Soit AB 
la droit e donnee de position, et soit T le point donne. Menons 
la perpendiculaire TZ et, la droite TZ etant donnee de position, 
et les deux points Z, T etant donnes, trouvons la parabole A© 
de telle sorte que, si l’on prend un point tel que A, et si l’on mene 
la perpendiculaire AH, le carre de la droite ZH soit equivalent 
aux carres des droit es AH, HT. Je dis que la ligne A0 constitue 
le lieu, e’est-a-dire que, si l’on mene une droite telle que Ar et 
la perpendiculaire AE, la droite TA est egale a la droite AE. 

Menons la perpendiculaire AH ; done, du fait de la parabole, 
le carre de la droite ZH equivaut aux carres des droites AH, HT. 
Et la droite EA est egale a la droite ZH, tandis que le carre de 
la droite Ar equivaut aux carres des droites AH, HT ; par 
consequent, le carre de la droite Ar est egal au carre de la 
droite AE ; done, la droite TA est egale a la droite AE ; done, la 
ligne A® constitue le lieu. 

P) 


position, et les points Z, T sont donnes ; done (lemme III ou proposition 236 ), 
le point A appartient k une parabole. 

1 . Une lacune qui affecte tous les manuscrits mis au jour jusqu’ici a fait 
perdre la demi&re partie de la demonstration qui devait s’etendre aux deux 
autres cas, de l’ellipse et de l’hyperbole. Commandin a donne une reconstitution 
conjecturale de cette demiere partie de la proposition. Nous donnons ici une 
traduction libre et r4sum4e du texte latin de cette reconstitution (cfr. loc. cit., 
pp. 44 - 46 ) : 

Que les choses soient les memes que pr4c4demment, et que le rapport de 
TA a AE soit de plus petit k plus grand, ou de plus grand k plus petit. II faut 
d4montrer que, dans le premier cas, le point A appartient k une ellipse et, dans 
le second cas, k une hyperbole. 

En effet, q ue les choses soient etablies comme plus haut. On aura done : 

ZH 8 $ AH 8 + Hr 8 . Or, la droite Zr est donn4e de position, et les deux points 

Z, T sont donnes ; done, le point A appartient 



k une ellipse ou k une hyperbole ; car cela a ete 
demontre au lemme IV. La synthase sera la suivante : 
Soit de nouveau la droite AB donnee de position, 
et soit T le point donne. Que le rapport donne 
soit celui de PT k TE, et qu’il soit celui de plus 
petite k plus grande grandeur dans le premier cas. 


et celui de plus grande k plus petite grandeur dans 
le second cas. Menons la perpendiculaire TZ et. 


la droite TZ 4tant donn4e de position et les points 


Z, T 4tant donnes, trouvons, dans le premier cas, la portion d ellipse A© et, dans 
le second cas, la portion d'hyperbole A®, de mani4re que, si l’on prend dans 
chaque cas un point A, et si l’on m4ne la perpendiculaire AH, on ait : 
ZH 8 PT 8 

— rj. Je dis que la ligne A© constitue le lieu, e’est-i-dire que, si 
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LEMMES DU LIEU RESOLU. 

I. 

Soit le triangle rectangle ABr ayant 1' angle compris sous les 
droites AB, Br droit ; que la droite AZ soit a la droite ZB et la 
droite BH a la droite Hr comme la droite AB est a la droite BI\ 
et menons les droites de jonction AEH, TEZ, BEA; je dis que 
la droite BA est perpendiculaire sur la droite Al? ( J ). 

Puisque la droite AZ est a la droite ZB et la droite BH a la 
droite Hr comme la droite AB est a la droite BI\ il s’ensuit que 
la droite BH est k la droite HT comme la droite AZ est a la 
droite BZ. Par composition et permutation, la droite ZB est a 
la droite Hr comme la droite AB 
est a la droite Br, Mais, la droite 
BH est a la droite Hr comme la 
droite AB est a la droite Br ; done, 
la droite BH est a la droite Hr 
comme la droite ZB est a la 
droite HR En consequence, la 
droite ZB est egale a la droite BH ( 2 ) ; de sorte que si Ton 
mene la droite de jonction ZH, Tangle compris sous les droites 
BZ, Z 0 est aussi egal a Tangle compris sous les droites BH, H0( 3 ). 



PA p>p 

l’on m&ne une droite quelconque TA et la perpendiculaire AE, on a : — . 

AE 1 L 

Menons la perpendiculaire AH. D&s lors, par suite de la construction de 
l’ellipse ou de l'hyperbole, on a : 


ZH 


PT 


AH* 4- Hr* 
EA*_ 
AT 3 


Or, on a par construction : 
LE 4 r 


d’ou 


EA PT . 

— = — ; done, 
AT TS 


la 


T 

ZH = EA et AT* = AH 2 + HT 2 ; done, 
ligne A@ constitue le lieu. 

1. Ce lemme et le suivant, relatifs au champ de 1' analyse, ont fait l’ob jet 
de remaniements de la part de scoliastes qui en ont fortement altere les 
demonstrations. La figure qui accompagne le texte presente la lettre iota que 
les geometres grecs n’utilisent qu’exceptionnellement dans leurs demonstrations. 

, ... BH AZ ,, , BH + Hr AZ4-BZ 

a par hypothese : = dou * — 


2. On 


Hr BZ' 


Hr 


AB 


rkjj ji % 

= dOU 


b r __ 

Hr ~ BZ’ 
BH BZ 


B Z AB 

— = — . Or, on a aussi par hypothese 
hi Br 


BH 

Hr : 


BZ 

AB 

Br 


ou 


= — ; done 


Hr-Hf d'oi* : BZ = BH. 

3. L’egalite delanoteprec6dente entraine evidemment: BZ0=BH0 et, k partir 
de cet endroit, la demonstration a subides alterations qui la corrompent visiblement. 
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Et la droite Z0 est plus grande que la droite ©H ; car, si Ton 
mene par le point H la droite HIK par allele a la droite AF, 
Tangle compris sous les droites B0, 0H, equivalent aux angles 
opposes compris sous les droites 0H, HI et sous les droites 01, 
IH, est plus grand que Tangle compris sous les droites H0, ©I, 
c’est-a-dire Tangle aigu compris sous les droites ZB, B0 ; de sorte 
que Tangle compris sous les droites HB, B0 est plus petit que 
Tangle compris sous les droites ZB, B0 (*). Coupons la droite ZH 
en deux parties egales au point A ; il s’ensuit que le cercle decrit 
du centre A, a la distance de Tune des droites AZ, AB, AH, 
passe par le point A, et que le quadrilatere AZBH sera inscrit 
dans ce cercle (car cela sera demontre dans la suite). L’ angle 
compris sous les droites BA, AZ est egal k Tangle compris sous 
les droites BA, AH, et ils sont Tun et T autre un demi-angle 
droit (car chacun des angles compris sous les droites BH, HZ et 
sous les droites BZ, ZH est un demi-angle droit) ( 2 ). De plus. 
Tangle compris sous les droites ZA, AH est droit. Des lors, je 
dis que Tangle compris sous les droites AA, AB est droit. 

En effet, s’il n’en est pas ainsi, il est plus grand ou plus petit 
qu’un angle droit. 

Qu’il soit d’abord plus grand qu'un angle droit ; que Tangle 
compris sous les droites BA, AM soit droit ; prolongeons les droites 
HT, MA, et qu’elles se rencontrent au point N. D&s lors, puisque 
le triangle rectangle MBA est semblable au triangle rectangle MBN, 
et que chacun des angles compris sous les droites BA, AZ et sous 
les droites ZA, AM est la moitie d’un angle droit, la droite MA 
est done a la droite AB comme la droite MZ est a la droite ZB ( 3 ). 


i. Il faut evidemment lire : H0I = B0Z (au lieu de ZB0), c’est-A-dire : 

B0H > B0Z, ce qui entraine, dans le triangle isoc&le ZBH : HB0 < ZB©. 

Au reste, I’in4galit6 Z 0 > 0H, qui, comme sa demonstration, se rapporte 
au cas de la figure, ou AB > BI\ n’imporoe pas k la demonstration du 
theoreme, et toute la phrase est k consid4rer comme un hors-d'oeuvre. 


2 . On a: BZ=BH; done: BAZ=BAH et BAZ = BHZ=^ angle droit, et BAH= 


BZH=£ angle droit. „ — 

3 - En premiere hypoth^se : BAM = 1 angle droit. Or, on a demontre que 

Ton a : BAZ = I angle droit ; done : BAM — BAZ = ZAM = £ angle droit ; 
d’ou, considerant Tangle BAM partage en deux parties egales par la droite AZ, 

on a (Euclide, liv. VI, prop. 3 , enonc4e p. 220 , n. 4 ) : = 

AB ZB 




i 

< 


< 
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Mais, la droite BA est k la droite AN, c’est-a-dire la droite BH 
a la droite HN, comme la droite MA est k la droite AB (car Tangle 
compris sous les droites BA, AN est aussi coupe en deux parties 
^gales par la droite AH) ; par consequent, la droite BH est a la 
droite HN comme la droite MZ est k la droite ZB i 1 ). Derechef, 
puisqu’on a suppose que la droite BH est k la droite Hr comme 
la droite AZ est k la droite ZB, il s’ensuit que la droite MZ a avec 
la droite ZB un rapport plus petit que celui de la droite BH avec 
la droite HN ; ce qui est impossible, car on a demontre que la 
droite BH est k la droite HN comme la droite MZ est a la droite ZB. 
En consequence. Tangle compris sous les droites BA, AA n’est 
pas plus grand qu'un angle droit (2). 

On demontre pareillement que Tangle compris sous les droites 
AA, AB n’est pas plus petit qu’un angle droit en menant par le 
point A la droite SAO perpendiculaire a la droite AB. En effet 
la droite BH sera de nouveau k la droite HO comme la droite EZ 
est k la droite ZB, et on montrera que la droite AZ a avec la 
droite ZB un rapport plus petit, k fortiori, que celui de la droite BH 
avec la droite Hr ; ce qui est impossible ; car on a suppose que 
la droite BH est k la droite HT comme la droite AZ est a la 
droite ZB ( 3 ). 


1. Les deux triangles semblables, parce que supposes rectangles, BAM, BAN 
Or, l'angle BAN est suppose droit, et Tangle BAH ayant 


BA MA 


donnent : 

et 6 demontrS etre 6gal 4 un demi-angle droit, on a : HAN = | angle droit, d'ou, 
considerant Tangle BAN coupe en deux parties egales par la droite AN, on a 

(Euclide, liv. VI, prop. 3) : ^ = ^5 ; done : d'ou, en presence de 

AN HN HN BA 

BH MZ 

la derni&re relation de la note precedente : 

HJN Z B 

T> rr A7 

2. On a par hypoth&se : Or, AZ > MZ et HT < HN ; done 

ill ZB 

; ce qui est en contradiction avec la demi&re 

HN ZB 


egalite de la note 

precedente. 

3. La seconde partie de la demonstration aboutit, comme plus haut, k la 
relation : = Or, AZ < HZ, et HO > HT ; done, • ce qui 


HO ZB' 

est contraire k l’hypothese : = A?. 

Hi Zai> 
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II. 

Que la droite AZ soit a la droite ZB et la droite BH ala 
droite HT comme la droite AB est a la droite BT; je dis que la 
droite ZB est egale a la droite BH ( x ). 

Puisque la droite BH est a la droite Hr comme la droite AZ 
est a la droite ZB, par composition et permutation, la droite ZB 
est a la droite Hr comme la droite AB est a la droite Br, c’est- 
a-dire comme la droite BH est a la droite Hr ; done, la droite ZB 
est egale a la droite BH ( 1 2 ). 


III. 

Soit le triangle rectangle ABr dont Tangle B est droit ; que 
la droite AZ soit a la droite ZB et la droite BH a la droite Hr 
comme la droite AB est a la droite Br, et menons les droites de 
jonction TEZ, AEH, BEA ; je dis que la droite BA est perpendi- 
culaire sur la droite Ar. 

Qu’il en soit ainsi. Des lors, les triangles ABA, BAr sont 
semblables au triangle entier ABT et semblables entre eux ; done, 

la droite AA est a la droite AB 
comme la droite AB est a la 
droite Br, e’est-a-dire la droite 
AZ a la droite ZB. En conse- 
quence, Tangle compris sous les 
droites AA, AB est coupe en 
deux parties egales par la droite 
ZA ( 3 ) ; done, Tangle compris 
sous les droites ZA, AB est la 
moitie de Tangle droit. Pour les memes raisons, Tangle compris 
sous les droites BA, Ar est coupe en deux parties egales par la 
droite AH ; done, Tangle compris sous les droites BA, AH est 


1. Voir la figure de la proposition precedente. La pr&ente proposition re- 
produit le point d£montre au debut de la demonstration de cette proposition 
precedente. 

2. La demonstration repute, en moins de mots, la partie iuitiale de la demon- 
stration de la proposition precedenre. 

3. Euclide, liv. IV, prop. 3, enoncee p. 220, n. 4. 


B 
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la moitie d’un angle droit. En consequence, Tangle compris sous 
les droites ZA, AH est droit. Or, Tangle compris sous les droites 
ZB, BH est droit aussi ; done, le quadrilatere BZAH est inscrit 
dans un cercle. Et Tangle compris sous les droites ZA, AB est egal 
a Tangle compris sous les droites BA, AH ; done, la droite ZB 
est aussi egale a la droite BH (*) [cela a lieu en vertu de ce qui a ete 

demontre precedemment] ( 2 ) ; 

( 3 ). 


1. Euclide, liv. Ill, prop. 26, enoncee p. 148, n. 3, et prop. 29, 6noncee 
p. 434, n. 4. 

2. La phrase que nous pla^ons entre crochets a probablement ete interpose. 

3. Le livre VII se termine dans une lacune qui s’etend sans doute k la 
partie synthetique de cette proposition. 

Le manuscrit de Paris (Codex Paris inus 2440) presente ici T annotation : TeXo? 
xou kSSdjxou xr^ Ilairjtou xou aXeS; auvaywpis 0 iceptr^e*. T7\v xa£tv xat xir\v leeptoyV xat 
xa L^jxfxatxa xou avaXuopivou xorrou ; e’est-k-dire : Fin du septi^me (livre) de la Col- 
lection de Pappus d'Alexandrie, contenant l'etat, le sommaire et les lemmes du 
lieu resolu. 



LIVRE VIII DE LA COLLECTION 
DE PAPPUS D’ALEXANDRIE 

contenant des problemes micamques variis et delectables. 


La theorie mecanique, mon fils Hermodore, etant utile aux 
choses multiples et importantes qui se presentent dans la vie, 
elle merite k juste titre la plus grande faveur chez les philosophes, 
et fait 1’ ambition de tous les mathematiciens, parce qu’elle est 
pour ainsi dire la premiere qui s’ applique aux recherches physiques 
sur la matiere constituant les elements du Monde. Considerant 
le repos f 1 ), la sollicitation ( 2 ) des corps et leur mouvement de 
translation ( 3 ) dans l’Univers, cette theorie, organisee au moyen 
de theoremes domines par la matiere elle-meme ( 4 ), fournit la 
raison des corps qui se meuvent de par nature ( 5 ), et elle en force 


1. Trao-t?, repos ou etat statique des corps. 

2. oopa, expression que la version latine de Commandin rend par le mot 
« latio », action de porter (cfr. loc. cit., p. 447), et la version latine de Hultsch, 
par le mot « gravitas », pesanteur (cfr. loc. cit., vol. II, p. 1082, 1 . 2), mais k laquelle 
il y a lieu de donner plutdt le sens de « tendance au mouvement » ou de sollici- 
tation (des corps), c’est-k-dire l’6tat dynamique en opposition avec l'£tat statique 
(a-rifft?) qui precede dans la phrase. Ce sens est moins general que celui qu'Aristote 
(Physique, liv. V, chap. 2) donne au mot cpopa, qu'il consid&re a peu pr&s comme 
synonyme de l'expression de la note suivante qui designe le transfert d’un lieu 
dans un autre. La physique ancienne exprimait la tendance au mouvement 
suivant la verticale seule par le mot pimi, d’ou io-oppo 7 tta, equilibre, et, dans 
le cas de la suspension d’un grave, cette tendance est consideree comme 6tant 
proportionnelle au poids ainsi qu'au bras de levier dans les Mecaniques d'Aristote 
et dans les commentaires d’Eutocius d'Ascalon sur le traits de /' Equilibre des 
Plans d’Archim^de. 

3. t; xaTa touov xi'vr\Ti; (twv awixaTtov), le mouvement (des corps) par rapport 
au lieu, c’est-a-dire le mouvement de translation (des corps) ; expression employee 
par Aristote ( Physique , liv. V, chap. 2) pour designer le mouvement local d’apr&s 
son concept general de la mutation exprimee par le mot xtviri<rt?. 

4. C'est- 4 -dire domines par des postulats conformes aux donnees de la 
physique. 

5. xara ouc.v, conformement a la nature (meme des corps), c’est-i-dire k 
l'intervention de Taction naturelle de la pesanteur ou, en general, de l’attraction 
mutuelle des corps. 
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d'autres, en des mouvements de sens opposes ( 1 ), a se deplacer 
contre nature ( 2 ) hors des lieux qui leur sont propres. 

Les mecaniciens partisans d’ Heron disent qu’une partie de 
la mecanique est rationnelle, 1’ autre partie appliquee ( 3 ), et que 
la partie rationnelle se compose de la geometrie, de l’arithmetique, 
de l'astronomie et des etudes physiques ( 4 ) ; tandis que la partie 
appliquee comprend l’art de travailler l’airain ( 5 6 ), Tart de batir ( 8 9 ), 
l'art de construire en bois ( 7 ), l’art de la peinture ( 8 ) et l’exercice 
manuel de ces arts. On dit que celui qui, apres s’etre adonne des 
son enfance aux sciences que nous venons de mentionner, a acquis 
de l'experience dans les arts precites et est, en outre, doue d'un 
esprit ouvert, sera un excellent inventeur et constructeur 
d'ouvrages mecaniques. Mais, comme il est impossible qu’un 
meme homme devienne superieur dans autant d’objets d’ etudes, et 
apprenne en meme temps les arts que nous avons dits, il est 
present a celui qui desire exercer les travaux mecaniques de tirer 
parti des arts mis a sa portee suivant les avantages particuliers 
qu’ils lui presentent. 

Les arts les plus necessaires aux usages de la vie (®) sont les 
suivants : l’art des artificers ( 10 ) qui, eux aussi, ont ete appeles 


1. its hacrzinq xtvrj <m$, dans des mouvements opposes k la solicitation 
naturelle des corps. 

2. uapi otidiv, contre nature, d'une maniere oppos 4 e k l'action de la pesanteur 
ou de l’attraction mutuelle des corps. 

3. ^eipoupyuco?, qui a besoin de l'application de la main (^«lp), e'est-h-dire 
(la mecanique) pratique ou appliquee. 

4. x*t oufftxuv Xoywv, et des Etudes des choses naturelles, e'est-i-dire 
de la physique. 

5. ^ ^aXxtuTtxrj (sous-entendu l'art de travailler l'airain, la m6tal- 

lurgie. 

6. o6toSop.ua} (sous-entendu Te^vT\), l'art de construire une maison, ou art 
de batir. 

7. textovixt} (sous-entendu l’art de construire en bois, e'est-^-dire la 

charpenterie. 

8. £uypatpw7i (sous-entendu l’art de la peinture. 

9. Le texte presente ici une phrase interpolee qui constitue une simple 
remarquje de scoliaste, pass6e de marge en texte des manuscrits : p.7\yavtx7i 
‘Tepo^you^vTj r?i<; apyytcx'rovtxTK , la mecanique (6tant la chose) principale de 
1 ' architecture (cfr. Hultsch, loc. cit., voi. Ill, p. 1024, 1 . 13). 

10. pjayyavaptoi, ceux qui fabriquent des artifices, e’est-h-dire des instruments 
propres i iadliter le travail manuel. L’ expression derive du mot (xayyavov, artifice, 
employ^ par Heron pour designer en particulier l’armature qui relie les axes 
des poulies d’une moufle, e’est-a-dire la chape de moufle. 
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mecaniciens par les Anciens (car ils enlevent en hauteur de grands 
fardeaux, contrairement a la nature de ceux-ci, en les faisant 
mouvoir par une faible puissance au moyen de machines) ; puis, 
l’art des fabricants d’engins requis pour la guerre ( 1 ), lesquels 
sont aussi appeles mecaniciens (car des traits de pierre, de fer 
et d’autres objets de ce genre sont envoyes sur une grande longueur 
de trajet par les catapultes ( 2 ) dont ils sont les auteurs) ; enfin, 
a la suite de ces derniers, 1’art de ceux qui sont encore une fois 
appeles particulierement fabricants de machines ( 3 ) (car l’eau est 
aisement 61evee de grande profondeur au moyen des machines 
d'epuisement qu’ils construisent). Les Anciens appellent aussi 
mecaniciens les illusionnistes ( 4 ), dont les uns travaillent avec art 
au moyen des vents, comme Heron dans Les Pneumatiques ( 5 ), 
dont d’autres se proposent d’imiter les mouvements des etres 
animus au moyen de cordes a boyaux et de cordes de sparte. 


x. ot opyavoitotot tco6<; tov itoL*p.ov avayxatot, les fabricants d’instruments 
n6cessaires pour la guerre. Voir k ce sujet les ouvrages suivants : Koechly et 
Riisrow, Griechische Kriegssteller, 1883 ; M. DE Rochas d’Aiglun, La Polior- 
cetique des Grecs, Paris, 1872 ; La Chirobaliste de Hiron d’AIexandrie traduitc 
du grec en collaboration avec Vincent, de VInstitut, et nouvellement riintigrie dans 
sa batterie et dans ses pivots, par Victor Prou. Paris, 1862. 

2. opyava xarairaX-rixa, les instruments propres k lancer contre (quelque 
chose) ; expression dont la grecitS a 6te conserve dans le mot catapulte. 

3. [xr^avoTcoiot, faiseurs de machines ; expression employee par H6ron concur- 
remment avec fzrj yavixoi (sous-entendu av 9 pwrcoi), mecaniciens. 

4. 0aup.a<xtoupYoL ceux qui font voir des choses etonnantes, ou qui fabriquent 
des OotipiaTa, c’est-^i-dire des jouets mecaniques plus ou moins extraordinaires, 
ou des objets plus reieves, tels que des orgues hydrauliques et des horloges mues 
par 1'eau avec figurines mobiles indiquant les heures. 

5. nveopaTwca, les Pneumatiques, titre d'un ouvrage d’Heron d’AIexandrie 
sur les machines k vent, ou plutdt k air comprime par de l’eau dans des vases 
appropries. Cet ouvrage a ete publie pour la premiere fois dans une version 
latine de Commandin sous le titre : Heronis Alexandrini Spiritalium liber, 
a Fed . Commandino ex graeco nuper in latinum conversus. Urbini, 1575, in-4 0 ; 
il fut reimprime a Paris, en 1583, puis a Amsterdam, en 1680. Une traduction 
italienne a ete donnee sous le titre : Spiritali di Herone Alessandrino ridotti in 
lingua volgare da Aless. Giorgi da Urbino. Urbino, 1592, in-4 0 . Une seconde 
traduction italienne a pour titre : Artificiosi et curiosi moti spiritali di Herone , 
trad, da J. B. Aleotti. Bologna, 164 7, in-4 0 . On poss&de une traduction anglaise 
intitulee : Hero Alexandrinus. The Pneumatics. From the original greek, trans- 
lated by J. G. Greenwood, edited by B. Woodcraft. London, 1851, in-4 0 . Une 
traduction fran^aise est due a Ernest Lacoste sous le titre : Les Pneumatiques 
de Hiron d’AIexandrie. Paris, 1883. Une edition critique avec traduction allemande 
des oeuvres completes d'Heron a ete publiee sous le titre : Heronis Alexandrini 
opera quae supersunt omnia (Bearbeitet von W. Schmidt, L. Nix, H. Schdne, 
L. J. Heiberg. Griech. und Deutsch). Lipsiae, 1899-1912, 5 vol. in-8°. Voir vol. I, 
Pneumatica et Automata recognovit G. Schmidt. Lipsiae, 1899. 

pappus d’AIexandrie. — H 
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comme Heron dans Les Automates Q) et dans Les E quilt bres ( 2 ), 
et dont d’autres le font au moyen de corps flottant dans l'eau, 
comme Archimede dans Les Corps ftottants ( 3 ), ou a l’aide de 
machines indiquant les heures au moyen de l’eau ( 4 ), comme 
Heron dans Les Vaisseaux renfermant de Veau ( 5 ) ; ce qui par alt 
avoir quelque chose de commun avec la science gnomonique ( 6 ). 
Enfin, on appelle encore mecaniciens ceux qui sont verses dans 
la fabrication de la sphere ( 7 ) et construisent une representation du 
ciel a l'aide d’un mouvement uniforme et circulaire de l'eau. 

D’aucuns disent que la cause et la raison de toutes ces choses 


1. auTopiaTa, ouvrages mecaniques ou ii y a du mouvement propre. Le texte 
grec de l’ouvrage d’Heron svir la fabrication des automates (rapi AuTouaTow>i7)- 
ttxwv) a fait l’objet de 1 ’edition critique de G. Schmidt indiqu£e k la note 
precedente. Cette edition avait ete precedee d’une traduction italienne intitutee: 
Di Herone Alessandrino di gli automati overo machine se moventi, lihri due, trad, 
dal graeco da Bernardo Baldi, abbate de Guastalla. in Venetia, 1589, pet. in-4 0 . 
Voir aussi : Le thddtre des automates en Grece, par Victor Prou. Paris, 1884. 

2. Ztiyia, les 6quilibres, titre d’un ouvrage perdu d’H6ron relatif k des objets 
relies deux k deux dans une position d’equilibre. D'apres H. Martin, cet ouvrage 
« concemait sans doute certaines petites machines amusantes, construites d’apres 
les conditions d'equilibre et de mouvement des corps solides autour d'un point 
d’appui ou de suspension » {Th. H. Martin. Recherches sur la vie et les ecrits 
d' Heron d’Alexandrie, et sur les ouvrages mathematiques grecs qui ont ete attribute 
a un auteur nomme Heron, dans Memoires prteentte par divers savants d V Academic 
des Inscriptions et Belles-Lettres, i® serie, t. IV. Paris, 1854, p. 42). 

3. O^oy pivtov, Des Corps ftottants. Mice du ceiebre traite dans lequel Archimede 
se revile le fondateur de l'hydrostatique (CEuvres completes d’ Archimede, trad, 
de P. Ver Eecke, pp. 407-446 ; ou bien edition du texte grec par Heiberg, vol. II, 
pp. 318-413). 

Bien que ce traite d’ Archimede appartienne entierement k la mecanique 
rationnelle, le rapprochement que Pappus en fait avec des ouvrages de mecanique 
appliquce s'explique en raison de ce que le second livre du traite Des Corps 
ftottants, qui presente la theorie du metacentre, etudie les conditions d’equilibre 
de segments de paraboloides flottant sur l’eau, dont la position initiale change 
d’une maniere paradoxale suivant leur forme et leur densite, et qui constituent 
ainsi en quelque sorte un jouet hydrostatique, analogue au ludion de la physique 
amusante. 

4. wpoXoywv, (machine), qui indique les heures, (St’ uBarros) au moyen de 
l'eau, c'est-i-dire l’horloge hydraulique. 

5. uSaeiov, expression designant un vaisseau destine k recueillir ou k contenir 
de l’eau. L’ouvrage d’Heron mentionn^ par Pappus dans l’expression : 
"Hr.ptov uopcioi? ne nous est pas parvenu. II avait probablement trait aux machines 
dans lesquelles interviennent principalement des vases dans lesquels ou d'ou 
s’ecoule de l’eau, telles que la fontaine connue sous le nom d’Heron et les 
horloges hydrauliques, ou clepsydres, attribuees k Ctesibius. 

6. yvupovixoc, qui a rapport k la confection des cadrans solaires c’est- 4 - 
dire k la gnomonique. 

7. <j®«iponotia, la fabrication de la sphere (celeste) ou la Spheropee. 
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ont et6 reconnues pax Archim^de de Syracuse, et il est rSellement 
le seul qui, jusqu'a nous, dans la vie ( 1 ), ait us4 d’une nature et 
d’une dexterity de l’esprit aussi diversifiees pour toutes choses, 
comme le declare aussi GSminus le Mathematicien dans son livre : 
L’Ordonnance des Mathematiques ( 2 ). Au reste, Carpos d'Antioche ( 3 ) 
dit quelque part ( 4 ) qu’Archimede le Syracusin n’a compose qu’un 
seul livre de mecanique ( 8 ), celui de La Spheropee ( 6 ), et qu’il n’a 


1. iv T<j> xa(T Tijxa; { 3 up, expression singuli&re pouvant se traduire librement : 
jusqu'A notre 6poque. 

2. G&ninus de Rhodes, astronome et mathematicien, v6cut soixante-dix ans 
avant J.-C. On poss£de son ouvrage intitule : Introduction ct l’ Astronomic, publie 
pour la premiere fois en grec et en latin par Hilderic (Altord, 1590). Quant k son 
ouvrage sur les mathematiques, qui ne nous est pas parvenu, et dont on ne 
connait que les extraits utilises par Proclus dans son commentaire sur le premier 
livre des Laments d’Euclide, on n’est pas mSme bien fixe sur son titre exact : 
Pappus l’intitule ici : L’Ordonnance des Mathematiques (twv (xaOnjxaTwv 
tandis qu'Eutocius d’Ascalon l’intitule: La Science mathematique (tu>v pa(fyfjuxTa>v 
flewpta) dans son commentaire sur les Coniques d’ Apollonius (cfr. edit. Heiberg, 
vol. II, p. 170, 1 . 25). Les extraits de Proclus montrent que l'ouvrage de Geminus 
se rapportait principalement k la conception generale des surfaces de revolution 
et des sections auxquelles elles donnent lieu, et qu'il constituait, conformement 
au titre que lui donne Pappus, un expose ordonne et encyclopedique des 
connaissances mathematiques k son epoque. Les emprunts de Proclus k Geminus 
ont fait l’objet de deux etudes : celle de P. Tannery dans : La Gdometrie grecque 
(Paris, 1887, pp. 18 et suiv.), et celle de K. Tittel intituiee: De Gemini Stoici 
studiis mathematicis questiones philologae (Leipzig, 1895). 

3. Carpos d'Antioche a probablement v6cu au premier ou au second siede 
de notre ere. H n'est connu que par la citation que Pappus fait ici ; puis par un 
passage d’un commentaire de Jamblique sur les Categories d’Aristote, qui nous 
a ete conserve par Simplicius, dans lequel il lui est attribue une courbe appeiee 
simplement t de double mouvement » (foe SwtXyjc xivn«o><;), probablement la 
cycloide, destinee k la quadrature du cercle ( Simplici in Aristotelis Physicorum 
libros quattuor priores commentaria, edidit H. Diels, Berlin, 1882, p. 60) ; et, enfin, 
par Proclus qui l’appelle {AT^avixo'$. mecanicien, et mentionne son traite 
d’Astrologie (’AorpoXoyuTi TcaayuaTria), ( Procli Diadochi in primum Euclidis 
Elementorum librum commentarii edidit G. Friedlein. Leipzig, 1873, p. 241). Voir 
aussi sur Carpos l’etude de Karl Tittel : De Carpo mechanico, dans Phil. Histor. 
Beitrage fur C. W achsmuth. Leipzig, 1897, et celle de M. C. P. Schmidt, dans 
Berl. Philol. Wochenschr., 1882, p. 456. 

4. C'est-i-dire dans l’ouvrage d'astrologie de Carpos que Pappus, en s'abste- 
nant de le mentionner, semble ne pas avoir consulte lui-meme. 

5. C'est-i-dire de mecanique appliquee. 

6. On ne poss£de plus l’ouvrage d'Archim^de intitule : La Spheropee, dans 
lequel il decrivait l'appareil qu’il avait construit pour repr^senter les mouve- 
ments du soleil, de la lune et des plan^tes au moyen d’une sdrie de spheres 
concentriques et d’axes diversement inclines, le tout dtant actionn^ par l'eau 
imprimant des mouvements de rotation uniformes de sens contraires et de vitesses 
difierentes, d’apres le principe dej^i utilise par Ctesibius dans le tourniquet 
hydraulique. La sphere armillaire d’Archim^de est consideree comme un appareil 
merveilleux par differents auteurs, tels que Ciceron, Ovide, Sextus Empiricus, 
Martianus Capella, Claudien et Lactance. Voir: H. Aug. Schick, Die Himmels- 
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pas daigne en composer d’autres du meme genre. Cet homme 
admirable, celebre par la plupart pour son art mecanique, doue 
d’une intelligence superieure, au point de continuer d’etre louange 
par la generality des hommes, a cependant ecrit avec soin des 
theories qui paraissent tres abstraites sur des sujets capitaux en 
geometrie et se rattachant a l’arithmetique, et il est avere qu’il 
a aime les sciences que nous avons mentionnees, jusqu’a se deter- 
miner a n’y introduire rien de profane. Mais Carpos et d’autres 
encore ont tire parti de la geometrie d’une maniere rationnelle 
au profit de certains arts ; car la geometrie ne dechoit nullement 
lorsque, s’appliquant a nombre d’arts, elle tend a les corroborer ( x ); 
mais elle semble, au contraire, promouvoir ces arts et en etre 
ainsi honoree et embellie comme il sied. 

La science mecanique etant ainsi associee a l’art et divisee 
en autant de branches, j’ai trouve convenable d’ exposer d’une 
maniere plus concise et plus claire, et d’etablir par un raisonne- 
ment meilleur que celui de ceux qui ont ecrit anterieurement 
sur ce sujet, tout a la fois les propositions considerees dans le 
raisonnement geometrique ( 2 ) par les Anciens [notamment les plus 
necessaires qui se sont posees sur le mouvement des graves] ( 3 ) 
et celles que nous avons utilement inventees par surcroit, qui sont : 

Un poids donne etant mene dans un plan parallele a l’horizon 
par une puissance donnee, et un autre plan etant incline sous 
un angle donne sur le plan sous-jacent, trouver la puissance par 
laquelle le poids sera mene dans le plan incline ( 4 ). [Cela est utile 
aux artisans mecaniciens ; car, en adjoignant a la puissance trouvee 
une certaine autre puissance en hommes, ceux-ci enlevent le poids 
avec assurance] ( 5 ). 

Ensuite, etant donnees deux droites inegales, trouver deux 


globen des Archimedes (Programm des Gymnas. zu Hanau, 1846), et (Euvres 
d’Archimede, trad, de P. Ver Eecke, pp. XVII et suiv. 

1. Le texte presente ici une interpolation de scoliaste que nous traduisons: 
« la geometrie etant pour ainsi dire la mere des arts, ne dechoit pas en 
s'appliquant aux machines et l’architecture ; car elle ne subit aucun dommage 
dans se$ rapports avec la geodesie, la gnomonique, la mecanique et la scenographie » 
(Cfr. HtJLTSCH, vol. Ill, p. 1026, 1 . 23). 

2. XOfu yeufxeTptxiji. 

3. Phrase consideree par Hultsch comme interpolee (cfr. loc. cit., vol. Ill, 
p. 1028, 1. 6). 

4. Voir plus loin, prop. 9. 

5. Phrase probablement interpolee par un commentateur. 
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droites moyennes proportionnelles en proportion continue (*). [On 
peut agrandir ou diminuer toute figure solide au moyen de ce 
theoreme] ( 1 2 ). 

Enfin, si Ton donne un tambour et le nombre de ses 
cheviUes ou de ses dents, de quelle maniere pourra-t-on lui juxta- 
poser un tambour ayant un nombre de dents donne, et trouver 
le diametre de ce tambour juxtapose ? ( 3 ) [Cette question presente 
de l’utilite pour une foule de choses qui concernent l’art de 
construire des machines, en raison meme de la juxtaposition de 
tambours dentes] ( 4 ). 

Ces propositions, conjoint ement avec d’ autres qui offrent de 
l’utilite pour 1’ architect e et le mecanicien, deviendront manifestes 
chacune en son lieu, a condition que nous exposions immediate- 
ment pour commencer ce que comporte la doctrine barycentrique. 

Nous n’avons pas a exposer pour le moment en quoi consiste 
le lourd et le leger, ni la cause de la sollicitation des corps vers 
le haut et vers le bas, ni la notion qui s’ attache a ces haut et bas, 
ni les limites qui les separent, parce que tout cela a d6ja £te montr6 
clairement par Ptolemee dans ses M athematiques. Mais nous avons 
a dire en quoi consiste et ce qu’entraine le centre de gravite de 
tout corps, principe et Element meme de la doctrine barycentrique 
dont dependent egalement les autres branches de la mecanique ; 
car nous croyons que les autres choses que nous allons consider er 
dans cette doctrine deviendront ainsi manifestes. Or, nous disons 
que le centre de gravite de chaque corps est un certain point situe 
a l’interieur de celui-ci, tel que, si on imagine le grave suspendu 
a ce point, il reste en repos tout en etant sollicite et conserve 
sa position initiale. ( 5 ). 

Proposition i. — On trouve ce point non seulement dans 
les corps reguliers, mais aussi dans ceux qui sont formas d’une 


1. Voir la proposition 11, qui donne la solution mecanique de Pappus du 
probl&ne deliaque. 

2. Interpolation probable. 

3. Voir ci-apres la proposition 23. 

4. Interpolation probable. 

5. Le texte presente ici la petite interpolation : ou jjlt^ TttotTpeTcdjjLsvov ev 
ttopa, (n’est) nullement retourn^ dans sa sollicitation (cfr. ikuLTSCH, loc. cit.\ 
vol.' Ill, p. 1030, 1. 13). 
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maniere irreguliere, en le considerant par une methode telle que 
la suivante : 


I. 

Supposons un plan perpendiculaire ABrA dirige vers le centre 
de l’Univers (!), pour lequel toutes choses ayant du poids 
paraissent avoir une propension (*), et que la droite AB soit 
parallele au plan sin: lequel nous nous trouvons ( 1 2 3 ). Des lors, si 
un corps ayant du poids est dispose suivant la droite AB, de 
maniere a etre enticement coupe par le plan etendu, il aura 

eventuellement une position telle 

■ ^ qu’il se maintiendra sans toumer 

et sans tomber. Cette position etant 
obtenue, si on imagine le plan 
ABrA 4tendu, le corps appose ( 4 ) 
sera coup4 en deux parties equi- 
librees ( 5 6 ) qui seront suspendues 

autour du plan en se faisant equi- 

T A libre ( e ). Derechef, si le grave est 


1. vtuov il$ to tou itavro? xevrpov, incline ou dirige vers le centre de tout, 
c’est-a-dire de l'Univers. Pappus commence done par considerer les verticales 
en convergence au centre de la terre, comme le fait Archim£de dans les propo- 
sitions du premier livre Des Corps flottants, puis le raisonnement pr&ente la 
contradiction, peu importante en fait, de considerer ces verticales comme des 
parall&les, de la meme maniere qu'Archim6de dans les propositions du second 
livre Des Corps flottants. 

2. la propension, la tendance au mouvement dans La Mecanique 
d’Aristote, e'est-a-dire actuellement 1 'attraction (de la pesanteur). 

3. C'est- 4 -dire le plan horizontal. 

4. C’est-k-dire appose sur la droite AB. 

5. tirdppoTCO? equilibre, dans le sens d'avoir meme poids, mais avec la restriction 
indiquee dans la note suivante. 

6. uxopporotv, faire equilibre, egaler en poids. Cependant, bien que Pappus 
ne dise pas ce qu’il entend par parties equilibrees de part et d’ autre du plan 
passant par le centre de gravite du grave de forme irreguliere, il semble ne pas 
considerer ces parties comme ayant le meme poids si on les examine separement 
k la balance, mais que l'une ne doit pas l’emporter sur l'autre dans la situation 
particuliere occupee par rapport au plan. Cette remarque avait d’ailleurs deji 
ete faite par Guido Ubaldo des l’apparition de la version latine de Commandin. 
(Guidi Ubaldi e Marchionibus Montis in duos Archimedis aequipondcrantium 
libros paraphrasis, scholiis iUustrata. Pisauri, 1588, p. 9). Pappus invoque done ici 
tacitement la loi du levier qu’il fera du reste intervenir explicitement plus loin 
dans les propositions 5 et 9, et considere que les deux parties equilibrees possedent 
ce que nous appelons « meme moment » par rapport au plan passant par le 
centre de gravite. 
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deplace de telle sorte qu'une autre de ses parties touche la droite AB, 
il aura eventuellement, apres avoir tourne, une position telle que, 
si on l’abandonne, il se maintiendra et ne tombera pas. Des lors, 
si on imagine de nouveau le plan ABrA Etendu, il coupera le 
grave en parties qui se font Equilibre, et tombera sur le premier 
plan qui coupe le meme grave en parties equilibrees ; car si ces 
plans ne se coupaient pas, les memes parties seraient Equilibrees 
et non equilibrees entre elles ; [ce qui est absurde] ( x ). 

II. 

Cela Etant expose au prEalable, imaginons de nouveau une 
droite AB perpendiculaire au plan sur lequel nous nous trouvons, 
[c’est-i-dire dirigee vers le centre de 1' Uni vers] ( 1 2 ), et etablissons 
pareillement sur le point A un grave utilisant ainsi la 
droite AB comme support, [c’est-a-dire qu’il sera etabli 
au point A de maniere k s’y maintenir, puisque le grave 
a pu rester aussi en repos sur le plan passant par cette 
droite] ( 3 ). Des lors, si, le grave restant en place, la droite AB 
est prolongee, une certaine portion de cette droite sera 
enfermee dans la figure en question. Imaginons done que 
cette portion reste en place, et Etablissons de nouveau le 
grave suivant une autre de ses parties sur la droite, de 
telle sorte qu’il soit en repos ; je dis que la droite AB 
prolongEe rencontrera la droite qui a EtE interceptEe en 
premier lieu. 

En effet, si elle ne la rencontre pas, il pourra se faire ® 
que des plans Etendus par chacune de ces droites ne se rencontrent 
pas entre eux k 1'intErieur de la figure, et que chacun de ces plans ( 4 ). 
divise le grave en memes parties EquilibrEes et non EquilibrEes ; 
ce qui est absurde. En consEquence, les droites que nous venons 
de dire se rencontrent k 1'intErieur de la figure. De meme, si le 

1. Les mots o-rtep axoirov sont une restauration de Hultsch ( loc . cit., vol. Ill, 
p. 1032, 1. 4). 

2. Phrase que Hultsch attribue k un interpolates (cfr. loc. cit., vol. Ill, 
p. 1032, 1. 6). 

3. Phrase que nous croyons interpolEe. 

4. Le texte presente ici ^interpolation : ajustE au plan passant par la 
droite AB (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. 1032, 1. 19). 
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grave est etabli en d’autres positions sur le point A, de maniere 
a y rester en repos, la droite AB prolongee rencontrera les droites 
qui ont 6te interceptees d’abord ( x ). II resulte manifestement de 
la que les droites imaginees telles que nous les avons dites se 
couperont entre elles en un seul point, et ce point est appele le 
centre de gravite. II est clair aussi que, si le grave est suspendu par 
la pensee a ce centre, il ne se retournera pas et restera en repos: 
en conservant la position initiale qu’il a prise dans sa sollici- 
tation ( 2 ) ; car, tous les plans etendus par ce centre partagent 
le grave en parties equilibrees ; de sorte qu’il ne sera affect e par 
aucune cause de revolution, [ses parties constitutes de part et 
d’autre du point et ant equilibrees dans toutes les positions] ( 3 ). 

Voila done ce que la doctrine barycentrique contient d’essentieL 
Les elements qui sont demontres au moyen de cette doctrine 
s’enseignent dans les livres Des Equilibres ( 4 ) d’Archimede et dans, 
les M&caniques ( 5 ) de Heron ; et, quant aux choses que le plus 
grand nombre ignore, nous allons les exposer dans la suite,, 
notamment celles-ci : 


III. 

Proposition 2. — Soit le triangle ABr ; que ses cotes soient 
decoupes dans un meme rapport aux points H, 0, K, de maniere 

1. Le texte presente l’interpolation opoiox, de la meme mani&re (cfr. Hultsch„ 
loc. cit., vol. Ill, p. 1032, 1. 24). 

2. £v tt, cooa, dans (sa) solicitation (vers le centre de la terre), expression 
que Hultsch rend par le mot neo-latin cree par Newton « gravitatio », gravi- 
tation (cfr. Inc. cit., vol. Ill, p. 1033, 1. 26). 

3. La phrase que nous plagons entre crochets est consideree par Hultsch. 
comme une interpolation (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1032, 11. 32-33). 

4. Archim£de, Les deux livres de l'£quilibre des Plans ou des Centres de 
gravite des Plans. Voir trad, de P. Ver Eecke, pp. 303-350. 

5. Hero Alexandrinus. Ofera quae supersunt omnia. Pneumatica et Automata, 
recognovit G. Schmidt; Mecanica et Catoptrica recognovit L. Nix et W. Schmidt » 
Lipsiae, 1899-1900, in-8°. 

L’ouvrage de Heron intitule Les Mecaniques se compose de trois livres. Le 
premier contient des questions plutot geometriques que mecaniques : une theorie 
du roulement des cercles, des procedes pour agrandir ou diminuer une figure 
dans un rapport donn6 et une solution empirique du probl&me des deux moyennes 
proportionnelles. Le second livre traite des cinq puissances reconnues par les 
Anciensi : le levier, le coin, le treuil, la moufle et la vis avec ou sans engrenage ; 
puis decrit diverses combinaisons de ces puissances aboutissant a un assemblage 
de roues dentees et de pignons constituant un appareil de levage nomme le 
Baroulcon, enfin se termine par une theorie des centres de gravite empruntee 
4 Archim^de. Le troisi^me livre est consacre k la mecanique pratique : procedes 
employes dans la manoeuvre des fardeaux et construction des pressoirs 4 vis- 
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que la droite B@ soit a la droite ©r et la droite TK a la droite KA 
comme la droite AH est a la droite HB, et menons les droites 
de jonction H0, ©K, KH ; je dis que le centre de gravite du 
triangle ABr est le meme que celui du triangle H©K i 1 ). 

En effet, coupons les droites Br, IA en deux parties egales 
aux points A, E, et menons les droites de jonction AA, BE. Le 
point Z est done le centre de gravity du triangle ABE En effet, 
si le triangle est depose suivant 
la droite AA sur un plan perpen- 
diculaire, ce triangle ne penche 
ni de Tune ni de T autre partie, 
parce que le triangle ABA 6qui- 
vaut au triangle ArA ; et si le 
triangle ABr est depose pareil- 
lement suivant la droite BE sur 
un plan perpendiculaire, il ne 
penche ni de l’une ni de 1* autre 
partie, parce que les triangles 
ABE, BrE sont equivalents ( 2 ). 

Or, si le triangle s’6quilibre sur 
chacune des droites AA, BE, le point commun Z de ces droites 
sera le centre de gravite ( 3 ). [II faut d'ailleurs imaginer que le 
point Z est situe, comme on l’a dit precedemment, au milieu du 
triangle ABr, qui est evidemment suppose d’epaisseur egale et 
de poids egal] ( 4 ). Et il est manifest e que la droite AZ est double 

1. Cette proposition a ete interpretee cinematiquement de la maniere sui- 
vante par Michel Chasles (Apergu historique, p. 44) : Si trois mobiles, places aux 
sommets d’un triangle, partent en meme temps et parcourent respectivement 
les trois cdtes, en allant dans le meme sens et avec des vitesses proportionnelles 
aux longueurs de ces cdtes, leur centre de gravite restera immobile. 

2. Cest- 4 -dire parce que les deux triangles partiels equivalents ont meme 
moment par rapport au plan vertical passant par le centre de gravite du triangle 
entier. 

3. Archimede demontre d’une autre manidre que le centre de gravite du 
triangle se trouve au point de rencontre des medianes. Tout d’abord, il enonce 
et demontre de deux fagons differentes (De I’Hquilibre des Plans, liv. I, prop. 13) 
que « le centre de gravity de tout triangle est situe sur la droite menee d'un angle 
au milieu d’une base » ; puis, il dnonce et demontre (ibid., prop. 14) que « le 
centre de gravite de tout triangle est le point oil se rencontrent les droites menees 
des angles du triangle aux milieux des cdtes ». Voir : Qsuvres completes d’ Archimede, 
trad, de P. Ver Eecke, pp. 316-320. 

4. La phrase mise entre crochets est une remarque d’interpolateur (cfr. 
Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. 1034, 1 . 22). 
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de la droite ZA, la droite BZ double de la droite ZE, et que 
la droite AB est a la droite AE, ainsi que la droite BZ a la 
droite ZE, ainsi que la droite AZ a la droite ZA, comme la 
droite TA est a la droite AE, parce que les triangles AZE, ABZ 
et les triangles TAE, ABI7 sont equiangles P). Que la droite de 
jonction AE coupe done la droite ©K au point A. Des lors, puisque 
le rapport de la droite B0 k la droite ©r se compose de celui de 
la droite ©B a la droite A© et de celui de la droite A© a la droite ©r 
et que, par composition, la droite TA est a la droite AK comme 
la droite B17 est a la droite T© ; que, considerant la moitie des 
antecedents, la droite EA est a la droite AK comme la droite TA 
est k la droite T® ; que, par conversion, la droite AE est k la 
droite EK comme la droite TA est a la droite A®, et que la droite TA 
est egale a la droite BA, tandis que la droite AE est egale a la 
droite TE, il s’ensuit que la droite TE est aussi a la droite EK 
comme la droite BA est a la droite A® ; done, par composition, 
la droite TK est a la droite KE comme la droite B® est k la 
droite ©A. En consequence, le rapport de la droite AH a la 
droite HB se compose aussi de celui de la droite FK a la droite KE 
et de celui de la droite A® k la droite ©r ( 2 ). Or, le rapport de 


I. On a par construction : AE = Er et BA = AT ; done 


AE BA j> . 

ir”sr- doil 


parall41isme des droites AE, BA, similitude des triangles TAE, TBA et similitude 

des triangles AZE, AZB, d’oii : = = = 2, d’oii, comme 

ZA Au AJbi Ail* 

le texte : AZ = 2ZA et BZ = 2ZE. 

Commandin a d4montr4 d’une autre mani4re que les m4dianes se coupent 
aux deux tiers de leur longueur dans son commentaire sur la sixi4me proposition 
du trait4 De la Quadrature de la Parabole. d’Archim4de ( Archimedis opera nonnulla 
a Fed. Commandino nuper in latinum conversa et commentariis illustrata. Venetiis, 
1558, in-fol. p. 22). 

2. On peut ecrire : (I). Or, on a par hypoth4se : g = 

. tk+ka B 0 + er . . . Ar Br ,, , iAr iBr 

dou: — ka SF— ou - comme Ie texte: KA=er- dou: Tca = ©r 

ou: i£A = ®r- dou: E A = KA = r A= e f ou ’ comme le texte: EK = A©' dou - 

TE__ BA A , N TE + EK_ 

BA 4 - A® TK B® EK A0, EK “ 

^ ou, comme le texte : d’oii la relation (I) devient : 


TA .. . . EA 
©r d EA — KA : 

consid4rant que TA = BA et EA = TE, on a 


A® 

BQ__rK 
©r 


A® 

EK X ®T' 


EK A©' 
or, on a aussi par hypoth4se : 


B0 AH , 

OP — gjj I done, comme le 
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la droite AA a la droite AE se compose aussi de ces memes rapports 
[et la droite 0A est egale a la droite AK] (*), comme cela sera 
demontre (?) ; done, la droite AA est k la droite AE comme la 
droite AH est k la droite HB ( 3 ). De plus, les droites AB, AE sont 
paralleles, et les droites de jonction AA, BE se coupent au point Z ; 
par consequent, la ligne qui passe par les points H, Z, A est droite 
(car cela sera aussi demontre dans la suite) ( 4 ). Et puisque la 
droite HZ est k la droite ZA comme la droite BZ est a la droite ZE 
et que la droite BZ est le double de la droite ZE, il s’ensuit que 
la droite HZ est aussi le double de la droite ZA ( 5 ). Or, la droite HA 
decoupe le triangle H0K en deux parties equi valent es (•), et la 
droite HZ est double de la droite ZA ; par consequent, le point Z 
est le centre de gravite du triangle H0K ( 7 ). Or, il est aussi celui 
du triangle ABI\ 


1. Les mots mis entre crochets constituent une interpolation intempestive ; 
car l'6galit6 des droites 0 A, AK ne doit intervenir que plus loin (cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. Ill, p. 1036, 1 . 16). 

2. Pappus invoque, en se reservant d’en donner une demonstration au 
lemme IV suivant (prop. 3), le thSorfeme de Ptol&nee concernant les segments 
faits sur les c6tes d'un triangle par une transversale, e'est-i-dire la relation : 

On trouve le th6or&ne de Ptol6m6e traduit pour la premiere 

fois en latin dans le rarissime petit ouvrage : Ptolemaei mathematical constructionis 
liber primus. Additae explicationes aliquot Locorum ab Erasmo Rheinhold Salvendensi. 
Lutetiae, apud Gulielmum Cavellat, 1558, pet. in-8°, feuillets 57-61. 

3. La comparaison de la demifcre relation de la note 2, de la page 820, avec 

la relation de Ptolemee de la note precedente donne, comme le texte : 

Ah MB 

4. Voir ti-aprfcs le lemme V (prop. 4). Le texte presente ici les mots 
[lutpov iertv que l’edition de Hultsch abandonne k titre d'interpolation (cfr. 

Ioc. ctt., vol. Ill, p. 1036, 1 . 6), et que Commandin n'avait admis que sous reserve 
en les traduisant : « quamquam parvi sit momenti » (bien que cela soit de peu 
d'importance), et en les accompagnant de la remarque : « graecus autem codex, 
ut arbitror, mendosus est », j’estime que le texte grec fait erreur (cfr. Ioc. cit., 
p. 451, 1. 29, commentarius, 1. 52). 

5. Les droites BH, AE sont paralleles, d'ou similitude des triangles BHZ, EAZ, 

HZ BZ 

d’oii, comme le texte : =-r- =-=-=. Or, on a demontre plus haut (voir note) qu’on a : 
ZA Z-fcj 

BZ * 2ZE ; done : HZ = 2ZA. 

6. C’est-i-dire que la droite HA est la mediane du triangle H 0 K ; conclusion 
basee sur la demonstration du point A divisant la droite 0 K en deux parties 
egales, qui sera donnee ci-apr^s, k la fin du lemme IV (proposition 3). 

7. Ce qui resulte de la premiere partie de la demonstration oil, dans le 
triangle ABT, le centre de gravite Z a et6 determine aux deux tiers de la 
mediane. 
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IV. 


Proposition 3. — Demontrons maintenant ce qui a ete differe. 
Que la droite TE soit, en effet, a la droite EK comme la droite TA 
est a la droite A0, et menons les droit es de jonction AE, 0K qui 
se coupent entre elles au point A; je dis que la droite 0A est 
egale a la droite KA, et que le rapport de la droite AA a la droite AE 
se compose du rapport de la droite A0 a la droite 0r et de celui 
de la droite TK a la droite KE (*). 

Menons par le point T la droite TZ parallele a la droite 0K, 
et qu’elle rencontre au point Z la droite AE prolongee. Des lors, 
puisqu’on a deux droites AA, AE et une droite ZA en dehors 
de celles-ci, le rapport de la droite AA a la droite AE se compose 
du rapport de la droite AA a la droite AZ et de celui de la 
droite AZ a la droite EA. Mais, le rapport de la droite A0 a la 
droite 0r est le meme que celui de la droite AA a la droite AZ, 
parce que la droite TZ est parallele a la droite K0, et le rapport 
de la droite TK a la droite KE est le meme que celui de la droite ZA 
a la droite AE, parce que les triangles TEZ, EKA sont equiangles ; 
par consequent, le rapport de la droite AA a la .droite AE se 
compose aussi de celui de la droite A0 a la droite 0r et de celui 
de la droite TK a la droite KE ( 2 ). Pour les memes raisons, on 
demontrera aussi que, si l’on mene par le point T la droite TM 
parallele a la droite EA, rencontrant au point M la droite K0 
prolongee, le rapport de la droite KA a la droite A0 se compose 
de celui de la droite KE a la droite Er et de celui de la droite TA 


1 . Cette proposition demontrera done les deux relations qui ont ete invoquees 
provisoirement sans demonstrations au cours de la proposition precedente, A 
savoir : l’egalite des droites ©A, KA et la relation de Ptolemee resultant de la 

segmentation des cotes du triangle par une transversale : 44 — X 44 * 

relation qui sera demontree d’une maniere differente du reste de celle de Ptolemee. 

2 . La consideration des droites AA, AE et AZ donne : 44 = 44 x 44- Or, 

AE AZ AE 

le parallelisme des droites TZ, K@ donne : = 4—, et la similitude des 

©I AZ 


triangles TEZ, EKA donne: £4 = 44. d ’ oil •' 

KE AE 

. . TK AZ , AA A© TK 

le texte . ^ = ^1 done : 


TE + KE ZE -f- AE 


KE 


AE 


ou, comme 


LIVRE VIII DE LA COLLECTION 


823 


a la droite A© ; car, on a de nouveau deux 
droites KA, A@ et la droite AM prise en dehors 
d’elles ; done, le rapport de la droite KA a [la 
droite A© se compose de celui de la droite KA 
a la droite AM et de celui] ( x ) de la droite AM a 
la droite A0. Mais, le rapport de la droite KA 
a la droite AM est le meme que celui de la 
droite KE a la droite EI\ parce que, de nouveau, 
la droite EA est parallele a la droite TM ; et le 
rapport de la droite AM a la droite A© est le 
meme que celui de la droite FA a la droite A©, 
parce que les triangles A© A, T@M sont equian- 
gles ; par consequent, le rapport de la droite KA 
a la droite A© est le meme que celui qui se compose du rapport 
de la droite KE a la droite Er, e’est-a-dire de la droite A© a la 
droite Ar, et du rapport de la droite TA a la droite A© ; ce qui 
constitue rapport de droite egale a droite egale ; par consequent, 
le rapport de la droite KA a la droite A© est aussi celui de droite 
4gale ci droite egale ; done, la droite KA est egale a la droite A© ( 2 ). 

V. 

Proposition 4. — Void le rest ant des choses qui ont ete 
differees : Que la droite AB soit parallele a la droite TA ; que 
la droite F© soit a la droite ©A comme la droite AZ est k la 
droite ZB, et menons les droites de jonction Ar, BA qui se coupent 
mutuellement au point E ; je dis que la ligne qui passe par les 
points Z, E, 0 est droite. 



1. Restauration proposee par Scaliger en marge du manuscrit de Leyde 
(Cfr. Hultsch, loc . cit., vol. Ill, p. 1038, 1 . 26). 

K A K \ AM 

2. La consideration des droites KA, A© et AM donne : — — = — i- x • Or, 

A© AM A© 


KB K \ 

le parallelisme des droites TM, EA donne: TTp = t-t,, et la similitude des 


triangles A©A, r©M donne : d’oii : 

A© A© 


ET AM’ 

©r -r A© ©M 


A© 


A© 


A© 


ou : 


rA AM , . . . KA KE TA n 

a 75 ~ Tft ' done, comme le texte : ^ X Or, on a par hypothese : 


A© A© 
A© KE 


A© ET A© 
KA A© „ TA 


— done, comme le texte : x d'oii: KA=A 0 . 

rA Er A© TA A© 
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En effet, si elle n’est pas droite, que la ligne qui passe par 
les points Z, E, H le soit. Des lors, puisque la droite ZE est a 

la droite EH comme la droite AZ 



est a la droite TH, et que la droite 
ZB est a la droite HA comme la 
droite ZE est a la droite EH, il 
s’ensuit que la droite ZB est a la 
droite HA comme la droite AZ est 
a la droite TH et, par permutation, 
la droite TH est a la droite HA 
comme la droite AZ est a la 


droite ZB, c’est-a-dire comme la 
droite F0 est a la droite 0A ;ce qui est impossible ; par consequent, 
la ligne qui passe par les points Z, E, 0 est droite (*). 


VI. 


Proposition 5. — Etant donne le parallelogramme rectangle 
Ar, mener transversalement la droite TA de maniere que, le 
trapeze ABrA etant suspendu par le point A, les droites AA, Br 
soient paralleles a 1’ horizon. 

Que la chose soit faite ; il s’ensuit que la droite menee par 
le point A et par le centre de gravity du trapeze est perpendi- 
culaire a l'horizon et a la droite Bf ( 1 2 ). Soit AA cette droite ; 


coupons la droite AA en deux 
parties egales au point E et 
coupons de meme la droite AB 
au point Z. Menons la ligne de 
jonction TEZ ; coupons la droite 
TE au point 0 de telle sorte 
que la droite T0 soit le double 


A A 


H 

E 

Tc 



B M A N T 


1. Si on suppose que la ligne ZEH est droite, les paralleles AB, AT donnent : 
ZE AZ .ZB ZE. . ZB AZ . . TH AZ n , .. , 

EH = fH et Hi = BH' d ° nC - Hi = rH' d °" ; Hi = ZB 0r ' 0na P“ h yP° tMse: 

pg m r© 

; done : 77— = ; ce qui est impossible ; done, ZE 0 est une droite. 

M AYR HA WA * i 


rT r a nr 

wa ~ y^ Or, °n a par hypotMse : 


T0 AZ , TH 
r ; done : 77— 
©A ZB HA 


2. Commandin a demontrd que le point de suspension A et le centre de gravite 
du trapeze suspendu sont sur une meme droite perpendiculaire k l’horizon dans 
son commentaire sur la proposition 6 du traite De la quadrature de la Parabole 
d’Archimede. Voir p. 22 de l’ouvrage de Commandin mentionne p. 820, n. 1. 





LIVRE VIII DE LA COLLECTION 


825 


de la droite 0E ; coupons la droite EZ en deux parties 6gales au 
point H, et menons la droite de jonction H0 coupant la droite AA 
au point K. Des lors, le point H est le centre de gravite du paralle- 
logramme BA^), et le point 0 le centre de gravity du triangle TAA ( 1 2 ); 
par consequent, le centre de gravite du trapeze entier est situe sur 
la droite H0 ( 3 ). Mais, il est situe aussi sur la droite AA; done, le 
point K est le centre de gravite du trapeze ABrA. Mais, le point H 
etant aussi le centre de gravite du parall&ogramme BA, et le 
point 0 celui du triangle AAI\ il s’ensuit que la droite 0K est 
a la droite KH comme le parallelogramme BA est au triangle ArA. 
En effet. experiment alement, si nous imaginons que le poids du 
parallelogramme BA est enti&rement concentre au point H, et 
que le poids du triangle TAA est entierement concentre au point 0, 
la droite H0 devient comme un fleau de balance, et les poids 
que nous venons de dire partent de ses extremites. Et si la 
droite H0 est decoupee au point K de telle sorte que la droite 0K 
soit a la droite KH dans le rapport inverse des poids situes sur 
les fieaux de balance, comme le poids situe au point H est au 
poids situe au point 0, e’est-a-dire comme le parallelogramme BA 
est au triangle TAA, le point K sera celui oil les poids s’dqui- 
librent ( 4 ) ; [de sorte que le trapeze ABrA s’equilibrera aussi au 
point K] ( 5 ). Menons done, des points H, 0, les perpendiculaires 


1. ArchimisDE, De l’£quilibre des Plans, liv. I, prop. : « Le centre de 
gravite de tout parallelogramme est le point ou ses diam&tres se rencontrent ». 
Voir trad, de P. Ver Eecke, pp. 312-314. 

2. Voir lemme III (ou prop. 2), p. 820, n. 1. 

3. Archimede demontre que le centre de gravite du trapeze se trouve aussi 
en un point determine de la droite qui relie les milieux des deux cdtes paralieies 
du trapeze. La proposition 15 du livre I du traite De VtZquilibre des Plans 
enonce : « Le centre de gravite de tout trapeze ayant deux cdtes paralieies entre 
eux est situe sur la droite qui, reliant les points de division des paralieies en 
deux parties egales, est divisee de maniere que le rapport de son segment, ayant 
le point de division de la plus petite parall&le comme extremity, au segment 
restant soit le meme que le rapport d'une droite egale au double de la plus grande 
parall&le augment e de la plus petite, k une droite egale au double de la plus 
petite parall&le, augmente de la plus grande ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 321. 

4. Archim£de, De l'£quilibre des Plans, liv. I, prop. 6 : « Des grandeurs 
commensurables s’Squilibrent k des distances inversement proportionnelles a 
leurs poids », et liv. I, prop. 7 : « Au reste si les grandeurs sont incommensurables, 
elles s’equilibrent pareillement k des distances inversement proportionnelles a 
leurs grandeurs ». Voir trad, de P. Ver Eecke, pp. 307-310. 

5. La phrase que nous mettons entre crochets est consideree par Hultsch 
comme ayant et6 interpose (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1042, 1. 24). 
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HM, ©N sur la droite Br. Des lors, puisque la droite 0K est a 
la droite KH comme le parallelogramme BA est au triangle TAA ; 
mais que la droite BA est a la moitie de la droite Ar comme le 
parallelogramme est au triangle (*), et que la droite NA est a la 
droite AM comme la droite K0 est a la droite KH, parce que les 
droites HK0, MAN sont menees au travers des paralleles HM, 
EA, 0N, il s’ensuit que la droite NA est aussi a la droite AM, 
moitie de la droite BA, comme la droite BA est a la moitie de 
la droite Ar ; done, la droite AN est aussi au double de la 
droite MA, e’est-a-dire a la droite BA, comme la droite BA est 
a un double, e’est-a-dire a la droite Ar. En consequence, le carre 
de la droite BA equivaut au rectangle compris sous les droites 
TA, AN ( 1 2 ) ; [done, la droite BA est a la droite AN comme la 
droite TA est a la droite AB] ( 3 ). Or, le carre de la droite TA est 
au carre de la droite BA comme la droite TA est a la droite AN, 
et la droite TA est le triple de la droite AN (puisque la droite TE 
est aussi le triple de la droite E0, la droite T0 etant le double 
de la droite E0) ; par consequent, le carre de la droite TA est 
le triple du carre de la droite AB. Et les points B, T sont donnes ; 
done, le point A est donne aussi ( 4 * * * ) ; de sorte que le point A est 
donne aussi ( 8 ). Nous aurons done le point de suspension A en 
coupant la droite Br au point A de maniere a avoir le carre de 


1. Euclide, liv. VI, prop, i, enoncee p. 383, n. 1. 

2. Le parallelogramme BA et le triangle AAT, consideres comme des poids 
concentres en leurs centres de gravite respectifs H, 0 , s’equilibrent autour du 

centre de gravite K du trapeze ABTA, e’est-a-dire qu'on a: ^ B m 

^ H KH triangle TAA v ' 

Or, considerant les parallelogrammes BA, AT de meme hauteur, on a (Euclide, 
liv VI DroD 1) . parallelog. BA _BA ,, , , parallelog. BA _ parallelog. BA __ BA 
; 'parallelog. AT AF' i parallelog. AT triangle TAA 1 AI” 
0 K " BA 

d’ou, en presence de la relation (I) : w s = 7-7^=. D’autre part, le parallelisme des 

droites HM, KA, ©N donne : ; done, comme le texte : ; d'oii ; 

= Or, AM = I BA ; done : ^ = d’ou, comme le texte : 

2AM Ar 2 BA Ar 


NA X Ar = BA 8 . 

3. La phrase entre crochets est abandonnee, comme interpolation, par Hultsch 
(cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1044, 1. 24). 

4. Euclide, Donnees, prop. 55, enoncee p. 144, n. 5, et prop. 27, enoncee 
p. 24, n. 2. 

5. Euclide, Donnees, prop. 32, enoncee p. 751, n. 5. 
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la droite TA triple du carre de la droite AB i 1 ). Or, coupons la 
droite Br de cette mani&re ( 2 ). 

VII. 

Proposition 6. — Couper une droite de telle sorte que, 
considerees en puissances, la plus grande droite soit le triple de 
la plus petite ( 3 ) . 

Soit la droite AA, et coupons-la au point F de maniere que la 
droite Ar soit le triple de la droite TA. Decrivons le demi-cercle ABA 
sur la droite AA ; nienons du point T la droite TB a angles droits 
sur la droite AA, et faisons en 
sorte que la droite AE soit k la 
droite AE comme la droite Ar 
est cL la droite rB ; je dis, qu’en 
puissances, la droite AE est le 
triple de la droite AE. 

En effet, puisque la droite Br 
est la moyenne proportionnelle 
des droit es Ar, TA, il s’ensuit 
que le carre de la droite Ar est au carre de la droite Br, c’est- 
a-dire le carre de la droite AE au carre de la droite AE, comme 
la droite Ar est a la droite TA; par consequent, le carre de la 
droite AE est le triple du carre de la droite AE ( 4 ). 



1. On peut ecrire : 


FA 3 


TA 


as — , d'ou, en presence de l’egalite NA x Ar = 
TA X AN AN r 0 


iA- = Or, on a par construction : r© — 2E©, 
BA 1 * AN v 


BA* trouv^e plus haut, on a 

d’ovi : T® + E© = TE = 3E©, d'ou, considerant les par alleles EA, 9N, on a, 

FA* ^AN 

comme le texte : TA = 3AN ; done : — «•» = - — - = 3, d ou, comme le texte : 

BA AN 

FA 2 == 3 BA 2 ; relation qui, 6tant donnes les points B, r, permet de determiner 
le point A et, par suite, le point de suspension A cherche. 

2. C’est-a-dire que, si I’on consid&re tout ce qui pr6c&de comme etant l'analyse 
du probleme relatif a la determination du point A, la synthase du probleme sera 
maintenant donnee k la proposition suivante. 

3. C’est-a-dire couper une droite donnee en deux segments tels que le carre 
du plus grand segment soit le triple du carre du plus petit. 

4. On a par construction : Ar x TA = Br 2 , d’ou : AT 2 x TA = BT a X Ar, d'ou, 

at 2 Ar ae at 

comme le texte : = • = - r . Or, on a par construction : ^ d'ou 


BT 2 TA 


AE TB 


Pappus d’Al gxand rie. — - IT 


30 
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On decoupera pareillement la droite AA, ainsi que toute droite 
donnee, dans un rapport donne en puissance. 


VIII. 

Proposition 7. — Soient donnees de position les droites 
AB, Ar ; soit donne le point B, et menons transversalement la 
droite TA qui decoupe dans le rapport donnd de la droite AF 
a la droite BA; il faut demontrer que le centre de gravity du 
triangle ArA est sur une droite donnee de position. 

Coupons la droite Ar en deux parties egales au point E, et 
coupons la droite de jonction AE au point Z de telle sorte que 
la droite EZ soit la troisieme paxtie de la droite EA. Le point Z 
est done le centre de gravite du triangle ArA 
(car cela a ete demontr6 precedemment) ( L ). 
Menons la droite ZH parallfcle a la droite AE et 
que la droite A0 soit la troisi&me partie de 
la droite AB. Or, la droite AH est aussi la troi- 
sieme partie de la droite AA, puisque la droite EZ 
est la troisieme partie de la droite EA; done, 
la droite restante 0H est aussi la troisieme partie 
de la droite BA, [et le .rapport de la droite BA] ( 2 ) 
a la droite Ar est donne ( 3 ) ; par consequent, le 
rapport de la droite H0 a la droite HZ est 
donne aussi ( 4 ) Et 1’ angle au point H est donne 


A 



AE a _AP a 
AE* TW 

AE‘_3TA 
AE* TA 


AE a Ar 

d’oii : — r, = — . Enfin, on a par construction : AT = 3TA ; done : 
AE* TA v * 

= 3, d'oii : AE* — 3AE*. 


1. Voir lemme III ou proposition 2. 

2. Lacune combine par Commandin au moyen des mots xai & Xoyo<; ttj? BA 
(cfr. loc. cit., p. 455, commentarius, 1. 32). 

3. Le texte presente ici une interpolation de commentateur que nous 
traduisons : « et le rapport de la droite AT a la droite ZH (est donne) aussi r 
car elle est le triple de cette droite, parce que la droite AA est de moitie plus 
grande que la droite AH, e’est-a-dire la droite AE de moitie plus grande que la 
droite ZH, et que la droite TA est le double de la droite AE ». (Cfr. Hultsch, 
vol. Ill, p. 1046, 11. 16-20). 

4. On a par construction : EZ = ^AE, d’oii le parallelisme des droites AE, HZ 
donne : AH = J AA. Or, on a par construction : A 0 = J AB ; done : A 0 — AH = 

BA 

I (AB — AA) ou : 0 H = JBA. Or, par hypothese, le rapport — est donne. 
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(car Tangle au point A est donn6 aussi) ; done, Tangle compris 
sous les droites H0, 0Z est donne aussi ( J ). Et le point 0 est 
donne ; done, la droite 0Z est donn4e de position, et le centre Z 
est sur cette droite ( 2 ). 

Les choses qui precedent, ainsi que celles de meme genre, 
appartiennent d’ailleurs a la theorie ; tandis que d’autres, telles 
que celles qui vont suivre, peuvent, en outre, tomber en usage 
mecanique. 


IX. 

Proposition 8. — Incliner un plan de telle sorte que sa pente 
soit dirig4e sur un point donn4 d’un plan non inclin4, e’est-a-dire 
parallele a l’horizon, renferm4 dans un parall41ogramme, et que 
l’inclinaison ait lieu sous un angle donn4. 

Que le parall41ogramme donn4 ABTA soit d’abord 4quilateral, 
et que Tangle donn4 sous lequel nous voulons incliner le plan 
soit celui qui est compris sous les droites EZ, ZH. Elevons aux 
points A, B, A les droites A©, BK, AA k angles droits sur le plan 
sous-jacent ; soit T le point sur lequel nous voulons diriger 
Tinclinaison ; posons la droite ZH 4gale k la droite de jonction AT; 
menons la droite EH a angles droits sur la droite ZH, et posons 
la droite A0 4gale a la droite HE. D4s lors, si nous imaginons la 
droite 0T men4e de jonction, Tangle compris sous les droites ©T, 
TA sera celui de Tinclinaison des plans. Menons done encore la 


d’ou (Euclide, Donnies, prop. 8, enonc^e p. 198, n. 2) le rapport est donn 4 , 

©H * 

e’est-i-dire que le rapport — est donn 4 . Or, AZ = § AE, d'ou, considerant les 

A £j 

triangles semblables HAZ, AAE, on a : HZ = § AE ; done, comme le texte, le 
0 H 

rapport est donne aussi. 


1. Les droites AB, Ar 4 tant donnees de position par hypoth^se, l’angle en A 
est done donn 4 , d’ou l'angle H, qui lui est 6gal, est donn6. Or, on a demontr 4 

0H 

(voir note precedente) que le rapport -r^ est donne ; done (Euclide, Donnees, 

xl Z 


prop. 41, enonede p. 28, n. 10), l’angle H@Z est donn£ aussi. 

2. Le point B Itant donn 4 par hypothdse, la droite AB, donn6e de position, 
est done donnee aussi de grandeur. Or, on a par construction : A© = §• AB ; done, 
le point 0 est donn£ ; d’ou (Euclide, Donnies, prop. 29, 4 noncee p. 198, n. 4), 
la droite ©Z est donnee de position. Done, conform^ment k l’enonce, le centre 
de gravity Z du triangle ArA est situ 4 sur une droite donnie de position. 
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perpendiculaire BM du point B sur la 
droite Ar et posons la droite ZN 
egale a la droite TM. Menons la 
droite NS a angles droits sur la 
droite ZH et posons chacune des 
droites BK, AA egale a la droite NS. 
Prolongeons les droites de jonction 
0A, ©K, et qu'elles rencontrent aux 
points II, P les droites AA, AB pro- 
longees (*). Le plan ©KA sera done 
incline sur le plan ABrA sous Tangle 
compris sous les droites ©I\ TA, e’est-a-dire sous Tangle compris 
sous les droites EZ, ZH. Car, si nous imaginons la droite MO 
menee parallelement a la droite A©, et si nous menons la droite 
de jonction OK, la droite MO sera egale a la droite NS parce que 
le triangle ZNS est equiangle au triangle MOr ( 2 ) ; la droite KO 
sera egale et par allele a la droite BM, et le par allelogr amme KBMO 
sera perpendiculaire au plan sous-jacent ( 3 ). Et puisque les 
points II, T, P sont simultanement dans deux plans, a savoir : 
le plan sous-jacent ABTA ( 4 ) et le plan K©AI\ il s’ensuit que 
les points II, I\ P sont sur une seule droite II TP, qui est la section 
commune des dits plans ( 5 ). Pour la meme raison d'ailleurs, les 
points K, 0, A sont sur la section commune du plan KOAT et 
de celui qui passe par les points K, 0, A parallelement au plan 
ABrA; en sorte que la droite qui passe par les points K, 0, A 
est parallele a la droite IIP. Des lors, puisque la droite . ©A est 
a la droite AA comine la droite All est a la droite II A ; que la 
droite A© est a la droite BK comme la droite AP est a la droite PB, 
et que la droite AA est egale a la droite BK, il s’ensuit que la 

1. Le texte pr6sente ici l'interpolation de commentateur : « H est clair qu'elles 
les rencontrent ; car ces droites partent d’ angles plus petits que deux droits » 
(Cfr. Hultsch, loc. tit., vol. Ill, p. 1050, 11 . 3-5), pour signifier que le plan ©KrA 
4 tant incline sur le plan sous-jacent ABrA, les angles A 0 A, A 0 K sont aigus. 

2. On a : ZH = Ar et A© = EH, done : ©rA = EZH. Or, on a pose : 
ZN = EM, et les triangles OrM, 3 ZN sont semblables ; done, comme le texte : 
MO = NS. 

3. O’ est-k-dire perpendiculaire au plan du parallelogramme equilateral ABrA. 

4. Hultsch abandonne ici une petite interpolation : « dans lequel sont aussi les 
points H, P » (Cfr. loc. cit. vol. Ill, p. 1050, 1 . 12). 

5. Euclide, liv. XI, prop. 3, enonc^e p. 386, n. 4. 
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droite All est aussi egale a la droite AP (*), et que Tangle compris 
sous les droites All, IIP est Egal a Tangle compris sous les droites 
AP, PII. Or, Tangle compris sous les droites IIA, AI 1 est aussi 
egal a Tangle compris sous les droites PA, AT 1 ; done. Tangle 
restant compris sous les droites AT, m est egal a Tangle com- 
pris sous les droites AT, TP. En consequence, chacun de ces 
angles est droit, et la droite IIP est coupee en deux parties egales 
et a angles droits par la droite AT ( 2 ). De plus, la droite MO est 
a angles droits sur cette droite et sur le plan ABrA; done, la 
droite Or est aussi a angles droits sur la droite PII en vertu d’un 
lemme sur les Spheriques ( 3 ). En consequence, chacun des angles 
compris sous les droites AP TO et sous les droites OP TO est 
droit et, par suite, le plan K0Ar est incline sur le plan ABrA 
sous Tangle donne compris sous les droites EZ, ZH. 

Mais, que la droite AB soit maintenant plus grande que la 
droite AA, et supposons que les autres choses soient les memes ; 
je dis que Tangle compris sous les droites AP TO est aigu. 

En effet, puisque la droite ©A est a la droite AA comme la 
droite All est a la droite IIA ; que la droite ©A est a la droite BK 
comme la droite AP est a la droite PB, et que la droite AA est 
egale a la droite BK, il s’ensuit que la droite AP est aussi a 
la droite PB comme la droite All est a la droite IIA ; que, par 
division, la droite AB est a la droite BP comme la droite AA est 


Q a ATT 

1. Les triangles semblables ©HA, AHA donnent : — , et les triangles 

AA HA 

semblables AP@, BPK donnent : ^ ou, vu que AA = BK : * 

UK PB AA 


done 


An 

HA 


d'ou 


An— nA ap— pb 


ou 


PB ’ 

AA AB ~ _ 

Sa = pb- ^ P” hypo ‘ 


PB’ * HA PB 

thEse du parallElogramme sous-jacent Equilateral, on a : AA =* AB ; done : 
nA = PB, d’ou : AA 4- HA = AB + PB ou, comme le texte : AH = AP. 


2. La derniEre egalite de la note prEcEdente donne : AHP = APH. Or, 
considErant la diagonale Ar du parallElogramme EquilatEral ABrA, on a : 

HAr = PAr ; done, les triangles PAr, HAr sont Equiangles et Egaux, d'ou, 

comme le texte : Am = ATP = 1 angle droit, et Pr = m. 

3. La perpendicularitE des droites OT, PH dans le plan 0KTA a dEji EtE 
dEmontrEe plus haut au livre VI, prop. 43 (voir p. 437). Or, comme cette 
deraiEre proposition fait partie de celles que Pappus consacre a YOftique 
d’Euclide, e'est done par inadvertance ou par alteration du texte qu'il est dit 
ici : Xfjjxp.a <r©atpuwv (lemme sur les Spheriques), au lieu de X 9 i{xp.a ditT'.xwv 
(lemme sur les Optiques). 
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& la droite All et que, par permutation, la 
droite An est k la droite BP comme 
la droite AA est a la droite AB. Or, la 
droite AA est plus petite que la droite AB; 
done, la droite An est aussi plus petite 
que la droite BP ; par consequent, la 
droite entiere An est plus petite que 
la droite entiere AP ; de sorte que 
Tangle compris sous les droites AP, Pn 
est aussi plus petit que celui qui est 
compris sous les droites An, nP ; 
done. Tangle compris sous les droites 
An, nP est plus grand que celui qui est compris sous les droites 
AP, Pn ( 1 ). Or, Tangle compris sous les droites TA, An est 
aussi plus grand que celui qui est compris sous les droites TA, 
AP ; done, Tangle restant compris sous les droites AT, TO du 
triangle Am est plus petit que Tangle restant compris sous les 
droites AT, TP du triangle ATP, et, par suite, Tangle compris 
sous les droites AT, TO est aigu ( 2 ). En consequence, il est 
demontre que Tinclinaison des plans en question a lieu en un 
point situe entre les points I\ n en amenant la perpendiculaire du 
point A sur la droite TO ; de sorte que, s’il est possible d’incliner 
un plan sur un plan sous un angle donne, on peut definir aussi 



1. Soit, en seconde hypothese, le parallelogramme de base ABrA non equi- 
lateral, dans lequel AB > AA. Les constructions 6tant les m&mes que dans 

iJN A \ TT 

l’hypoth^se prScedente, les triangles semblables AH©, AHA donnent : — — , 

AA IIA 


et les triangles semblables AP 0 , BPK donnent : d'ou, considerant 

BK PB 


que AA *s BK, on a : 
AP — PB An — IIA 


©A _ 
AA 
AB 


~ ; done, comme le texte : ^ 5 , d'ou : 


. A A j, , nA AA 

PB ns 0u ■ PB = ffS' d 0 : FS = AB- 0r ’ on a par construct,on •' 

AA < AB ; done : nA < PB, d’od : AA -f* HA < AB + PB ou, comme le texte : 


An < AP, d'oii : APH < AHP. 

2. Dans le parallelogramme ABTA on a : AB > A A ; done : TAA > TAB 

ou, comme le texte : TAEL > TAP, d’ou, considerant les triangles Am, ArP, 
on a, en presence de la demi&re 6galite de la note precedente : 2 angles 

droits — (AHP -}- TAA) < 2 angles droits — (APH + TAB) ou, comme le texte : 

Am < ArP ; done, Tangle ATO est aigu. 
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l’inclinaison d’un plan au moyen de Tangle sous lequel un plan 
est incline sur celui qui est par allele a l'horizon. 

X. 

Proposition 9. — Etant donne un poids mene par une puissance 
donnee dans un plan par allele a l'horizon et etant donne un 
autre plan incline formant un angle donne avec le plan sous- 
jacent (*), trouver la puissance au moyen de laquelle le poids 
sera mene dans le plan incline. 

Que le plan sous-jacent soit celui qui passe par la droite MN 
et le plan incline celui qui passe par la droite MK faisant avec 
le plan sous-jacent Tangle donne compris 
sous les droites KM, MN. Qu'un poids A 
soit mu par la puissance V sur le plan 
sous-jacent ( 1 2 ), et imaginons une sphere 
decrite autour du centre E, ayant meme 
poids que A ( 3 ), et posons-la sur le plan 
qui passe par les points M, K en etant 
tangente a ce plan au point A, comme 
cela se presente au troisieme theoreme 
des Spheriques ( 4 ). II s’ensuit que la 
droite de jonction EA sera perpendicu- 
laire sur le plan (car cela est aussi 
demontre au quatrieme theoreme des Spheriques ( 5 ) ; de sorte 

1. C’est-i-dire le plan horizontal. 

2. La throne du plan incline de Pappus, absolument 6trang&re encore au 
principe de la composition des forces, est faussee des le debut par sa mecon- 
naissance de la resistance de frottement qu'un corps eprouve k se mouvoir sur 
le plan horizontal, et en se basant sur la notion, de vulgaire apparence, d'une 
puissance d6terminee necessaire pour mouvoir un poids donne sur ce plan hori- 
zontal, accordant ainsi au corps immobile une gravite de position sur le plan. 
Cette theorie antique, bien que discut ee k la Renaissance, a persists jusqu'e 
l'epoque de Galilee, oil il fut reconnu qu'une force minime suffit pour deplacer 
un corps quelconque sur un plan horizontal parfaitement poli. Voir l'ouvrage 
de Galilee : Discorsi e Dimostrazioni matematiche intorno nuove scienze, attenenti 
alia Mecanica ed i movimenti locali. Leyde, 1638. 

3. t £1 A £<xoj 3 apr,<;, litteralement : equiponderant au (poids) A. 

4. Th£odose, Les Spheriques, liv. I, prop. 3 : « Une sphere ne touche pas 
en plus d’un point un plan qui ne la coupe pas ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 5. 

5. Th£odose, Les Spheriques, liv. I, prop. 4 : « Lorsqu’une sphere touche 
un plan non secant, la droite de jonction menee du centre de la sphere au point 
de contact est perpendiculaire sur ce plan ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 5. 
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que la droite EA est aussi perpendiculaire sur la droite KM. 
Etendons le plan qui passe par les droites KM, EA ; qu’il deter- 
mine le cercle AHE comme section dans la sphere ; menons par le 
centre E, parallelement a la droite MN, la droite E0 
sur laquelle nous menons, du point A, la perpen- 
diculaire AZ. Des lors, puisque Tangle compris 
sous les droites E0, 0A est donne (car il est egal 
a Tangle aigu donne compris sous les droites 
KM, MN), il s’ensuit que Tangle compris sous les 
droites EA, AZ, egal a Tangle compris sous les 
droites E0, 0A, est donne aussi (car le triangle 
E0A est equiangle avec le triangle EAZ). En 
consequence, le triangle EAZ est donn6 d'espece ; 
done, le rapport de la droite EA, e’est-a-dire de 
la droite EH, & la droite EZ est donne et, par 
suite, le rapport de la droite restante ZH a la droite EZ est 
donne ( x ). Des lors, faisons en sorte que le poids A soit a un poids B 
et la puissance F a une puissance A comme la droite HZ est 
a la droite ZE. Or, la puissance T est celle du poids A ; done, 
la puissance A sera aussi celle du poids B dans le meme plan. Et 
puisque le poids A est au poids B comme la droite HZ est a la 
droite ZE, si on etablit les poids A, B autour des centres E, H, ils 
s’equilibreront en etant suspendus par le point Z ( 1 2 ). Or, le poids A 
est etabli autour du centre E (car la sphere Ty remplace) ; done, 
le poids B, etabli autour du centre H, fera equilibre a la sphere ; 
de sorte que la sphere ne descendra pas du chef de Tinclinaison 
du plan ; mais elle se maintiendra fixe comme si elle se trouvait 
sur le plan sous-jacent. Or, il ( 3 ) est mu dans le plan sous-jacent 

1. Le triangle rectangle EAZ ayant ses trois angles donnes est donne d’espece ; 

ESA EiH 

done, le rapport est donne, ou le rapport — - est donne, d’ou le rapport 
EH EZ El Z ZH 

— — - est donnt, ou, comme le texte : le rapport est donne. 

ElZ Et Zt 

2. On pose : gg tfsA = puissance r ZH d si les points E H sont i es 

r poids B puissance A E Z r 

centres de gravite des poids A, B, ceux-ci s’tquilibreront a des distances du point Z 
qui leur sont inversement proportionnelles. 

Le tdxte presente ici une interpolation : « ou bien poses sur la base constitute 
par la droite AZ perpendiculaire sur l’horizon » (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, 
p. 1056, 1. 17). 

3. C’est-i-dire le poids A. 
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par la puissance T ; done, il sera mu dans le plan incline par 
l'ensemble de la puissance T et de la puissance du poids B, 
e'est-a-dire de la puissance A. Or, la puissance A est donnee (*). 

La resolution geometrique du probleme a done ete demontree 
ci-dessus. Mais, afin de realiser la construction et la demonstration 
sur un exemple, que le poids A, disons de 200 talents ( 2 ), soit 
mene dans un plan parallele a Thorizon par la puissance mou- 
vante Y, e’est-a-dire que l’on ait quarante hommes qui le fassent 
mouvoir, et que Tangle compris sous les droites KM, MN, 
e’est-a-dire Tangle compris sous les droites E 0 , ©A, soit les deux 
tiers de Tangle droit. II s’ensuit que Tangle restant compris sous 
les droites ZA, A 0 est le tiers de Tangle droit. Or, Tangle compris 
sous les droites EA A 0 est droit ; done. Tangle compris sous les 
droites EA, AZ est aussi les deux tiers de Tangle droit ( 3 ) ; done, 
si Ton considere les quatre angles droits comme ayant 
360 parties ( 4 ), Tangle compris sous les droites EA AZ en aura 
60 pareilles ; l’arc du cercle decrit autour du triangle rectan- 
gle EZA, situe sur la droite EZ, aura 120 parties pareilles aux 
360 que comport e ce cercle (*), et la droite EZ meme aura au 
plus pres 104 parties pareilles aux 120 que comporte la droite EA 
diametre du cercle ; car ces choses resultent manifestement du 
Canon des droites renfermees dans les cercles qui se trouve dans 


1. On a par hypoth&se : ^ =* ^ 5 . Or, la puissance T est donnee, 

ZH 

et le rapport est donne ; done, comme le texte : la puissance A est donnee. 

Pappus admet done que la puissance capable de hisser le poids A sur le plan 
incline sera la somme des puissances T et A. Le d£laut de cette solution antique 
du probl&me du plan incline a et6 mis en Evidence par Pierre Duhem dans son 
ouvrage : Les Origines de la Statique. Paris, 2 vol. in-8°, 1905-1906. Voir vol. I, 
pp. 184-187. 

2. TaXavrov, talent, poids ayant vari6 d'apr&s les pays grecs et les temps, 
autour d’une valeur d'environ 30 kilogrammes. 

3. On a par construction : KMN — E 0 A == | angle droit, d’ovi, considerant 

le triangle rectangle AZ®, on a : ZA 0 = (1 — §) angle droit = J angle droit, 

d’ou, considerant le triangle rectangle EA®, on a : EAZ = EA© — ZA 0 = 
(1 — angle droit = | angle droit. 

4. C'est-a-dire 360 degres. 

5. L'angle EAZ = § d'angle droit, mesure 60 degres d’angle, et l’arc EZ 
dans un cercle circonscrit au triangle rectangle EZA mesure 120 degres d’arc. 


836 


PAPPUS d’alexandrie 


le premier livre des Mathematiques de Ptolemee ( x ). En conse- 
quence, le rapport de la droite EA, c’est-a-dire de la droite EH, 
k la droite EZ est celui de 120 a 104 ; done, le rapport de la droite 
restante HZ a la droite ZE est celui de 16 a 104. Or, ce rapport 
est celui du poids A au poids B et de la puissance T a la puis- 
sance A. Et le poids A est de 200 talents, tandis que la puissance 
mouvante est celle de 40 hommes ; par consequent, le poids B 
sera de 1,300 talents et la puissance A celle de 260 hommes (car 
200 est a 1,300, et 40 a 260, comme 16 est a 104) ; done, si le 
poids A de 200 talents est mu dans un plan parallele a 1’ horizon 
par quarante hommes, le meme poids sera mu par l'ensemble des 
hommes que nous venons de dire, soit par tous les trois cents 
hommes, dans un plan incline sur 1' horizon sous l'angle compris 
sous les droites KM, MN, suppose comme etant les deux tiers 
de Tangle droit ( 2 ). 


XI. 

Proposition 10. — Au reste, le fait de mouvoir un poids 
donne au moyen d'une puissance donnee appartient a la meme 
theorie. C’est la, en effet, l’invention ( 3 ) mecanique d'Archimede 
a propos de laquelle on rapport e qu’il a dit : « Donne-moi ou je 


1. D’apr^s le Canon, ou table manuelle de Claude Ptolemee (voir trad, precitee 
de Halma, vol. I, p. 43), le diam&tre du cercle vaut le tiers de la circonference, 
et est done mesure par 120 degr6s, tandis que la corde d’un arc de 120 degres 
est mesuree par 103 degres, 55 minutes et 23 secondes. Le nombre 104 adopte 
ici par Pappus est done, comme il le dit, approche. 

2. Les droites EZ, EA etant mesurees respectivement par 104 et 120 degres 


EA 


EH 120 ,, , 

-=-7; = , d ou 

E Z 104 

HZ 16 

ou, comme le texte Or, on a par hypoth^se : 


d’apr&s la table de Ptolemee, on a : ^ = 


EH — EZ _ 120 — 104 
EZ ~ 104 

poids A _ puissance T 


HZ 

EZ 


done 


E Z 104 
poids A ou 200 talents 
poids B 


poids B puissance A 
puissance T ou 40 hommes _ 16 
puissance A — 104 

40 X 104 _ jj ommes# 


d’oii 




poids B = 200 = 1,300 talents, et puissance A 

Done, le poids A de 200 talents, mti par 40 hommes sur le plan horizontal, sera 
mu par 40 -f- 260 = 300 hommes sur le plan incline de 60 degres. 

3. Le texte de Hultsch {loc. cit., vol. Ill, p. 1060, 1 . 2) retablit ici la particule 
adversative jxkv, que les manuscrits utilises par Commandin donnent sous la 
forme abregee u'. Or, comme cette forme designe aussi le nombre 40, Commandin 
s' est mepris en traduisant : « quadragesimum inventum », la quaranti^me inven- 
tion (efr, loc. cit., p. 460, 1 . 22) ; ce qui a longtemps fait attribuer k Archim^de 
au moins quarante inventions. 
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puisse me tenir ferme, et j’ebranlerai la terre. » (*) Or, Heron 
d'Alexandrie en a clairement expose la construction dans son 
livre intitule : Le Baroulcon (*), en y employant un lemme qu’il 
avait demontre dans ses Mecaniques ( 3 ), oil il traite aussi des 
cinq puissances au moyen desquelles un poids donne est mu par 
une puissance donnee ( 4 ) : le coin ( 5 ), le levier (•), la vis ( 7 ), le 
polyspaste ( 8 ) et l’essieu dans la roue (®). Mais, dans le Baroulcon, 
le poids donne est mu par une puissance donnee au moyen de 
la juxtaposition de tambours dentes f 10 ) ; le diametre du tambour 
ayant le rapport de 5 a 1 avec le diametre de son axe, le poids 


1. $oc wow orw xal xivw y^v, phrase dont on donne souvent une 
traduction trop libre. 

2. BaaouXxo;, le Baroulcon, expression form6e de ( 3 apo; (poids) et de tkxtiv 
(tirer). C est le titre d’un ouvrage d’H 4 ron, ayant fait partie de ses Introductions 
micaniques, ou bien public k part, et traitant sp^cialement des appareils propres 
k trainer ou k Clever des fardeaux. Le texte grec de cet ouvrage est perdu, mais 
on en poss&de une traduction arabe remontant au IX e si^cle et dont l'orientaliste 
Golius a apporte en Occident un manuscrit datant du XV e si^cle. GoUus en fit 
une traduction latine, qui est rest6e inedite, exception faite pour un fragment 
que Brugmans a publie en 1785 dans les Memoir es de la Societe royale 
de Goettingue. La traduction de Golius n'a plus 6te retrouvee. Une traduction 
fran^aise du texte arabe a ete donnee sous le titre : Les Micaniques ou 
I’Blivateur de Heron d’Alexandrie, publiies four la premiere fois sur la version 
arabe de Costa-ibn-Luqua, et traduites en frangais par M. le baron Carra de Vaux. 
Paris, 1894, pet. in-8°. Le texte arabe a ete r66dite dans la collection Teubner 
par le D r Nix, avec la collaboration de M. Carra de Vaux, accompagne d'une 
traduction allemande. 

Voir au sujet du baroulcon : l’ouvrage de H. Martin (p. 31) que nous avons 
mentionn6 plus haut, p. 812, n. 2, et l’ouvrage de M. Cantor : Die rdmischen 
Agrimensoren und ihre Stellung in der Geschichte der Feldmesskunst. Leipzig, 
1875, p. 12. 

3. Voir p. 818, n. 5. 

4. Le texte porte ici la petite interpolation : xcc6’ sxx<rrT,v Suvxpiv, par chacune 
des puissances (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. 1060, 1 . 10). 

5. itotjv, le coin. 

6. [xoyAoc, le levier. 

7. xo^XCa?, le lima^on ou helice rampante d’Archimede, c’est-i-dire la vis 
que Heron appelle vis sans fin (6 xa).ou(xevo? aueipo? xo^Xta?). 

8. icoXu<rica«rrov, le polyspaste, litteralement : tirant par plusieurs (poulies), 
c’est-ci-dire la moufle, ou engin compost de cordages et d’une serie de poulies 
k gorges montees dans une meme chape, soit sur des axes particuliers, soit sur le 
meme axe. 


9. aqwv ev Tip itsptTpoyiy, litteralement : l'axe (ou l’essieu) dans ce qui court 
autour, periphrase qui designe l’appareil compost d’une roue et de son axe que 
nous appelons tour ou treud. La version latine de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. Ill, 
p. 1061, 1. 9) se borne k latiniser l’expression grecque en disant : « axis in peri- 
trochio ». 

10. TtijATcavov uSovTuptivov, tambour (ou roue) dente. 
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mu etant suppose de 1,000 talents et la puissance mouvante dtant 
supposee de 5 talents (*). 

Qu’il nous faille done demontrer la meme chose dans le 
rapport de 2 a 1 ; que le poids mu soit de 160 talents au lieu 
de 1,000, et que la puissance mouvante soit supposde etre de 
4 talents au lieu de 5, e'est-a-dire qu’un homme, en tant que 
moteur, ait par lui-meme, sans machine, la puissance d’entrainer 
4 talents. Soit ABrA ce qu’il appelle le glossocome ( 1 2 ) ; soit, dans 
celui-ci, l’axe EZ, place en travers des parois longues et par alleles,, 
tournant hbrement, et soit H© le tambour dente ( 3 ) qui lui est 
solidaire, ayant son diametre double de celui que possede l'axe au 

front ( 4 ) [car cet axe est 
carre en son milieu ( 5 6 ) sur 
une longueur correspon- 
dant a l’epaisseur du 
tambour dans lequel il 
est ajuste d’une maniere 
inebranlable, et il est 
arrondi, elague (®) en quel- 
que sorte, de part et d'autre du tambour] ( 7 ). Des lors, si le 
cordage ( 8 ) relie au poids a tirer est enrould autour de l’axe EZ, 



1. Cette proposition du Baroulcon d’Heron se trouve dans la Collection: 
intitulee : "Hpwvo? ’AXdjxvopeux; -rcepl otoicrpa?, sur la Dioptre d’Heron d’Alexandrie 
(publiee par Vincent dans : Notices et Extraits des Manuscrits, t. XIX, 2* partie* 
1858, p. 300). 

2. yAwaoroxopLov, le glossocome, expression d&ivee de yXoSoo’a (langue), qui 
designe 1 c coffrct dans lequel les Anciens renfermaient les languettes de flutes, 
et par laquelle Heron indique le vaisseau qui loge l'equipage de roues dent£e& 
constituant l’esp^ce de treuil nomme le Baroulcon. 

3. Une petite interpolation ajoute ici que les dents sont radiales (cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. Ill, p. 1062, 1 . 6). 

4. xotaaco*;, tempe, ou c 6 t 4 frontal, designant ici le flanc circulaire du cylindre 
axial, au droit de son insertion dans la roue dentee. 

5. C'est- 4 -dire dans sa partie m^diane ou il passe dans la roue. 

6. C’est-i-dire que cet axe etant constitue par un bois de section primitive- 
ment cirree, ses aretes longitudinales sont abattues de maniere k. le rendre 
cylindrique de part et d’autre du tambour ou roue. 

7. Lla longue phrase que nous plains entre crochets est consideree comme 
une interpolation d’un commentateur qui emprunte k la Mecanique d’Heron le 
passage! il est question de la confection de l’axe cylindrique et de son insertion 
par bout carre dans la roue dent 4 e (cfr. Hultsch, loc . cit., vol. Ill, p. 1062, 
U. 8-11). 

8. Une petite interpolation ajoute ici : xaXouueva oe ottAcc, e'est-k-dire : et 
appel 4 s cables (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, pi 1062, 1 . 13). 
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[de part et d’ autre du tambour H©] (*), en passant par quel- 
que ouverture [et plutot par une large decoupure] ( 1 2 ) existant 
dans la paroi AB, et si le tambour H 0 tourne, il fait tourner 
aussi l’axe qui lui est solidaire, lequel se meut autour de ses 
extremites dans des doigts d’airain ( 3 ) et des boites ( 4 5 6 ) egalement 
d’airain placees dans les parois AB, TA que nous avons dites. Et 
si le cordage qui porte le poids [appele le fardeau] ( B ) est enroule, 
le poids sera mu. Or, pour que le tambour H 0 soit mu, on 
devra lui appliquer une puissance de plus de 80 talents, parce 
que le diametre du tambour est le double du diametre de l'axe ( # ) ; 
car ce problkme est demontre par Heron dans Les Mecaniques ( 7 ). 

Des lors, puisque nous n’ avons pas une puissance donnee de 
80 talents, mais bien celle de 4 talents, soit un autre axe KA 
dispose parallelement a l’axe EZ, ayant un tambour dente 
solidaire MN tel que ses dents correspondent aux dents du 
tambour H 0 ; ce qui s'obtient quand le nombre de dents du 
tambour H 0 est au nombre de dents du tambour MN comme 
le diametre du tambour H 0 est au diamfctre du tambour MN 
(et la maniere dont cela s’obtient sera manifeste en vertu de choses 
qui vont suivre) ( 8 ). En consequence, le tambour MN est donne 
aussi. Mais, qu’un tambour SO, ayant un diametre double du 
diametre du tambour MN, soit solidaire de ce meme axe KA. De 
ce fait, celui qui voudra mouvoir le poids au moyen du tam- 
bour SO devra posseder une puissance de 40 talents, vu que les 
80 talents sont le double de 40 talents. 


1. Les mots &p’ exxrcpx too H© tujjwcxvou sont attribues pax Hultsch & un 
commentateur (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1062, 1 . 15). 

2. Mots mis entre crochets par Hultsch pour marquer l’interpolation (cfr. loc. 
cit., vol. Ill, p. 1062, 1 . 13). 

3. iv oxxtuXok; ^aXxo^, dans des doigts d'airain, c’est-a-dire des tourillons 
de bronze. 

4. it u&s, bolte en bois de buis, ddsignant ici ce que nous appelons le cous- 
sinet du tourillon. 

5. D’apr&s Hultsch, les mots 0 xaXevrat, ooprtov, dont nous mettons la 
traduction entre crochets, constituent une petite interpolation (cfr. loc. cit., 
vol. Ill, p. 1061, 1. 4). 

6. C’est-k-dire dans l’hypoth&se faite plus haut d’un poids de 160 talents 
4 mouvoir. 

7. Le texte presente ici Interpolation evidente : a et il a ecrit beaucoup 
d’autres probl^mes des plus utiles et avantageux pour la vie » (cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. Ill, p. 1064, 11 . 8-10). 

8. Voir proposition 20. 
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Appliquons de nouveau, contre le tambour dente SO, un autre 
tambour dente IIP solidaire d'un autre axe ; rendons solidaire de 
ce meme axe un autre tambour ST, ayant de meme son diam&tre 
double du diametre du tambour IIP, et dont les dents ne soient 
pas engagees avec les dents du tambour MN. Des lors, la puis- 
sance qui mouvra le poids au moyen du tambour ST sera de 
20 talents. Or, la puissance donnee est de 4 talents ; done, il 
faudra de nouveau appliquer un autre tambour dent6 TO contre 
le tambour dente ST, et renare solidaire avec l’axe du tambour YO 
un tambour dente XT dont le diametre aura avec celui du tam- 
bour TO le rapport de 2 a 1. En consequence, la puissance qui 
mouvra le poids au moyen du tambour XT sera de 10 talents. 
Appliquons de nouveau, contre le tambour XT, un autre tambour 
dente < 7 ^, avec l’axe duquel soit rendu solidaire un tambour 
dente aux dents obliques M a M?, dont le diametre a avec le dia- 
mfctre du tambour le rapport que 10 talents ont avec les 
4 talents de la puissance donnee. 

Ces choses etant construites, si nous imaginons que le glosso- 
come ABTA est pos6 d'une mani&re inebranlable en site elev£ ; 
si nous suspendons le poids l 1 2 ) k l'axe EZ et la puissance entrai- 
nante de 4 talents au tambour M*MP, ni le poids ni la puissance 
ne seront emportes vers le bas si les axes tournent facilement et si 
I’ apposition des tambours est exactement reglee (*) ; mais, la 
puissance de 4 talents fera equilibre [au poids des 160 talents] ( 3 ) 
comme sur une balance. En consequence, si nous ajoutons un 
poids minime a l'une des parties, celle a laquelle il a ete fait 
apport penchera et sera emportee. En effet,si on ajoute,par exemple, 
le poids d’une mine ( 4 ) a la puissance des 4 talents, il vaincra 
et entrainera le poids des 160 talents. Mais, au lieu de faire cette 
addition, adjoignons au tambour M“MP la vis £ 1 A’, ayant son 
helice ajustee aux dents obliques du tambour M*MP ; et la 
maniere dont cela doit se faire est exposee dans ces memes 

1. C’est-a-dire le poids de 160 talents. 

2. Par ces termes. Pappus suppose entierement nul le frottement, au repos, 
des pieces, au sujet duquel une notion nette n’existait pas encore. 

3. Lacune dont la reconstitution proposee d’abord par Commandin (cfr. loc. 
cit., p. 461, 1 . 22) a ete adoptee par Hultsch dans les mots t<j) ( 3 apet. twv 

TaXavrwv (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1066, 1 . 26). 

4. pvzialov (fJapo*), poids d’une mine, soixantieme partie d’un talent. 
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Mecaniques d’H6ron ; tandis que nous la decrirons nous-meme 
plus clairement dans la suite ( x ). Que cette vis tourne facilement 
autour de pivots ( 1 2 ) disposes dans des trous ronds ; que l’un de 
ces pivots se prolonge par la paroi TA a l'exterieur du glossocome, 
et que son prolongement, rendu carre, regoive la poignee ( 3 ) CJB’ au 
moyen de laquelle, apres 1’ avoir saisie et fait tourner, on fait 
tourner la vis et le tambour M*MP et, par suite, le tambour 
aussi qui lui est solidaire. En consequence, le tambour XT, place 
contre ce dernier, tournera aussi, ainsi que le tambour TO qui 
lui est solidaire, ainsi que le tambour XT place contre ce dernier, 
ainsi que le tambour IIP qui lui est solidaire, ainsi que le tam- 
bour SO place contre ce dernier, ainsi que le tambour MN qui 
lui est solidaire, ainsi que le tambour H0 place contre ce 
dernier ; en sorte que l’axe EZ, solidaire du tambour H0 et 
autour duquel s’enroule le cordage portant le fardeau, en tour* 
nant aussi, en fera mouvoir le poids. Et il est evident qu’il 
sera mu du fait qu’on a ajoute une autre puissance : celle de la 
poignee qui decrit une circonference plus grande que le p&imfetre 
de la vis ; car il a ete demontre dans le livre Des Balances 
d’Archimede ( 4 ) et dans Les Mdcaniques de Philon ( 5 ) et de 


1. Voir proposition 24. 

2. Topjios (moyeu de roue), mot que la version latine de Commandin se borne 
k latiniser dans l’expression «circa tormos » (cfr. loc. cit., p. 461, 1. 29), mais auqueL 
Hultsch a donne le sens r 4 el de « cardo sive clavicula », qu’il poss&de ici, c’est- 
4 -dire : pivot ou cheville (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1069, 1 . 5). 

3. Le mot ^eipoXa^U, qui designe proprement la partie courbe de la charrue 
tenue en mains, est pris ici dans le sens de manivelle adaptee sur le bout 
carre de la vis pour la faire tourner. 

4. Rien ne nous est parvenu de l'ouvrage attribue k Archim^de sous le titre : 
Des Balances ou Des Fleaux de balance (TOpi ijuywv), dans lequel, d'apr&s Pappus,, 
il avait demontre la relation des efforts appliques tangentiellement k des cercles 
concentriques. C’est probablement dans cet ouvrage qu'il a donn6 la premiere, 
theorie du levier, appliquee dans son immortel traite De l'£quilibre des Plans 
(’Etotogwv {ffoppoK’.uiv), oil il se montre le veritable fondateur de la Statique, 
theorie sur laquelle il fonde son ouvrage, non moins cel&bre : De la Methods- 
relative aux theoremes mecaniques (too i. tuv pv^avixuv OecopTjfxaTwv eooSo;), dans, 
lequel, notamment, une premiere solution mecanique de la quadrature du segment 
de la parabole lui donne l’intuition de sa solution geometrique. 

5. Le traite de Mecanique en cinq livres de Philon de Byzance ne nous est 
parvenu que dans ses deux demiers livres qui traitent des armes missiles (£eXo- 
Ttouxa ou opvavoTcouxa) et des ouvrages de si£ge. Une Edition critique des- 
livres IV et V a et 4 donnee sous le titre : Philo Byzantinus. Mechanicae syntaxis 
libri IV et V. Recognovit R. Schoene. Berolini, 1893, in-8°. Une Edition du livre V 
avec traduction allemande a 6t6 donnee sous le titre ; Philo Byzantinus. Exzerpte- 
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Heron ( x ), que les grands cercles forcent les petits cercles quand 
leur rotation s’effectue autour du meme centre. 


XII. 

Proposition ii. — Telles sont done les choses qui comportent 
au plus haut point la theorie mecanique ; mais, les genres et les 
branches de Tart instrumental ( 2 ) sont multiples ; car les questions 
de mecanique, de gnomonique ( 3 ) et celles qui sont relatives aux 
vaisseaux contenant de l’eau ( 4 ), examinees par le raisonnement, 
deviennent manifestes par suite des ouvrages memes que construit 
cet art instrumental. Au reste, en dehors des choses mecaniques, 
il y en a encore beaucoup d’autres qui sont realisees par cet art, 
et certaines d’entre elles, difficiles a surmonter par les voies 


aus der Mechanik. B. VII und VIII (vulgo 5 Buck). Griech. und deutsch hrsg. 
von H. Diels und E. Schramm. Berlin, 1920, in-4 0 . Le livre IV a ete public avec 
une traduction allemande sous le titre : Philo Byzantinus. Bdopoiika (4 Buck 
der Mechanik). Griech. und Deutsch von H. Diels und E. Schramm. Berlin, 1919, 
in-4 0 . Une traduction fran^aise a ete publiee sous le titre : Philon de Byzance. 
Le livre des appareils pneumatiques et des machines hydrauliques. Edits d’apres 
les versions arabes d’Oxford et de Constantinople , et traduit en franqais par Carra 
de Vaux. Paris 1902, in-4 0 (Notices et extraits des manuscrits de la Bibliotheque 
nationals et autres bibliotheques, tome 38J. Le second ouvrage qui nous est par- 
venu de Philon est relatif aux sept merveilles du monde (rapt twv brri Otauaxwv) ; 
il a 6t6 public en grec par Orelli avec les versions latines anterieures de Leon 
Allatius (1640) et de Denys Salvaing de Boissieu (1661) sous le titre : LibeUus 
de VII orbis spectaculis. Graece cum versions latina duplici D.S.Boesii et L. Allatii. 
Textum recognovit C. OreUius. Lipsiae, 1816, in-8°. 

1. Voir p. 81 8, n- 5. 

2. 7* opyavocri (sous-entendu xiyyn) l'art organique ou instrumental, e'est- 
i-dire la mecanique appliqnee. 

3. 7| yv«i)[jLovtx^ (sous-entendu l'art de faire les cadrans solaires, ou 

la gnomonique. 

4. Le sens de l’expression ^ Ttspi oSpstuv itpayiiaTsia? est discutable. Commandin 
le rend par « tractatio quae circa aquas versatur (cfr. loc. cit., p. 463, 1. 13) ; ce 
qui presiente le sens trop general de « science hydraulique », laquelle n'a pas ete 
erigee en corps de doctrine chez les Andens. D' autre part, Hultsch (cfr. loc. cit., 
vol. Ill, p. 1071, 1 . 2) traduit simplement par le mot « hydrostatica » ; ce qui 
parait forcer le sens, attendu que l’hydrostatique n’a pas 4 t£ denommee comme 
science particuliere chez les Grecs, pour lesquels elle est restee impliquee dans 
le cel^bre traite d'Archimede sur Les Corps fiottants (wept twv d^oupivtov). Par 
contre, il n’est pas possible de s'arreter au sens k premiere vue acceptable : 
« science relative aux irrigations » (68p etoav), en presence du contexte dans lequel 
il s'agit d’appareils mecaniques, d'horloges solaires, et surtout en presence d’une 
phrase du preambule du livre VIII, oh il est question d'horloges hydrauliques. 
Dans ces conditions nous preferons traduire simplement par les mots « vaisseaux 
contenant de l'eau ». Voir, au surplus, page 812, note 5. 
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geometriques, sont ramenees a une construction plus aisee quand 
on les entreprend a l’aide d'instruments. Tel est notamment le 
probleme deliaque, solide de sa nature, et qui n’a pu etre construit 
par ceux qui suivent le raisonnement geometrique, parce qu’il 
n’est pas facile de decrire des sections de cone dans le plan, mais 
qui, lorsqu’on le traite par des instruments, amene f) a une opera- 
tion manuelle et a une construction convenable ( 1 2 ), c’est-a-dire 
a trouver un cube double d’un cube ( 3 ). Or, ce n’est pas seulement 
le cube double que l’on trouve au moyen d’un instrument deter- 
mine, mais encore, d’une maniere generate, le cube qui possede 
un rapport impose ( 4 ). 

En effet, construisons le demi-cercle ABT ; elevons de son 
centre A la droite AB a angles droits, et faisons mouvoir une 
r^gle autour du point A, de telle sorte qu’une extremite de celle-ci 
soit retenue par une cheville 
placee au point A, tandis que 
1’ autre extremite circule autour 
de la cheville prise comme 
centre, entre les points B. F. 

Ces constructions etant faites, 
qu’il soit impose de trouver 
deux cubes ayant entre eux 
un rapport donne ; faisons en 
sorte que le rapport de la 
droite BA a la droite AE soit 
le meme que ce rapport, et 
prolongeons la droite de jonc- 
tion TE jusqu’au point Z. 

Faisons maintenant passer la regie entre les points B, T, jusqu’a 
ce que sa partie decoupee entre les droites ZE, EB devienne egale 

1. Le texte prdsente ici l’interpolation to rpoxrip^vov, le (probleme) propose 
(cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. 1070, 1 . 13). 

2. Une interpolation ajoute ici : « plus (convenable) que celle qui a ete exposee 
par d’autres » (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. 1070, 1 . 12). 

3. Ces considerations sur la solution mecanique ou empirique de certains 
probtemes de g6om6trie ont deji ete faites en d'autres termes au livre III, dans 
les prdliminaires de la proposition 5 (voir p. 38) et au chapitre IX (voir p. 45). 

4. C’est-i-dire le cube qui est dans un rapport donne avec un autre cube 
donne, et la construction empirique qui va suivre reproduit presque textuellement 
celle qui a dej& et6 donnee au livre III, chap. X (voir pp. 47-50). 

Pappas d’ Alexandria — II ji 
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a celle qui est decoupee entre la droite BE et Tare BKr ; car cela 
se fait aisement en tatonnant continuellement et en faisant avancer 
la regie. Que ce soit done chose faite, et que la r&gle ait la position 
AH0K, de maniere que les droites H0, 0K soient egales ; je dis 
que le cube construit sur la droite BA est au cube construit sur 
la droite A0 dans le rapport impose, e’est-a-dire dans celui de 
la droite BA a la droite AE. 

En effet, imaginons que le cercle soit complete ; prolongeons 
la droite de jonction KA jusqu’au point A et menons la droite 
de jonction AH ; celle-ci est done par allele a la droite BA, parce 
que la droite K0 est egale a la droite 0H et la droite KA egale 
a la droite AA (*) Menons encore la droite de jonction AA et la 
droite de jonction AI\ Des lors, puisque Tangle compris sous les 
droites HA, AA est droit, parce qu’il est situe dans un demi-cercle, 
et que la droite AM est une perpendiculaire, il s’ensuit que le 
carr6 de la droite AM est au carr6 de la droite MH comme le carr6 
de la droite AM est au carre de la droite MA, e'est-a-dire comme 
la droite TM est a la droite MA ( 1 2 ). Appliquons de part et d' autre 
le rapport de la droite AM a la droite MH ( 3 ) ; il s’ensuit que le 
rapport compose de celui de la droite TM a la droite MA et de 
celui de la droite AM a la droite MH, e’est-a-dire de la droite TM 
a la droite MH, est le meme que le rapport compost de celui du 
carre de la droite AM au carre de la droite MH et de celui de la 
droite AM a la droite MH. Or, le rapport compose de celui du 
carre de la droite AM au carre de la droite MH et de celui de 
la droite AM a la droite MH est le meme que le rapport du cube 
construit sur la droite AM au cube construit sur la droite MH ; 
done, le rapport de la droite TM a la droite MH est aussi le meme 
que le rapport du cube construit sur la droite AM au cube 
construit sur la droite MH. Mais, la droite TA est a la droite AE, 
e’est-a-dire la droite BA a la droite AE, comme la droite TM est 
a la droite MH ; tandis que la droite AA est a la droite A0, 
e’est-a-dire la droite AB a la droite A0, comme la droite AM est 
a la droite MH ; done, le cube construit sur la droite BA est aussi 


1. Euclide, liv. VI, prop. 2, enonc6e p. 48, n. 1. 

2. Voir la redaction anterieure de cette proposition au livre III, p. 49, 
ou ce meme passage de la demonstration est un peu plus explicit e. 

3. Voir p. 49, n. 3. 
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au cube construit sur la droite A@ comme la droite BA est a la 
droite AE, c’est-a-dire dans le rapport donn6 f 1 ). 


XIII 

PROBLEME INSTRUMENTAL SUR LE CYLINDRE 


Proposition 12. — Parmi les probl&mes mScaniques, ceux 
qui sont appel4s instrument aux sont ( 2 ) denues d' autorite geome- 
trique ; tels sont ceux qui sont d^crits au moyen d'un seul et 
meme intervalle ( 3 ), et celui du cylindre d4form4 sur chacune de 
ses bases, lequel est propose par les architect es. En effet, etant 
donnee une portion de la surface d’un cylindre droit dont aucune 
partie des circonferences qui se present ent dans les bases n'a 
et6 laissee intacte, ils demandent de trouver la grosseur du 
cylindre, c'est-a-dire le diametre du cercle dont le cylindre a tenu 
sa generation. Or, on trouvera ce diametre en proc£dant m4tho- 
diquement de la maniere suivante : 

Prenons deux points A, B sur la surface donnee, et marquons, 
sur cette surface, un premier point T a une seule et meme distance 
de ces points pris comme cen- 
tres ( 4 ) ; marquons de nouveau 
un point A k une distance de ces 
memes centres A, B plus grande 
que la premiere ; puis, un point E 
a une autre distance ; puis, un 
point Z a une autre ; enfin, un 
point H a une autre. Les cinq 
points r. A, E, Z, H seront done dans un seul et meme plan ; 
d'oii il result e que, si ces points sont consid£res comme les som- 



1. Voir l'expos£ plus explicite p. 49, n. 4. 

2. Le texte porte les mots irz tv oti (sont que), attribu6s par Hultsch k un 
interpolateur, k moins de constituer une alteration du mot Sr.XovoTt (evidem- 
ment) qu’aurait ecrit Pappus (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. 1074, 1 . 1). 

3. Ivt oia<rr/)[AXTt, expression obscure, probablement alter^e, et visant, sans 
doute, soit une seule et meme ouverture de compas, soit une seule et meme distance 
prise sur la r£gle mobile dont il est fait usage dans la proposition 11, ainsi qu’au 
livre III, proposition 5. 

4. C'est-i-dire : marquons un premier point T d’intersection de deux cercles 
de mSme rayon arbitraire d Merits des centres A, B. 
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mets de triangles isoceles, la droite qui relie chacun d'eux au point 
divisant en deux parties egales la droite de jonction des points A, B, 
consideree comme base commune des triangles, est perpendicu- 
laire a la droite AB ( x ) [et les cinq droites seront dans un seul 
et meme plan, et il est evident que les points T, A, E, Z, H y 
sont aussi] ( 1 2 ). Or, nous transportons cela dans le plan de la 
maniere suivante : Constituons le triangle 0KA dans le plan 
au moyen des trois droites reliant les points T, A, E ; puis le 
triangle KAM au moyen des trois droites reliant les points 
A, E, Z, enfin, constituons le triangle AMN au moyen des trois 
droites reliant les points E, Z, H ( 3 ). Les triangles 0KA, KAM, 
AMN seront done poses en remplacement des triangles TAE, 
AEZ, EZH. Des lors, si nous decrivons une ellipse autour des 
points 0, K, A, M, N, son petit axe sera le diametre du cercle 
d’aprfes lequel le cylindre a ete decrit ( 4 ). 


XIV. 


Proposition 13. — Comme nous cherchons maintenant a 
decrire une ellipse autour des cinq points donnas 0, K, A, M, N 
et disposes dans un seul plan, qu’elle soit decrite ; que les droites 
de jonction ©N, MK soient d’abord par alleles ; coiipons chacune 


1. Aucune figure n’accompagne le texte de cette proposition dans les 
manuscrits. La version latine de Commandin a supple & ce defaut au moyen d'une 
figure peu intuitive, h laquelle 1 ’ edition critique de Hultsch a substitul les trois 
figures que nous reproduisons dans notre traduction. Ces trois figures rSpondent 
du reste a une remarque faite par Commandin, k savoir : que les cinq points 
etant dans un meme plan en raison des constructions, si la meme ligne sur laquelle 
ils se trouvent est droite, celle-ci est une generatrice du cylindre ; tandis que, 
si la ligne est courbe, elle sera un arc de cercle lorsque le plan qui contient les 
points est paralieie k la base du cylindre, et sera un arc d’e&ipse lorsque le plan 
n'est pas paralieie k la base (cfr. Commandin, loc. cit. f p. 465, 11 . 24-31). 

2. La phrase entre crochets est attribute k un interpolates (cfr. Hultsch, 

vol. Ill, p. 1076, 11 . 1-2). 

3. II resulte de cette construction que le cas des cinq 
points situes sur une generatrice du cylindre est exclu, 
et que le probieme ne considere que le cas de la troisieme 
figure de la proposition oil les cinq points sont sur une 
ellipse. Les trois triangles 0 KA, KAM, AMN, qui seront 
transposes dans le plan de la figure de la proposition 
suivante (13), reproduisent done les triangles TAE, AEZ, 
EZH, dont les cdtdts sous-tendent to us des arcs de l’ellipse 
TAEZH determinee dans la surface du cylindre par le plan 
qui passe par les cinq points. 

4. C'est-h-dire le cercle directeur du cylindre droit. 
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d’elles en deux parties egales aux points A, B er prolongeons la 
droite de jonction AB jusqu’aux 
points E, Z de 1’ ellipse. En 
consequence, la droite EZ est 
un diametre de 1’ ellipse en vertu 
de la dixieme definition des 
Coniques (*), et cette droite est 
donnee de position ; car chacun 
des points A, B est donne aussi ( 2 ) 
de position ( 3 ). Des lors, menons 
par le point A la droite AS 
parallele a la droite EZ, et que 
les droites de jonction EK, AM rencontrent aux points II, H la 
droite 0N prolongee ; il s’ensuit que les points T, H sont donnes 
(car chacun des points A, M, 0, N est donne) ( 4 ). Et puisque le 
rectangle compris sous les droites Sr, TA est a chacun des 
rectangles compris sous les droites Hr, TO et sous les droites 
NF, T0 comme le rectangle compris sous les droites SA, AA est 
au rectangle compris sous les droites MA, AK, il s’ensuit que le 
rectangle compris sous les droites Hr, m equivaut au rectangle 
compris sous les droites Nr, T0 ( 5 ). Or, le rectangle compris sous 



1. Apollonius, Les Coniques, liv. I, definition IV (ou definition X des 
copies k repoque de Pappus) : « J’appeUe diametre de toute ligne courbe 
situee dans un seul plan la droite qui, menee de la ligne courbe, coupe en deux 
parties egales toutes les lignes droites menees dans la ligne paralieiement a tme 
droite quelconque ; sommet de la ligne l'extremite de cette droite qui est situee 
sur la ligne ; enfin, j’appelle droites menees d’une maniere ordonnee au diametre, 
chacune de ces paralieies ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 4. 

2. Euclide, Donnies, prop. 26, enoncee p. 214, n. 5 ; prop. 7, enoncee p. 28, 
n. 4, et prop. 27, enoncee p. 30, n. 1. 

3. Les mots tt, 8e<«i, de position, sont probablement interpoles, parce qu’ils 
sont inutiles. 

4. Euclide, Donnies, prop. 28, enoncee p. 231, n. 4 ; prop. 26, enoncee p. 214, 
n. 5, et prop. 25, enoncee p. 214, n. 6. 


5. Le paralieiisme des droites ©H, KM donne: et ^4 = ^, d’ou: 

FIX 4 K HF MA 

commele texte: (I).*D'autre 


part (Apollonius, Les Coniques, liv. Ill, prop. 17 : « Si deux droites tangentes 
it une section de c6ne ou k une circonference de cercle se rencontrent ; si l’on 
prend deux points quelconques sur la section et si, de ces points, 1’on mene, dans 
la section, des paralieies aux tangentes, lesquelles se coupent mutuellement et 
coupent la ligne, les rectangles delimit £s sous les droites qui sont prises de la meme 
maniere seront entre eux comme les carres des tangentes ». Voir trad, de P. Ver 
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les droites Nr, T0 est donne (car chacune des droites est donnee) ; 
done, le point II est donne f 1 ). Mais, le point K est donne anssi ; 
done, la droite KIIS est donnee de position. Mais, la droite ArS 
est donnee aussi ; done, le point S est donne et est sur l’ellipse. 
Que les droites de jonction NS, A0 rencontrent aux points P, 2 
le diametre EZ prolonge ; il s’ensuit de nouveau que le rectangle 
compris sous les droites NA, A0 est a chacun des rectangles 
compris sous les droites PA, AS et sous les droites EA, AZ 
comme le rectangle compris sous les droites Nr, T0 est au 
rectangle compris sous les droites Er, TA, et qu’en consequence, 
le rectangle compris sous les droites PA, AS equivaut au 
rectangle compris sous les droites EA, AZ (*). Or, le rectangle 
compris sous les droites PA, AS est donne (car les droites PA, AS 
sont donnees ( 3 ) ; done, le rectangle compris sous les droites 


Eecke, p. 210), si nous consid6rons d'abord les points E, 6, d'oii les droites 
EA, 0 N sont menses respectivement parall&es au diametre ZE et k son diam&tre 
conjugue, non indiqu6 sur la figure, on a : 

Sr x TA __ (tangente £gale et parall 61 e kla. moiti 4 du diametre ZE)* g. nous con 

Nr x (tangente egale au demi-diam£tre conjugu 4 )* * 

sid6rons ensuite les points S, K, d'oii les droites EA, KM sont aussi 

menees parall&lement aux diam&tres conjugu6s, on a de m£me * x 

(tangente j ZE)* . ^ onc . Er x TA EA X AA 

(tang. = demi-diam. conjugue)* ' ' Nr x 1*0 

sr x ta sr x ta 


MA X AK~ 

(II). Dfa !«,.!« 


relations (I) et (II) donnent : 111 =* d’oii, comme le texte ; 

Hr x rn = Nr x re. Hr x rn «rxrs 

1. Les droites Nr, r© sont donnees, et la droite Hr est donnee ; done 
(Euclide, Donnies, prop. 57, enonc6e p. 144, n. 5) la droite m est donnee, 
d'oii (Euclide, Donnies, prop. 27, enonc£e p. 30, n. 1), le point n est donn6. 

2. Le paralldlisme des droites ZE, AS donne : ^ ^ et ~ d’oii : 

PA aT AS TA 

NA _ A0 Nr r© 


S x 52 = IT x 25 ou ' comme le texte : PA X AS 


NA X A 0 Nr X T 0 


(I). D’autre part 


sr X TA 

(Apollonius, Les Coniques, liv. Ill, prop. 17, enonc6e A la note 5, page 847), 
si l’on consid&re d'abord les points E, 0 , d’oii partent le diam&tre EZ et la 
parall&le ©N au diametre conjugue, on a : 

NA x A 0 (tangente egale et par allele au demi-diam&tre conjugu6) *. g. ,, 

EA x AZ (tangente egale k la moitie du diam&tre ZE)* 

sid&re ensuite les points ©, E, d’oii les droites 0 N, EA sont menees parall&lement aux 

diamitres conjugate, on a : -= (tangente - moitid du diamtee conpgae)^ 

• J ar x TA (tangente = moxtie du diametre ZE) 4 

done : ^ ? ■ (II). Des lors, les relations (I) et (II) donnent: 


EA x AZ sr 
NA X A 0 NA X A© 
X At 


X TA 

d’ou: PA X AS = EA X AZ. 


PA X AS EA X AZ’ 

3. Les points P, A, S sont donnas ; done, les droites PA, AS sont donnees ; 
done, PA x AS est donn£, d'oii, en raison de l'egalit6 de la note precedente, 
EA x AZ est donne. 
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EA, AZ est donne aussi. On demontrera de la meme maniere 
que le rectangle compris sous les droites EB, BZ est donne aussi f). 
Et les points A, B sont donnas ; done, les points E, Z sont donnas 
aussi, comme cela sera demontre dans la suite ( 2 ) ; de sorte que 
le diamEtre EZ de 1' ellipse est donne de grandeur. Et il est 
manifeste que le diamEtre qui lui est conjugue est donnE aussi ; 
car le rapport du diamEtre transverse EZ a son cote droit ( 3 ), lequel 
est le meme que le rapport du rectangle compris sous les droites 
EA, AZ au carre de la droite AN, est donne ( 4 ). 

XV. 

Proposition 14. — Voici ce qui a ete differe ( 5 ) : Soient donnes 
l’un et I’ autre rectangles compris sous les droites AT, FB et sous 
les droites AA, AB, et soient donnes les points T, A; je dis que 
les points A, B sont donnes. 

En effet, que le rectangle compris sous les droites AT, TE 
soit Equivalent au rectangle compris sous les droites Ar, FB, 


1. On demontrera que le rectangle EB x BZ est donne en raisonnant 
comme dans les notes precedentes. 

2. Voir ci-apres, lemme XV ou proposition 14. 

3. C’est-i-dire le parametre correspondant au diametre transverse ; droite 
definie par Apollonius, Les Coniques, liv. I, prop. 13, in fins. Voir trad, de 
P. Ver Eecke, p. 31. 

4. Apollonius, Les Coniques, liv. I, prop. 21 : « Si, dans l’hyperbole, dans 
l’ellipse, ou dans la circonference de cercle, l’on mene des droites d'une maniere 
ordonnee sur le diametre, leurs carres seront aux aires, deiimitees sous les droites 
qu'elles decoupent A partir des extremites du c6te transverse de la figure, comme 
le c&te droit de la figure est au cdte transverse, et ils seront entre eux comme 
les aires qui sont deiimitees sous les droites decoupees comme nous venons de 
le dire ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 43. 


On a done, comme le texte 


EA x AZ diametre transverse EZ 


Or, on 


a aussi : 


(j EZ ) 2 

(£ diam. conjugue)*" 


AN 2 cdte droit = parametre 

diametre transverse EZ . EZ ) 8 

cdte droit = parametre' ' (£ diam. conjugue)* 


EA X AZ 
AN 2 ’ 


d’oii le diametre conjugue est donne aussi de grandeur. 


5. II s’agit de demontrer ce qui a ete admis provisoirement A la fin de la 
demonstration de la proposition 13, ou, apres avoir etabli que les rectangles 
EA x AZ et EB x BZ sont donnes, ainsi que les points A, B, il restait & demontrer 
que les points E, Z sont donnes. La demonstration utilise ici une autre figure 
dans laquelle les pofnts A, T, A, B etant sur une meme droite, les points T, A 
sont donnes, ainsi que les deux rectangles Ar x TB et AA x AB. 
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et le rectangle compris sous les droites TA, AZ equivalent au 
rectangle compris sous les droites AA, AB; il s’ensuit que la 

droite AZ sera a la droite ZA. 
2 I r a b z comme la droite TE est a la 

droite EA (car, en raison de la 
construction, chacun des rapports est le meme que celui de la 
droite rB k la droite BA). En consequence, le rectangle compris 
sous les droites Er, ZA equivaut au rectangle compris sous les 
droites EA, AZ (*) ; de sorte que le point A est [donne] ( 2 ) aussi„ 
et le point B est donne de la meme maniere ( 3 ). 


XVI. 

Mais, que les droites reliant les points N, 0 et M, K donnas 
sur 1' ellipse ne soient pas paralleles ; que les droites de jonction 
NK, M© se coupent entre elles au point T, et menons par le 


1. On pose : ir x TE = Ar x TB, d’ovi 

TE TB m ~ 

EA = BA 0n P ° Se auSS1 


ou 


TB 

TB — At 
TA AA ... . 
BA=AZ’ d0U - 

donnent done : 


TE_rB . TE 

Ar a r u * te — Ar 

TA X AZ = AA X BA, d'ou : 


rA + BA AA 4- AZ 


BA 
TE AZ 


AZ 


OU : (II). Les relations (I) et (II) 


= — — , d’ou, comme le texte : TE x AZ = EA x AZ. 


EA AZ' 


2. Restauration de Hultsch par le mot SoGrv (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. io8o„ 
1 . 10). 

3. La conclusion presuppose le raisonnement suivant : Le rectangle TA x AZ 
est donne comme ayant 6t6 pose equivalent au rectangle donne AA x AB. Or, 
les points T, A sont donnes ; done, le point Z est donne aussi. De meme, 
le rectangle Ar x TE est donne comme ayant ete pose equivalent au rectangle 
donne Ar x TB, d’oii en presence des points donnes r. A, le point E est donn6 
aussi. En consequence, les droites TE, AZ sont donnees ; done, le rectangle 
TE x AZ est donne ; d'oii, en presence de la demi&re egalite de la note avant- 
precedente, le rectangle EA x AZ est donne. Or, la droite EZ, composee des 
droites donnees Er, rA, AZ, etant donnee, si, d’apr^s la methode d'Euclide, 
on applique suivant la droite EZ un rectangle EA x AZ d6faillant du carre de- 
la droits EA, la droite EA sera donnee en vertu de la proposition 58 des Donnees : 
« Si un eispace donn6 est applique k une droite donnee, et si cet espace est defaillant 
d'une figure donnee d'espece, les largeurs du defaut sont donnees ». Voir trad, 
de Peyrard, vol. Ill, p. 397. Or, cela s’exprime actuellement en considerant 
que la demiere egalite de la note 1 ci-dessus peut s’ecrire : TE x AZ = 
EA (EZl — EA) ou : TE x AZ = EA x EZ — EA 2 ; equation quadratique dormant 
la grandeur de la droite EA. D^s lors, le point A est donne, d’ou la droite Ar 
est donnee. Or, par hypothese Ar x TB est donne ; done, le point B est donne 
aussi. 
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point A la droite AYO parallele 
rapport du rectangle compris sous ] 
compris sous les droites AY, Y<I> 
que celui du rectangle compris 
sous les droites NT, TK au 
rectangle compris sous les droites 
MT, T@). Et le rectangle com- 
pris sous les droites NY, YK est 
donne ; done, le rectangle compris 
sous les droites AY, Y<2> est donne 
aussi (*). Et les points A, Y sont 
donnes ; done, le point 0 est 
donn6 ( 2 ). Des lors, on est ramene 
a la proposition precedente ( 3 ) 
decrire 1’ ellipse NMA00 autour d 
dans l’hypothese des droites M0, 


a la droite M0. D&s lors, le 
es droites NY, YK au rectangle 
sst donne (car il est le meme 

$ § 



:s cinq points N, M, A, O, 0 
OA paralleles. 


XVII. 


Au reste, quand on s’est procure ( 4 ) des diametres conjugues 
quelconques de l’ellipse, il est facile de trouver instrument ale- 
ment ( 5 ) ses axes, et l’on procedera methodiquement de la maniere 
suivante : 

Exposons les diametres conjugues deja trouves AB, TA de 
l’ellipse, se coupant entre eux en deux parties egales au point E ; 


1. On a (Apollonius, Les Coniques, liv. Ill, prop. 17, enonc6e p. 847, n. 5) 

AY ~ x ~ * es P°* nts M, N sont donnas ; done, le rapport 

NT X TK 

de rectangles donnes compris sous des droites donnees : ^ ~ x ~ Te est c * onn ^ > 

NT X TK 

d'oii, comme le texte : le rapport x est < * onn ®’ ^ >r » l es droites A®, KN 

sont donnees de position ; done, le point T est donne, d’ou, en presence des points 
donnes K, N, le rectangle NY x YK est donne, d’ou, comme le texte : le 
rectangle AY x Y<5 est donn£. 

2 . Les points A, Y sont donnas ; done, la droite AY est donnee, d’ou la droite Y 4 > 
est donnee, d’oii le point $ est donn6. 

3. Voir proposition 13. 

4. 7topi(rftei(ru)v, (diametres conjugues) procures par voie purement geometrique, 
comme dans la proposition 13. 

5. opyavocuis (par construction) au moyen d'instruments (regie et com pas). 
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menons par le point A la droite ZH parallele a la droite TA; 
posons le rectangle compris sous les droites EA, A0 equivalent au 
carre de la droite AE, et coupons la droite E0 en deux parties 
egales au point K. [Le point K sera done entre les points A, 0] ( x ) ; 
car la droite AE est plus grande que la droite EA (*). Menons du 
point K, a angles droits sur la droite E0, la droite KA coupant 
la droite ZH au point A, et que la circonference du cercle decrit 

autour du centre Aet passant par 
le point E coupe la droite HZ aux 
points Z, H. Menons les droites 
de jonction EH, EZ; menons, 
sur celles-ci, les perpendiculaires 
AM, AN, et posons chacun des 
carres des droites EO, En Equi- 
valent au rectangle compris sous 
les droites HE, EM et chacun 
des carres des droites EP, EE 
Equivalent au rectangle compris sous les droites ZE, EN. Des 
lors, les axes trouves de 1’ ellipse seront les droites On, PS ( 1 2 3 ), 



1. Lacune combine par Hultsch au moyen des mots foroti Sr, to K (icra^u tuv 
A, © (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1082, 1. 8). 

2. On a par hypoth&se : diam. TA > diam. conjugue __AB, d'oii : AE > EA. 
Or, on a pose : EA X A© = AE a ; done : EA x A© > EA a , d'oii : A© > EA ; 
done, le point K est situ6 entre les points A, ©. 

3. Pappus se borne it indiquer la construction des axes au moyen de la rfcgle 
et du compas sans la ddmontrer. Commandin a suppiee k cette absence, ou peut- 
etre k cette perte de la demonstration, de la mantere que nous r£sumons comme 
suit (cfr. loc. cit., p. 470, commentarius, 11. 26-36) : Prolongeons AM jusqu'au 
point T, de mani&re k avoir : TM = MA, et prolongeons AN jusqu'au point T, 
de mani£re k avoir : YN = NA ; droites que nous indiquons en pointilie dans 
la figure du texte. Des lors (Apollonius, Les Coniques, liv. II, prop. 47 : « Etant 
donnee une hyperbole ou une ellipse, trouver l'axe ». Voir trad, de P. Ver Eecke, 
p. 160), les points T, Y sont sur l'ellipse. Mais, PE est paralieie k AT, car 
1' angle HEZ, situ6 dans le demi-cerde, est droit ; done. Oil sera paralieie k AY. 
En consequence, puisque la droite TA est menee de maniere or donnee sur la 
droite AB, la droite menee par le point A, paralieiement k la droite AI\ 
c’est-ci-dire ZH, sera tangente k l'ellipse au point A. Et puisque la tangente ZH 
rencontre le diametre en H, et que la droite AM est menee de maniere ordonnee 
sur ce diametre, on a (Apollonius, Les Coniques , liv. I, prop. 37 : « Lorsqu'une 
droite tangente k une hyperbole, k une ellipse ou k une tirconference de cerde 
rencontre un diametre et que, du point de contact, l'on amene une droite de 
maniere ordonnee sur ce diametre, la droite decoupde par la droite menee de 
maniere ordonnee, k partir du centre de la section, deiimitera, avec la droite 
decoupee par la tangente, k partir du centre de la section, une aire equivalente 
au carre de la droite issue du centre ; tandis qu’elle deiimitera, avec la droite 
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dont la plus petite sera egale a la grosseur du cylindre, comme 
on l’a dit au d£but (*). 


XVIII. 

Une sphere ayant une position donn6e surelevee par rapport 
au plan sous-jacent ( 2 ), trouver le point sur lequel elle tombe 
lorsqu’elle est abaissee perpendiculairement ( 3 ) et la droite minima 
d^coupee sur la perpendiculaire entre les deux points : celui qui 
est situe dans la surface de la sphere et celui qui est situe dans 
le plan ( 4 ). 

Proposition 15. — Exposons ceci au prealable : Etant donne 
un cercle surelev6, non situ6 dans le plan perpendiculaire au plan 
sous-jacent ( 5 ), trouver la section commune de l’un et 1’ autre de 
ces plans et leur inclinaison. 

Soit un cercle surelev6 ; prenons sur celui-ci trois points A, B, T 
et menons de ces points les perpendiculaires sur un plan sous- 
jacent. Menons-les d’ailleurs de la maniere suivante : Faisons 
circuler une droite telle que TA, tombant du point T sur le plan 
sous-jacent ; qu’elle touche ce plan en deux autres points E, Z, 
et prenons le centre K du cercle decrit autour des points A, E, Z; 
il s’ensuit que la perpendiculaire menee du point T tombera sur le 
point K, et que le point K sera donne. Menons aussi de la meme 

situee entre ceile qui est menee de mani&re ordonnee et la tangente, une aire 
dont le rapport au carr 4 de la droite menee de maniere ordonnle est le m&me 
que celui du cdt6 transverse au cdte droit ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 66) : 
HE x EM = EO* = EH 1 . Pare illem ent, la droite AN 6tant menee de mani&re 
ordonnee, on a : ZE x EN = EP 3 =* ES*. En consequence, OH, PS seront les 
axes conjugues de l’ellipse. 

1. Voir proposition 12. 

2 . to uitox£t|x£vov (sous-entendu iiriTteSov), le (plan) sous-jacent, c’est-k-dire 
le plan horizontal. 

3. Le texte porte ici la petite interpolation : xat xaft’ 0 icinret cn\(xetov, et 
suivant quel point (de la sphere) elle (la sphere) tombe (Cfr. Hultsch, loc. cit., 
vol. Ill, p. 1084, 1 . 5). 

4. L’authenticite de ce probl^me, et d’ailleurs de tout ce qui va suivre jusques 
et y compris la proposition 16, a et6 mise en doute par Hultsch dans la note 
suivante (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1085) : « Totum hoc problema usque ad finem 
propositionis sextae decimae est a scriptore mediocriter admodum mathematica 
docto aetate, ut videtur, posteriore quam qua Pappus vixit. Accedit quod in 
codicis scriptura plura corrupta aut lacunosa sunt quam aliis fere locis ». 

5. C'est-a-dire non situe dans le plan vertical. 
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manure des points A, B les per- 
pendiculaires B0, AA f 1 ). Prolon- 
geons maintenant les droites de 
jonction KA, 0A, et faisons en sorte 
que la droite KM soit a la droite 
MA comme la droite TK est a la 
droite AA, et que la droite ©0 soit 
a la droite OA comme la droite B0 
est a la droite AA. [Les points M, O 
sont done donnes ; car il nous est 
loisible de prendre des perpendicu- 
laires telles qu’une seule d’entre elles, la droite AA, soit la plus 
petite] ( 2 ). En consequence, les lignes MAr, BAO sont droites ( 3 ). 
Et elles seront dans le plan du cercle ABr ; done, la droite MO 
est la section commune de ce plan et du plan sous-jacent. [Menons 
du point A la droite AN perpendiculaire sur la droite MO et menons 
la droite de jonction AN ; il s’ensuit que la droite AN sera aussi] ( 4 ) 
perpendiculaire sur la droite MO ( 5 ). En consequence, on s’est 
procure ( 6 ) aussi 1’ angle compris sous les droites AN, NA, lequel 
est l’inclinaison des plans. 



1. Les points A, 0 sont done donnes aussi. 

2. La phrase que nous mettons entre crochets doit avoir ete interpolee k 

KM TK 

titre de commentaire justificatif des deux relations de construction : —=-z== — (I) 


et 


(II). En effet, la droite AA doit Stre plus petite que les droites 


AM AA 

©O B0 
OA* AA 

TK, B0 ; car, on a par construction : KM > MA et 00 > OA. D'autre part, 
les relations de construction (I) et (II) determinent aussi les points M, O ; car 

KM — MA TK — AA ... . KA_TK — AA 

MA 


la relation (I) donne 


ou 


Or, les 


MA AA ” ■ MA AA 

droites KA, TK, AA sont donnees de grandeur ; done (Euclide, Donnees, prop. 4, 
enoncee p. 28, n. 3 ; prop, i, enoncee, p. 28, n. 6, et prop. 2, enoncee p. 24, n. 1), 
la droite MA est donnee aussi de grandeur ; done (Euclide, Donnees, prop. 27, 
enoncee p. 30, n. 1), le point M est donne. On demontre de meme que le point O 
est donne aussi. 

3. Les relations (I) et (II) de la note precedente, et le parallelisme des droites 
AA, B0, TK, permettent de conclure que les points M, A, r, ainsi que les points 
B, A, 0 , sont en ligne droite, en vertu de la double demonstration de la 
proposition 13 du livre IV (voir p. 159 et notes). 

4. Reconstitution due k Hultsch (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1086, 1 . 12) d'apres 
la reconstitution latine de Commandin accompagnee de la note : « addita haec 
a nobis, quae in graeco codice desiderari videbantur » (Cfr. loc. cit., p. 471, 1 . 52). 

5. Voir liv. VI, prop. 43, p. 437. 

6. •rtewopiTcat, e’est-i-dire que l'angle ANA du plan du cercle avec le plan 
horizontal est done procure par construction. 
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XIX. 

Proposition 16. — Cela etant demontre au prealable, soit 
une sphere en site eleve et qu’il soit propose de trouver le point 
sur lequel elle tombera lorsqu’elle est abaissee perpendiculaire- 
ment sur le plan sous-jacent et la plus petite droite decoupee 
sur la perpendiculaire entre la surface (*) et le plan. 

Soit une sphere en site eleve disposee autour du centre E, et 
decrivons le cercle le plus grand ABr dans cette sphere. Ce cercle 
sera ou ne sera done pas dans le plan perpendiculaire au plan 
sous-jacent ; ce que nous reconnaitrons de la maniere suivante : 
Trois points quelconques etant pris sur la circonference du cercle, 
menons-en les perpendiculaires sur le plan sous-jacent, comme 
nous l'avons enseigne ( 1 2 ) ; et, si les points sur lesquels tombent 
les perpendiculaires sont sur une meme ligne droite, les plans 
seront perpendiculaires entre eux ; tandis que, s’il en est autre- 
ment, ils seront inclines. 

Qu'ils soient d’abord perpendiculaires, et menons des points 
A, T les perpendiculaires [AA, TO 
qui seront egales ou non] ( 3 ). 

Qu’elles soient egales et coupons 
la droite de jonction AH en deux 
parties egales au point Z. Le 
point Z sera done celui qui est 
cherche dans le plan ( 4 ) ; le point B, 
divisant l'arc ABr en deux parties 
egales, est le correspondant du 
point Z dans la surface, et la 
droite BZ est la perpendiculaire 
minima dont il a ete question plus haut. 



1. Sous-entendu : roaiaas, de la sphere. 

2. Voir proposition 15. 

3. Reconstitution de Hultsch (cfr. loc. cit., p. 1088, 1 . 13). 

4. Sous-entendu 6icoxe'.[xevci>, sous-jacent, e'est-a-dire le plan horizontal. 
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XX. 

Mais, que les perpendiculaires ne soient pas egales, et que la 
droite AA soit la plus petite. Faisons en sorte que, si nous pro- 
longeons la droite HA, la droite H© soit a la droite ©A comme 

la droite TH est k la droite AA. 
En consequence, le point © sera 
celui oti la droite men6e du 
point A au point T (*) rencontre 
le plan sous-jacent, et la droite 
A© et 1’ angle compris sous les 
droites A©, ©A seront donnes. 
Ces choses etant obtenues, exposons un cercle egal au cercle le 
plus grand ( 1 2 3 ) autour du diametre KA; ajoutons la droite AM 
egale a la droite A© ( 8 ) ; etablissons Tangle compris sous les 
droites KM, MN egal k Tangle compris sous les droites A©, ©A; 
menons des points K, A les perpendiculaires AO, KN ( 4 ) et, du 
centre, la perpendiculaire Eli ; enfin, dScoupons un arc AB egal 
a Tare AP et une droite AZ dgale a la droite Oil ; [ce qui revient 
a dire de couper la droite AH en deux parties egales au point Z] ( 5 6 ). 
Des lors, le point Z sera celui sur lequel tombera la sphere emportee 
vers le bas (*) ; le point B sera celui qui est sur la surface, et la 
droite BZ sera la perpendiculaire minima ( 7 ). 



1. Les points A, r semblent etre pris sur un meme diametre ; il ne reste done 
plus qu'h diviser la droite AH en deux parties £gales pour obtenir le point Z, 
et la construction auxiliaire qui va suivre devient inutile. C’est en raison de cette 
inadvertance et des nombreuses negligences de redaction que Ton trouve dans 
les propositions 15 et 16 que Hultsch attribue ces dernieres k un auteur posterieur 
k Pappus. 

2. C’est-i-dire egal au grand cercle ABr de la sphere consideree. 

3. C’est-h-dire: ajoutons en prolongement de la droite KA la droite AM = A©. 

4. C’est-h-dire perpendiculaires sin: la droite MN. 

5. La phrase que nous mettons entre crochets est une interpolation de 
commentateur faisant predsement observer ce que nous avons d£jh signale dans 
la note t ci-dessus : l'inutilite de la construction auxiliaire, du moment que 
les points A, r sont les extremites d'un m€me diametre. 

6 . Sous-entendu : xaQe'n.xut, perpendiculairement. 

7. C'est-^L-dire que le point B est celui oh le plan horizontal sera tangent k 

la surface de la sphere. 
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XXI. 



Mais, que le cercle ABr ne soit pas dans un plan perpendi- 
culaire au plan sous-jacent. Prenons la section commune A0 des 
plans ; prenons, sur le cercle ABr, 
des points A, T opposes Tun k 
l'autre suivant un diametre, de 
maniere que la droite Ar qui les 
relie rencontre la section commune 
A0 [car nous pouvons faire cela en 
raison de ce que la droite A0 est 
situ6e dans le plan du cercle ABr] (*). 

Qu’elle la rencontre au point 0 ; il 
s’ensuit que la droite A0 et 1’ angle 0 
sent donnas. Menons, du centre E, 
la perpendiculaire EBA sur la droite 
A0. Elle sera menee de la mani&re 
suivante : Exposons le cercle HZA decrit autour du diametre ZH, 
egal au cercle le plus grand ABr ; ajoutons ( 8 ) la droite HK 6gale 
a la droite T0 ; 6tablissons Tangle compris sous les droites ZK, 

KM egal a Tangle compris sous les 
droites A0, 0A ; menons du 
centre 0 la perpendiculaire OAM; 
ddcoupons l’arc FB egal a l’arc 
HA et la droite 0A 6gale a la 
droite KM. En consequence, la 
droite AB est 6gale k la droite 
MA; elle est perpendiculaire sur 
la droite A0 et, prolongee, elle 
tombe sur le centre E ; car ces choses resultent manifestement 
de la similitude ( 1 2 3 ). Menons done la droite AI a angles droits sur 
la droite A0 dans le plan sous-jacent ; il s’ensuit que la droite A0 
est perpendiculaire au plan qui passe par les points E, A, I ( 4 ) ; 



M 


1. La phrase raise entre crochets est une remarque interpolee par un com- 
mentateur (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. 1090, 1. 21). 

2. C’est-^-dire ajoutons la droite HK = r© en prolongement de la droite ZH. 

3. C’est-^-dire resultent de la similitude des triangles OKM, E@A. 

4. Euclide, liv. XI, prop. 4, 6nonc£e p. 103, n. 7. 
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en sorte que le cercle ABr est aussi perpendiculaire au plan qui 
passe par les points E, A, I (*). En consequence, si le plan passant 
par les points E, A, I est etendu, il determinera, dans la sphere, 
un cercle le plus grand ( 2 ) perpendiculaire au cercle ABr, passant 
par les poles de ce cercle et par les points B, 0 ( 3 ) ; en sorte que 
si, prenant le pole II du cercle ABr ( 4 ), on decrit le cercle passant 
par le point II et par chacun des points B, 0 ( 5 ), il sera un cercle 
le plus grand dans la sphere [situe dans le plan qui passe par les 
points 0, A, I] ( 6 ). Decrivons le cercle BIIO ; exposons de nouveau 
le cercle PNT ( 7 ) autour du diametre PT, auquel nous ajoutons la 

droite PO egale a la droite BA; 
etablissons 1' angle compris sous 
les droites PO, OS egal a l'angle 
compris sous les droites BA, AI; 
menons, du centre A, la perpen- 
diculaire ANS; decoupons, sur le 
cercle IIBO, l’arc BT egal a Fare 
PN ; decoupons la droite AI egale 
a la droite OS, et menons la 
droite de jonction IT. Des lors, la droite IT sera egale a la 
droite SN et, prolongee, elle tombera sur le centre E. De plus, 
elle sera perpendiculaire sur le plan sous-jacent, parce qu’elle est 
perpendiculaire sur la droite IA ( 8 ). En consequence, le point I 
sera celui sur lequel tombe la sphere, le point T celui suivant 
lequel elle tombe, et la droite IT sera la perpendiculaire minima. 



*s» 


1. Euclide, liv. XI, prop. 18, enonede p. 105, n. 1. 

2. Theodose, Les Spheriques, liv. I, prop. 6 : « Parmi les cercles situes dans 
la sphere, ceux qui passent par le centre de la sphere sont les plus grands, et, 
quant aux autres, ceux qui sont egalement eloignes du centre sont egaux, tandis 
que ceux qui en sont plus eloignes sont plus petits ». Voir trad, de P. Ver Eecke p. 7. 

3. Th£odose, Les Spheriques, liv. I, prop. 13, 6noncee p. 375, n. 2. 

4. Theodose, Les Spheriques, liv. I, prop. 21 : « Trouver le pdle d'un cercle 
donne dans une sphere ». Voir trad, de P. Ver Eecke, p. 28. 

5. Theodose, Les Spheriques, liv. I, prop. 20 : « Par deux points qui sont 
donnas sur une surface sph6rique, decrire un cercle le plus grand ». Voir trad, 
de P. Ver Eecke, p. 27. 

6. 1 La phrase mise entre crochets est consid6ree par Hultsch comme une inter- 
polation (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1094, 1. 2). 

7.1 Sous-entendu Jto? tw psyiTztp BIIO, e’est-i-dire : egal au (cercle) le plus 
grand BIIO. 

8. Raisonnement incorrect, qui ne repond pas k la proposition 4 du livre XI 
d’Euclide, enoncee p. 103, n. 7. 
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XXII. 

Proposition 17 . — Une sphere etant supposee, et un point 
etant donn 6 en dehors de celle-ci, trouver le point oil la droite 
de jonction menee du point donne au centre coupe la surface. 

La chose est manifeste ; car, si une droite quelconque, tombant 
du point donn 6 sur la surface, circonvolue, elle decrira un cercle 
dont le pole sera le point cherche. 

Proposition 18 . — Supposons de nouveau une sphere ; soient 
donnas deux points situes Tun et 1 ’ autre a rexterieur de la sur- 
face, et qu’il soit propose de prendre les points oil la droite de 
jonction des points donnes coupe la surface. 

Que la sphere soit disposee autour du centre B; soient A, V 
les points donnes a l'exterieur ; prenons les points A, E oil les 




droites qui relient les points A, T au point B rencontrent la surface, 
et decrivons par ces points le cercle le plus grand AEZH. Des 
lors, les droites AA, TE sont donnees (vu le lemme) ( x ) ; et, 
puisque le rayon de la sphere est donne, les droites entires AB, 
17B sont donnees aussi. Mais, la droite AF qui relie les points donnas 
est donnee aussi ; construisons done le triangle OKA au moyen 
des trois droites AB, Ar, rB, et decrivons autour du centre 0 
le cercle 2MN0 egal au cercle EAZH. Si ce cercle coupe la 
droite KA, il est evident que la droite reliant les points A, T 
coupe aussi la sphere, et, s’il n’en est pas ainsi, elle ne la coupe 


1. Les points A, T sont donnas, et le lemme precedent, ou proposition 17, a 
d6montre que les points A, E sont donnes ; done, les droites AA, TE sont donnees. 


Pappas d* Alexandria. — n 


3* 


86o 


PAPPUS d’alexandrie 


pas (*). Que le cercle coupe la droite KA aux points M, N, et 
decoupons un arc AH egal a l’arc SM et un arc EZ 6gal a Fare ON. 
En consequence, il est clair que les points H, Z seront ceux oh la 
droite qui relie les points A, T coupe la surface de la sphere. 

XXIII. 

Proposition 19. — Les problemes qu’on appelle proprement 
instrumentaux sont utiles aussi, principalement lorsque, ramenes 
par F analyse a une construction facile, ils permettent de se dis- 
penser de la preuve qui y repond, comme dans le cas ou il s’agit 
d'inscrire sept hexagones ( 1 2 ) dans un cercle donne, dont Fun soit 
situe autour du centre meme du cercle donne, et dont les six autres 
soient decrit s sur les cotes de celui du milieu, en ayant respec- 
tivement leurs cotes opposes adapt£s a la circonference du cercle. 

Soit donne le cercle decrit autour du centre H ; posons, autour 
de ce centre, le c6te ©K d’un hexagone, de maniere qu’un hexa- 
gone, ayant son cote MN adapts a la circonference du cercle, soit 
decrit sur la droite ©K, et menons la droite de jonction HK. Cette 

droite est done dans la direc- 
tion du cote KA de l’hexagone, 
parce que F angle compris sous 
les droites HK, K© est les deux 
tiers ( 3 ) de F angle droit, et que 
1’angJe compris sous les droites 
0K, KA est un angle droit plus 
un tiers. Menons la droite de 
jonction HN. Des lors, puisque 
les droites HK, KA sont egales, 
la droite HA est double de la 
droite AN ( 4 ). Et l'angle A est 
donne (car e’est un angle droit 


1. et Se |x^, ou refxvet, e’est-a-dire que si le cercle EMN O ne coupe pas la 
droite KA, la droite AT ne coupera pas la sphere. 

2. C’est-a-dire des hexagones reguliers. 

3. otjxotpov, deux troisi&mes parties (de l’angle droit). 

4. Dans l’hexagone r^gulier on a : HK = K© — KA = AN, d’oii : HK + KA = 
HA = 2AN. 
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plus un tiers) ; done, le triangle NAH est donne d’esp&ce (*) ; 
par consequent, le rapport de la droite HN ci la droite NA [est 
donne] (*) ( 3 ). Or, la droite HN est donn£e ( 4 ) ; done, le cote NA 
de l’hexagone est donne aussi ( 5 ). 

La construction instrumentale se fera de la maniere suivante : 
Exposons la droite Ar constituant la troisi&me partie du rayon 
du cercle, et erigeons sur cette droite un segment de cercle capable 
de deux tiers de Tangle droit ( # ). Puis, consider ant la droite Ar 
constituee de cinq parties, decoupons ( 7 ) la droite rE constituee 
de quatre de ces memes parties ( 8 ), et menons la tangente BE; 
je dis que la droite de jonction AB est egale au c6te 0 K de 
Thexagone. 

Prolongeons la droite Br et decoupons-y une droite BA egale 
a la droite AB ; il s’ensuit que le triangle ABA est equilateral (•). 
Posons, en outre, la droite AZ egale 
au rayon du cercle. Puisque la 
droite AE a avec la droite Er le 
rapport de 9 a 4, le carre de la 
droite AB aura le meme rapport 
avec le carre de la droite Br ( 10 ) ; 



1. Euclide, Donnies, prop. 41, enoncEe p. 198, n. 4. 

2. Restauration de Hultsch (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1098, 1 . 8). 

3. Euclide, Donnies, definition 3 : « Des figures rectilignes, dont chacun 
des angles est donnE, et dont les raisons de leurs c&tEs entre eux sont donnEes, 
sont dites donnEes d'espece ». Voir trad, de Peyrard, vol. Ill, p. 301. 

4. Par hypothEse du cercle donnE. 

5. Euclide, Donnies, prop. 2, Enoncee p. 24, n. 1. 

6. C’est-a-dire que, si on circonscrit un cercle au triangle equilateral ayant 
la droite AT comme base, tous les angles formes dans le segment ABT vaudront 
les § de Tangle droit (Euclide, liv. Ill, prop. 21, Enoncee p. 141, n. 2). 

7. C’est-i-dire decoupons sur la droite Ar prolongEe. 

8. C’est-i-dire posons : TE = £ Ar, en usant de la rEgle dlvisee. 

9. On pose : BA = AB ; done : BAA = BAA. Or, on a par construction : 

ABA =x | d’angle droit ; done : BAA -f- BAA = 2 angles droits — ABA = £ d’angle 

droit, d’ovi : BAA = BAA = § d’angle droit ; done, le triangle ABA est Equi- 
lateral. 

10. On a par construction : Ar = 5, et on pose : TE = 4, d’ou : Ar + TE = 

AE = 9 ; done, comme le texte : (I). Or, la tangente BE donne : 

I Ei 4 ~ 

EB 2 == EA x Er, d’oii : ^ (H)» d’oh similitude des triangles AEB, BEr, 

hi I riD 


. .. AB EA ,, , AB 2 

et, par suite, on a : — — — , d ou : — : 

r Br EB Br- 4 


EA 

EB 


g. Or, la relation (II) donne : 


:ll. 
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done, \i droite A B, e’est-a-dire la droite BA, vaut une fois et demie 
la droite Br. En consequence, la droite Br est le double de la 
droite TA (*). Mais, la droite ZT est aussi le double de la droite TA ; 
done, la droite de jonction BZ est aussi le double de la droite AA, 
e'est-a-dire de la droite AB ( 2 ). Or, la droite HA est aussi le 
double de la droite AN, et ces demifcres droites comprennent des 
angles egaux ; done, le triangle ABZ est semblable au triangle 
NAH. Et la droite AZ est egale a la droite NH ; done, la droite AB 
est aussi egale a la droite AN ou a la droite ©K ( 3 ). 


LE MtME PROBLtME D'UNE MANI&RE PLUS CLAIRE ( 4 ). 

Que la droite AZ soit egale au rayon du cercle donne ; 
d6coupons-en la troisi&me partie ; que ce soit la droite Ar, sur 
laquelle nous decrivons le segment de cercle ABr capable d'un 
angle constituant les deux tiers d'un angle droit ; decoupons la 
droite TE ayant quatre des cinq parties dont se compose la 
droite Ar ( 8 ) ; menons la tangente BE au segment ; menons la 
droite de jonction AB et la droite de jonction ZB; prolongeons, 
en outre, la droite de jonction Br sur le point A; posons la 


EB EA EA* . EA EA* , AB 2 EA ,, « » , . 

•— x — j ou : —■==——» ; done : d ou, en presence de la 

L* T1 B D 131 X? i » B T>* D l B B • 


Er EB EB* Er EB 

relation (I) on a : ^j=- 


AJd 

i. La demi&re relation de la note pr6c6dente donne : ~ d’oii : 


AB = |Br. Or, BA = AB ; done : BA = |BI\ d’oii : 2 (BA — Br) = Br, ou, 
comme le texte : 2rA = Br. 

2. On a par construction : Ar = } rayon du cercle et AZ = rayon du cercle ; 
done : Ar = JAZ, d’ou : TZ = 2Ar, d’oit, en presence de la demifere relation 
Br r a 

dela note pr6cedente : — =r— , d’oii similitude des triangles ArA, BrZ, d’ou, 
comme le texte : BZ =» 2 AA — 2 AB. 


3. On a vu (p. 860, n. 4) que l'on a : HA = 2AN. Or, on a : NAH =# 

4 d’angle droit, et l'on a par construction : ABA — f d’angle droit. Or, la simili- 

tude des triangles ArA, BrZ donne : TBZ = AAB = ABA = | d'angle droit ; 

done, ABA + TBZ = ABZ = ^ d’angle droit ; done, comme le texte : ABZ = 

NAH, ; d’oii similitude des triangles ABZ, NAH. Or, on a pose : AZ = HN ; 
done, Icomme le texte : AB = AN = 0K. 

4. Voir la figure de la page 861. 

5. C'est-i-dire posons : TE = £ Ar. 


LIVRE VIII DE LA COLLECTION 


863 


droite BA egale a la droite AB, et menons la droite de jonetion AA. 
Des lors, puisque les droites ErA et EB sont menses au cerde ; 
que Tune coupe le cercle et que T autre lui est tangente, il s’ensuit 
que le rectangle compris sous les droites AE, Er 6quivaut au 
carre de la droite EB (* ) . En consequence, la droite BE est k la 
droite FE comme la droite AE est a la droite EB ; done, le 
triangle rBE est 6qui angle avec le triangle ABE (?) ; done, la 
droite EB est a la droite Br comme la droite EA est a la droite AB, 
et le carre de la droite AB est done au carre de la droite Br 
comme le carr6 de la droite AE est au carr6 de la droite EB ( 3 )- 
Mais, en vertu de la vingtieme proposition du sixieme livre, la 
droite AE est a la droite Er comme le carr6 de la droite AE est 
au carre de la droite EB ; par consequent, le carre de la droite AB, 
e’est-i-dire le carre de la droite BA, est au carre de la droite Br 
comme la droite AE est a la droite Er; done, le carre de la 
droite BA a avec le caiT6 de la droite Br le rapport de 9 a 4 I 
done, la droite BA vaut une fois et demie la droite Br et, par 
suite, la droite Br est le double de la droite TA ( 4 ). Mais, la 
droite Zr est aussi le double de la droite FA ; done, la droite Br 
est a la droite TA comme la droite Zr est a la droite FA. Et les 
angles au point T sont 6gaux ; done, Tangle A est aussi egal a 


1. Euclide, liv. Ill, prop. 36 enoncee p. 142, n. 4. 

2. Euclide, liv. VI, prop. 6 6nonc6e p. 158, n. 2. 

3. ConsidSrant la sdcante EA et la tangente EB, on a : EB 3 


EA x Er, 


d'oii : = 

Er EB 


EB EA 

, d’oii similitude des triangles AEB, BEr ; done : ^ d’oii : 


AB 

bt 


au EA « 


EB’ 

4. La relation 


AB* , 

Br*" 

EB 

Er 5 


EA* 
EB** 
EA 
= EB 


de la note pr£c6dente donne (Euclide, liv. VI, 


EA 3 


prop. 20, corollaire 2, 6nonce p. 355, n. 1 ) : — x — — — ou, comme le texte : 

BP EB EB 

EA EA* 

— — ====^, d’ou, en presence de la demidre relation de la note pr6c6dente, et en 

e r EB 

AB* BA* EA 

observant qu’on a pose : BA = AB, on a, comme le texte : ^2==—^==—. 

Blr Bf Ex 

Or, on a pos6 : Ar = 5 et Er = 4, d’oii : Ar -j- TE = AE = 9, d'oii : = - ; 

til 4 

done, comme le texte : ^1 = ?, d’oii : — = 3 , d’ou: BA =? Br d » oil . 

Br* 4 Br 2 2 

Br = 2rA. 
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l’angle compris sous les droites ZB, Br et Tangle Z egal a Tangle 
compris sous les droites TA, AA. En consequence, la droite AA 
est k la droite Ar comme la droite ZB est k la droite Br et, par 
permutation, la droite Br est a la droite TA comme la droite ZB 
est a la droite AA. Or, la droite Br est le double de la droite TA ; 
done, la droite ZB est aussi le double de la droite AA, e’est-^-dire 
de la droite AB ( 1 ). Et Tangle A vaut deux tiers de Tangle droit ; 
done, Tangle compris sous les droites ZB, Br vaut aussi deux 
tiers de Tangle droit, et Tangle entier compris sous les droites 
AB, BZ vaut un angle droit et un tiers ( 2 ). D&s lors, si nous avons 
un cercle dont le centre est le point H ( 3 ) et dont le rayon est 
6gal a la droite AZ ; si nous menons de son centre la droite HE ; 
si nous en decoupons la droite HA egale a la droite ZB ; si nous 
etablissons, sur la droite HA et au point A, Tangle compris sous 
les droites HA, AN egal a celui qui est compris sous les droites 
ZB, BA, et si nous menons la droite de jonction HN, le triangle 
HAN devient equiangle avec le triangle AZB. Et la droite AZ 
est egale a la droite HN ; done, la droite NA est aussi egale a la 
droite AB ( 4 ). Et il est clair que Tinscription des sept hexagones 
dans le cercle sera basee sur cette droite £gale a la droite AB. 


i. On a par construction : £ ZA =* TA ou : J (Zr -j- TA) * TA, d'oii ; 
Zr = 2rA, d'oii, comparant avec la deraiere egalite de la note precedente, 
Br zr pa zr 

on a : , d'oii : _ = — , d’oii (Euclide, liv. VI, prop. 6, enoncee 

p. 158, n. 2) similitude des triangles ArA, zrB opposes par le sommet, d'oii, 

comme le texte : AAr = ZBr (I) et BZr = AAI\ d’oii (Euclide, liv. VI, prop.4, 

0 aa zb sr ZB 

enoncee p. 27, n. 1) : d’oii, comme le texte : d'ou, en pre- 

Ar Br Ar aa r 


sence de la derniere relation de la note precedente : ZB = 2AA (II). Or, on a 

pose : BA = AB ; done : BAA = BAA. Or, on a par construction : ABA = 

| d'angle droit ; done, BAA 4- BAA = 4 d'angle droit, d’oii : BAA = BAA = 
§ d’angle droit (III) ; done, le triangle ABA est equilateral, d'oii : AB = AA, 
d'oii la relation (II) devient, comme dans le texte : ZB = 2AB. 

La comparaison des relations (I) et (III) de la note precedente donne : 

ZBr = 4 d'angle droit. Or, on a par construction : ABA = § d’angle droit ; 

done : ABA -j- ZBr = ABZ = i d’angle droit = (1 4 - 4) d'angle droit. 

3. Voir la premiere figure de la proposition. 
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XXV. 


Proposition 20. — Nous dirons mainteqant comment on 
realise la juxtaposition ( x ) des tambours dont il a ete^ question 
plus haut (*). 

Soient A, B deux tambours faits au tour et places l’un contre 
1 ' autre, et que le nombre de dents du tambour A soit au nom- 
bre de dents du tambour B comme le diametre du tambour A 
est au diametre du tambour B ; 
car la juxtaposition des tambours 
est ainsi assuree en raison de ce 
que le diametre est au diametre 
comme le perimetre du cercle est 
au p 4 rimetre (ce qui sera demontre 
par la suite) (*). 

Supposons done que le tam- 
bour A ait soixante dents et le 

tambour B quarante dents ; je dis que le nombre de dents du 
tambour B est au nombre de dents du tambour A comme la 
vitesse du tambour A est a la vitesse du tambour B. 

En effet, puisque les tambours A, B sont places Tun contre 
1 ' autre, le tambour A sera mu d'autant de dents que le tambour B 
s’est mu de dents ; par consequent, lorsque le tambour B, mis 
en revolution, aura fait un seul r£tablissement ( 1 2 3 4 ), le tambour A 
aura ete mu precise ment de quarante dents ; de sorte que, quand 
le tambour B aura fait soixante r£tablissements, e'est-a-dire 
autant qu’en indique le nombre de dents du tambour A, le 
tambour A aura 6te mu precisement de 2,400 dents, c’ est -a- dire 
d’autant qu’en indique le nombre de dents du tambour A multi- 
pliee par le nombre de dents du tambour B. On demontrera encore 
de meme que lorsque le tambour A aura fait quarante retablis- 



1. i?apa 9 e<ns, juxtaposition, e’est-a-dire l’accouplement des roues dentees. 

2. Voir proposition io, p. 836. 

3. Voir ci-apr^s, proposition 22. 

4. anoxairarracris, retablissement dans le premier etat, pris ici dans le sens 
d’une revolution complete de la roue dentee. 
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sements, c’est-a-dire autant qu’en indique le nombre [de dents] 
du tambour B, le tambour B aura ete mu precisement de 
2,400 dents, c’est-a-dire d’autant qu’en indique le nombre de 
dents du tambour B multiple par le nombre de dents du 
tambour A. En consequence, lorsque le tambour A aura fait 
quarante retablissements, c’est-a-dire autant qu’en indique le 
nombre de Ments du tambour B, le tambour B aura fait aussi 
precisement soixante retablissements, c’est-i-dire autant qu’en 
indique le nombre de dents du tambour A ; done, le nombre 
de dents du tambour B est au nombre de dents du tam- 
bour A comme la vitesse du tambour A est k la vitesse du tam- 
bour B. 


XXVI. 


Proposition 22. — Mais, d6montrons maintenant que les 
circonferences des cercles sont entre elles comme leurs dia- 
mfctres ( 1 2 3 ). 

Soient les deux cercles AB, TA et leurs diametres AB, TA; 
je dis que le diam&tre AB est au diametre TA comme la circon- 
ference du cercle AB est a la circonference du 



cercle TA. 

En efEet, puisque le carre de la droite AB 
est au carr6 de la droite TA comme le cercle AB 
est au cercle TA ( s ) ; mais que le rectangle 
compris sous le diametre AB et la circonference 
du cercle AB est le quadruple du cercle AB, 
et que le rectangle compris sous le diametre 
TA et la circonference du cercle TA est le 
quadruple du cercle TA (car le rectangle 
compris sous le rayon du cercle et le peri- 
m&tre du cercle est le double de l’aire du 


1. Rjestauration proposee par Hultsch au moyen des mots twv ooovtuv 
(cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1104, 1. 19). 

2. Pappus a d€]k d^montr6 la m§me proposition en termes un peu differents 
au livre V, prop. 11. Voir p. 260. 

3. Eucude, Aliments, liv. XII, prop. 2, ^noncee p. 181, n. 1. 
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cercle, comme cela a ete demontre par Archimede f 1 ), ainsi que 
par nous-meme au moyen d’un theoreme particulier dans le com- 
mentaire sur le premier livre des Mathematiques ) ( 2 ), il s’ensuit 
que le carre de la droite AB est au carre de la droite TA comme 
le rectangle compris sous la droite ABet la circonference du cercle AB 
est au rectangle compris sous la droite TA et la circonference du 
cercle TA et que, par permutation, le rectangle compris sous la 
circonference du cercle FA et la droite TA est au carre de la 
droite TA comme le rectangle compris sous la circonference du 
cercle AB et la droite AB est au carre de la droite AB- En 
consequence, (la circonference du cercle TA est a la droite TA] (*) 
comme la circonference du cercle AB est a la droite AB (car 
c’est le premier theoreme acquis dans le sixieme livre) ( 4 ) et, 
pax permutation, la droite AB est a la droite TA comme la 
circonference du cercle AB est k la circonference du cercle TA ( 5 ). 


XXVII. 


Proposition 23. — Etant donnes un tambour et le nombre 
de ses dents, qu’il soit impose de lui juxtaposer un tambour ayant 

1. Archim£de, De la Mesure du Cercle, prop. 1, 6nonc£e p. 243, n. 2 ; propo- 
sition qae Pappus reproduit en termes plus explicites au Hvre V, prop. 3 (voir 

p. 243). 

2. iv *?cji st? t 4 Ttputov tuv ^(bijxaTtxwv eyokitp, dans le commentaire sur 
le premier (livre) des MatMmatiques. Pappus designe ici d’une mani&re abr6g£e 
l’ouvrage de Ptol£m£e : La Composition mathematique, intitul6e aussi : La grande 
Composition ([xeya&Ti aruvratit.?) ou Almageste, divise en treize livres, sur lesquels 
Pappus a 4 crit des commentaires qui sont perdus, sauf ceux qui se rapport ent 
aux livres V et VI, ayant fait l'objet de l'6dition critique recente : Commentaires 
de Pappus et de Theon d' Alexandria sur V Almageste, texts etabli et annoti par 
A. Rome. Tome I. Pappus d’Alexandrie. Commentaire sur les livres V et VI de 
V Almageste. Roma, Bibliotheca Apostolica Vaticana, 1931. 

3. Restauration de Hultsch d'apres le m£me passage de la proposition n 
du livre V (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 1106, 1 . 22). 

4. Euclide, liv. VI, prop. 1, enonc6e p. 383, n. 1. 


5. On a (Euclide, liv. XII, prop. 2) : 5= 


AB* cercle AB 


. Or, il a ete demontre 


TA* cercle TA 

liv. V, prop. 3 (voir p. 243) qu’on a : circonference du cercle AB X diam£tre AB = 
4 cercles AB , et circonference du cercle FA x diam£tre rA = 4 cercles TA ; 
AB 2 circonf. cercle AB x AB ,, , . circonf. cercle TA x TA 

do " • Fa 1 

circonf. cercle TA 


done . . — , 

TA arconf. cercle TA x TA 
circonf. cercle AB x AB 


AB* 

circonf. cercle AB 
AB 


, d’ou (Eucude, liv. VI, prop. 1) : 


TA 


d’oii, comme le texte 


AB _ circonf. cercle AB 
TA arcosif. cercle TA’ 
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un nombre de dents donne, et de trouver le diametre du tam- 
bour juxtapose. 

Soit le tambour A dont le nombre de dents est le nombre B 
[60 unites] (*), et juxtaposons au tambour A le tambour V, dont 
le nombre de dents est le nombre A [40 unites]. II faut done 

trouver le diametre du tambour I\ 
Puisque le nombre B est le 
nombre de dents du tambour A, 
et que le nombre A est le nombre 
de dents du tambour I\ [et que le 
nombre de dents du tambour A 
constitue son perimetre, tandis que 
le nombre de dents du tambour T 
constitue son p6rim&tre] ( 1 2 ), il s'en- 
suit que le perimetre du tambour A est au perimetre du 
tambour T comme le nombre B est au nombre A. Or, le dia- 
metre est au diametre comme le perimetre est au perimetre ( 3 ) 
et le rapport du nombre B au nombre A est donne ( 4 ), [car 
e’est celui de 60 unites & 40 unites] ; done, le rapport du dia- 
metre du tambour A au diametre du tambour T est donne, 
[e’est-^-dire celui de 60 k 40]. Et le diametre du tambour A est 
donne ( 5 6 ) ; done, le diametre du tambour T est donne aussi (•), 
[car il faut faire en sorte que le diametre du tambour A soit 
k un autre diametre comme le nombre 60 est au nombre 40, 
et le cercle decrit autour de ce diametre sera egal au tambour 
cherche] ( 7 ). 



1. Le discours indique clairement que la demonstration est envisage d'une 
manure generale et abstraite, et les phrases incidentes, qui introduisent des 
nombres concrets, doivent done avoir 6te interposes par un commentateur ayant 
voulu verifier les conclusions sur les memes nombres 40 et 60 consideres dans 
la proposition 20. 

2. La phrase mise entre crochets doit etre consideree comme une inter- 
polation (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. xio8, 11. 8-10). Il est d’ailleurs sous- 
entendu que les dents sont egales, et que leur intervalle est le meme dans les 
deux roues dentees. 

3. Voir proposition 22. 

4. Euclide, Donnies, prop. 1, enoncee p. 28, n. 6. 

5. Euclide, Ibidem, definition 5, enoncee p. 227, n. 3. 

6. Euclide, Ibidem, prop. 2, enoncee p. 24, n. 1. 

7. Interpolation faisant suite aux interpolations precedentes relatives aux 
nombres concrets introduits par un commentateur dans la demonstration. 
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II en sera d’ailleurs instru- z 
mentalement comme suit (*) : 

Exposons une droite EZ di- 
visee en parties egales dont le 
nombre est egal a celui des 
dents du tambour A, [c’est-a-dire 
60] ; prenons, sur la perpendicu- 
laire qui lui est menee, la droite 
ZH egale au diametre du tam- 
bour A, et menons la droite de jonctionEH. Decoupons la droite E 0 
qui soit le nombre de dents du tambour T, et menons par le 
point 0 la droite ©K parallele a la droite ZH. En consequence, 
la droite 0 K sera egale au diametre du tambour T, car la de- 
monstration est manifeste ( 1 2 ). 

XXVIII. 

Proposition 24. — On verra clairement de la maniere suivante 
comment on construit une vis ayant son helice ajustee aux dents 
obliques d’un tambour donn6 ( 3 ). 

Imaginons un cylindre AAEZ, toume k epaisseur egale, 
dont le cote est la droite AE, et prenons sur celle-ci 1’ inter- 
vals AB d’une helice monostrophe ( 4 ). Constituons une lame d'ai- 

1. dpyavixuii; ok outux;, c’est-oi-dire que la construction pratique sera la 
suivante au moyen du compas et de la r&gle It divisions. 

2. Les droites ZH, 0 K sont dans le rapport des droites ZE, E 0 par simili- 
tude de triangles, et ce rapport est celui des p£rim&tres ; done, il est celui des 
diametres des tambours, lequel est donn£ par hypoth^se ; done, le diam&tre 0K 
du tambour T est donne de grandeur. 

3. Voir la proposition io, dans laquelle il est d£j& fait emploi de la vis 
engrenant une roue dentee, et ou il est dit que la theorie relative k la construction 
de cet assemblage d’organes sera donnee dans la suite. 

4. |xovd<rrpo<po<; (eXti), l'helice engendr6e par une seule revolution du cylindre 

directeur, e'est-a-dire l'helice n'ayant qu'une seule spire. En employant le neo- 
logisme « monostrophe », deji utilise par Paul Tannery ( Memoires scientifiques, 
vol. II, p. 15), on evite ainsi la confusion pouvant resulter de l’emploi du mot 
« spire » (entetpa), qui s’appliquait chez les anciens geom^tres a un genre de sur- 
faces que nous designons maintenant sous le nom de tores, et dont Heron nous 
donne une definition que nous traduisons : « La spire est engendree par la 
revolution complete d’un cercle ayant son centre sur un autre cercle et son plan 
perpendiculaire a celui de ce second cercle. On l'appelle aussi anneau (xpixo?). 
La spire est ouverte quand elle presente un vide ; fermee (auvtyrfi) 

quand il y a contact interieurement en un seul point, et rentrante (ejzxXXaTTOura) 
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rain (*), dont la partie H0K soit un triangle rectangle ayant Tangle 0 
droit, et dont le restant est le parallelogramme rectangle 0KA. 
PosonS la droite 0H 6gale & la droite AB et la droite ©K egale 
au pejrimetre du cylindre AAEZ. Courbons la lame autour da 

cylindre, de telle sorte que le 
parallelogramme ©KA devienne 
aussi un cylindre s’appliquant 
au cylindre AE quand celui-ci y 
est introduit ; plagons le point 0 
sur le point A et le point H 
sur le point B, et nous aurons 
K d6crit ainsi, au moyen de Thypo- 
th6nuse HK, Thelice dite mono- 
strophe telle que BA. Si nous 
depla^ons de nouveau la lame 
de maniere a avoir le point 0 au point B et le point H au point I\ 
nous aurons d£crit une autre helice monostrophe ; de sorte que 
Thelice entire est distrophe (*}. En effet, la droite AB, mue 
suivant la surface du cylindre, se remet en place dans le meme 
temps ou le point A, mu d’une maniere uniforme, est parvenu 
au point B, car Apollonius de Perge a demontre cela ( 3 ). [D&s 
lors, si nous coupons en deux parties egales chacune des droites 
AB, Br et les suivant es jusqu’au point E ; si nous decrivons, 
par les points ( 4 ), des helices monostrophes avec la lame, et si 
nous prenons, au droit de celles-ci, la profondeur d’hSlice que 
nous voulons, nous obtiendrons aisement Thelice qui convient en 
limant en forme de lentille, a partir de cette profondeur, le restant 
de Thelice trac£e] ( 5 ). 

quand le cercle g£n£rateur se coupe lui-meme. Ces corps ont comme sections 
certaines lignes qui les caracterisent » ( Heronis Alexandrini geometricorum et 
stereometricorum reliquiae. Edidit Frid. Hultsch. Berolini, 1864, p. 27). 

1. Xemoiov ^aXxouv, plaque ou lame d'airain ou de bronze. 

2. j&wrpo©o« (SXd-), helice ayant deux spires, engendr^es par deux revolu- 
tions du cylindre directeur. 

3. Renvoi au traits perdu d’ Apollonius intitule De la Vis (itepl tou xo^Xlou) 
dans lequel, d'apr&s ce que nous rapport e Proclus, la th^orie de la vis aurait ete 
donnee pour la premiere fois ( Procli Diadochi in primum Euclidis Elementorum 
librum commentarii. Edidit G. Friedlein. Leipzig, 1873, p. 105). 

4. C’est-i-dire par les points de division en deux parties egales des inter- 
valles des spires. 

5. La phrase que nous mettons entre crochets est attribute par Hultsch k 
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XXIX. 


Imaginons de nouveau ( I ), dans Tune des surfaces d’un tam- 
bour donne, le cercle de perimetre PTT et de centre S autour 
de la partie temporale ( 2 ), et ce cercle etant divise, par exemple 
en vingt-quatre parties, que les points P, T, T soient a 6gale 
distance l’un de 1’ autre. Menons, des points P, Y, T et jusqu’a 
un cercle MNIIO decrit autour du 


centre E, les droites PO, TO, TO 
dirigees vers ce centre E ; menons, 
a partir des points qui divisent les 
arcs 00 en deux parties egales, les 
droites MP, NP, NT, nY, nT, TO 
jusqu'aux points P, Y, T, et amenons, 
dans la surface courbe du tambour 
et en direction de la droite OP ( 3 ), 
la droite PS jusqu’a la circonference 
du cercle XO, semblablement decrit ( 4 ) 
autour de la partie temporale dans 
1* autre surface du tambour. Posons, 



& partir du point S, l'arc SX 6gal k la moitiS de l’arc PY ( 5 ), 
l’arc XQ egal a l’arc PY ; puis, en posant ainsi successivement 
l’arc et les arcs restants 6gaux a l'arc YT, et en menant les 
droites de jonction PX, YQ, TT*, nous aurons l’obliquite des dents. 
Et puisque le cercle PY est 6gal au cercle XO, decrivons aussi, 
dans l’autre surface du tambour ( 8 ), autour du centre oppose au 


un commentateur (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. mo, 11 . 21-26) ; son texte alt6r6 la 
rend obscure, et elle semble vouloir viser la vis k filets arrondis. 

1. C’est-i-dire comme dans la proposition 10, relative au tambour dente. 

2 . itspl tov xorpaoov xtixXo?, le cercle (qui est) autour de la partie temporale 
(du tamoour), c’est-ai-dire la circonference de cercle qui delimite l'une des deux 
surfaces planes temporales ou later ales du cylindre ou tambour consider6. 

3. Le texte a probablement subi des alterations k cet endroit ; car il exprime 
d’une maniere defectueuse que la droite PS doit £tre menee dans la surface 
cylindrique du tambour, k partir du point P de la droite OP, perpendiculairement 
au plan de la surface circulaire latlrale du tambour. 

4. C’est-i-dire decrit comme le cercle PTT, dont la circonference delimite 
la premiere face plane du tambour. 

5. Le texte presente ici l'interpolation to? Xo^tootto?, en vue de l'obliquite 
(des dents) (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. 1112, 1 . 13). 

6. C’est- 4 -dire dans l’autre surface circulaire plane laterale du tambour 
cylindrique. 
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point E, un cercle egal au cercle MN ; puis, en menant, des 
points X, £2 sur ce cercle, des droites dirig6es vers son centre, 
et en faisant les memes choses que sur la cir conference PTT (*), 
nous aurons aussi delinee T autre cote du tambour ( 1 2 ). Enfin, si 
nous taillons les figures constitutes entre les lignes PNT, TIIT 
et celles qui leur sont opposees ( 3 ), nous aurons un tambour dente 
a dents obliques. Or, chaque dent penttre dans l’helice de la vis, 
parce que l’intervalle PT est egal a l’intervalle AB de l’helice 
de la vis ( 4 5 6 ). Et il est manifeste que chaque tour de vis entrainera 
une dent ; car Heron demontre cela dans les Mecaniques, et ce 
sera expost aussi par nous-meme, afin que rien ne doive etre 
cherche hors d’ici ( 8 ). 


XXX. 


Imaginons, en effet, la vis AB et, dans celle-ci, Thelice 
ArAEZB (•), et soit le tambour juxtapose et dente HTE0 ayant 

ses dents Hr, TE, E0 ajustees 
a l’helice ( 7 ). Des lors, si nous 
faisons tourner la vis de maniere 
que le point E soit pousse dans 
la partie T, le point E se trouvera 
sur le point T quand la vis aura 
fait un seul rttablissement ; la 
dent TE aura la position de la 
dent TH et la dent E0 la position de la dent TE. Derechef, quand 



1. L’edition de Hultsch abandonne ici la petite interpolation : too xtixXou, 
du cercle (cfr. loc. cit., vol. Ill, p. 112, 1 . 21). 

2. C’est-i-dire que 1 ’ autre c6te du tambour prdsentera le dessin des dents 
& d^couper. 

3. C’est-i-dire les figures solides comprises entre les lignes trac6es sur les 
deux surfaces laterales planes et sur la surface cylindrique du tambour. 

4. Voir la premiere figure relative k cette proposition, dont le texte a n6glig6 
d’enoncer au debut l’hypoth&se de l'egalit^ des intervalles PT, AB, c’est-i-dire 
l’ajustement des dents du tambour avec le pas de la vis motrice. 

5. e?o>8ev, c’est- 4 -dire en dehors du present ouvrage. 

6. Le texte presente l’interpolation : « et imaginons les helices appelees mono- 
strophes » (Cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. 1114, 1 . 9). 

7. Le texte presente ici la remarque inutile interpose : ol aoa XoitcoI oux 
ivap(xo<rouff'.v et? ra? Xot^a? eXtxa?, les (dents) restantes ne s’ajustent done pas 

aux helices restantes (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, p. 1114, 1 . 12). 
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la dent E0 aura la position de la dent TE, elle aura et6 avancee 
enticement en un seul tour de la vis. Et il faut concevoir les 
memes choses pour les dents suivantes ; en sorte que la vis don- 
nera lieu a un seul retablissement du tambour en tournant autant 
de fois que le tambour compte de dents. 

XXXI. 

II en est done ainsi en ce qui concerne le Baroulcon (*) ; mais 
nous allons faire un expose plus sommaire des cinq puissances ( 2 ) 
dont il a 6te question, et que nous tirons des livres d’Heron, afin 
de les remettre en memoire a l’intention de ceux qui aiment a 
s’instruire. Nous y ajouterons, en outre, ce qu'il est ndeessaire 
d’exposer au sujet de la machine a un membre (*), a deux 
membres, k trois membres et a quatre membres, afin que celui 
qui s’adonne aux recherches sur ce sujet ne soit pas a court de 
livres dans lesquels il est expose ; car il nous est arrive de lire 
des livres corrompus en beaucoup d'endroits et ou manquaient 
le commencement et la fin. Au reste, considCant que les puis- 
sances au moyen desquelles un poids donne est mu par une force 
donnee sont au nombre de cinq, il y a lieu d' exposer ce que sont 
leurs figures, leurs usages et leurs denominations. HCon et Philon 
rapportent d’ailleurs encore que les puissances dont il s'agit, bien 
que fort diffCentes de figure, se ram&nent toutes a une structure ( 4 ) 
unique. Leurs denominations sont done : l'axe dans la roue ( 5 ), 
le levier, le polyspaste (•), le coin et la vis sans fin. 

L’axe dans la roue se construit de la maniere suivante : II 


1. Voir proposition 10 empruntee au Baroulcon d’Heron. Toute la partie- 
qui va suivre jusqu’i la fin de l'ouvrage semble avoir 6te ajoutee par un auteur 
posterieur k Pappus qui aurait puise dans les ecrits d'Hdron. 

2. Le mot ouvajxt;, puissance, d^signe ici exceptionnellement la machine 
m§me, simple ou compos6e, au moyen de laquelle la force (f 3 ia) exerce son action. 

3. Tcepi, TT|? uovoxuaoii p.T|xa'/f|^, concernant la machine k un seul membre, 
c’est- 4 -dire Tappareil de levage le plus simple, constitu6 par un seul organe, ou 
mit de charge. 

4. Le mot nature, pr6sente ici le sens de forme ext^rieure ou de 

structure d’appareil mecanique, et cette structure unique a laquelle il est fait 
allusion est celle du levier. 

5. Voir proposition 10 au sujet de l’expression xqcuv h TtspiTpo^tu, qui designe 
ce qu’on appelle vulgairement le tour ou treuil lorsque l’axe est horizontal, 
et cabestan lorsque l’axe est vertical. 

6. Voir proposition 10, en note. 

_ i -i. i i„ 1. 
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faut prendre un bois robuste, equarri (comme un soliveau), 
arrondir ses extremites en les emoussant (*), entourer celles-ci de 
manchons ( 1 2 ) d’airain, assujettis a l’axe de maniere qu’en intro- 
duisant ces extremites dans les trous ronds presentes dans un 

assemblage ( 3 ) inebranlable, celles-ci 
tournent avec facilite lorsque ces trous 
sont munis de frottoirs ( 4 ) d’airain dis- 
poses sous les manchons. Un tambour 
muni d’un trou carre a juste a l'axe est 
ensuite place autour de la partie 
mediane ( 5 6 ) de cet axe, de mani&re que 
l’axe et ce qui tourne autour de lui ( # ) 
revolutionnent ensemble. 

La construction est done expos£e 
ainsi clair ement, et nous devons entre- 
tenir maintenant de l’emploi qui en est 
fait. En effet, si nous voulons mouvoir un grand poids au moyen 
d’une petite force, nous enroulons autour des parties emoussees ( 7 ) 
de l’axe le cordage rattache au poids et, apr&s avoir introduit 
des chevilles ( 8 9 ) dans les trous qui se presentent dans la roue, 
nous faisons toumer la roue en abaissant ces chevilles, et, le 
cordage s’enroulant autour de l’axe [ou bien etant love (*) par 



1. C’est- 4 -dire en taillant aux deux extr6mit£s les aretes vives de la poutre 
carr^e. Le texte parait cependant avoir ete altere ici ; car la description de 
l’appareil, qui est empruntee 4 l’ouvrage d'Hdon, ne distingue plus la partie 
de section carree de l’axe regnant sur l'6paisseur de la roue, puis la partie 
cylindrique de l’axe sur laquelle doit s’enrouler le cordage, et, enfin, les parties 
cylindriques des deux extremites de l’axe qui constitueront les pivots engages 
dans les trous pratiques Hans les montants de l’appareil. 

2. ^oivtxts, expression qui designe propreroent un moyeu de roue, et ayant 
id la signification de manchon (d’airain). 

3. union de plusieurs choses en un tout, designant id un assemblage 
de pieces de bois formant le b&ti fixe ou inebranlable (axwyroc), du treuil. 

4. rpijieus, frottoir, c’est- 4 -dire un coussinet (d’airain, ^aXxouc). 

5. Sous-entendu Trrpaywvov, e’est-a-dire (la partie mediane) carree (de l’axe). 

6. xal to ittptTpo^tov, ce qui tourne autour, c’est- 4 -dire la roue qui regne 
autour de l'axe. 

7. rot <r«ox[xw[iiva too al-ovoc, les (parties) taillees ou emoussees de l'axe, 
c’est-4-dire les parties primitivement de section carree, dont les aretes ont ete 
taillees de maniere 4 rendre ces parties cylindriques. 

8. ;axaretX7), biton, c’est- 4 -dire id une cheville fixee dans la jante de la roue 
pour faire toumer celle-ci k la main. 

9. Sleep pt7)puctv, mettre en pelotons, c’est- 4 -dire lover (le cordage). 
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quelqu’un, afin que le cordage ne reste pas compl&tement autour 
de l’axe] (*), le poids sera aisement mu de cette maniere par une 
puissance plus petite. Mais, il faut approprier la grandeur de 
l'instrument au poids que Ton se propose de faire mouvoir, et 
proportionner les parties ( 1 2 ) de l’instrument dans le rapport qui 
existe entre le poids a mouvoir et la puissance mouvante ( 3 )> 
comme on le montrera dans la suite. 

La seconde puissance est celle qui s’exerce au moyen du 
levier ( 4 ). En effet, ceux qui se sont proposes de mouvoir de 
grands poids, apres avoir consider e qu’il fallait d’abord les sou- 
lever de terre, nonobstant leur manque de prises resultant de ce 
que toutes les parties a la base du fardeau etaient adjacentes 
au sol, ont creuse legerement en 
dessous ; puis, ayant place sous le 
fardeau l’extr6mite d'une longue piece 
de bois, ils ont abaisse 1’ autre extre- 
mity apres avoir mis sous le bois, a 
proximite du fardeau, une pierre 
qu’on appelle le sous-levier ( 5 6 ). Cette 
maniere de mettre en mouvement leur paraissant tr£s facile, ils 
ont pens6 qu’il 6tait possible de mouvoir ainsi de grands poids. 
Le bois, carry ou non, s’ appelle le levier, et le poids sera d’autant 
plus facilement mis en mouvement que le sous-levier aura ete 
plac6 plus prfcs du fardeau (•), comme on le demontrera dans la suite. 

1. La phrase que nous mettons entre crochets a probablement 6t6 interpolee 
de seconde main dans l'extrapolarion que constitue cet extrait d'un ouvrage 
d’H^ron, ajoutd k la fin du livre VIII de Pappus (cfr. Hultsch, loc cit., vol. Ill, 
p. 1118, 1. 8). 

2. 9U[Xfxrrpta, accord ou proportion des parties du tout, ou symStrie, c’est- 
i-dire id le rapport du diamdre de la roue au diametre de l’axe. 

3. La phrase exprime done en d’autres termes que pour r£aliser l’6quilibre 
du treuil, tel que le d£crit le texte, il faut que la puissance exerc£e sur les chevilles 
egalement espacees, qui gamissent la jante de la roue ou du tambour, soit k 
la resistance represent^ par le poids k soulever comme le diametre de l'axe 
cylindrique est au diamfctre de la roue. 

4. Une interpolation ajoute ici : « et qui est sans doute l’id6e qui se present e 
d’abord pour le mouvement des poids excessifs » (cfr. Hultsch, loc. cit., vol. Ill, 
p. 1118, 11. 14-15). 

5. Oitojao^Xiov, ce qui se met sous le levier ({jw^Xo's), c’est-si-dire le point 
d'appui denomm 4 « l’orgueil » en technologie. 

6. Principe d£j& 4 mis par Aristote dans ses Problemes mecaniques p^avtxa 
^po^X^jxaTa) oh (chap. IV), consid&rant la mer comme un poids mfi par la rame, 
et la rame comme un levier, il ajoute : del icXeov { 3 dpo$ xtvet, Sow «v «Xiov doeonixol 

Pappus d’ Alexandra. — II 
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La troisi&me puissance consiste dans le polyspaste (*). En effet, 
lorsqu’on veut entrainer un poids, on tire le cordage qui y est 
attache avec une force aussi grande que celle qui fait £quilibre 
au fardeau. Or, si, pour tirer le cordage partant du fardeau, on 
attache Tune de ses extremites & un lieu fixe, et si Ton fait passer 
I’ autre extr6mit6 dans une petite poulie rattach^e au fardeau, on 
fait mouvoir le poids plus ais6ment en tirant cette extr^mite. Et 

derechef, si Ton attache une autre 
petite poulie a un lieu fixe, et si, 
faisant passer dans cette poulie l’extr6- 
mite menee du cordage, on tire, on 
fera mouvoir le poids encore plus 
aisement. Et si l’on attache de nou- 
veau une autre petite poulie au far- 
deau, et si l’on tire l’extr^mite men6e 
du cordage apr£s 1* avoir fait passer 
dans cette poulie, on fera mouvoir le 
poids encore beaucoup plus aisdment. 
Et si 1’on attache ainsi continuellement 
des petites poulies au lieu fixe et au 
fardeau, et si Ton fait passer alter- 
nativement par ces poulies l’extr&nitd 
menee, on fera mouvoir le poids tou- 
jours plus aisement. [Le poids sera 
done mfi d’autant plus aisement que le cordage s’inflechira sur 
un plus grand nombre d’organes ( 2 ) ; mais il faut que l’extr Smite 
reliee du cordage soit attach4e a un lieu fixe] ( 3 ). Toutefois, dans 
le but de ne pas attacher les poulies isolement au fardeau et 
au lieu fixe, on dispose celles que nous avons dit appartenir au 
lieu fixe dans une piece de bois qu'on appelle la chape ( 4 ), dans 

too utto(xo^Xwu 6 xivwv to j 3 dpo$, c’est-^.-dire : (levier qui) meut un poids en 
mouvra continuellement un plus grand k mesure qu’il s’eloigne davantage du 
sous-levier (point d’appui). 

1. Voir proposition 10 pour la signification de cette expression. 

2. xwXa, les membres, ou les divers organes qui composent la moufle ou 
polyspaste. 

3. La phrase mise entre crochets a probablement et6 interpose (cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. Ill, p. U20, 11 . 15-18). 

4. {jipcvvavov, artifice, designant ici 1’annature reliant les axes des diverses 
poulies qui constituent la moufle, e’est-i-dire la chape. 
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laquelle elles se meuvent autour d'axes, et on attache 
cette chape au lieu fixe au moyen d'un autre cor- 
dage ; tandis qu’on dispose les poulies situees pr&s 
du fardeau dans une autre chape identique a la pre- 
c^dente et reliee pour sa part au fardeau. II faut 
d’ailleurs que les poulies soient disposees dans les 
chapes de telle maniere que les organes entrelacSs 
n’obeissent pas difficile ment. Nous demontrerons du 
reste la cause pour laquelle on acquiert de la facilite 
quand les organes sont pris en grand nombre. et la 
cause pour laquelle on attache 1' autre extremite du 
cordage k un lieu fixe. 

La puissance suivante est celle qui s'exerce au 
moyen du coin. Celle-ci offre de grandes facilites 
pour l’expression des essences (*) et pour la confection d’ excel- 
lent s collages dans l'art de construire en bois. Et, chose plus 
importante, lorsqu’il s’agit, dans les carrieres, de degager des 
pierres de ce qui adhere a leur partie inferieure, on ne peut operer 
au moyen d’aucune des autres puissances, pas meme en reunissant 
toutes celles-ci ensemble ; tandis que le coin agit tout seul dans 
la mesure voulue. Aucun relSchement ne se produit 

t d’ailleurs dans le coin par suite de l’action inter- 
mittente des ouvriers, et sa tension reste violente ; 
ce qui est attribue manifestement au fait que, meme 
lorsque le coin n’est plus frappe, il se produit de 
temps en temps un craquement et des ruptures 

provoques par Tenergie ( 1 2 ) du coin. Au reste, le coin 

exerce plus facilement son effet, c’est-a-dire au 
moyen d’un coup plus faible, a mesure que son angle devient 
plus petit, comme nous le demontrerons. 

Les instruments dont nous venons de parler presentent des 
constructions claires et simples, et leurs usages se manifest ent 
dans de multiples lieux ; mais la vis presente quelques parti- 



1. itpo's toc<; (j.upe'pt.xac incffst?, pour les pressioas essentielles ou de par- 
fums, c’est-a-dire pour la pression des matidres contenant des huiles essentielles 
ou parfumees. 

2. tvepytia?, energie, expression designant id la force Hastique (du coin). 
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culariteS dans sa construction et son emploi. Elle agit, en effet, 
tantot de maniere isolee, tantot en s'adjoignant quelque autre 
puissance, parce qu’elle ne constitue pas autre chose qu’un coin 
enroulS qui ne regoit pas de coups, mais qui realise son mouve- 
ment par levier et revolution ; effet qui rSsultera clairement de 
ce que nous dirons bientot. La conception (*) formSe pour ce qui 
concerne la vis est done de la nature suivante : Si le cote d’un 
cylindre est transports suivant la surface de ce cylindre ; si un 
point est transports en meme temps suivant ce meme cotS, et si 
ce point parcourt toute la longueur du cotS dans le meme temps 
oil ce CotS effectue un seul rStablissement, la ligne engendrSe 
dans la surface du cylindre est une hSlice qu’on appelle aussi 
une vis ( 1 2 ). Or, celle-ci se construit de la maniere suivante dans 
le cylindre ( 3 ) : 

Si nous exposons dans un plan deux droites perpendiculaires 
entre elles, dont Tune est Sgale au cotS du cylindre que nous 
venons de dire, et T autre Sgale a la circonference du cercle de 

base du cylindre ; si nous menons, 
sur les extrSmitSs des droites en 
question, la droite de jonction 
qui sous-tend Tangle droit ; si 
nous plagons la droite qui est 
Sgale au cotS du cylindre sur le 
cdtS du cylindre, et si nous 
enroulons T autre droite situSe 
autour de Tangle droit suivant 
la circonfSrence du cercle, la 
droite qui sous-tend Tangle droit 
s’enroulera aussi suivant la sur- 
face du cylindre et constituera ThSlice que nous avons dite. Or, 
il est loisible de diviser le cotS du cylindre en autant de parties 
Sgales qu’on voudra, et de dScrire en chacune de ces parties une 

1. expression prise ici dans le sens d' application de l’esprit ou 
de conception. 

2. C’est-i-dire que la courbe gSomStrique helice (sXi^ prend le nom de vis 
(xo^Xiac) dans la Mecanique d’Heron. 

3. Voir plus haut la proposition 20 dans laquelle Pappus a d£j& expose la 
construction de la vis d'une mani&re plus exacte que dans le passage qui va 
suivre, empruntS k Heron par un auteur postSrieur k Pappus. 
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helice de la maniere qu’on vient d’indiquer, de telle sorte qu’il 
y aura plusieurs helices decrites sur le cylindre, et on appelle 
monostrophe celle qui est 
enroulee une seule fois, c'est- 
a-dire la ligne menee autour 
du cylindre en chacune de 
ses parties. Dhs lors, si on 
incise un canal suivant cette 
ligne dans la profondeur du 
cylindre, et si on le creuse 
de mani&re qu’une cheville (*) solide s’y ajuste, la vis sera utilisee 
de la maniere suivante : Apres avoir rendu ses extremites rondes, 
on les adapte a des assemblages ( 1 2 ) dans des trous arrondis, de 
telle sorte que la vis tourne facilement ; puis, disposant au-dessus 
de la vis une regie qui lui est par allele et presente un canal au 
milieu de sa surface regnant au-dessus de la vis, on adapte a ce 
canal la cheville dont il a 6t6 question, de mani&re qu’une des 
extremites de la cheville reste dans le canal de la vis et 1' autre 
extremite dans 1’ autre canal que nous avons dit se trouver dans 
la regie ( 3 ). Des lors, si l’on veut mouvoir un fardeau 
au moyen de cet instrument, on prend un cordage, 
on en relie une des extremites au fardeau et 1* autre 
a la cheville que nous avons mentionnee et, comme 
il y a des trous dans la tete de la vis, on ramene vers 
le bas les bitons qui y ont ete engages, et la cheville, 
ainsi conduite dans son canal par 1’ helice, attire le cordage, par 
1’intermediaire duquel elle attire aussi le fardeau. Mais, au lieu 
de bitons, on peut mettre un manche ( 4 ) a 1’ extremite de la vis 
qui depasse exterieurement 1’ assemblage et, si l’on fait tourner 
la vis de cette mani&re, on attirera le fardeau. Au reste, dans 
la vis, l’helice est tantdt carree, tantdt lenticulaire ; elle est 


1. tuXo$, clou ou cheville, c’est-^-dire un ergot constituant done la forme la 
plus rudimentaire de l’ecrou que les mecaniciens de l’Antiquite ne paraissent 
pas avoir connu. 

2. C’est-i-dire k un assemblage de pieces formant le bati de l’appareil. 

3. En d’autres termes, la vis est utilisee de maniere k faire mouvoir paral- 
lSlement k son axe un ergot faisant parti e d’un curseur guide dans une rainure 
pratiquee dans une pi^ce fixe de 1’ assemblage qui porte la vis sans fin. 

4. ^etpoXapri, manche ou poignee, e’est-i-dire une manivelle. 
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carree quand les incisions de son canal sont per- 
pendiculaires, et elle est lenticulaire quand les inci- 
sions sont obliques et se rejoignent sur une seule 
ligne ; l’une est d’ailleurs appelee carree et 1’ autre 
lenticulaire. 

La vis affecte done cette construction lorsqu’elle 
agit isolement ; mais elle s’ applique encore d’une 
autre fa$on. En effet, si l’on adopte quelque autre puissance, telle 
que celle qui s’exerce au moyen de la construction qu’on appelle 
l’axe dans la roue (*), imaginons qu’on ait un 
tambour dente dispose autour d’un axe, et qu'une 
vis placte perpendiculairement au sol, ou par allele- 
ment au sol, soit accolee a ce tambour, tout en 
ay ant son helice engagee dans les dents du tam- 
bour et ses extremites tournant dans les trous 
ronds de quelque assemblage, comme nous l’avons 
dit precedemment, et, vu que l’extremite de la vis depasse a la partie 
exterieure de 1’ assemblage, entourons-la d’un manche au moyen 
duquel on fera tourner cette vis, ou bien faisons-y des trous, de ma- 
niere qu’en y introduisant des batons, on fasse de meme tourner la 
vis. Des lors, si les cordages partant du far- 
deau sont de nouveau enroules autour de l’axe, 
de part et d’ autre du tambour ( 2 ), et si l’on 
fait tourner la vis, puis le tambour, par l’in- 
termediaire de celle-ci, on attirera le fardeau. 

Nous avons done expose les constructions 
et les usages des cinq puissances que nous 
avons mentionnees, et Heron a demontre 
dans ses Mecaniques la cause pour laquelle 
de grands poids sont generalement mus par 
une petite force au moyen de chacune de 
ces puissances. Or, dans ce qui va suivre, 
nous allons decrire des machines qui, d’apres 
le troisieme livre d’ Heron, ont ete consti- 
tutes dans un but de facilite et d’utilite, et au moyen desquelles 
on fera de nouveau mouvoir de grands poids. 

1. C’est-i-dire le tour ou treuil. 

2. Cas represente dans la figure de la pa4e 88 1 oil la vis est horizontale. 
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Les choses que l’on transporte sur le sol, 
dit-il, sont trainees sur des sellettes (*). Or, la 
sellette est un assemblage de quatre bois dont 
les extremites sont emouss6es. Les poids y 
sont disposes, et Ton attache aux extremites 
de ces bois soit des polyspastes, soit les bouts 
de cordages. Ceux-ci sont tires k la main, ou 
bien ils sont defer es k des cabestans ( 1 2 ) qui, 
mis en rotation, traineront sur le sol la sel- 
lette sous laquelle on aura place des rouleaux 
de bois ( 3 ) ou des planches ( 4 ). Car, si le 
fardeau est petit, il faut faire usage de 
rouleaux de bois, et s’il est plus grand, il 
faut employer des planches, parce que les 
sellettes seront ainsi trainees moins facile- 

ment ; car, lorsque le fardeau 
prend un mouvement impe- 
tueux, les rouleaux de bois 
offrent du danger en roulant. 
Au reste, certains n'utilisent 
ni rouleaux de bois ni plan- 


ches, mais ils font avancer les sellettes apres y avoir applique 
des roues pleines. 


1. ys\uiYt\, tortue, expression qni designe ici un petit si£ge fort bas, servant 
k trainer les fardeaux. Vitruve ( De V Architecture, liv. X, chap. X) emploie le 
meme mot latinise « chelo » pour designer un organe de la catapulte de guerre. 

2. spying, esp&ce de moulinet ou treuil qui tourne verticalement, c’est-a-dire 
le vindas ou cabestan. 

3. trxuta). 7 i, baton, designant ici le cylindre de bois pour faire rouler les 
fardeaux. 

4. ffotvU, ais ou planche. 
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XXXII. 

Mais, dit-il (*), pour enlever des fardeaux en hauteur, on fait 
des machines a un membre ( 1 2 ), ou a deux membres ( 3 ), ou a trois 
membres ( 4 ), ou a quatre membres ( 5 ). Les machines a un membre 

sont constitutes de la maniere sui- 
vante : On prend un bois robuste, 
d’une hauteur plus grande que celle 
a laquelle on veut elever le fardeau 
et, bien qu’il soit robuste par lui- 
meme, on le resserre en pla9ant une 
corde a l’entour et en l'etreignant 
dans des circon volutions ( 6 ). Les dis- 
tances entre ces circonvolutions ne 
depassent d’ailleurs pas quatre pal- 
mes ( 7 ) ; le bois devient ainsi plus 
robuste, et les circonvolutions de la 
corde seront utiles pour ceux qui 
effectuent le travail et veulent monter 
a la partie superieure. Et, si le bois n'est pas assez robuste, on 
le constitue par un assemblage de plusieurs autres. [II faut sou- 
peser le fardeau que l’on veut elever, afin que le membre ne soit 

1. C’est-i-dire Heron dans ses Mecaniques. 

2. [xov6x<i>Xo< , (machine de levage) n’ayant qu'un seul membre, se composant 
done d’une piece de bois unique, retenue verticalement, ou sous une certaine 
inciinaison, par des haubans. C’est le m 4 t de charge. 

3. S!xwXo«, (machine de levage) k deux membres, ou assemblage de deux pieces 
de bois inclinees l’une sur 1’ autre, reliees k leurs sommets et maintenues dans 
un plan vertical ou plus ou moins incline par des haubans. C'est l'appareil que 
nous appelons la grue ou la bigue. 

4. -rpixwXo;, (machine de levage) k trois membres, composee de trois pieces 
de bois inclinees l'une sur 1’ autre, reliees k leurs sommets et formant trepied. 
C'est l’appareil que nous appelons la ch6vre. 

5. Tt-rpaxoiXo?, (machine de levage) k quatre membres, composee de quatre 
pieces de bois inclinees l’une sur l'autre, reliees au sommet et constituant une 
chdvre plus stable que celle formant trepied. 

. 6. C’est-i-dire dans des circonvolutions qui forment une helice autour du 
m 4 t de charge et qui serviront au besoin d' echelons. 

7. maXatar n?, palme, petite mesure de longueur valant 4 doigts, de sorte 
que la distance des spires, ou le pas de l’helice constituee par l’enroulement de 
la corde autour du mat de levage, etait d’environ 35 centimetres au plus. 
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pas trop faible] ( 1 ). On erige done le membre sur nn banc de 
bois ( 2 ) ; on relie trois ou parfois quatre cordages k son extremite, 
et leurs elongations sont ramenees sur des lieux stables, afin que 
le bois, retenu par les cordes tendues, ne cede pas quel que soit 
l’endroit ou il lui est fait violence. On attache ensuite a la partie 
superieure des polyspastes qu’on relie au fardeau, et Ton tire 
soit avec les mains, soit en appliquant des cabestans, jusqu’a ce 
que le fardeau soit eleve. Et si Ton doit deposer une pierre sur 
un mur ou en quelque endroit que l’on veuille, on rel&che un 
des cordages relies au sommet, notamment celui qui se trouve 
du c6te oppose au fardeau, et on incline le membre ( 3 ) ; ou bien, 
mettant des batons sous le fardeau, e’est-a-dire du cote ou Ton 
n’a pas introduit la fronde ( 4 ), on relache les cordes des poly- 
spastes jusqu’a ce que le fardeau soit assis sur les batons ; puis, 
deliant la fronde, on remue le fardeau avec des leviers jusqu’a 
ce qu’il soit amene a l’endroit voulu. Apr&s cela, attirant de 
nouveau manuellement au moyen de cordes le banc de bois place 
sous le membre, on l’am&ne sur une autre partie de l’edifice ; on 
relache les segments ( 5 ) tous ensemble, et on l’utilise (*) de nouveau 
en reliant ( 7 ) de la maniere que nous avons dite. 


1. La phrase placee entre crochets parait avoir et6 interpose (cfr. Hultsch, 
loc. cit., vol. Ill, p. 1132, 1 . 15). 

2. ftXov, bois, d£signant ici un plancher ou banc de bois. 

3. C’est-^-dire le bois ou mit. 

4. <KpevSov7i, la fronde ; expression qui d£signe ici le fer ou l'anneau au moyen 
duquel le cordage est reli6 k la pierre. C’est l'organe qu'on appelle actuellement 
la louve. 


5. aitoTopo?, coupure, segment ; expression qui d£signe ici les parties des 
cordages qui sont engages dans les moufles, et qui paraissent ainsi &tre d£coupees 
d’une poulie a l’autre de ces moufles. 

6. Sous-entendu : l'appareil de levage. 

7. Sous-entendu : un autre fardeau. — ~~ , 
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ERRATA : 


xii, ligne 24, lire « pr6sente » au lieu de « present ». 
141, figure, tracer la droite A®. 

283, note 3, fermer la parenth^se apres K®. 

344, figure, tracer la droite r®. 

377, figure, marquer A le pdle des cercles paralleles. 
455* note 2. ligne 2, lire ?a au lieu de va. 

512, figure, il faut A au lieu de T et T au lieu de A. 
672, demi&re note, lire 4 au lieu de 1. 

871, figure, il faut L au lieu de Z. 


